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Resumen

En este trabajo se presenta una introduccién a la teoria cualitativa de sistemas
de control no lineal, haciendo énfasis en las propiedades de controlabilidad de tales
sistemas. Se introduce el lenguaje geométrico de campos de vectores, corchete de
Lie, distribuciones, foliaciones etc. Se analizan los problemas de controlabilidad
bésicos y se dan criterios para accesibilidad, controlabilidad y propiedades rela-
cionadas.

Este enfoque general fue formulado usando ciertas algebras de Lie de campos
de vectores determinados por tales sistemas. Un problema de aproximacion por
caminos es considerado como una aplicacion de la teoria desarrollada. Ilustramos
nuestras consideraciones con algunos ejemplos de sistemas simples o sistemas que

aparecen en aplicaciones.
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Introduccion

La teoria de sistemas de control se ocupa del analisis y el diseno de componentes
interactuantes de un sistema en una configuracion que brinde un comportamiento
deseado. La configuracion esencial usada en teoria de sistemas de control se basa en
el concepto fundamental de realimentaciéon, que consiste en el proceso de medir las
variables de interés en el sistema y usar esa informaciéon para controlar su compor-
tamiento. La teoria y la practica del control tienen un amplio rango de aplicaciones
en los campos de la ingenieria aerondutica, quimica, mecanica, ambiental, civil y
eléctrica, asi como en muchas otras disciplinas no ingenieriles. Las ventajas del
control eficiente en la industria son inmensas, e incluyen mejoras en la calidad de
los productos, reduccion en el consumo de energia, minimizaciéon de los materiales

de desecho, mayores niveles de seguridad y reducciéon de la contaminacion.

El punto de partida en el analisis de un sistema de control es su representacion
por un modelo matematico, generalmente como un operador entre entradas y sali-
das del sistema, o como un conjunto de ecuaciones diferenciales. La mayoria de los
modelos matemaéticos usados tradicionalmente por teéricos y practicos del control
son lineales. De hecho, los modelos lineales son mucho méas manejables que los
no lineales, y pueden representar en forma precisa el comportamiento de sistemas

reales en muchos casos tutiles.

Sin embargo, los avances tecnolégicos actuales han generado una enorme va-

riedad de nuevos problemas y aplicaciones que son no lineales en esencia. Por
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ejemplo, fendbmenos no lineales se observan comtinmente en aplicaciones modernas
importantes en ingenieria, tales como sistemas de comando de vuelo, manipu-
ladores robot, sistemas de autopistas automatizadas, estructuras de ala de avion,
y sistemas de inyeccion de combustible de alto rendimiento. Tales fen6menos no
lineales no se pueden describir mediante modelos lineales, una razon ineludible
para el uso de modelos no lineales y el desarrollo de conceptos y herramientas de

sistemas no lineales de control.

Alentada por la sofisticacion de la tecnologia actual, la teoria de sistemas no
lineales de control ha experimentado en la década pasada una vigorosa expansion,
reflejada por un ntmero rapidamente creciente de monografias y libros de texto
cientificos de sistemas no lineales de control, entre los cuales destacan autores

como, Isidori |5] y Sontag |6].

En este trabajo se presenta una introduccion a la teoria cualitativa de sistemas
de control no lineal usando definiciones y resultados de geometria diferencial (si-
guiendo esencialmente [7]), haciendo énfasis en el concepto de controlabilidad,
que consiste basicamente en descifrar bajo qué condiciones un determinado estado
puede efectivamente alcanzarse de manera exacta y qué tipo de controles inter-
vienen en este proceso. Consideraremos principalmente, subconjuntos abiertos de
R™, en vez de conjuntos mas generales como son las variedades diferenciales de
orden n. Los resultados son presentados de forma detallada, pero ninguno de ellos

es original para el Aambito de este proyecto.
El presente trabajo esta estructurado de la siguiente manera:

En el capitulo I se introduce la definicion general de sistemas de control y se
discuten temas basicos de variedades diferenciales como, campos de vectores, flujo,

corchete de Lie, derivada de Lie, entre otros.

En el capitulo II se estudian los conceptos de distribuciones, foliaciones y or-
bitas. También se presentan una version local y otra global del teorema de Frobe-

nius, y se establece el teorema de o6rbita de Stefan y Sussmann.
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El capitulo III comienza con el estudio de algunos conceptos bésicos de la teoria
de control como lo son, sistemas de control-afin, conjuntos alcanzables, controla-
bilidad y accesibilidad. Asimismo, se definen las algebras de Lie de un sistema de
control, y finalmente, en la ultima seccion del capitulo, se presentan dos teoremas
y un corolario que constituyen importantes criterios de accesibilidad para sistemas

de control no lineales.

En el capitulo IV se definen los sistemas tiempo-reversibles y se establece la
relacion entre orbitas y conjuntos alcanzables, para concluir con el estudio de

aproximacion de curvas a través de las trayectorias de un sistema de control.



Capitulo 1

Controlabilidad y Corchete de Lie

Las propiedades de controlabilidad de un sistema de control son propiedades
relacionadas con las siguientes preguntas. ;Puede un sistema ser guiado desde un
estado inicial g dado, a un estado final x;7 ;Puede ser hecho esto para cualquier
par de estados inicial y final? ;Qué tan grande es el conjunto de puntos para los
cuales el sistema puede ser guiado desde un estado inicial z(? ;Cuales trayectorias
del sistema son realizables y como encontrar controles para su realizacion?.

Tales preguntas pueden ser motivadas por problemas practicos y son basicas para
cualquier estudio cualitativo de sistemas de control. Nuestro objetivo en este capi-
tulo sera desarrollar las herramientas que nos capaciten para contestar dichas pre-
guntas y para entender las propiedades cualitativas de un sistema de control no
lineal.

Veremos que una clase grande de problemas de sistemas de control pueden ser
representados por una familia de campos de vectores. Las propiedades cualitativas
de los sistemas de control dependen de las propiedades de los campos de vectores y
las interacciones entre ellos. La herramienta basica que nos capacita para entender

las interacciones entre los diferentes campos de vectores es el corchete de Lie.



1.1. Sistemas de Control y problemas de Contro-
labilidad

En esta seccion definiremos un sistema de control y veremos algunos ejemplos

que motivan el estudio de tales sistemas.

Definicion 1.1. Se denomina Sistema de Control a un sistema de la forma
X &= f(z,u)

donde z, llamado estado de %, toma valores en un subconjunto abierto X de R"
(0 en una variedad diferenciable X de orden n) y u, llamado control, toma valores
en un conjunto U. Los conjuntos X y U son llamados Fspacio Estado y Conjunto

Control, respectivamente.

Ejemplo 1.1. (Bote a Motor sobre un Lago)

Consideremos un bote a motor sobre un lago. Podemos escojer un sistema de
coordenadas en el cual, el lago es identificado con un subconjunto X de R? y el
estado del bote con un punto x = (1, x9)ER?. El movimiento de dicho bote puede

ser modelado por el sistema de control:
T=1u

donde el control u = (uy,uz) es el vector velocidad, el cual pertenece al conjunto

U={ue€R?: ||u| <m}, siendo ||u]] = /(u1)?+ (u2)? y m es la velocidad

maximal del bote.

Ejemplo 1.2. (Bote a Motor sobre un Rio)

Consideremos el problema anterior, pero en vez de un lago, supongamos que el bote
navega sobre un rio. Entonces el conjunto de velocidades del bote, F(x), depende
de la corriente del rio en cada punto. Luego, la ecuacion que modela el problema

t=F(z)= f(x)+u

donde el control u es el vector velocidad del bote y f(x) es el vector velocidad de

la corriente del rio en el punto x.



Observacion 1.

Se puede conservar la ecuacion & = u si el control es U(z) = f(x) + U.

Ejemplo 1.3. (Bote a Vela sobre un Lago)
Consideremos un bote a vela sobre un lago. Supongamos que el viento es estable,
es decir, que tiene una direccion y fuerza constantes. Aqui, el movimiento del bote

puede ser modelado por la ecuacion
& =V(0),

donde 0 es el angulo de los ejes del bote con respecto al viento. 0 es tratado como
control y toma valores en el conjunto U = («a, 21 — ), siendo « el dngulo minimal
con el cual el bote se mueve en contra del viento y V' es la velocidad que depende de
0. Ahora bien, en este problema el control 0 puede ser restricto solo a dos valores:
0 = £0,,t, donde O,y mazimiza las paralelas a las componentes del viento de V (0)

(dirigido en contra del viento).

De este modo, el sistema se reduce a dos sistemas con dos velocidades posibles,
V+ = V(Qopt) Yy V_ = V(—eopt).

Por el cambio de virages y el tiempo gastado para cada viraje (derecho o izquier-
do) proporcional a constantes A\ y A_, respectivamente, con Ay + A_ =1 el bote

cambia su posicion con una velocidad promedio

V;?rom = )\+V((90pt) + )\7V(9,Opt).

1.2. Campos de Vectores y Flujos

A continuacién daremos algunos conceptos basicos como son campos de vec-

tores, grupo l-parametro y flujo.

Definicion 1.2. Sea X un subconjunto abierto de R™, posiblemente igual a R™ (o
X una variedad diferenciable). Un Campo de Vectores sobre X es una funcion f

definida por:



Xapr(p)eTpX7

la cual asigna un vector tangente en p, a cualquier punto p en X. Una funcion
andloga definida sobre un subconjunto abierto de X, solamente, serd llamada Cam-

po de Vectores Parcial.

Observacion 2.

a) Considerando una parametrizacion x : U C R™ — X es posible escribir

f(p) = Zai(p)%a

: 0 ‘
donde cada a; : U — R es una funcion en U y {W} es la base asociada a x,
x
1=1,2,...,m. Diremos que el campo de vectores f es diferenciable si las funciones

a; son diferenciables sobre U.
En el caso en que X es un subconjunto abierto de R™ se tiene lo siguiente:

b) Se puede identificar T,X con R"™ (considerando a un vector tangente, como

una determinada clase de equivalencia).

¢) Para cualquier campo de vectores (o campo vectorial parcial) f, podemos

escribir la ecuacion diferencial & = f(z).

d) El campo de vectores f puede ser expresado como un vector columna
f=C(f1, f2, - fu)¥. Diremos que f es de clase C* si sus componentes son de clase

C*,

En adelante, trabajaremos usualmente con campos de clase C'™°. El espacio de

tales campos de vectores, forma un espacio lineal denotado por V(z).

Sea X un subconjunto abierto de R"(o X una variedad diferenciable). Tenemos

las siguientes definiciones.



Definicion 1.3. Se denomina Transformacion Diferenciable (6 simplemente Trans-

formacion) de X, a un difeomorfismo de X sobre si mismo.

Definicién 1.4. Un Grupo 1-Parametro de Transformaciones de X es una funcion
de Rx X en X, (t,p) € Rx X —— v(p) € X, la cual satisface las siguientes
condiciones:

1)Para cada t € R, v : p— %(p) es una transformacion de X.
2)Para cada t,s €R y p € X, yrs(p) = 1(7:(p))-

Definicion 1.5. Sea I. un intervalo abierto (—e,€) y U un conjunto abierto de X.
Un Grupo 1-Pardmetro de Transformaciones Locales de X definido sobre I, x U
es una funcion de I. x U en X, (t,p) € . x U — v(p) € U, la cual satisface las
stguientes condiciones:

1) Para cada t € I, v : p — Y(p) es un difeomorfismo de U sobre el conjunto
abierto v(U) de X.

2) SZ t, S,t +s € [E yp, '.Ys(p) S U; entonces, 7t+s(p) = f}/t(ﬁ)/s(p))

Observacion 3.

a) Notemos que, vy = (v) ™' y 70 = 4.

b) Diremos que una curva diferenciable vy sobre X es una curva integral de

X si4(t) = f(y(t)), para cada t en el dominio de .

¢) Cada Grupo 1-Pardmetro de transformaciones v, induce un campo de vec-
tores f como sigue: Para cada punto p € X, X, es el vector tangente a la curva
x(t) = v(p), llamada la érbita de p, en p = ~o(p). De forma andloga , un Grupo
1-Pardmetro de transformaciones locales induce un campo de vectores f definido
sobre un abierto U de X. Para el caso en que X es un subconjunto abierto de R™

tenemos que dicho campo de vectores estd dado por:

0= 5|



Proposiciéon 1.1. Sea f un campo de vectores sobre una variedad diferenciable
X. Para cada punto py € X, existe una vecindad U de py, un numero positivo € y
un grupo 1-parametro de transformaciones locales v, : U —— X, t € I, el cual es

inducido por el campo [ dado.

Demostracion. Sea uq,us, ..., u, un sistema de coordenadas local en una vecindad

W de po, tal que, uq(po) = uz(po) = ... = un(po) = 0.Sea f = > &(ur, usg, ,un)a—uZ
en W. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:
% =&(g1(t), ga(t), ..., gu(t)), i =1,2,....7,

con funciones desconocidas ¢1(t), g2(t), ..., gn(t). Por el teorema fundamental de
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, existe un tnico conjunto de fun-
ciones ¢1(t;u), g2(t;u), ..., gn(t; u) definidas para u = (uy,...,u,) con |uj| < &y
para |t| < €, el cual forma una solucion de la ecuacion diferencial para cada u fijo
y satisface la condicion inicial g;(0;u) = u;.

Sea vi(u) = (g1(t;u), ga(ts ), ..., gu(tiw)) para [t| < ey wen Ur = {u;|u;| < é1}
Si |t],|s|] y |t + s| son todos menores que €; y ambos u y 7s(u) estan es Uy, en-
tonces las funciones h;(t) = ¢;(t + s;u) son una solucion de la ecuacion diferencial
para condiciones iniciales h;(0) = g;(s;u). Por unicidad de las soluciéon tenemos
hi(t) = gi(t;vs(u)). Esto prueba que v;(7s(u)) = yirs(u). Ya que g es la transfor-
macion identidad de Uy, existen § > 0y € > 0, tales que, para U = {u; |u;| < d},
v (U) C Uy si |t] < e. Luego, v—¢(7:(w)) = 7e(v—¢(w)) = vo(u) = u, para todo u € U
v |t| < e. Esto prueba que 7; es un difeomorfismo de U para |t| < e. Asi, v es un

grupo l-parametro de transformaciones locales de X definido sobre I, x U.

Por la construccion de v, es evidente que 7, induce el campo de vectores f en U.
O

Definicion 1.6. Sea X un subconjunto abierto de R" (0 X una variedad diferen-
ciable) y f un campo de vectores sobre X. La familia de transformaciones locales
Ve, del grupo 1- pardmetro inducido por f es llamada Flujo Local (6 simplemente
Flujo) del campo vectorial f. Ademds, si la solucion ~,(p) estd bien definida para

todo teR y peX, entonces el campo de vectores f,es llamado Completo.

Denotaremos el flujo local de un campo de vectores por 'ytf o por exp(tf).
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Proposiciéon 1.2. Sobre una variedad compacta X, todo campo de vectores f es

completo.

Demostracion. Para cada punto p € X, sea U(p) una vecindad de p y £(p) un
numero positivo tal que, el campo de vectores f genera un grupo l-paramentro de
transformaciones locales v, sobre I,y xU(p). Ya que X es compacto, el cubrimiento
abierto {U(p);p € X} tiene un subcubrimiento finito {U(p;);i = 1,...,k}. Sea
e = min{e(p1,...,e(pr)}. Asi, y(p) esta definida sobre I. x X y por tanto sobre
R x X. ]

Para ampliar y/o complementar los resultados presentados en esta seccion, se

puede consultar [1].

1.3. Corchete de Lie y sus propiedades

Un sistema de control puede ser considerado como una coleccion de campos de
vectores parametrizados por un parametro llamado control. Es natural esperar que
las propiedades basicas de tales sistemas dependan de las interacciones entre los
diferentes campos de vectores correspondientes a diferentes controles. Sobre tales
campos se pueden hacer algunas operaciones algebraicas, como tomar combina-
ciones lineales y tomar un producto llamado corchete de Lie.

Existen tres definiciones equivalentes de corchete de Lie y daremos cada una de
ellas posteriormente. En esta seccion comenzaremos por dar la definicion més sen-

cilla en R™ y algunas propiedades.

Definicién 1.7. Sea X C R" y sean f y g campos de vectores sobre X . El Corchete

de Lie de f y g es otro campo de vectores definido como sigue:

.61 = 22@) )~ L @)ge),

of 9y
donde 92 Y Iz

denotan las matrices jacobianas de f y g. Llamaremos a



esto, Definicion Jacobiana del corchete de Lie.
Observacién 4.

El Corchete de Lie de dos campos de vectores, es otro campo de vectores que
mide la "no conmutatividad"de los flujos de ambos campos de vectores.

Ejemplo 1.4. Sean f = (1,0)T y g = (0,21)T dos campos de vectores sobre R™.

Entonces,

Og dg1 df1 df1
@) ax?m) . @) G

Proposiciéon 1.3. El corchete de Lie de los campos de vectores f y g es identi-

camente igual a cero, si y solo si, sus flujos conmutan; es decir,

[f,g] =0<=f 0yi(p) =1907/(p), Vs,teR y VpeX,

donde la igualdad del lado derecho debe ser satisfecha por aquellos valores de s, t

y p para los cuales ambos lados estan bien definidos.

Luego, [f, g] = 0 equivale a decir que, si comenzamos en un punto p y avanzamos

a lo largo de la trayectoria de f para un tiempo ¢, entonces avanzando a lo largo
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de la trayectoria de g para un tiempo s, e invirtiendo el orden de los campos [y

g, obtenemos el mismo resultado.(ver figura 1.1)

Figura 1.1:

La demostracion se hara mas tarde, pues atin no contamos con las herramientas

necesarias para realizar dicha prueba.

Proposiciéon 1.4. Fijemos un p € X y consideremos la curva
a(t) =77, 07l 0 oA ()

entonces, o/ (0) =0 y a”(0) = 2[f, g](p).

257.3]‘” \

3
p S
Figura 1.2:

De esta proposicion podemos concluir que después de una conveniente reparame-
trizacion, el vector tangente a la curva t — (t), es igual a 2[f, g](p)(ver figura
1.2). Esto implica que los puntos alcanzables desde p por medio de los campos de
vectores fy g se encuentran no solo en las direcciones de f(p) y g(p), sino también
en la direccion del corchete de Lie [f, g|(p). Este hecho sera de gran importancia

en el estudio de las propiedades de controlabilidad de sistemas de control no lineal.

A continuacion presentamos de una forma maés detallada, la prueba que aparece

en |2]| (pag 224).



Demostracidon. Definamos

de donde,
alh) = 72,0708 ()
— as(h,h). (1.1)
Mas atn,
a(0,h) = (IO ®))
= (1)
= ai(h,h). (1.2)

as(0,h) = (i) )

= as(h,h). (1.3)

y para cualquier funcion C* ¢ : X — R,

0 , 1

iy 0200 = Hglotonthn+t00) = el )
= i 7008, 0 ) = 60, 6, ()
=l L[S (L (0)) — SO, (o, ()

t—0 t

~ 1im %[gbwf(al(hl, 1)) — élan (ha, 1))

t

= g(d(ai(hi,t1))).

10



Por tanto,

d(poay)
oh

= g(poay). (1.4)

YR (poag) = Hf% %W(O@(hl +t,t1)) — ¢(aa(ha,t1))]

t—

= i 51607 e 08, 04, ) = 6007, G2 L D))

1

= lim ;[Qﬁ(’yit(’){hl (7, (3, () = (- (VF, (0, ()]

= lir% %[gb(vft(om(hh t1)) — ¢(az(hy, t1))]

t—

— lim i[gb(yg‘(az(hl, t1)) — d(az(h, t1))]

r—0 —7r

= —lim (603 (an(hs, 12)) — Gan(hn, 1))

—0

= —F(laa(hr, 11))).

Luego,

O(¢ 0 az)
oh

= —f(¢0a) (1.5)

De forma anéloga se obtiene que

(¢ o az)

5 = —g(poaz). (1.6)

11



observemos también que,

%M (Gom) = lm - [B@(0,1+5)) — 6ar(0,0)
= i <0080 () — G037 ()
— lim - [6080£ 07 (0)) - 60307 (b))
— i 60/ () — (02 ()
= lim <[60{(1(0,6) — o(e (0,1))

= f(&((0,1))).

(1.7)
Por otro lado,
(poa) = ¢'(a(0))a’(0)
= ¢'(a3(0,0))a3(0,0) (por (1.1))
= (¢0a3)'(0,0)
= Di((¢0a3)(0,0) + Da((¢ 0 a3)(0,0))
= Di((¢00a3)(0,0)) + [Di((¢ 0 a2)(0,0)) + D((¢ 0 a2)(0,0))]  (por (1.3))

= Di((¢03)(0,0)) + [D1((¢ © @2)(0,0)) + [D1((¢ © a1)(0,0))
+D2((¢ 0 21)(0,0))]] (por (1.2))

= Di((¢00a3)(0,0)) + Di((¢ 0 a2)(0,0)) + D1 ((¢ © a1)(0,0))

= +D5((¢ 0)(0,0))

= —g(#(a3(0,0))) — f(9(2(0,0))) + g(é(1(0,0))) + f(#(1(0,0)))
= —g(¢(p)) — f(&(p)) + 9(o(p)) + f(&(p)).
= 0.

Ahora bien,
(¢oa)(t) =d(t)(¢)

(accion del vector tangente o/(t) sobre una funcion ¢).
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Luego, como ¢ : X — R es arbitraria, entonces

(poa)(t)=0= a'(0)(¢) =0=a'(0) = 0.

Probaremos ahora que o”(0,0) = 2[f, g](p).

Observemos que,

(¢9o0a)’(0) = Di[Di(¢oaz)(0,0) + Da(¢ o a3z)(0,0)]
+Ds[D1(¢ 0 a3)(0,0) 4 D2(¢ 0 a3)(0,0)]
= Dia(¢0a3)(0,0) + Di2(¢ 0 a3)(0,0)
+Ds1(¢p 0 a3)(0,0) + Dao( 0 as3)(0,0)
= Dj1(¢00a3)(0,0)+2Ds;1(¢p o as)(0,0)
+Ds52(¢p 0 a3)(0,0).

Ahora bien,

Dy1(¢0a3)(0,0) = Di[Di(¢ o as)(0,0)]
= Di[—g¢(a3(0,0))]
= —[—g996(a3(0,0))]
= 999(p).
(1.9)

2Ds1(¢p 0 a3)(0,0) = 2D2[D1(¢ 0 a3)(0,0)]
= 2D1[-g¢(as(0,0))]
= 2[=D19¢(2)(0,0) — Dago(a2)(0,0)]
= 2fgd(p) — 2D29¢(2(0,0))
= 2fgé(p) — 2[D1gd(1(0,0)) + D2g¢ (a1 (0, 0)]
= 2f99(p) —2999(p) — 2f9¢(p).
(1.10)
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Dys(¢poasz)(0,0) = DiDi(¢poaz)(0,0) +2DsD1(¢p o az)(0,0) + DyDo(¢p 0 a2)(0,0)
= Di[=f¢(a2(0,0))] + 2Ds[— fp(2(0,0))] + DaDa(¢ 0 a2)(0, 0)
= [fop) = 2[D1f¢(i1(0,0)) + Dafp(a2(0,0))] + D2D2(¢ 0 a2)(0,0)
= [fo(p) —29f¢(p) — [fo(p) + DaDa(¢ 0 a2)(0,0).
(1.11)

Ademés,

DyDy(¢ 0 a2)(0,0) = D1D1[¢(a1(0,0))] + 2DaD1[¢(1(0,0))] + DaDo[p(as (0, 0))]

= g99(p) +2f9é(p) + ffo(p).
(1.12)

Sustituyendo (1.9),(1.10),(1.11) y (1.12) en (1.8) se obtiene que

(90a)"(0) = ggo(p) + [2f96(p) — 996 (p) — 2fgd(p)]
+[ffo(p) = 29f0(p) — 2f fo(p)] + l999(p) + 2f99(p) + [ [o(p)]
= —29fo(p) +2f96(p)
= 2(fg¢(p) — gfo(p))
= 2[f, glp0-

Pero, por definicion
(¢0a)"(0) = a”"(0)¢.

(accion del vector tangente o (t) sobre la funcion ¢). Entonces,

a”(0) = 2[f, g(p)-
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Observacién 5.
Notemos que o"(0) € T,X; en efecto,

o' (0)(¢1.02) =

(
+(p1 0 @) (0)(¢2 0 )" (0) + (¢1 0 @)(0)(¢2 0 )" (0)
= (¢10a)"(0)(d20)(0) + (¢1 0 a)(0)(d2 0 @)"(0)
1)¢2(p) + " (0)(d2)d1(p),

donde la peniltima ecuacion se debe al hecho de que (¢ 0a)'(0) = o/ (0)¢p = 0. Por

tanto, o"(0) es una derivacion. Veamos ahora que, o/'(0) es lineal.

a”(0)(Ad1 + Bg2) = ((Ad1+ Be2) 0 a)’(0)
= ((Ag1oa)+ (Bg20a))"(0)
= ((Ap10a) + (B2 0a))(0)
= (M@100) + B(¢200))(0)

= AMo1oa)" + B(pa0a)"(0)
= Aa"(0)¢1 + S (0)gs.

Luego,
a"(0) € T,X.
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1.4. Cambio de Coordenadas y Corchete de Lie

Con miras a introducir el corchete de Lie en funcion del flujo, consideremos un
difeomorfismo ¢ : X — X.

9(1) d?fﬂ)f{q)
_ﬁ_‘ Q= f’(pl
Figura 1.3:

Como los vectores tangentes son transformados a través de la funcion Jacobiana
de un difeomorfismo, nuestro difeomorfismo define la siguiente transformacion de

un campo de vectores f. (ver figura 1.3)

Adg(f)(p) = Do(q)f(q)
(1.13)

donde, ¢ = ¢71(p) y D¢ es la funcion tangente de ¢ (matriz jacobiana, en coorde-

nadas).

Notemos que Ady es lineal; en efecto:

Adg(Aifr + M fo)(p) = Do(p)(Mfi+ Aafo)(@); a=0""(p)
= Do(p)(Mfi(a) + Xefa(9)); g=0""(p)
Dé(p)Aif1(q) + D(p) Az fo
= MDo(p)fi(a) + X2Dé(p) f
= MAdy(f1)(p) + A2 Ady(f2)(p)-
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Ademas, si ¥ es otro difeomorfismo global entonces,

Adyoy(f)(p) =

(1.14)

Proposicion 1.5. Consideremos el campo de vectores Ady(f). El flujo local de

este campo de vectores estd dado por:

gp=poyo¢ .

Demostracion. Probemos que o, satisface las condiciones de flujo:

Oty © Oty

= (o, 09 )o(poy,0¢ ")
= ¢ovy,o0ldoy,o¢!

= ¢o (o) o9

= $o Yo, 0O

= Otj4to-
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o, = ¢ovy_0p !
= ¢o(y) top
= ¢o(yo9™)
= ¢o(pom)”"
((poy)oe )™
= (gpoyog )™
(

Ut)_l.

—~

o0 = ¢poypod!

Entonces o, satisface las condiciones de grupo. Ademaés,

2 @euss ) - - 90 tuos™)
= S| oo g Gea)
= Sl 5| )
= D7), o6 D) F6 )
= (|07 W) | G067 )67 ()
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22 (6™ )67 )
= DO () (67 (D))
— Ad,f(p).

Por lo tanto, o, = ¢ oy, 0 ¢! induce el campo de vectores Adyf(p) de la

siguiente forma:

A @) = G| (@onos ) = 5| o)

t=0

Definiremos ahora el corchete de Lie de f y g como la derivada con respecto
at, ent =0, del campo de vectores g transformado por el flujo del campo de

vectores f.

Definicién 1.8. Dados dos campos de vectores f y g sobre X C R" yp € X se
define:

fal) = o

0
ot

DAL (v g(v)
t=0

(Ad_s g)(p).

y_
t=0 §

Observacion 6.

Notemos que esta definicion es equivalente a la definicion jacobiana del corchete

de Lie. En efecto:
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fal) = (5

= —Df(p)g(p) + 0

= —Df(p)g(p) +

Dy-)(p)g((p)) + =

t=0

= —Df(p)g(p) + Dg(p)f(p)

= Dg(p)f(p) —

Df(p)g(p).

5|, PUDG) + 1 5 o)
o0+ 5| s |
g(p)f(p)
(1.15)

Proposiciéon 1.6. Si ¢ es un difeomorfismo de X, entonces

[Adyf, Adyg]

= Ady[f, g].

Demostracion. De la proposicion anterior se tiene que el flujo del campo de vectores

Adyf es oy =

se tiene que:

[Adyf, Adyg](p)

¢o fyg o ¢~!. Entonces por la definicion anterior del corchete de Lie

(Add)o'yitocb_l Ad¢g) (p>

t=0

(Ad‘i)Ad’yit Ad¢— 1 Ad¢g) (p)

t=0

(AdyAd s Adyoy-19)(p)

t=0

(Adqudv{ tAdIdg )(p)

t=0

(AdyAd s D(Id)g)(p)

t=0

(AdyAd. s g)(p)

t=0

(Do(q)(Ad s g)(q));

t=0

q=0¢"(p)
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= % . D¢(q)(Ad s 9)(q) + Do(q) % . (Ad s g)(a)

= Do(q)f, 9l(q)
= Adylf,9l(q)-

Antes de establecer la siguiente proposicion es importante notar que Aal7 if=f;
t

en efecto:

9,
AL N = 4
0
I,

= f(p).

(v o o) (D)
t=0

(1.16)

Proposicién 1.7. Tenemos que

0

o Adyr9 =~ Adyg] = =Ad [, 9]

Demostracion. Observemos que,

— Ad = — Ad
ot ’Y{g oh h=—0 7£+tg
0
0
= — — Ad_ s Ad
ar| _, VA9
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Ademas, por la proposicion anterior y por (1.16) se tiene que:

Ads[f, 9] = [Ad s f Ad sg]
= [f. Ad sg].
De aqui nos queda, —[f, Ad%{g] = —Ad%f Lf, 9] U

En adelante, consideraremos la siguiente notacion:

adsg = [f, gl.
Asi, adyg es un operador lineal en el espacio V(X). Consideremos las siguientes

1teraciones:

adyg = g,
(1.17)
ad’}g = ady...ad;g.
(1.18)
Por la proposiciéon 1.7 se tiene que
0
SilAdyg = —1fAd )
= —(ads(Ad 19))(p).
(1.19)
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En el caso analitico tenemos también una féormula de expansion de la relacion

anterior.

Proposiciéon 1.8. Si los campos de vectores f y g son analiticos reales, entonces

tenemos la siguiente formula:

(g0 = 3 a0

donde la serie coverge absolutamente, para t en una vecindad de cero.

Demostracion. Ya que f y g son analiticas reales, se tiene que, aplicando iterati-

vamente (1.19) y tomando en cuenta (1.17), (1.18) y que 7/ = Id, resulta

(2) o

Luego, la serie de Maclaurin de la funcién Ad%{ (p) es:

= (=D'adyg(p).

ti
t=0 17!

Por tanto,

A continuacion presentamos la demostracion de la proposicion 1.3.

Demostracion. (proposicion 1.3)

(«<=) Observemos que,
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0 0 0 0 0
S 5 ofonm = 5 | e g] )
= a3 terenw)
= _% . % N (v (p))} 9(p)
[0 )
- |5 a| AAezon]aw
[0
= | Szof(%? (p))l 9(p)
0
= 55| (MO fa(E () 9 ()
s=0
) o 4
- (51 A2y 5] nzen) s
afl afn
- (%o L) o
0
= ai( )9(p).
De forma anéloga se obtiene que,
0 0 9o ~S — @
Bs|_, 91|, (vien)le) = o (0)f(p)
De lo anterior, y ya que fyf oy =9 o% , obtenemos que Iz g=—= f Recorde-

mos que aqui las parciales mixtas coinciden, pues las funciones son d1ferenc1ables

Ahora bien, de esta ultima igualdad se deduce que

(=)

dg

(@) f(x) -

9l =5

Probaremos ahora el directo.
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Por hipotesis, [f, g] = 0 y por la proposicion 1.7 nos queda que,

0

Por tanto, Advf no depende de t por ser constante. De Aqui,
t

Adfg = Adfg

Vi 70

= Adpyg
= D(Id)g

= Adwé’g'
(1.20)

Luego, por proposicion 1.5, el flujo de Adﬁg es igual al flujo de Ad,sg; esto es,

Y onlonl,=q90q8047, =41

Entonces,

Hovlo(yon]) =770

De lo anterior se sigue que,

W ond =780l
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1.5. Campos de Vectores y Operadores Diferen-

clales

Un campo de vectores diferenciable f sobre X define un operador lineal L

sobre el espacio de las funciones diferenciables C*°(X') en la siguiente forma:

0

(L)) = =

t=0

$OE ) = 3" 10) 5 90

Este operador es llamado derivada de Lie a lo largo de f, y este es un

operador diferencial de orden uno.

Reciprocamente, cualquier operador diferencial de orden uno con términos de

orden distinto de cero puede ser escrito como

B 0
L= a;(r) —,
=1
y este define un tinico campo de vectores dado en coordenadas como f = (ay, ..., a,)7.

Esto significa que existe una tinica correspondencia
f— Ly

entre campos de vectores y operadores diferenciales de orden uno (para términos

de orden distinto de cero).

Por la correspondencia anterior, usualmente se identifica el campo de vectores

f con el correspondiente operador diferencial Ly y se escribe
a 0
L;=f= = .

Sean f,g campos de vectores y Ls,L, los correspondientes operadores diferen-

ciales. Consideremos el conmutador de esos operadores definido por

[Ly; Lol = LyLg — LgLy.
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Proposicion 1.9. El operador [L¢, Ly| es un operador diferencial de orden uno,

el cual corresponde al corchete de Lie [f, g, es decir,

[Ly, Lyl = Lisg)-

Demostracion. Dada cualquier funcién diferenciable ¢, calculamos el operador

diferencial compuesto sobre ¢

b= (Zgj—ﬁb) Zfzgga—aimzfigji o

La expresion analoga para Ly,L ¢ tiene los mismos primeros sumandos, debido

a la conmutatividad de las derivadas parciales con respecto a x; y x;, asi tenemos

B - B g 09 dg; 0
Lo Lol = Lyt = L9 = 300 5 =30 5

Vemos que, [Ly, Ly] es un operador diferencial de orden uno. Usando la defini-

cion jacobiana del corchete de Lie (definicion 1.7) obtenemos la misma expresion
dg; 8f 0
Lipgo =Y (D f52 —a 52 | 5
[fyg}gb - ( i f a,EZ ) f 893]

lo cual significa que
[Ly, Lg] = Litg)-

La proposicion anterior sugiere que podemos definir equivalentemente el corchete

de Lie como el conmutador

.61 = fo - of = Z(Z % j, s ) o
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Llamaremos a esto, Definicion Algebraica del corchete de Lie. Claramente,
esta definicion coincide en un sistema de coordenadas con la definicion Jacobiana,

si usamos las identificaciones Ly y L.

Entonces, tenemos las siguientes propiedades del corchete de Lie:

1f, 91 = —lg, f]- (Antisimetria)

[f, L, W] + g, [B, f1] + [h [f, 9] = 0. (Identidad de Jacobi)
laf + Bg, h] = alf,g] + B[f, h], para escalares o y (3.

[h, of + Bg] = alh, f] + Blh, g], para escalares a y 3. (Bilinealidad)

La primera propiedad es evidente. A continuacién probaremos las dos restantes.

Consideremos una funcion arbitraria ¢ € C*°(X).

Identidad de Jacobi

£, 19, P](9) + [h, [f, 9ll(0) = (flg,hl(®) — [g,hlf () + (hlf,g](¢) — [f. glh(¢))
= f(gh = hg)(¢) — (gh — hg)f(9))
+(h(fg—9f)(®) — (fg — 9f)h(9)))
= (fgh— fhg)(¢) — (ghf — hg[)(9)
+(hfg—hgf)(¢) — (fgh — gfh)(¢)
= fgh(9) — fhg(¢) — ghf(9) + hgf(9)
+hfg(¢) — hgf(¢) — fgh(d) + gfh(¢)
= —fhg(®) — ghf(¢) +hfg(®) + gfh(¢)
(hfg(d) — fhg(d)) + (9fh(¢) — ghf(¢))
= (hf = fh)g(®) +g(fh—h[f)(9))
I
[

(
(

, fl9(0) = glh, f1(9))
[, 11, 9)(9)-

Luego, despejeando nos queda [f, [g, hl] + [g, [h, f1] + [h, [f, g]] =
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Bilinealidad

[af + By, h(¢) = (af +Bg)h(d) — h(af + Bg)(¢)
= (afh+ Bgh)(¢) — (haf + hB3g) ()
= afh(¢) + Bgh(¢) — ahf(®) — Bhy(¢)
= afh(¢) — ahf(¢) + Bgh(¢) — Bhyg(d)
= a(fh—hf)(¢)+ B(gh — hg)($)
= [f.hl(¢) + [g, h](¢)
= ([f,h] + g, ])(9).

La otra ecuacion se demuestra de forma totalmente andloga a la anterior.

Observacién 7.

La identidad de Jacobi puede ser escrita equivalentemente como la Condicion

de Leibniz-Jacobt

[f:lg. Rl = [If gl bl + g, 1S, B]]. (1.21)

Definicion 1.9. Un Algebra de Lie es un espacio lineal L con una funcion bilineal

[,:] s L x L — L, la cual satisface las siguientes propiedades

[f.9] = —lg, f] (Antisimetria)
[f, g, Rl) + 19, [, f] + [, [f9]] =0 (Identidad de Jacobi)
Un subespacio lineal K de L, cerrado bajo el producto [-,-] : L x L — L, es

llamado una subalgebra de Lie de L.

Como una aplicacién de la identidad de Leibniz-Jacobi (1.21) y de la anti-
simetria del corchete de Lie, tenemos la proposicion siguiente. Sean fi, ..., fi ele-
mentos de un algebra de Lie L. LLamaremos corchete de Lie iterado de tales ele-
mentos a cualquier elemento de L obtenido aplicando iterativamente la operacion

corchete de Lie a los elementos de L en cualquier orden posible; por ejemplo,
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[[f1, f2], [f3, f1]]- Llamaremos corchete de Lie iterado izquierdo a un corchete

de la forma [f;,, ... [fi,_,, fi]---]-

Proposiciéon 1.10. Cualquier corchete de Lie iterado de fi, ..., fr es una combi-

nacion lineal de corchetes de Lie iterados izquierdos de f, ..., fr.

La prueba es una consecuencia inmediata del lema 3.1 de la seccion 3.
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Capitulo 2
Orbitas, Distribuciones y Foliaciones

En este capitulo introducimos nociones y resultados, los cuales tienen un papel
bésico en la comprension de la estructura de los sistemas de control no lineal.
Dichos resultados estan directamente ligados a las propiedades de controlabilidad

de tales sistemas.

2.1. Distribuciones y Teorema Local de Frobenius

Denotaremos por X un subconjunto abierto de R™ 6 una variedad diferenciable

de dimensién n.

Definicion 2.1. Una Distribucion sobre X es, por definicion, una funcion A, la
cual asigna a cada punto en X un subespacio del espacio tangente en este punto;
es decir,

X >p— Ap) C T, X.

Observacion 8.

La distribucion A es llamada de clase C* si, localmente alrededor de cada

punto en X, eziste una familia de campos de vectores {f,} (llamados generadores
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de A), la cual genera A; es decir, A(p) = spanfa(p). A es llamada localmente
finitamente generada, si la familia de campos de vectores es finita. Finalmente,
la distribucion A se dice que es de dimension k, si dim A(p) = k, para todo

punto p en X.

En adelante, supondremos que nuestras distribuciones son de clase C*.

Definicién 2.2. Decimos que un campo de vectores f pertenece a una distribucion
A y escribimos f € A, si f(p) € A(p), para todo p € X. Una distribucion A es
llamada Involutiva, si para cualesquiera campos de vectores f,g € A, el corchete
de Lie estd también en A; es decir, [f, g] € A. Si la distribucion tiene, localmente,

un numero finito de generadores f1, ..., fm la involutividad de A significa que

[fis F1p) = D> () fip), 4,5 = 1,....m,

m
k=1

donde qbfj son funciones C'°.

El concepto de involutividad juega un papel importante en la siguiente version

local del teorema de Frobenius.

Teorema 2.1. Si A es una distribucion involutiva de clase C* y de dimension k
sobre X entonces, localmente alrededor de cualquier punto en X, existe un cambio
de coordenadas diferenciable, el cual transforma la distribucion A a la siguiente

distribucion constante

span{ey, ..., ex},

donde ey, ..., ex. son los vectores constantes e; = (0,...,1,...,0)T, con 1 en el i-ésimo

lugar.

Demostracion. La prueba consiste en dos pasos.

Paso 1.

Primero mostraremos que la distribucion A esté localmente generada por k campos
de vectores que conmutan dos a dos. Fijemos un punto p en X y sean f1, ..., fi cam-

pos de vectores cualesquiera, los cuales generan la distribuciéon A en una vecindad
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de p. Tratando los f/s como vectores columna, formamos la matriz F' = (f1, ..., fx)
de orden n x k. Notemos que multiplicando F' por el lado derecho por una matriz
k x k de funciones diferenciables, no cambia la distribucion generada por las colum-
nas de F' (esta cambia sus generadores, unicamente). Por una posible permutacion
de variables, conseguimos que la submatriz superior k x k de F', sea no singular.
Multiplicando F' por la derecha por una adecuada matriz invertible, obtenemos

que esta submatriz es igual a la identidad; es decir, la nueva matriz F' toma la

forma
1 0
0 0
00 1
* % *
* % *

donde "*"denota coeficientes no conocidos. Los nuevos campos de vectores forma-
dos por las columnas de esta matriz conmutan. En efecto, ya que sus primeros k
coeficientes son constantes, los primeros k coeficientes de cualquier corchete de Lie
se anulan (en la definicion algebraica del corchete de Lie). Ademas, por la involu-
tividad se sigue que el corchete de Lie es una combinacion lineal de las columnas
de F'. Ambos hechos se cumplen solo cuando los coeficientes de dicha combinacion
lineal son iguales a cero. Esto se comprueba completando la base que genera a A
hasta n y expresando los campos como combinacion lineal de las parciales. Por

tanto, los nuevos campos de vectores conmutan.

Paso 2.

Supongamos que los campos de vectores fi,..., fr generan la distribucion A,
localmente alrededor de p y ellos conmutan. Podemos escojer otros campos de vec-
tores fri1,..., fn, asi que, fi,..., f, son linealmente independientes en p. Definimos

entonces, la funcion ¢ por
(t1, .y tn) — ’ytfll o %f; 0...0 ”yZ:.
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Como los flujos de los campos de vectores fi,..., fr conmutan, vemos que el
orden de tomar esos flujos en la definicion anterior puede ser cambiado. Luego,
una curva integral de un campo de vectores ¢; = (0,....,1,...,0)7, 1 < i < k
es transformada en una curva integral del campo de vectores f; (a medida que
cambiamos de lugar al flujo de f; hacia la izquierda). Se sigue que la funcion ® envia
los campos de vectores ey, ..., e a los campos de vectores fi, ..., fr € inversamente
actia la funcion inversa ®~!. Esta funcion inversa es la funcion deseada, la cual
transforma la distribucion A generada por fi, ..., fi en la distribucion constante

generada por ey, ..., €.

Antes de introducir la version global del teorema de Frobenius y otros teoremas

importantes, es necesario dar algunas definiciones basicas.

2.2. Subvariedades y Foliaciones

Definicién 2.3. Un subconjunto S C X es llamado una Subvariedad Regular de
X de dimension k, si para cualquier x € S, existe una vecindad U de x y un

difeomorfismo ® : U — V. C R"™ sobre un subconjunto abierto V, tal que,
SUNS)={z=(x1,..,2,) €V | 241 =0, ..., 2, = 0}.

La clase de regularidad de esta subvariedad es, por definicion, la clase de requ-

laridad del difeomorfismo © (suponemos que esta regqularidad es de orden C* ¢

)

Definicién 2.4. Llamaremos a un subconjunto S C X una Subvariedad Inmersa

de X de dimension k, si

S=JSi donde S, Cc Sy cS5C..C8

=1
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y los S!s son subvariedades regulares de X de dimension k.

Observacion 9.

En el caso en que S es en si mismo una subvariedad reqular, podemos tomar

S;i =S y asi, S es también una subvariedad inmersa.

Propiedad 1

Si dos campos de vectores f,g son tangentes a una subvariedad (inmersa) S,

entonces también su corchete de Lie [f, g] es tangente a esta subvariedad.

Esto se sigue de la definicion geométrica del corchete de Lie. En efecto, si
f es tangente a S, entonces su flujo transforma puntos de S en puntos de S,
cuando el tiempo es suficientemente pequeno. Luego, la funciéon tangente al flujo
thf , transforma los subespacios tangentes de S en subespacios tangentes de .S;
en particular, este transforma los vectores tangentes g(p) en vectores tangentes a
S. Mas aun, los vectores v(t) = (Adyftg)(p) estan todos en el espacio tangente
T,S. Tomando la derivada con respecto a ¢ en esta expresion, la cual aparece en

la definicion geométrica de [f, g|, resulta un vector tangente a S.

Definicion 2.5. Una Foliacion {S,}aca de X de dimension k, es una particion
X=J5S
acA
de X en subvariedades (inmersas) conezxas disjuntas Sy, llamadas hogjas, las cuales
tienen la siguiente propiedad. Para cualquier x € X existe una vecindad U de x y

un difeomorfismo ® : U — V C R"™ sobre un subconjunto abierto V, tal que,

D((UNSu)ee) ={x= (21,0, xp) EV | 2py1 = A, = '},

« g oo

donde P,. denota una componente conexa del conjunto P y la propiedad anterior
debe ser vdlida para cualquiera de tales componentes conexas, con constantes c,
dependiendo de la hoja y la escongencia de la componente conexa. Similarmente co-

mo para subvariedades, la reqularidad de la foliacion es definida por la reqularidad
del difeomorfismo P.
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Propiedad 2

Supongamos que un campo de vectores g es tangente a una foliacion {S, }aca,
esto es, tangente a sus hojas. Entonces, si el flujo de otro campo de vectores f,
localmente, preserva esta foliacion, el corchete de Lie [f,g] es tangente a esta

foliaci6n.

Al decir aqui que, el flujo del campo de vectores f, localmente, preserva esta
foliacion {S, }aca, entenderemos que para cualquier punto p € S, existe una vecin-
dad U de p, tal que, la imagen de una pieza de una hoja yf(Sa NU) esta contenida
en una hoja de la foliacién (dependiente de t), para cualquier ¢, suficientemente
pequeno.

Para probar esta propiedad escojemos un sistema de coordenadas como en la defini-
cion de foliacion y suponemos que 47 localmente preserva {Sa}aca- Se sigue en-
tonces que, la funciéon tangente de %f mapea espacios tangentes a hojas en espacios
tangentes a hojas. Por tanto, el vector D%f(p)g(p) es tangentes a las hojas y, en
particular, sus ultimas n — k componentes son cero. Diferenciando con respecto a
t en t = 0 resulta un vector con las altimas n — k componentes iguales a cero (y

asi tangente a una hoja), la cual por la definicién geométrica del corchete de Lie

es igual a [f, g](p).

2.3. Orbitas de Familias de Campos de Vectores

Consideremos una familia de campos de vectores (global o parcial) F = { f. }uev
sobre X.

Definicién 2.6. Definimos la Orbita de un punto p € X de esta familia, como el

conjunto de puntos de X alcanzables desde p, a trozos, por trayectorias de campos
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de vectores en la familia; es decir,
Orb(p) ={vifo..ov () | k> 1Lur,...,up € Usty, ... 1, € R},

donde ;' denota el flujo del campo de vectores f,. Si algunos de los campos de
vectores mo son completos, entonces consideramos solamente los tq, ..., t, para los

cuales la expresion anterior tiene sentido.

Observacion 10.

La relacion, q pertenece a la orbita de p, es una relacion de equivalencia.
Se sigue entonces que, el espacio X es una unidn disjunta de orbitas (clases de

equivalencias)

Definiciéon 2.7. Definimos I como la menor distribucion sobre X, la cual contiene
los campos de vectores en la familia F (es decir, f.(p) € I'(p) para todo u) y es

invariante bajo cualquier flujo ', v € U, esto es,

Dy (p)T(p) C T'(v(p))-

para todop € X, uw € U yt, para los cuales la expresion anterior estd bien definida.

Observacion 11.

Equivalentemente, podemos escribir la propiedad de invarianza (usando campos

de vectores parciales)en la forma:

gel' = Adug €T, para cualquier ue U y t € R.

El siguiente teorema fué probado independientemente por H.J.Sussmann [10]
y P.Stefan [11].

Teorema 2.2. (Teorema de Orbita)
Cada drbita S = Orb(p) de una familia de campos de vectores F = { f, }ucv €s una
subvariedad inmersa (de clase C* si los campos de vectores f, son de clase C*).

Mas ain, el espacio tangente a esta subvariedad estd dado por la distribucion T,

1,5 =TI'(p), para todo p € X.
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Corolario 2.1. 5i los campos de vectores f, son analiticos, entonces el espacio

tangente a la orbitra puede ser calculado como

1,5 = L(p) = {9(p) | g € Lie{ fu}uev},

donde Lie{f,}ueu es la menor familia de campos de vectores (parciales), la cual
contiene la familia F y es cerrada bajo combinaciones lineales y corchete de Lie
(en el caso en que los fls son campos de vectores globales, esta es el dlgebra de
Lie de campos de vectores generados por la familia F = {fy}uecv). En el caso

diferenciable se cumple la siguiente inclusion

L(p) C I'(p).

Demostracion. Primero probaremos la inclusion. Usando la segunda forma de la
propiedad de invarianza de I' y la definiciéon geométrica del corchete de Lie obte-

nemos la siguiente implicaciéon
gel = [fu,g] €T.

Aplicando esta implicacion iterativamente, deducimos que, los corchetes de Lie

iterados izquierdos
[furs -+ [fuzs fun]-o ]

estdn en I'. Como todos los corchetes de Lie iterados son combinaciones lineales de
corchetes de Lie iterados izquierdos (proposicion 1.10), se sigue que L(p) C I'(p)
para p € X.

Para probar la igualdad en el caso analitico notemos que por (1.13) y por la

proposicion 1.8 nos queda que

D@ h0) =3 " ady £,0), p=a),

2!
i>0
lo cual muestra que las transformaciones de vectores bajo las funciones tangentes a

los flujos de f,, pueden ser expresadas por tomar combinaciones lineales (infinitas)

de corchetes de Lie. Esto implica que I'(p) C L(p).
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Corolario 2.2. (Chow y Rasheuvskii)

Sea X conexo. Si dimL(p) = n para cualquier p € X, entonces cualquier punto
de X es alcanzable desde cualquier otro punto, a trozos, por trayectorias de F =
{fu}uev (permitiendo tiempos positivos y negativos); es decir, Orb(p) = X para

cualquier p.

Demostracion. Por hipotesis, y por el corolario anterior se sigue que I'(p) es igual
a todo el espacio tangente 7, X para cualquier p. Del teorema de orbita se sigue
entonces que, la 6rbita de cualquier punto es de dimension total; asi, este es un sub-
conjunto abierto de X. Concluimos que X es una uniéon de subconjuntos abiertos
disjuntos y, como X es conexo, solamente uno de ellos puede ser no vacio. Luego,
X consiste de una sola 6rbita y cualquier punto es alcanzable desde cualquier otro

punto, a trozos, por trayectorias de nuestra familia de campos de vectores. O]

2.4. Integrabilidad de Distribuciones y Foliaciones

Los resultados anteriores, especialmente el teorema de orbita, permiten dar

criterios para la integrabilidad de distribuciones y probar algunos teoremas clasicos.

Definicion 2.8. Diremos que una distribucion constante p — A(p) sobre X es

Integrable, si existe una foliacion {Sy}aca sobre X, tal que, para cualquier p € X,
TPS - A<p)7
donde S es la hoja que pasa a través de p.

Observacion 12.

La foliacion que satisface la definicion anterior es llamada Foliacion Integral,

y cada una de sus hojas es llamada Variedad Integral de la distribucion.

Teorema 2.3. (Teorema Global de Frobenius)
Una distribucion diferenciable de dimension constante A es integrable, si y solo
si, es involutiva. La foliacion integral de A, es la particion de X en orbitas de la

familia de campos de vectores {g| g € A}.
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Demostracion. Supongamos que nuestra distribucion es integrable y escojamos dos
campos de vectores f y gy cualquier punto p. Entonces, f y g son tangentes a la
hoja S que pasa por p, por tanto, su corchete de Lie [f, g] es también tangente a

esta hoja por Propiedad 1. Como esto pasa para cualquier p, se sigue que
[f.9)(p) € T,S = A(p), para todo p; y asi, [f, g] € A.

Supongamos ahora que nuestra distribucion es involutiva. Consideremos la fa-
milia de campos de vectores parciales F = {f | f € A}. Debemos probar que la

particion de X en orbitas de esta familias nos da la foliacién deseada.

Sean fi,..., fr € A, los cuales generan esta distribucion en una vencindad de
p. Debemos probar que A es invariante bajo los flujos de los campos de vectores
f € A, esto es, la distribucion I' en el teorema de orbita, coincide con A. Tenemos

que probar que
Dy/A(p) = Alg), a=",

para f € A. El subespacio del lado izquierdo es generado por los campos de

vectores

gi=Adsfi, i=1,..k.

De la suposicion de involutividad tenemos que [f, fi] = >, ¢i;f;. Consideremos
las funciones ay = —¢;; o ”yf .. De la proposiciéon 1.7 se sigue que los campos
de vectores generadores satisfacen uno a uno el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias

o . -
ot 9 = —Ad«,tf Lf, fil = zj:giat]‘

Como la soluciéon de una ecuacion diferencial depende linealmente de sus condi-

ciones iniciales, se sigue que
i ij jo_ ij
g=> g => vk
J J

donde wzj son funciones. Luego, el subespacio D%{ A(p) es generado por los vectores

fi(p), ..., fe(p), v asi, este es igual a A(p).

40



Por el teorema de Orbita se sigue que A da el espacio tangente a las érbitas.

Para completar la prueba es suficiente mostrar que las 6rbitas en verdad forman
una foliacion de X. Esto se sigue inmediatamente de la version local del teorema
de Frobenius (teorema 2.1). En efecto, nuestra distribucion es constante en coor-
denadas apropiadas, y asi también, las componentes conexas de intersecciones de

hojas vistas en la definicion de foliacion.

En orden a definir integrabilidad de distribuciones, las cuales no son de dimen-

sion constante, tenemos que debilitar la nociéon de foliacion.

Definicién 2.9. Una Foliacion con Singularidades es una particion

X:USa

acA

de X en subvariedades inmersas tales que, localmente, existe una familia de campos

de vectores {gp}pen, tal que, T,S, = span{gs(p) | B € B}, para todo p y c.

Definicién 2.10. Una distribucion sobre X es llamada Integrable, si existe una
foliacion con singularidades {S,}aca, la cual satisface T,S = A(p), para cua-

lesquiera p y S, denotando las hojas que pasan a través de p.

Teorema 2.4. (Teorema de Nagano)

Cualquier distribucion involutiva analitica A es integrable.

Demostracion. Tomamos la particion de X en oOrbitas de la familia de campos de
vectores {f | f € A}, como candidato para la foliacion integral. Del teorema de
orbita y los corolarios de este, se sigue que el espacio tangente a la hoja que pasa
a través de p, es igual a I'(p) = L(p) = A(p). La involutividad implica que, el
espacio de campos de vectores {f | f € A} = F es cerrado bajo el corchete de
Lie, y asi, coincide con Lie{F} = L. Esto significa que la particion en orbitas, es

realmente la foliacion integral de A. O
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Capitulo 3

Controlabilidad y Accesibilidad

En este capitulo abordaremos lo que constituye la parte principal del presente
trabajo. Estudiaremos conceptos y criterios de controlabilidad y accesibilidad para

un sistema de control no lineal.

3.1. Definiciones basicas

Como vimos en el primer capitulo, un punto de partida de la teoria de control
es la ecuacion diferencial (t) = f(z,u), a la cual podemos agregar la condicion
inicial z(0) =y € R™, donde u € U y U es llamado conjunto control. En general,

se distiguen dos tipos de controles: Lazo Abierto y Lazo Cerrado.

Un control lazo abierto es una funcion arbitraria u(-) : [0,00) — U, para la

cual, la ecuacion

i(t) = f(z(t),u(t), t=0, z(0) =y,
(3.1)

tiene solucién definida.

Un control lazo cerrado es una funcion arbitraria k(-) : R* — U, tal que, la
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ecuacion

w(t) = fx(t),k(z(t))), t =0, x(0) =y,

tiene solucién definida.

Los controles también son llamados estratégias 6 entradas, y las correspon-

dientes soluciones de (3.1) y (3.2) son las salidas del sistema.

Consideremos una de coleccion 0 = typ < t1 < ty < ... <ty < tg =T
de tiempos; fijemos valores de control ¢y, cs,...,cs € U y definamos el control
U = Uty ty tecrconcs |0, L] — U por u(t) = ¢ sitisg <t <ty u) =0.

LLamaremos a u, control constante por trozos.

A continuacion presentamos el concepto béasico de controlabilidad.

Definicién 3.1. Diremos que un estado z € R™ es Alcanzable desde x en un tiempo
T, si existe un control lazo abierto u(-), tal que, para la salida x(-) se cumple que,
z(0) =y y x(T) = 2. Si un estado arbitrario z es alcanzable desde un estado

arbitrario x en un tiempo T, entonces diremos que el sistema (3.1) es Controlable.

Debemos tratar con dos clases de sistemas de control; los sistemas no lineales
generales
Y = f(z,u),

donde z(t) € X y u(t) € U, y los sistemas de control-afin
Sarg i = go(x) + Zuzgz(x) = go(z) + G(z),
i=1
donde z(t) € X y u(t) = (u1(t),...,un(t)) € U.

El espacio estado X es considerado un subconjunto abierto de R™ o una variedad
diferenciable de dimension n. El conjunto control U es un conjunto arbitrario (con
al menos dos elementos), en caso del sistema 3, y un subconjunto de R™, tal que

0€ Uy span{U} = R"™ en el caso de Xys.
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Ademas, consideramos que, los campos de vectores f, = f(+, u) definidos por 3, son
diferenciables (de clase C*°). Similarmente, suponemos que los campos de vectores
90, 91, ---, gm definidos por X,rs son diferenciables. No necesitaremos regularidad
de f(x,u) en ¥ con respecto a u, cuando trabajemos con controles constantes por
trozos. En caso contrario, supondremos que f(z,u) junto con la primera derivada
parcial con respecto a u son diferenciables como funciones de x y continuas con

respecto a (z,u).

Damos ahora la definiciéon de conjuntos alcanzables.

Definicién 3.2. Llamaremos al conjunto de todos los puntos alcanzables, desde
p € X, Conjunto Alcanzable desde p por ¥ |, y lo denotamos por R(p). Para

la clase de controles constantes por trozos, éste es el conjunto de puntos
YieFo .oyt (p), k=1, up,..,up €U, ty,...t >0.

Cuando t1 4+ ...+t =t diremos el conjunto alcanzable en un tiempo t desde
p y lo denotaremos por Ri(p), y el conjunto de tales puntos con ty + ...+t < t
serd llamado conjunto alcanzable en un tiempo mdzrimo t desde p y lo

denotaremos por R<(p).

Es de esperar que los conjuntos alcanzables de un sistema de control no li-
neal no tengan una estructura sencilla. Casi nunca seran subespacios lineales, atin
cuando X =R"y U = R™.

Por tanto, nuestro fin es establecer propiedades cualitativas de los conjuntos al-

canzables.

Definicion 3.3. Diremos que el sistema X es Accesible desde p, si su conjunto
alcanzable R(p), tiene interior no vacio. Similarmente, llamaremos a este sistema
Fuertemente Accesible desde p, si el conjunto alcanzable R(p) tiene interior no

vacio para cualquier t > 0.
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3.2. Algebras de Lie de Sistemas de Control

Definicion 3.4. Sea X un subconjunto abierto de R" (o X una variedad diferen-
ciable). Un Algebra de Lie de Campos de Vectores sobre X, es un subespacio lineal
S CV(X), el cual es cerrado bajo la operacion corchete de Lie; es decir, [f,g] € S

siempre que, f y g estin en S.

Para un subconjunto A C V(X), definimos Ay, el dlgebra de Lie generada
por A, como la interseccion de todas las algebras de campos de vectores que
contienen a A. (El conjunto de tales dlgebras es no vacio, ya que incluye V(X).)
Una interseccion de algebras de Lie es también un algebra de Lie; por lo tanto,

Apra es la menor dlgebra de Lie de campos de vectores que contiene a A.

Lema 3.1. Sea A un subconjunto de V(X). Denotamos Ay := A, y, recursiva-

mente,

Ak+1 = {[fag] | f € Akag € A}7 k :Oa1727"'7

Y Aoo = Upso Ak Entonces, Apa es igual al subespacio generado por As.

Demostracion. Cualquier algebra de Lie que contiene a A debe contener a A,
(pues, inductivamente, esta contiene a cada Ay), y por tanto, también contiene su
conjunto generador, el cual denotaremos por A. Asi, debemos probar solamente
que A es un algebra de Lie; es decir, que es cerrada bajo la operacion corchete de

Lie. Ya que [X ] es lineal, basta probar que
XeA yYeA —=[XY]ecd (%)

se cumple para todo k. Observemos que, como X € A puede escribirse como una
combinacion lineal de elementos de A, y ya que [-,Y] es lineal, (%) es equivalente
a la proposicion de que [X,Y] € A siempre que X € Ay, y Y € A;. Probaremos

(%) por induccion sobre k.

El caso k = 0 es evidente pues, para cualquier f € Ay := A, por definicion

X, f] € Aj41 si X € A;. Suponemos que la prueba se cumple para todos los
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indices menores o iguales a k, y escojemos cualesquiera X € A yY € Apq. Asi
podemos escribir Y = [Yp, f], para algin f € Ay Y, € Aj. La identidad de Jacobi
nos da:

(X, Y] = [X, [Yo, f]] = [[X, Yo, f] = [[X, f], Yo].
Por la hipotesis inductiva se tiene, [X, Yy] € A; ast, [X, Yy], f] € A (por induccion

nuevamente).

Similarmente, por induccion sabemos que [[X, f], Y] € A. Luego, como A es

un subespacio, entonces [X,Y] € A. O

El lema dice que todo elemento en el dlgebra de Lie generada por un conjunto
A, puede ser expresado como una combinacion lineal de corchetes de Lie iterados

de la forma
H"‘[fl?f?]?f?»]? sy f@]a

para algiun f; € A. Por convencién, el corchete de Lie iterado para ¢ = 1, es
justamente, un elemento f; del conjunto A. Equivalentemente, por antisimetria,

podemos escribir cualquier elemento como una combinacién lineal de corchetes

[flv ) [f37 [f27 fl]”

Consideremos ahora, las siguientes familias de campos de vectores asociadas al

sistema ..

"T:{fu}ueU ) g:{fu_fv|uvv€U}'
donde f, = f(-,u).

Definimos el Algegra de Lie del sistema Y, como el algebra de Lie generada

por F; es decir, Fp 4.

También, definimos el Ideal de Lie del sistema >, como el algebra de Lie

generada por G; es decir, Gy .
En adelante, usaremos la notacion Ly Ly en vez de Fr 4 y G4 respectivamente.

Notemos que, gracias al lema anterior, ambas definiciones, £ y Ly, pueden ser

definidas equivalentemente, a través del corhete de Lie iterativo como sigue
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L= Span{[fuu T [fuk_l)fuk] : ] | k Z 1)“17 U € U},
EO = Span{[fulv' ) [fuk—17fuk - fuk+1] ’ ] | k > 17u17 T Ukl € U}7

Se sigue entonces que
L = span{fu-, Lo},

donde u* es cualquier elemento fijo de U. En efecto, directamente de las definiciones
obtenenmos que £y C L, y también f,- € L. La otra inclusion, £ C span{ fu-, Lo}

se sigue de las igualdades

ful = fU* + ful - fug) Uy = U*,

[ful7 Y [f“chl?fuk] : ] = [fUJ? Y [fuk—17fuk - fuk+1] ' “]7

donde ugy1 = ug_1.

Lema 3.2. Para un sistema de control-afin X, ss, tenemos que, F = {go, .., gm } L.A-

Demostracion. Es suficiente probar que los subespacios generados Lg de {go, ---, gm }
y Lade A= {f, = f(-,u),u € U} son iguales. Cada elemento f, = go + >_ u;g;
de A es por definicion una combinacion lineal de g¢is; de donde, es claro que
La C Lg. Reciprocamente, usando u = 0 se tiene que gg € A,, y asi también
que, G(x)u = u1g1(x) + ... + umgm(z) = f(z,u) — f(x,0) € Ly, para cada u € U.
Para ver que g; € La, i = {1,...,m}, fijamos cualquiera de tales i, y escribi-
mos el i—ésimo vector base canénico de R™ como e; = > jeJ Pjlj, para algin

u; en U y ntmeros reales p; (recordemos que 0 € U y U genera R™). Luego,
gi = G(r)e; = ZjeJ ij(a?)uj € La.

En virtud de los dos lemas anteriores, tenemos que, el dlgebra de Lie y el ideal

de Lie del sistema de control-afin X, estan dados, respectivamente, por
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E = Lie{gmgl?'“agm}?
= Span{[gila RS [gik_pgik] ' ] | k Z 170 S ily o 'aik S m}a

'CO = Span{[guva[glk_17glk]]|k2170§2177Zk‘§malk’7£0}

Ejemplo 3.1. Para ilustracion, calcularemos el dlgebra de Lie y el ideal de Lie

del sistema lineal

#=Av+Bu=Az+ Y ub;,
i=1
donde b; son campos de vectores constantes, siendo columnas de la matriz B.
Tomando en cuenta que g1 = by, ....,9m = bm, [ = go = Ax, y el corchete de

Lie de campos de vectores constantes es cero, encontramos en la formula anterior

para Ly, que los unicos iterados del corchete de Lie no nulos son
[Az, b)) = —Ab;, [Az,[Az,b]] = [Az, —Ab;)] = A%y, ..., ad gp---ad ab; = ad’y by = (—1)? ATb;.
Luego, el ideal Ly consiste inicamente de campos de vectores constantes,
Lo = span{A’b; | j > 0,1 <i<m},
y L = span{Az, Ly}.

Los resultados presentados en esta seccion, han sido extraidos en gran parte de

[6] (pag 140-143), donde se puede ampliar su comprension.

3.3. Criterios de Accesibilidad

Dada una familia de campos de vectores H, usaremos la notacion
H(z) = span{h(x) | h € H}.
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En particular, £ y £y denotaran los espacios de vectores tangentes en x definidos

por el algebra de Lie y el ideal de Lie del sistema ..

Teorema 3.1.

(a) Sipara un sistema diferenciable ¥ (sistema cuyos campos asociados son C™)
el dlgebra de Lie es de rango total, dim L(zy) = n, entonces el conjunto
alcanzable en un tiempo mdximo t, desde xq, tiene interior no vacio, y asi,

el sistema es accesible desde xg.

(b) Si el sistema es analitico (sistema cuyos campos asociados son analiticos) y

dim L(zy) < n, entonces el sistema es no accesible desde xy.

Demostracion.

(a) En primer lugar, ya que dim £(zy) = n, entonces dim L£(x) = n, para x en
una vecindad de zg (el rango total es realizado por n campos de vectores los
cuales son linealmente independientes en una vecindad de x). También se
sigue de la misma suposicion, que existe un u; € U, tal que, f,, (zo9) # 0. De
otro modo, por la definiciéon jacobiana del corchete de Lie, tendriamos que

todos los campos de vectores en £ se anulan en xg, y asi, dim £(z¢) = 0.

Las trayectorias 7;:' (x¢), t € Vi = (0,€1), €1 > 0, forman una subvariedad

uno dimensional de X, la cual denotamos por S.

Afirmamos ahora que existe un uy, € U, tal que, los campos de vectores
fur v fu, son linealmente independientes en un punto z; € S;. En caso
contrario, todos los campos de vectores en F serian tangente a la subvariedad
S1. Como, tomando combinaciones lineales y corchete de Lie de campos de
vectores tangentes a una subvariedad dan vectores tangentes a esta subva-
riedad (propiedad 1), tendriamos que todos los campos de vectores en L

serian tangentes a S, lo cual contradeciria dim £(zg) =n (si n > 1).

Sean fy, ¥ fu, linealmente independientes en z; = v (z0) € S1, 0 <t < €.

Definimos la funciéon
Va3 (t,ts) — & = 72 o vt (o),
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donde V5 es un subconjunto abierto de R?*: V, = (0,¢) x (0,€2), €5 > 0.
Para €, suficientemente pequeno, la imagen de esta funciéon contiene una
subvariedad de X de dimension 2 (esto se sigue de la independencia lineal

de fu, v fu,), la cual denotamos por Ss.

Por un argumento anélogo al de arriba existe un uz € U y un punto xy € Sy,
tal que, el campo de vectores f,, no es tangente a Sy en x,. Asi, la imagen

de la funcion
Vi 3 (t1,ta,t3) — = 752 0y, 0 v (o),

(tomando V3 = (0,€1) X (0,€3) x (0,€3)) contiene una subvariedad S3 de X
de dimension 3. Por supuesto, S;, © = 1,2, 3 son subconjuntos del conjunto

alcanzable.

Después de repetir la construccion anterior n-veces, obtenemos una subva-
riedad S,, de X de dimension n, es decir, un subconjunto abierto de X, el
cual estd contenido en el conjunto alcanzable R(x) y, mas precisamente, en
el conjunto alcanzable R<;(zo), donde t = €, + - - - + €,. Ya que, €1,...,€,
habrian podido ser tomados arbitrariamente pequenos, se sigue que cualquier

conjunto alcanzable R;, t > 0 tiene interior no vacio.

(b) De los corolarios (2.1) y (2.2) relativos al teorema de orbita, tenemos que, el

espacio tangente a la 6rbita desde z es igual a £(x(). Cuando dim £(z() < n,
se sigue que, esta Orbita es una subvariedad de dimension mas pequena que
n. Asi, su interior es vacio. Como el conjunto alcanzable es un subconjunto

de la orbita, su interior también es vacio.

Ejemplo 3.2. Consideremos el sistema con control escalar uw € U = R

By =u, $y=2a k>2

Nuestro sistema es control-afin con f = (0,2%)T y g = (1,0)T. Entonces

9. 11 = 0.kt (9,1, £l = (0, k(k — Dk )7, adsf = (0,k)7,

y asi dim Lo(x) = dim L(x) = 2 para todo x, en particular el sistema es fuerte-

mente accesible desde el origen.
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Si la dimension del algebra de Lie del sistema no es de rango total en algtin

punto, todavia tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.1. Si el sistema X es analitico, entonces el interior en la orbita

Orb(zg) del conjunto alcanzable R(xo) es no vacio.

Demostracion. Si dim £(zg) = n, entonces tenemos simplemente la parte (a) del
teorema anterior. Cuando esta dimension es menor, podemos restringir nuestro
sistema a la orbita que pasa a través del punto inicial. Los corolarios (2.1) y (2.2)
dicen que dim L(xg) es igual a la dimension de la orbita. Asi, nuestro sistema
reducido a la orbita, satisface las hipotesis de la parte (a) del teorema anterior y

de aqui se sigue nuestro resultado. U

Existe una relacion analoga entre el ideal de Lie £, y el conjunto alcanzable en
un tiempo ¢, la cual es establecida por el siguiente teorema, que fue probado por

Sussmann y Jurdjevit en |9], y cuya prueba no estd a nuestro inmediato alcance.

Teorema 3.2.

(a) Siel sistema es diferenciable y dim Lo(xo) = n, entonces el conjunto alcanzable

Ri(xg) tiene interior no vacio para cualquier t > 0.

(b) Sidim Ly(z0) < n, entonces el interior del conjunto Ri(xo) = 0, para cualquier
t>0.

Ejemplo 3.3. Consideremos el sistema sobre R?
i =1, &y = uzi,
y tomemos xo = (0,0), y U = R. Tenemos

F={Lu?)T [ueR}, G=span{(0,22)}.
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El dlgebra de Lie L contiene los campos de vectores

fl = (170)T7 f2 = (Lx%)Tv f3 = [f17f2] = (Ovle)T’ [.f17f3] = (072)T'

Luego, dim L(x¢) = 2 y asi el sistema es accesible desde xy.

Por otro lado, notemos que Lo(zo) = span{(0,1)T}; asi, dim Lo(xy) = 1. En-
tonces, por la parte (b) del teorema anterior tenemos que el interior del conjunto

Ri(xo) es vacio, y por tanto, el sistema no es fuertemente accesible.
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Capitulo 4

Controlabilidad y Aproximacion por

Caminos

4.1. Sistemas Tiempo-Reversible

En general, el conjunto alcanzable es un subconjunto de la 6rbita. Es natural
preguntarse en qué tipo de sistemas el conjunto alcanzable coincide con la 6rbita.

Una clase de tales sistemas es llamada sistemas tiempo-reversible.

En adelante consideraremos controles continuos a trozos. Por definicion, ellos
seran funciones u : [0,7] — U definidas sobre intervalos finitos [0,7] y con-
tinuas, excepto en un nimero finito de puntos, teniendo limites por la derecha
y por la izquierda en tales puntos. Diremos que una funcién g(x,u) es de clase
C*O(respectivamente de clase C*?) si U es un espacio métrico y g es continua
como funcion de (z,u) junto con todas las derivadas parciales con respecto a z de
orden no mayor que k (respectivamente, U es cualquier conjunto y g(x,u) es de

clase C* con respecto a z, para cualquier u € U fijo).

Definicién 4.1. LLamaremos al sistema % : & = f(z,u), Tiempo-Reversible si

existe una funcion U 5 uw — v(u) € U y una funcion positiva \(x,u) de clase
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C0 tales que,
flxz,u) = =Xz, u) f(z,v(u)) para cualquier (z,u) € X x U.

Similarmente, X es llamada Tiempo-Reversible Feedback, si existen funciones

(z,u) — v(z,u) € U y M x,u)(positiva) de clase C1°, tales que,
flz,u) = =M, u) f(zx,v(z,u)) para todo (z,u) € X x U.

Proposicion 4.1. Para cualquier sistema Tiempo-Reversible con f(x,u) de clase
cl y controles constantes a trozos (respectivamente, para cualquier sistema tiempo-

reversible feedback con f de clase C*° y controles continuos a trozos) se tiene,

R(xg) = Orb(xp).

Demostracion. En la definicion de conjunto alcanzable no esta permitido ir hacia
atras a lo largo de las trayectorias de los campos de vectores f, = f(-,u), con-
trariamente al caso de la orbita. Esto significa que, para controles constantes a
trozos, tenemos la inclusion R(zg) C Orb(x) pero, posiblemente, no la inclusion
contraria. El hecho de que un sistema tiempo-reversible avance hacia atras, en
un tiempo a lo largo de una trayectoria de f,, puede ser reemplazado (sobre una
escala de tiempo definida por \) por avanzar hacia adelante con el control v(u).
Por tanto, para un sistema tiempo-reversible los puntos los cuales son alcanzables
adelante-atras a trozos, por trayectorias de f,, u € U, (definicion de la orbita)
son también alcanzables hacia adelante por tales trayectorias y se sigue la in-
clusion R(zo) D Orb(xp). Los mismos argumentos son validos para probar esta
inclusion en el caso de sistemas tiempo-reversible feedback, donde usamos el con-
trol u(t) = v(z(t),u) en orden a ir hacia atras a lo largo de la trayectoria de f,,.
En el caso de contoles continuos a trozos la inclusion R(z¢) C Orb(xy) se sigue de

la siguiente proposicion. U

Dicha proposicion dice que , para controles continuos a trozos, las trayectorias

de ¥ comenzando desde zy € X no pueden salirse de la 6rbita Orb(xy).
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Proposicion 4.2. Si U es un espacio métrico y f(x,u) es de clase C'° entonces,

para controles continuos a trozos, tenemos la inclusion
R(xo) C Orb(xy).

En otras palabras, cualquier trayectoria de Y3 correspondiente a un control continuo
a trozos y comenzando desde xq, permanece en Orb(xy), para todo tiempo t, en el

cual esté definida en X.

Demostracion. Primero probaremos la siguiente afirmacion. Si zy es un punto en
X, u:[0,T] — U es un control continuo a trozos y ty € [0, 7], entonces existe una
vecindad I de tg en [0, T], tal que, la trayectoria x(t) de 3 correspondiente a u(-)
satisfaciendo z(ty) = z estd bien definida, para t € I,y x(t) € Orb(xg) parat € I.
Para probar esta afirmacion notemos que S := Orb(xg) es una subvariedad, por el
teorema de orbita, y f(z,u) € TS, para cualquier z € S y u € U. Esto significa
que el sistema > puede ser restringido a S =: X (en un sistema de coordenadas
locales S apropiado, puede ser localmente identificado con un subconjunto abierto
de R*, donde k = dim S). El lado derecho, f(&?, u), del sistema restringido, es
también de clase C10; asi tenemos existencia (en S) y unicidad de solucion de la
ecuacion 7 = f(%,u), con la condicion inicial Z(ty) = zo. Esta solucién coincide

con la solucion tnica de & = f(z,u). Esto implica nuestra afirmacion.

Supongamos que se cumple lo contrario; es decir , existe un control continuo
a trozos u : [0,7) — U tal que la correspondiente trayectoria x(t) se sale de
la orbita S := Orb(zg) en un tiempo t* € [0,t). Esto significa que, [0,t*) es el
intervalo abierto por la derecha maximal, tal que, x([0,1*)) esta contenida en la
orbita S. Supongamos que el punto p* := z(t*) estd en S. Tomando p = p* y
to = t* en la afirmacion probada anteriormente, vemos que z(t) € S para t > t*
suficientemente cercano a t*. Esto contradice la maximalidad del intervalo [0, t*).
Supongamos que p* = x(t*) no estd en S. Entonces p* estd en otra orbita, a
saber, en Orb(p*). De nuevo escojemos p* como punto inicial de la trayectoria
x(t), z(t*) = p*, correspondiente al control original. Entonces, por la afirmacion,

la trayectoria permanece en Orb(p*), para algin ¢ < t*. Ya que S = Orb(zy) y
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Orb(p*) son disjuntas, esto contradice el hecho de que z(t) € S, para todo
<t U

Proposiciéon 4.3. Para cualquier sistema tiempo-reversible y controles constantes
a trozos (o sistema tiempo-reversible feedback y controles continuos a trozos), con

los campos de vectores f, de clase C™°, tenemos

dim L(zo) = n = x¢ € intR(zo).

Demostracion. De nuestros teoremas sobre accesibilidad de sistemas y algebras de
Lie, se sigue que dim £(xy) = n implica que, el conjunto alcanzable correspondiente
a controles constantes a trozos tiene interior no vacio. Sea x; un punto en este

interior, contenido junto con su vecindad W en el conjunto alcanzable. Asi

T = f)/gf o ..o (xo)

para algan k > 1, uy,...,u, € Uy tq,....,t; € (0,00), donde ~}* denota el flujo de
fu. Las trayectorias con tiempo hacia adelante de f,,, ..., f,, pueden ser llevadas
hacia atras usando los controles v; = v(uy),...,vx = v(ux) (definidos en nuestra
definicion de sistemas tiempo-reversible), escogiendo tiempos positivos adecuados

T, ..., Tk, asl que, el punto

Ty = o...onko YiF ooyt (zg) =yt o.. 0 7;’]’:(%’1)
coincide con xy. Este punto estd también en el interior del conjunto alcanzable
cuando la composicion de flujos 77! o...0y/* es un difeomorfismo local y mapea la
vecindad W de x; sobre una vecindad V de x5 = zy5. Como W esté contenida en el
conjunto alcanzable R(z), V también esta contenida en R(zp). Se sigue entonces

que g esta contenido en del conjunto alcanzable desde x.

En el caso de un sistema tiempo-reversible feedback la prueba es similar. En este
caso los flujos de los campos de vectores f, correspondientes a controles constantes,
deben ser reemplazados por los flujos de campos de vectores f, ), correspondientes

a controles continuos t — u(t). O
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Como un corolario obtenemos otra prueba del teorema de Chow-Rashevskii

(esta prueba es independiente del teorema de orbita).

Corolario 4.1. St el sistema es tiempo-reversible, X es conexo, f, son de clase
C*® ydim L(z) = n para todo x € X, entonces cualquier punto de X es alcanzable
hacia adelante, desde cualquier otro, por controles constantes a trozos; es decir,

R(z) = X para cualquier x € X.

Demostracion. De la proposicion 4.1 se sigue que el conjunto alcanzable R(z)
coincide con la orbita. Ademaés, se sigue de la proposicion 4.3 que, R(x) es abierto
va que, después de alcanzar cualquier punto, también podemos alcanzar una vecin-
dad de este punto. Asi, los conjuntos alcanzables coinciden con las érbitas y son
subconjuntos abiertos de X. Como X es una union disjunta de orbitas, entonces,
es una union disjunta de orbitas abiertas. De la conexidad de X se sigue que X
consiste de una orbita. Entonces, para cualquier x( la érbita de x( es igual a X.
Como los conjuntos alcanzables de xy coinciden con la 6rbita, estos son también

iguales a X. O

A continuaciéon presentamos un interesante ejemplo, que ilustra de forma prac-

tica, la teoria desarrollada hasta aqui.

Ejemplo 4.1. (El carro de Nelson)

Consideremos el siguiente modelo simple para la conduccion de un vehiculo.

Consideremos el conjunto R*, como el espacio estado, donde un estado x cuen-
ta con cuatro componentes (xq,xs2,23,x4), en las que las dos primeras, (xq,x2)
representan las coordenadas del centro del eje frontal del vehiculo, la tercera,
x3 = 0, el angulo del vehiculo con respecto al semieje positivo de las x medido
en el sentido contrario a las agujas del reloj, y la cuarta x4 = ¢, el angulo de las

ruedas delanteras con respecto a la orientacion del vehiculo (ver figura 4.1).

Las ruedas delanteras son entonces paralelas al vector (cos(¢ + 0),sin(¢p + 0))
de modo que, como la velocidad instantanea del centro del eje frontal es paralela a

este vector, se tiene:
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d [ = . cos(¢ + 0)
dt <x2 > = alf) ( sin(¢ + 0) )7

para alguna funcion escalar uy(t). Observemos que T1%(t) + 2% (t) = ua(t)?; asi, uo

es la velocidad del carro, la cual corresponde a un primer control.

¥

Figura 4.1:

El centro del eje trasero tiene coordenadas (x1 — £ cosf,zy — £sin@), siendo ¢
la distancia entre los dos ejes. La velocidad de este punto ha de ser paralela a la

orientacion de las ruedas traseras (cosf,sinf), de modo que:

. d d :
sm@a(xl — lcosf) — cos@a(xg — {sinf) = 0.

De las dos ultimas ecuaciones obtenemos que

00 = Ug Sin .

Para evitar notacion extra, suponemos desde ahora que ¢ = 1. El dngulo ¢

cambia dependiendo de la posicion de las ruedas delanteras; consideremos pues un

28



sequndo control

Ulzé

En resumen, con el conjunto control U = R?, y escribiendo los controles como

u = (uy,uy) € R?, obtenemos el siguiente sistemas:

cos(¢ + 0)
sin(¢ + 6)
sin¢)

0

_ o O O

En la practica, el angulo ¢ seria restringido a algin intervalo mazimal (—do, ¢o);
asi podriamos tomar el espacio estado como R3 x (=, ¢g), lo cual no cambia las
cosas. Es importante notar que, el dngulo de orientacion 6 solo tiene sentido con
modulo menor o igual a 2w, es decir, los dngulos que difieren por 27 tienen la

misma orientacion fisica.

El modelo es un sistema control-afin donde

0 cos(¢ +0)
| o | sin(¢+0)
g1 0 ) 92 Sln(gb)
1 0
Dicho sistema es tiempo-reversible (tomando A =1 y v(u) = —u).

Cuando uy =0 y us = 0 obtenemos las direcciones
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cos(¢ + 0)
sin(¢ + 6)
sin(¢)

_ o O O

(4-1)

respectivamente. Su corchete de Lie proporciona la nueva direccion

—sin(¢ + 0)
cos(¢ +0)

cos(9)
0

(4-2)

cuyo corchete de Lie con el sequndo de (4.1), proporciona a su vez la direccion

— sin(¢)
cos(9)
0
0

(4-3)

Teniendo en cuenta que el determinante de la matriz compuesta por los cuatro
vectores (4.1)-(4.3) es identicamente igual a 1, nos queda que dim L(z) = 4. Por

lo tanto, el corolario previo al ejercicio, garantiza que el sistema es controlable.

En términos mas generales, donde el espacio estado es una variedad diferen-

ciable, en el ejemplo anterior, R* podria ser sustituido por R? x S! x (—¢y, ¢),
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esto es, el angulo ¢ es un elemento del circulo unitario. Si se quiere profundizar un

poco mas en este ejemplo, se puede consultar |6] (pag 160).

4.2. Aproximaciéon de Curvas por Trayectorias

En esta seccion mostraremos otras propiedades de controlabilidad de los sis-
temas, las cuales estan relacionadas a sus orbitas. En particular, mostraremos que
para un sistema tiempo-reversible, cualquier curva que yace en una Orbita singular

d Y imada (sob ti d trizacid t tori
puede ser C* aproximada (sobre un tiempo de reparametrizacion) por trayectorias

del sistema. Suponemos que XC R".

Consideremos una curva continua
C:0,1] — =
Denotaremos por Ime = ¢([0, 1]) la imagen de la curva en X y po := ¢(0).

Definicion 4.2. Decimos que c(-) puede ser C° Aprozimada por Trayectorias de
Y, si para cualquier € > 0 existe T > 0, un control admisible u : [0,T] — U, y

una funcion continua estrictamente creciente 7(t), 7(0) = 0, 7(T) = 1, tal que,
$(T7p07u()) = C<1) Y
[2(T, po, u(-)) — c(T(t)]| <e,

para todo t € [0,T), donde x(T,po,u(-)) es la trayectoria comenzando en t = 0

desde po, y || - || denota la norma euclidiana.

Las relaciones entre las siguientes condiciones seran discutidas después.

(i) La imagen Imc estd en una orbita singular de X.
(it) La curva c: [0,1] — X puede ser C° aprozimada por trayectorias de 3.
(222) La imagen Imc estd en la clausura en X de una orbita singular de .

Teorema 4.1.
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(a) Para f(z,u) de clase C*° y controles continuos a trozos tenemos (ii)=> (iii),

para cualquier curva continua ¢ : [0,1] — X.

(b) Si X es tiempo-reversible, los campos de vectores f, = f(-,u), u € U, son
analiticos y los controles son constantes a trozos, entonces (i)= (ii), para
cualquier curva absolutamente continua ¢ : [0,1] — X. El requerimiento
fu € C¥ puede ser reemplazado por f, € C* y T,0rb(p) = L(p), para

cualquier p €Imec.
Demostracion.

(a) Supongamos que Imc no esté en la clausura de una orbita singular. Entonces
existe s* € [0, 1], tal que, p* := ¢(s*) no esta en cl(S), donde S = Orb(py).
Esto significa que dist(p*,S) = € > 0. Sin embargo, esta inecuacion implica
que la curva ¢ no puede ser aproximada con exactitud mejor que € por trayec-
torias comenzando desde py (ya que todas dichas trayectorias permanecen en

S, por proposicion 4.2). Esto significa que (ii) implica (iii).

(b) La implicacion (i)==-(ii) se seguira del teorema Chow-Rashevskii presentado
en el capitulo 2. Escojamos € > 0. Cubrimos Imec con conjuntos conexos
V; en S, abiertos, cada uno contenido en una e-bola en X con centro en
Ime, tal que los (V; NS)’'s son conexos. Por la compacidad de Ime podemos
escojer un namero finito de tales conjuntos abiertos Vj, ..., V, ordenados en
tal forma que py = ¢(0) € Vg, pry1 := (1) € V., y Viiy NViN Ime # ), para
i = 1,...,7 (esto es posible por la conexidad de Imc y ya que los Vs son
abiertos). Escojemos algunos puntos p; = ¢(s;) en V;_yNV;N Ime, i =1, ..., 7,
asi que, 0 := 89 < 81 < ... < 8 < Sp41 := 1. De la suposicion f, € C*
y el teorema de orbita se sigue que 7,5 = L(p), para cualquier p € S.
Luego, el sistema X restricto a los subconjuntos abiertos V; de la orbita
S satisface la condicion del rango del algebra de Lie dim £(p) = dim X,
donde X = V. Ademas, del corolario 4.1 se sigue que p; € V; puede ser
unido a p;y; € V;, con una trayectoria que no se sale de V;. Cada punto
de esta trayectoria estd a una distancia no mayor de 2¢ desde cualquier

punto del tramo ¢([s;, s;+1]) de Ime (puesto que V; tiene un didmetro no
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mayor que 2¢ y c([s;, s;41]) esta contenido en V; por las suposiciones de que
pi = c(si) € Vi, pir1 = ¢(sip1) € Vi y Vin Ime son conexos). Concatenando
las trayectorias consecutivas uniendo py = ¢(0) a p; en Vp, entonces p; a po
en V] etc., y finalmente, p,. a p,.1 = ¢(1) en V, obtenemos una trayectoria
la cual aproxima ¢ con precision 2e (podemos definir la reparametrizacion
de ¢, la cual aparece en la definiciéon de aproximaciéon C°, como una funciéon
lineal a trozos continua [0,7] 5 t — s(t) € [0, 1], la cual es lineal sobre los
intervalos [T;_1,T;] correspondientes a las trayectorias que unen p; 1 a p; y
satisface s(7T;) = s;, @ = 0,...,7 + 1). Como € fué escojido arbitrariamente,

vemos que se cumple (ii).

Notemos que, en lugar de usar la analiticidad de f, en la prueba anterior (lo
cual implica que 7,5 = L(p) para p € S) es suficiente usar la suposicion de
que 1,8 = L(p) para p € Ime. A saber, esta suposicién implica la igualdad
T,,S = L(p;), para i = 0,...,py41, lo cual implica igualdades analogas en
vecindades de p;, asi que podamos suponer que 7,5 = L(p) se cumple sobre
Vi. (La igualdad 7},,S = L(p;) implica las igualdades analogas en vecindades
en S de p;. Esto se sigue de dos hechos: (a) siempre tenemos L£(p) C 7,5, para
p € S; (b) la igualdad dim L(p;) = dim S = k se extiende a una vecindad en
S de p;, ya que L(p;) es generada por algiin conjunto de k campos de vectores
linealmente independientes, los cuales permanecen linealmente independiente

en una vecindad de p;).

Las condiciones (i) y (iii) en el teorema anterior pueden resultar dificiles de
chequear. Sin embargo, dada una curva absolutamente continua ¢ : [0,1] — X,
la siguiente condicion suficiente para C° aproximacién por trayectorias, puede ser

mas manejable.

(iv) Existe una vecindad W de imagen de ¢ en X tal que dim £(p) =constante,
parape W,y

dc
2 (s) € Llels))
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para casi todo s € [0, 1].

Teorema 4.2.

(a) Si fu, uw € U de clase C™ entonces (iv)=> (i), para cualquier curva absolu-

tamente continua c : [0,1] — X.

(b) Si X es tiempo-reversible, los campos de vectores f, = f(-,u), u € U, son
analiticos y los controles son constantes a trozos, entonces (iv)= (ii), para
cualquier curva absolutamente continua c : [0,1] — X. El requerimiento
fu € CV puede ser reemplazado por f, € C* y T,0rb(p) = L(p), para

cualquier p € Imc.

Demostracion.

(a) Tenemos que probar que Imc esté contenida en S = Orb(py). Suponemos que
lo contrario se cumple y sea s* el infimo de s € [0, 1], tal que, ¢(s) no esta
en S. Definimos p* := ¢(s*). Ya que ¢(s) € S para todo s < s*, tenemos
p* € cl(S), por continuidad de la curva. Consideremos una vecindad V' de
p* en la cual dim £(p) =constante= k. Entonces la distribucion p — L(p)
es de dimension constante sobre V' e involutiva (pues £ = Lie{ f, }uer €s un
algebra de Lie). Aplicando la version del teorema local de Frobenius podemos
suponer, después de un cambio de coordenadas, que en una vecindad V;
de p* tenemos L(p) = span{ey,...,ex}, donde e; denota el i—ésimo vector
coordenado. Esto implica que la k—subvariedad de V; definida por {z €
Vit Tpg1 = Djiqs - Tn = D} }, con pf—coordenadas de p*, esta contenida en
Orb(p*) (por el teorema de Chow-Rashevskii aplicado al sistema restringido
a V7). Ya que los vectores en L(p) tienen componente cero a lo largo de los

aun@c/as(s) € L(c(s)) se sigue

K
que las ultimas n — k coordenadas de la curva c son constantes, igual a las

ultimos n — k vectores, de la suposicion

coordenadas de p*, para s suficientememnte cercano a s*. Esto implica que
c(s) estda en S = Orb(p*) = Orb(py), para s > s* cercano a s*. Pero esto

contradice nuestra definicion de s*; asi, (iv) implica (i).
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(b) De la proposicion (a) se sigue que (iv) implica (i); y por la proposicion (b) del
teorema anterior tenemos que, (i) implica (ii). Luego, por transitividad, (iv)

implica (ii).

El siguiente resultado muestra que, para cualquier sistema tiempo reversible,
analitico, un punto p € X y un vector dado v € L(p), existe un control constante

que produce un movimiento infinitesimal del estado en la direccién v desde p.

Teorema 4.3. Si ¥ es tiempo-reversible y los campos de vectores f,, u € U,
son diferenciables entonces, para cualquier p € X yv € L(p), existe una familia
1-pardmetro de controles constantes a trozos u(t), tales que, para la correspon-

diente trayectoria x.(t) comenzando desde p tenemos
ze(T(€)) = p + ev + O(eFY),

para € > 0, donde T(€) depende continuamente de € y T(e¢) — 0, si ¢ — 0.
La constante N es el menor entero k, tal que, v es generado por los campos de

vectores f,, u € U, y sus corchetes de Lie hasta el orden k, evaluados en p.

Para la demostracion se requieren las dos proposiciones siguientes.

Sean ®!, ..., ®F familias de difeomorfismos de X las cuales son de clase C" con

respecto a (z,€), 7 > 1, y estan definidos para € cercano a 0. Supondremos que

) =1id, ..., Pk = id.

De @) = id se sigue que ¢ — ®'(p) es una curva C” que pasa a través de p,

para cada 7y p € X. Asi podemos definir

1) = 250 i) = S|

donde fi,...f; son campos de vectores sobre X de clase C"1.
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Proposiciéon 4.4. Para cualesquiera constantes A, ..., \x € R tenemos

0

&@%\leo...o(l)];ke(p) = )\1‘](1(]9) —l——i—)\kfk(p)
e=0

Demostracion. Definimos la funcion h(e) = f(s1(€), ..., sk(€)), donde
f(s1, .y 8) = @;1 0...0 @fk(p)

y si(€) = \ie. Entonces, la igualdad f(0,...s;,..,0) = ®. (p) y la regla de la cadena

nos da

00
Z (%Z - Z >\Z 85,- <p)

=1

=Mfi(p) + .+ M fr(p),

S; =0

lo cual prueba la proposicién. [l

Dados dos difeomorfismos ® y ¥ de X, definimos su Conmutador como el

difeomorfismo
@, U] =0 toW lodoW.

Si O es otro difeomorfismo de X y denotamos X = [®, V], definimos el conmu-
tador de tercer orden como
[®,9],0] =X 100 'oX0O=0lo0d 'oVodoO 'od oUW odol.

Anélogamente, se definen los conmutadores de orden mayor de difeomorfismos, y,

en particular, los conmutadores de nuestra familia de difeomorfismos ®}, ..., ®*.

Proposicion 4.5. Si @ son de clase C” con respecto a (x,€) yr > k+1, entonces

=0, para 1< j <k,

(%)j (@, @7, ... ¥](p)

e=0

= /C'[fk, ceey [f27f1]'-'](p>7

e=0

(%)k [0, ©7],..., ©F](p)

donde los conmutadores de los campos de vectores fi, ..., fr son de clase C"7F.
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Demostracion. Definimos la funcion h(e) = f(s1(€), ..., sk(€)), donde

f(slv“'ask) [ [(I);l,fbi],...,@,;k](p)

y s;(€) = e. Entonces, la regla de la cadena nos da

d ]' o 7 o Jk
< ) - Y (_asl> (_(%k) £(0,....0).
Jit+...+jk

Ya que el conmutador iterado es igual a la identidad si uno de los difeomorfismos
CDii es la identidad, cualquier término en la sumatoria de la ecuacion anterior es

igual a cero si j; = 0, para algin 7. Esto implica que la derivada es igual a cero si

J < k, lo cual prueba la primera igualdad en la proposicion.

Si j < k entonces solo un término con j; # 0, para todo i, puede ser distinto

de cero y obtenemos

dk o 0
= kl—.. —
dekh(o) k'asl'"ﬁsk (0,.-,0)
0 0
_ 9 1 2 k
]{.881...68k[ [(I)Sl,q) ] (I)sk](p)‘slz...:sk:[)'

La segunda igualdad buscada, es consecuencia inmediata de la siguiente proposi-

cion (denotaremos ®, f = Adg f, ver capitulo 1). 0J
Proposicién 4.6.
9 9 1 52 k
o (1)52]7"‘7(I)sk](p)} =

aSk 681[ [ 517 s1=...=s=0

3((; 322 (%) (@)D, g = ke[ il ().
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Demostracion. Para probar la primera igualdad usamos induccién con respecto a

k. Denotamos Ws := [...[®] @2 ] ... @] donde 5 = (sq,..., 5x—1). Entonces, en
51:...:8k20,
0 0 0 0
U, oF = —..—(T5) o (P! U; o OF
o E)) = () o (@) 0w o 0 )
0 0
= — .. (0 U0 OF (p).
@) w0 w0
0 0 0

i AR BIO)

donde la ecuacion intermedia se sigue del hecho de que Vgl _, = id; asi, diferen-
ciando con respecto a s; que aparece en (¥s)~!, da un término independiente de
s y su derivada 0/0s;, de anula. Las derivadas 0/9s;, i = 2,..,k — 1, conmutan
con (@ﬁk); L. por tanto, la igualdad requerida se sigue de la formula inductiva, en

S1 = ... = Sk—1 = O,

0/0sk-1...0/051V5(p) = 0/0sp,-1...0/Dsx((PL1 ) 71..(D2,) 7 1) (D).

La segunda igualdad se sigue por inducciéon de la formula

afm (@)@ ) ot o [ £ D),

= ()" (@0 oy s L2 Al D (),

la cual es consecuencia de (9/9s)(®™);1g = [fm, 9] (usando la definicion 1.8) O

Observaciéon 13.

Notemos que:

a) La formula de la proposicion 4.4 puede ser equivalentemente escrita de la

forma
@}\15 0...0 @’f\kg(p) =p+eV(p) + O(e?),
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donde
V(p) =Mfilp) + - + Mefr(p)-

Esto significa que la composicion de tales difeomorfismos da movimientos in-
finitesimales a lo largo de los vectores A\ f1(p) + ... + M. fr(p).
b) La formula de la proposicion 4.5 es equivalente a la formula de Taylor
[ [, @], ..., @E)(p) = p+ "V (p) + O(FH),

y, después de una reparametrizacion,

[ [ @, q’zl/kL M (p) = p+ V() + O(TF),

donde

V(p) = [fss s [f2s il (D)

Esto significa que la conmutador de tales difeomorfismos da movimientos in-

finitesimales a lo largo de los vectores [fg, ..., [fe, f1].--](p)-
A continuacion presentamos le demostracion del teorema 4.3.

Demostracion. Ya que v € L(p) donde £ = Lie{ f, }}uev, podemos escribir
v =AU+ ... + ANy,

donde v; = Vj(p), y los V; son algunos de los campos de vectores f,, u € U,y
sus corchetes iterados. Como cualquier corchete de Lie es igual a una combinacion
lineal de corchetes de Lie iterados izquierdos (por la proposicion 1.10) después,

mediante un rearreglo en la suma anterior podemos suponer que

i(i)’

69



para ¢ = 1,...,7. Definimos la familia de difeomorfismos como conmutadores itera-
dos de los flujos,

O = [..[exp(ef,i), exp(efys)], - explefyr ).

k()

Ademas, definamos

y(C) = q)}\161/k(1) O...0 @Klel/km (p)

Tomando la derivada dy/de en € = 0 y usando las proposiciones 4.4 y 4.5 y la
definicion de ®! obtenemos la formula

dy
E(O) = MVi(p) + ... + A Vi (p).
Resta probar que en la construccion anterior de la familia 1-pardmetro de pun-

tos y(€) podemos usar ciertas trayectorias tiempo-hacia adelante del sistema 3.

Notemos que los coeficientes Ay, ..., A\, en la combinacién lineal dada por v
pueden ser tomados positivos. En efecto, si \; es negativo entonces podemos cam-
biar el orden de los campos de vectores f,i y f,; y por tanto V; y A; cambian
de signos. En la definicién del difeomorfismo ®! usamos conmutadores de flujos,
donde aplicamos los flujos exp(—ef,), con € > 0. Podemos reemplazar tales trans-
formaciones por "movimientos tiempo-hacia adelante"por usar el control v = v(u)
dado por la definicion de sistema tiempo reversible (si la funcion \(x,u) en esta
definicién no es constante, la porcion de tiempo necesario para obtener el equi-
valente de la transformacion exp(—ef,) varia con las trayectorias). En esta forma
podemos reemplazar todos los pasos tiempo-hacia atras, por pasos tiempo-hacia
adelante. Esto demuestra la formula principal del teorema. Lo demas se sigue de

nuestra construccion de la prueba.
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