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Introduccion

En muchas aplicaciones dentro de la ciencia y la tecnologia, el flujo de dos fluidos inmiscibles
e incompresibles en tuberias, o flujo bifdsico, juega un rol importante [1], [2]. En particular,
las técnicas de tuberias lubricadas se usan frecuentemente para facilitar el transporte de
aceites viscosos a través de una tuberia lubricada con un liquido de baja viscosidad tal como
lo es el agua. Para que este proceso sea exitoso el fluido de baja viscosidad debe introducirse
y mantenerse entre el aceite viscoso y la pared de la tuberia, formando una cdpsula entre la
pared y el fluido de alta viscosidad, de manera tal que el esfuerzo de cizalla tome el valor
maximo que permite reducir los requerimientos de energia para el transporte del aceite. Este
patron de flujo es llamado flujo centro-anular, y el modelo fisico propuesto para estudiarlo
considera que en tal configuraciéon ambos fluidos inmiscibles viajan en el espacio® v el tiempo
de manera adyacente; siendo la interfaz una superficie natural de separacién entre los dos
fluidos. Este modelo geométrico permite, entonces, analizar la distribucion de velocidad y de
presion, en los sistemas donde se presenta este patron de flujo bajo el régimen que lo haga

posible [3].

El establecimiento del régimen y el patrén es crucial para asegurar un buen diseno del proceso
de flujo. Existen modelos empiricos, basados en condiciones de operacion independientes de
las condiciones iniciales, que se usan para predecir el régimen y patrén de flujo. Sin embargo,
bajo estas premisas (independencia de las condiciones iniciales) no siempre es cierto que se

puedan hacer tales predicciones, debido a que existen fenémenos sensibles a perturbaciones

IDentro de la tuberia
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sobre las condiciones iniciales. Tal es el caso del petréleo lubricado con agua que presenta
problemas de estabilidad en la interfaz de ambos fluidos cuando las variables asociadas a
las condiciones de operacién del proceso son perturbadas. Estas perturbaciones afectan la
estabilidad interfacial de tal forma que la cdpsula formada por el patron de flujo centro-anular
se rompe y ocasiona que el petroleo se disgreque en forma de particulas emulsionadas en el

agua, las cuales son casi inseparables e irrecuperables, debido a los altos costos implicados

[2].

En este orden de ideas, un gran nimero de problemas tedricos se han estudiado utilizando
modelacién matematica y simulacion computacional. Desde el punto de vista fisicomatemati-
co, el sistema de ecuaciones de Navier-Stokes es el que modela al transporte de fluidos. Este
sistema de ecuaciones en derivadas parciales ha generado una gama de problemas desde el
punto de vista matematico y computacional que hoy en dia estan abiertos y no se han abor-
dado del todo [4]. En tal sentido, bajo numerosas consideraciones y enfoques, se ha podido
dar respuesta a preguntas relacionadas con la existencia y unicidad de soluciones; pero bajo
otras consideraciones, asociadas a un problema fisico muy especifico de transporte, todavia
no se han logrado establecer generalidades desde este punto de vista. Por esto, en el cam-
po numérico y computacional bajo un contexto equivalentemente consistente al problema
de Navier-Stokes, se desarrollan y ponen en practica métodos con los cuales se ha logrado
aprorimar, con un cierto grado de precision y exactitud, la solucién de estas ecuaciones bajo

condiciones apropiadas? que se asocian a la fisicamatemética de un problema determinado.

Las técnicas que proporciona el Andlisis Numérico para estudiar, tanto desde el punto de
vista tedrico como computacional, el comportamiento de soluciones en aquellos problemas
donde aparecen las ecuaciones de Nawvier-Stokes, van desde métodos tan simples como los
fundamentados en diferencias finitas, teoria espectral y, entre otros, los fundamentados en

leyes de conservacion [5]. Entre estos ultimos se encuentra el Método de Elementos Finitos

2Estas condiciones apropiadas estan relacionadas con el buen planteamiento del problema
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(MEF) que, contrario a los basados en diferencias finitas, explota gran parte de los conceptos
fundamentales del Andlisis Funcional para estudiar el buen planteamiento del problema
de Navier-Stokes en cualquier tipo de dominio, formulado en un contexto wvariacional que

comunmente se conoce con el nombre de formulacion débil.

Los inicios del MEF se ubican desde los anos cincuenta, y sus primeras aplicaciones fueron
hechas en la mecdnica de medios continuos deformables y notablemente en problemas de la
aéronautica [6], [7], [8]. Estos problemas hicieron intervenir geometrias complejas a partir de
las cuales dificilmente se lograban obtener buenas aproximaciones numéricas por los métodos
mas clasicos basados en diferencias finitas. Por otro lado, los trabajos tedricos concernientes
a la aproximacion de las ecuaciones de la elasticidad lineal aparecieron en los anos cincuenta
[9], y posteriormente en el aio 1960 Clough introduce la terminologia elementos finitos en
un articulo sustentado sobre el andlisis de elasticidad lineal en dos dimensiones espaciales

[10].

En los anos sesenta, el MEF inicia un desarrollo importante, particularmente debido al
nimero creciente de ingenieros que utilizaban este método para tratar los problemas de
medios continuos deformables. El ciclo de conferencias de Dayton [11] marca una étapa
importante en el desarrollo del método, pues la mayor parte de los MEF’s conocidos se
consideran a partir de alli como clasicos. Al final de los anos sesenta, el campo de accién
del MEF es extendido a otras aplicaciones, especificamente a aquéllas relacionadas con la
mecdnica de fluidos [12]. La idea de que el MEF no es aplicable si los problemas no son
simétricos 'y coercivos, donde una formulacion variacional es posible, se fue abandonando
progresivamente y los ingenieros comenzaron a interesarse igualmente en los problemas que

surgieron dentro de un marco generalizado.

En los anos setenta se inicia el desarrollo de la teoria matemadatica del MEF. Un gran nimero
de resultados empiricos conocidos por los ingenieros se confirman y clarifican, y es a partir de

ese momento que se sustentan las bases sélidas para entender el método que tiene un campo



de aplicaciones mas extenso de lo que se pensaba. En este contexto, la nocién fundamental
del buen planteamiento de un problema fue establecida en el sentido de Hadamard [13]:

Un problema formulado en estos términos admite una y solo una solucion, y posee una
propiedad de estabilidad que permite controlar la solucion por la data del problema en ciertas

normas asociadas a los espacios de trabajo del problema.

La teoria de ecuaciones en derivadas parciales (EDP’s) y el andlisis funcional puntualizan
ya, relativamente, un buen establecimiento de sus bases y fundamentos en los anos cuarenta
con la sucesién de trabajos hechos por Banach, Sobolev y Schwartz, pero el vinculo con
el MEF no se hace sino mas tarde debido en parte a la escasa comunicacién que existia
entre los matematicos y los ingenieros. En tal sentido, y haciendo uso de un marco funcional
adecuado, los problemas fisicos, planteados en términos de EDP’s con condiciones de frontera,
pudieron ser escritos en la forma mas general, conocida con el nombre de formulacion débil
o formulacion variacional. Esta nueva formulacion, que es natural en mecanica de medios
continuos deformables debido a que aprovecha el principio de trabajos virtuales o principio
de minima energia, permitio colocar el MEF en un marco conceptual general que lo propone
como herramienta del andlisis particularmente potente para estudiar problemas planteados

en EDP’s.

El MEF como herramienta de analisis matematico debuta en 1968 con las estimaciones a
priori sobre el error de aproximacion para un problema de elasticidad plana [14], un andlisis
del error de interpolacion para elementos finitos triangulares [15] y una prueba de conver-
gencia para los problemas elipticos lineales en una dimensién con espacio de aproximacion
correspondiente a las funciones afines a trozos [16]. Un congreso llevado a cabo en Baltimo-
re [17] permiti6 mostrar varios resultados matemadticos fundamentales sobre el MEF. Entre
estos resultados, las condiciones inf-sup jugaron un rol esencial pues ellas permitieron carac-
terizar los problemas lineales con restriccion que estaban bien planteados. Las condiciones

inf-sup popularizadas por Babuska en 1972 se fundamentan en los trabajos tedricos de Necas
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[18], que reposan directamente sobre el teorema fundamental de Banach?.

En la actualidad el MEF ocupa una posicion importante en el mundo del cdlculo cientifico.
Existe una gran cantidad de literatura (ver [4], [19], [20], [21] y [22]) orientada al estudio
de este método y en donde se puede enumerar un centenar de miles de trabajos sobre el
MEF publicados en revistas de divulgacion cientifica. Tal es el caso de la obra escrita por V.
Girault y P. Raviart [4] (1986), donde se encuentran plasmados los resultados tedricos més
resaltantes sobre el MEF como herramienta de analisis cualitativo y numérico-implementista
usada para estudiar las ecuaciones de Nawvier-Stokes. La teoria desarrollada por estos autores
pone de manifiesto los distintos tipos de elementos finitos que pueden ser empleados en un
dominio de validez del sistema de ecuaciones de Nawvier-Stokes, con condiciones de frontera

que frecuentemente se presentan en problemas modelados por tales ecuaciones.

En este orden de ideas Maury et al. (ver [23]) en el 2000 propone un estudio sobre el flujo
bifasico lineal en dimension dos (D = 2) de un fluido compuesto de agua y petréleo en una
tuberia horizontal y modelado por el sistema de ecuaciones en derivadas parciales (EDP’s) de
Navier-Stokes. En una primera etapa, Maury en [23] planteé el modelo matematico basado
en estas ecuaciones con fronteras adecuadas en una configuracion axisimétrica. Esta configu-
racion de axisimetria adicion6 una frontera ficticia que se ubicé en el eje central imaginario
a lo largo de la tuberia, y sobre tal frontera se impuso otra condicion poco real pero que sim-
plificé el estudio, en el sentido de que la interfaz entre ambos fluidos se representé como una
sola frontera libre. Esta frontera libre es una incégnita a determinar en el problema, y esto;
aunque aparentemente sencillo, dificulta el problema al adicionar la ecuacion de transporte
que modela la evolucién espacio temporal de la interfaz a medida que se deforma debido a la
acciéon de esfuerzos producidos por la tensién superficial entre los dos fluidos. Posteriormente,
Girault, Lépez y Maury (ver [24]) discretizaron en espacio las ecuaciones obtenidas en cada

paso del tiempo cuando se discretizan las ecuaciones de Navier-Stokes en el tiempo. En cada

3El teorema de la aplicacién abierta o de la imagen cerrada
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paso del tiempo el sistema se redujo a un problema de Stokes Generalizado con condicio-
nes no estandar en la frontera y en la interfaz entre los dos fluidos. Esta discretizacion se
realizo usando el mini-elemento o elemento finito de Arnold-Brezzi-Fortin como elemento

conforme, y se establecieron estimaciones para el error numérico.

En este trabajo se presenta la implementacion computacional de un elemento finito conforme
de primer grado al problema planteado por Maury et al. en [23], conocido con el nombre de
elemento finito de Taylor-Hood [25]. El propdsito fundamental es el de establecer un cédigo
computacional usando el MEF de Taylor-Hood como método de discretizacion espacial en el
problema de Stokes-Generalizado, el cual servird de soporte experimental en la simulacion
del flujo bifasico, agua-petroleo, propuesta como una segunda etapa iniciada por W. Angulo

y H. Lépez en [26].

A fin de mostrar el desarrollo general del tema, el trabajo se ha estructurado de la siguienete
manera. En el primer capitulo se presenta el planteamiento formal del problema en términos
del modelo matematico que modela el flujo bifasico agua-petréleo siguiendo muy de cerca
el trabajo de Maury et al. en [23], ademds se presenta una formulacién variacional equiva-
lente del problema de Stokes-Generalizado asociado con el problema de flujo bifasico. En el
capitulo dos se presenta la discretizacion del problema variacional asociado al flujo bifasico
hasta transformarlo en un sistema tipo Galerkin [27]. Luego, en el capitulo tres se presenta
la solucion del problema por el MEF, donde se describe el elemento finito propuesto por
Taylor y Hood [25] y se definen las funciones de forma para la velocidad y presién en dicho
elemento y la contribucién del elemento finito para la construccion del sistema de ecuaciones
algebraico producido por el problema variacional discreto. En el capitulo cuatro se presen-
tan la implementacion del cédigo computacional asociado a la construccién y la resolucion
del sistema de ecuaciones algebraico del problema con los resultados numéricos obtenidos a
través de ensayos. Finalmente en el capitulo cinco se dan las conclusiones y recomendaciones

para trabajos futuros.
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Capitulo 1

Planteamiento del problema

El problema que a continuacién se describe, forma parte de un trabajo de cooperacién bi-
lateral Venezuela-Francia sobre el flujo bifdsico de agua y petrdleo pesado por tuberias. El
trabajo data del 2002 y sus primeros pasos se encuentran en [23], referencia en la cual se
deja claro el caracter, en principio, académico de la investigacion en el area de matemati-
ca aplicada. Entre los productos terminados del proyecto se tienen los articulos [24] y [26];
siendo éste ultimo una extension del primero con mas, pero realistas, complicaciones fisicas
y matematicas. En [24] y en [26] se presentan resultados matemadticos tedricos concernientes
al buen planteamiento del problema continuo bajo una formulacién variacional adecuada,
y particularmente en [24] el andlisis numérico del problema discréto asociado usando el
elemento finito de Arnold-Brezzi-Fortine [28]. En la actualidad, el andlisis numérico de la
extension presentada por W. Angulo y H. Lépez en [26] se esta llevando a cabo, y un avance
de gran parte de éste estudio lo reportan W. Angulo y V. Girault en [29]. Los autores de este
ultimo avance matematico presentan los resultados en base al elemento finito no-conforme
de Crouzeiz-Raviart, y han establecido la existencia y unicidad de la solucién discreta que

aproxima la solucién continua caracterizada en [26].

El problema sobre el flujo bifasico que se plantea en los avances y articulos citados anterior-

mente, se realizd considerando que el dominio de tal flujo es un trozo de tuberia horizontal



seccionada longitudinalmente, de manera tal que matematicamente puede verse como sub-
conjunto del espacio bidimensional R? en donde evolucionan temporalmente el agua y el
petréleo separados por una interfaz en configuracion axisimétrica; es decir con simetria en
torno a un eje imaginario ubicado por el centro de la tuberfa. Maury et alt en [23] presenta
un implementacién computacional usando el elemento conforme de Arnold-Brezzi-Fortin que

soporta el estudio hecho en [24].

Siguiendo con la idea de usar elementos finitos conformes, realizamos una discretizacién
espacial del problema de flujo bifasico para el transporte de petréleo lubricado con agua,
usando el elemento finito de Hood-Taylor en un paso de tiempo. Para ésto, se presenta
el modelo matematico completo basado en las ecuaciones de Navier-Stokes, el problema
de Stokes generalizado a resolver espacialmente por cada paso de tiempo producto de una
semi-discretizacion temporal del modelo matemético completo y la formulacién variacional

adecuada sobre la que se realiza la discretizacién de elemento finito.

1.1. EIl modelo no lineal de un flujo bifasico 2-D y for-
mulacion variacional

En este estudio se considera que los dos componentes del fluido, el agua y el petrdleo, son
no miscibles e incompresibles de manera que las ecuaciones de Nawier-Stokes modelan el

comportamiento del flujo en la tuberfa tal como lo establece Maury et al. en [23].

En una seccién longitudinal de un trozo de tuberia, el fluido de baja viscosidad (agua) es
adyacente a la pared de la misma y esté envolviendo al fluido de alta viscosidad (petréleo).
En la Figura 1.1 se ilustra este patrén de flujo bifasico como un dominio 2 C R? delimitado

por el trozo de tuberia horizontal

Para cada tiempo t € [0,T], el dominio 2 se descompone en dos subdominios Q!(¢) y Q%(¢).
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Figura 1.1: Dominio 2 y frontera 02

Aqui, el subdominio Q! es la regién ocupada por el fluido pesado (el petrdleo) y Q2 es la
regién ocupada por el agua. Esta tltima region, 92, estd dividida en dos subregiones: una

superior y otra inferior que denotaremos por Q2 y Q2 respectivamente, y tales que
QX (t) = Q2(t) U QL (t).

Por otro lado la frontera de ), respectivamente para cada i = 1,2, viene dada por:

O (t) =T} UTL,, UT.(t) UTy(t),

(1.1)
0N (t) =T2 UT2, UT,(t)UTy(t) UTy, UTy,,

donde ', y T7 = I';, UT}, representan las fronteras de entrada para cada ', T, vy

=12

outq

F2

St UI'Z,,, representan las fronteras de salida para cada subdominio £'. Denotaremos,

entonces, por Iy, = '}, UT? y T, = L, UT?

out 2. las fronteras de entrada y de salida,

respectivamente, para todo el dominio (2. Por otro lado I'g, y I'g, representan las fronteras
correspondientes a las paredes rigidas de la tuberia, y finalmente las interfaces de separacién
entre ambos componentes dadas por: I',(t) = Q' (t) N ﬁz y Ip(t) = Q' (t) N ﬁi en la parte

superior y en la parte inferior respectivamente.



Se supone que el flujo es suficientemente suave, Reynolds bajos: R, < 2000 [30], y que se
mantiene hasta un tiempo 7. Por tanto, en el tiempo inicial puede considerarse que las
interfaces entre los dos fluidos son lineas rectas, que nunca son adyacentes a las paredes
de la tuberia y que siempre hay una distancia suficientemente considerable entre ellas que
minimiza la posibilidad de choques entre si [31]. Bajo éstas premisas ambas interfaces pueden

ser parametrizadas convenientemente por:

Lo (z,t) — Dy(x, 1),
Uy (x,t) — §p(x,t),

de manera tal que, para cantidades pequenas d; , ds , 3 > 0, se tenga:
0<z<L, Oz, t) — Pp(x,t) > 5 >0, Op(x,t) > —D + s, Py(2,t) <D —063; (1.2)

y los subdominios estan definidos por:

QM) ={(z,9) €Y 0<a <L, Byfa,t) <y < Bu(x,1)}, (1.3)
Q2(t) ={(z,y) €Q; 0<az<L, ®y(x,t) <y< D}, (1.4)
Q) ={(z,y) € 0<x <L, —D<y<®x,1)}, (1.5)

donde D > 0 es el radio de la tuberia y L es la longitud.

Para describir la densidad y la viscosidad en todo €2, se introducen las cantidades p y p

dadas por:
2 2
p=> X0y n=>_xu (1.6)
=1 =1
donde X* es la funcién caracteristica del subdominio QF, i = 1,2, con x? definida por i = 2
X° = Xozuaz = X2 T Xa2-

Aqui p' y p* son las densidades y las viscosidades dadas constantes para cada i = 1,2.



Los campos de velocidad y de presiéon se denotan de la forma siguiente:
u=u'(x,t) = (ui(x, t),u;(x, t)) , p=7p'(x,t) paratodo (x,t)€ Q' x[0,T], i=1,2.

Entonces, para cada tiempo ¢t € [0,7] C R el problema de Navier-Stokes en este caso se

escribe como

p(%—?+u~Vu) —pAu+Vp=pg en), i=1,2,

(1.7)
V-u=0 en {2,
donde g es la gravedad y
Ju ou
u-Vu= Ua +uya—y.
Este sistema de EDP’s se complementa con una condicion inicial adecuada
u'(x,0) =Uj(x), ¥xeQ i=1,2, (1.8)

en donde U, es una funcién suave tal que V-Uj = 0 en ', i = 1,2, y tal que UB(FOJHI’?”) =0,

7 = a,b. Por otro lado, las condiciones de frontera que se imponen son las siguientes:

u==U sobre I';,,
=0 sobre I'g; para j = a,0, (1.9)
0N = —pPyyuN sobre I',:,

y las condiciones en las interfaces (continuidad de la velocidad y el balance de esfuerzos con

la tensién superficial, en las interfaces):

: KR . .
[u }Fj =0, [O’]Fj -n} = —Ejjn]l- parai=1,2y j=a,b, (1.10)

donde U = U sobre I}, para i = 1,2 denota el vector de velocidad de entrada, dado e
independiente del tiempo, p,.: es la presion exterior dada en el borde de salida, n es el
vector normal exterior principal a €, n} denota el vector normal a I';, j = a,b, exterior a

Q', []p. denota el salto sobre T'; en la direccién de n}, j = a, b:
r; J j

e, = Flor = Flae.



Fisicamente, la primera condicién en (1.9) representa el campo de velocidad con el cual los
fluidos entran a ¢, i = 1,2, a través de I'y,, la segunda se refiere a la condicién de no
deslizamiento que se impone al campo de velocidad del fluido 2 por estar en contacto con las
paredes de la tuberia, I'g,, j = a, b, como elemento sélido del subdominio Q%(t), y por tltimo
la tercera condicion representa el balance de fuerzas de tension superficial normal respecto
a la presion exterior necesario para establecer el equilibrio con los esfuerzos que ambos
fluidos ejercen sobre la frontera de salida I',,;. Para detalles sobre este tipo de condiciones
de fronteras ver [32], [33] y [34]. Por otro lado, k; > 0, j = a, b, son constantes geométricas,
dadas, relacionadas con la curvatura media de las interfaces; RR;, j = a, b, denota el radio de
la curvatura con el signo apropiado, es decir, con la convenciéon de que R; > 0 si el centro
de la curvatura de T'; estd localizado en Q', j = a,b, y o es el tensor de esfuerzos dado por

la ecuacién constitutiva de Navier-Stokes para fluidos Newtonianos no compresibles:

o =o0(u,p) = pA; (u) —pl,

en donde A;(u) = (Vu+ (Vu)t) es el tensor de tasa de deformacion (ver [3], [30], [32] y
58]).

Se considera que la velocidad entrante U tiene la forma:
U=—U(yn=(U(y),0)", Uly)>0Vye (=D,D), (1.11)

es decir, la velocidad entrante es paralela al vector normal n y esta dirigida hacia dentro de
2. Atn mads, consideraremos que U(D) = U(—D) = 0; asi que U satisface la condicién de
compatibilidad:

U? (I'y, NI7,) = 0 por cada j = a,b. (1.12)

Finalmente, la ecuacién para el movimiento de las superficies libres I';, j = a,b, viene dada

por
0P; 0P;

¥ + Up—p - = Uy para cada j = a,b, (1.13)
x



con las condiciones, inicial y de borde, siguientes:

Q;(x,0)=+xyy Vrel0,L] j=a,b,
@](O,t) = :l:yo Vt - [O,T] j = a, b,

donde +yy € (0,£D) es una constante dada que toma el signo + si j = a y el signo — si

j=b

En [26] el término de conveccién no-lineal de las ecuaciones de Navier-Stokes (1.7) se semi-
discretizé por el método de las caracteristicas (ver [35], [36] y [37]). Con ésto, la posicién x
de la particula del fluido es una funcion de ¢ y el término de conveccién es la derivada total

(0 en su efecto la material) que se sustituye por

ou du  umtl —u, (X™)
B +u-Vu= T 50 .

Luego las ecuaciones de Navier-Stokes en (1.7) se transforman en las conocidas ecuaciones
de momentum y se obtiene el sistema de Stokes generalizado para flujo incompresible (para
simplificar, suprimimos la dependencia sobre m):
apu — pAu’ + Vp = pg + paw  en cada ', i = 1,2,
(1.14)
V-ou=0 en €,

donde 6t > 0 es el paso de discretizacién temporal, X™ = X (¢™) es la caracteristica en todo
tiempo #™, « se usa para representar a 1/t y w' para representar a u’, (X™) (conocida en un
paso anterior £™~1). Las condiciones de borde estdn dadas por (1.9) y al problema planteado
en estos términos se le conoce con el nombre de problema de Stokes generalizado (ver [4] y
[38]), el cual debe ser resuelto en cada paso del tiempo dada la superficie que describe a cada
interfaz. La primera condicién para las interfaces (1.10) queda igual, y ya que la posicién de

cada interfaz es ahora conocida, la segunda condicién se simplifica y (1.10) se transforma en:



donde K, que se usa para representar a x;/R; para cada j = a,b, es ahora una funcién
conocida. Finalmente (1.14), (1.9) y (1.15) son las expresiones que definen al problema de

Stokes generalizado con condiciones de frontera no estandar.

Una formulacién variacional equivalente al problema de Stokes generalizado con condiciones
de frontera no estandar (1.14), (1.9) y (1.15), tomada de [26], es: Dadas las funciones w, K,

J=a,b, Pout; it, p v la constante o, encontrar u € Xo+ U y p € M solucién de

Vv e Xy, a(u,v)+b(v,p)=1{(v)

(1.16)

Vg € M, b(u,q) =0,
Xo = {v e [H'()]"; vIr, =0, vl,, =0 para j = a,b} , (1.17)
M={q¢:Q—R; ¢ L*(Q)}, (1.18)

a: Xogx Xog — R es una forma bilineal definida como:

2
Q Q

1
a(u,v) = a/pu -vdx + —/,uAl(u) : Aq(v) dx,
b: Xox M — R es una forma bilineal definida mediante la siguiente expresion:

b(v,p):—/pv-vdx
Q

y, finalmente, ¢ : Xqg — R es una forma lineal definida mediante:

() = [pig+aw)vax— [pum-vis— [Kanivis — [t s
Q Lo Iy

Fout

Aqui, la funcién U es una extensién adecuada a todo € de la velocidad de entrada U.
Proponemos una simple repitiendo estos valores de la velocidad de entrada para todo (z,y)
en (), es decir

V(a,y) € Q, Ulz,y) = (U(y),0)", (1.19)

la cual, tiene divergencia cero, depende continuamente de la funcién U, pertenece a H'(£2)?

y satisface la condicién de compatibilidad

U (To, NT3,) = 0 por cada j = a, b.



También se consider6 que las interfaces son continuas Lipschitz al igual que cada subdominio
', que la funcién U se toma en el espacio H'(—D, D), la presién de salida p,y; en L? (Tyy)

y las funciones conocidas K en L? (T';) para cada j = a,b.

Finalmente, puntualizamos senalando que la formulacién variacional (1.16) es un problema
bien planteado gracias a que: la forma bilineal a(-,-) es V-eliptica, la forma lineal ¢(-) es una

forma lineal continua y la forma bilineal satisface una condicién inf-sup sobre Xy x M [26].



Capitulo 2

Discretizacion del problema
variacional

A partir de la formulacion variacional se establecen los espacios funcionales infinito-
dimensionales, por medio de una sucesion de espacios de dimension finita o finito-
dimensionales [39], sobre los que una unica solucidn débil del problema de frontera fuerte
existe y es estable. Lo que debe hacerse a continuacion, es formular el problema discreto

analogo para aproximar la solucién.

Una vez establecida la caracteristica del espacio finito-dimensional, lo que se hace es elegir
adecuadamente una base que lo genere, y a partir de ésta se construye por combinacion lineal
una sucesion de elementos que se aproximaran a la soluciéon del problema variacional toda
vez que la sucesién de espacios finito-dimensionales se aproxime al espacio funcional infinito-
dimensional sobre el cual el problema variacional continuo estd bien planteado. La eleccién
de los espacios juega un rol importante debido a que un cambio en estos puede modificar

considerablemente el conjunto de soluciones, y por tanto la aproximacion no sera la deseada

([40] y [41]).
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2.1. Discretizacion del dominio y sistema de ecuaciones
tipo (Galerkin

Teniendo en cuenta que Kj, para cada j = a,b, esta relacionada con la tension superficial
y las hipotésis de regularidad especificadas en el capitulo anterior, a partir de ésta seccion
consideraremos que cada I'; es una curva de clase C' N H?(f2) con una tangente horizontal

en el punto de entrada (0, y) para ®, y en (0, —yo) para Py, es decir
L0) =0 y B}(0) =0,

Entonces triangulamos por separado cada subdominio €’ con una triangulacién 7, de ma-

nera que la triangulacién global sea conforme y viene dada por
T, =T, UT},

con 7,7 = T2 UT2, h = ITnéTX(hT), y es regular en el sentido de que no hay solapamiento
a =

entre los elementos de la triangulacion y existe una constante ( independiente de h tal que

h
VT eT, — <
Pr

donde hr denota el diametro de cada T'y pr es el diametro del circulo inscrito en T'. Consi-
deraremos también que 7}, contiene dos lineas poligonales I',, y I';, cuyos nodos estan sobre
las interfaces ', y Ty respectivamente, entonces denotaremos por 2} al dominio aproximante

i

L u tal como se ilustra en la

de cada Q; es decir: la regidn acotada por Ty, Tp,, Tp, T%, v T

Figura 2.1.

La discretizacién espacial asociada al problema variacion la hacemos usando el elemento finito
mixto Hood-Taylor Py /P;. Es decir, cada componente u, y u, de la velocidad u se aproxima
por un polinomio de grado menor o igual a dos en cada tridngulo T' y la presiéon por un
polinomio de grado uno también en cada tridangulo 7' de la malla. Ambas aproximaciones

son continuas en los lados comunes a los triangulos, excepto posiblemente para la presién

11
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Figura 2.1: Dominio €2, y frontera 92,

ya que no existe alguna razon impuesta en el modelo para saber que la solucion exacta sea
continua en las interfaces; por su lado la velocidad si se impone continua en las interfaces.

Asi, discretizaremos Xog y M por
XO,h = {Vh - Co(ﬁh)2; VT € 771, Vh‘T - Pg} N XQ, (2.1)
—1 =2
My = {4 = (g} ) € C°@) x CO@); VT € Ty il €1}
Entonces el problema discreto se plantea como :

Encontrar uy, € Xoj + U, vy pn € My, tales que
Vv € Xon, a(up,vi) +0(Vh,pn) =€ (Vh) (2.2)

Vg, € My, b(up,qn) =0

12



donde a y b son las formas bilineales definidas anteriormente, es decir:

a(uh,vh)zz a(ul, vy) Z /puh vy dx + = /ZAl(uh) Aq(vy) dx,

1=1,2 i=1,2

Z QZ
b(Vh, pn) Zth,ph Z/ WV vy dx,
i=1,2 = 12
l(vy) = Z/ (g4 aw') v, dx — /poutn vhds—/Kdn vhds—/Kbnb vy ds.
1=1,2
Fout

El proximo paso consiste en aplicar la metodologia propuesta por Galerkin para la busqueda
sistematica de las funciones de aproximacion de la solucién del problema discreto. Entonces,
sea NN, la dimensién del espacio X y IV, la dimensién del espacio M, se define una base
para cada espacio como: {¢j (¢x,]a¢y7])}] 1Y {wk}k 1, respectivamente de tal manera

que:

XO,h = Span {¢17 ¢27 SRR d)Nu} )
M}, = span {¢17¢2> s awNp} .

Asi que, cualquier elemento ug;, € Xy, y cualquier elemento p;, € M; admiten un desarrollo

de la forma

N,

Uon = E uj¢ja
=1
NP

P = E PrYk,
=1

en donde u; son los coeficientes reales a determinar, que se asocidn a la combinacién lineal

(2.3)

para la velocidad y py son los correspondientes coeficientes reales a determinar asociados con
la combinacién lineal para la presién. Con ésto, la velocidad uy, en (2.1) podemos escribirla
como

Up = Ug,n + Uh

con uy; dada por la combinacién lineal anterior. La funcién Uy, es una interpolacién de U

13



sobre los nodos que se encuentran en la frontera I';,, dada por:

NtV
U, = § uj¢j7
j=Ny+1
en donde las funciones @y 1, Py, 19, Py, 41 ¥ l0s valores uy, 41, Un, 42, ..., UN,+V, S€
eligen de manera tal que
Nu+V
E ujq,’)j(x) =U(x), VxeTly,.

La interpolacion se toma de manera tal que sea a divergencia cero tal como la extension U

propuesta en [26].

Sin pérdida de generalidad y en pro de usar el método de Galerkin, el problema aproximado

(2.1) puede reescribirse de la forma siguiente

Encontrar uy, € Xy, y pn € M), tales que
Vv € Xon, a(uopn, v) + b(va,pn) = €(vi) — &(Uh, Vi) (2.4)

vqh € Mha b(uo,fuq}l) = _b(ﬁ}u qh)7

Ahora bien, siguiendo a Galerkin [27], se escogen como funciones de prueba aquellas iden-
ticamente iguales a las funciones que definen las bases correspondientes a los espacios X,

y My,. Es decir, vi, = ¢; y qn = ¥ de manera tal que las formas bilineales y lineal de (2.4)

14



para cada i =1,....N, y k=1,..., N, se transforman en:

Ny
a(ug, ¢ .—azujqb],eb Zum(cbj,qb»,

b(d)i)ph) = b((pw Zpk¢k Zp/f 17 1/%
k=1

) Nu+V
F(d) = U) —a(Un, @) = Ud) — > ujale;, d,),
j=Ny+1
(u0h>¢k — b Zu]¢37 1 Zu] ]71/}]6
) Nu+V
g(We) = =b(Un, ) = — > u b(eb;, v).
j=Ny+1

Asi, se genera el siguiente sistema global de ecuaciones:

(N,
ZUJ ¢]7¢ +Zpk (¢i V) = f(¢;), i=1,...,Nu,
(2.5)

Zuﬂ J’wk —g(¢k> k=1,...,Np,

\
el cual escrito de manera matricial tiene la siguiente forma de sistema tipo punto de ensi-

lladura:

A BT U f
— , (2.6)
B 0 P g

en donde, A es una matriz de tamano N, x N, asociada con la discretizacién de la forma
bilineal a(-,-), B una matriz de tamano N, x N, asociada con la discretizacién de la forma
bilineal b(-, -) y traspuesta BT, f y g son vectores de tamafios N, x 1 y N, x 1 respectivamente
que contienen la data asociada a las fuerzas y solicitudes de volumen y superficie conocidas

e impuestas sobre el dominio del problema. Los elementos de estas matrices y vectores estan
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definidos por:

Aij = a(g;, ¢;) = a/P ¢, - ¢, dx + %/'u Ai(¢;) - Ai(¢y) dx,

Qp Qp

By = b, i) = — / bV - b, dx,
Qp,

fi:f<¢i):/p(g+aw)‘¢idx— /poutn-(ﬁids

Qh Fout
Nu+V
- /Kanclb'flbi ds — /Kbn;‘d’i ds — Z uj a(Q;, @),
Ta Ty J=Nutl
gk = g(Vr).
Finalmente U = (uy,...,un,)' vy P = (p1,...,0np)" son los vectores de incégnitas asocia-

dos con los valores nodales de la velocidad y la presion que definen las aproximaciones de
Galerkin; el sistema(2.6) heredard propiedades de las formas bilineales que haran posible su

resolucion numérica-computacional mediante métodos desacoplados y algoritmos iterativos.

En la préctica, el sistema (2.6) puede rescribirse realizando una particién en bloques de las
matrices A, By BT por contribucién de las componentes en x y y de la velocidad. Siguiendo
la idea propuesta por Silvester et alt. [42], dado un conjunto de funciones escalares de base
para un espacio escalar de elementos finitos {¢; }?:1, se toma Nu = 2n y se define el conjunto

de funciones de base para la velocidad como:

{¢17 Tt ¢)2n} = {(¢170)t7 trt (¢n70)t7 (Oa ¢1)t7 Tt (07 ¢n)t} :

Con esto se tiene que:

a) parai=1,...,nyj=1,...,n

Aij —Oé/ﬂ ¢j¢z‘dl‘dy+2/u ;; %dwdw/u E;Z a%]dxdy—Am,ij;

Qp, Qp Qp

16



b) parai=1,...,nyj=n+1,...,2n

0¢; 00,
Ay = /,u 3 a—xjdxdy = Ayyiji
Qp,
c)parai=n+1,....2nyj=1,...,n
0p; 00,
A= [u o 8—yjdxdy = Ayrij;

Qp

d) parai=n+1,....2nyj=n+1,...,2n

o " 0¢; 0, 0p; 0, a4
Ay = a/p ¢j¢idxdy + 2/u 9y %dxdy + /u I %dxdy = Ayyij-

Qp Qp Qp

De la misma manera para la forma bilineal B se tiene que

a) parak=1,..., Nyyj=1,...,n

a X
By = / 0D dedy = Be;
Qp

b) parak=1,....N,yj=n+1,...,2n

0,
Bkj = —/Qﬁka—yjdl'dy = Bkaj.
Qp
Finalmente para el vector f se tiene

a) parai=1,...,n

fi = /p (g:c + ?,UI) ¢Zd$dy - /poutnx¢ids

Qh Fout
Ny+V
1 1
- /Kana7x¢id5 - /Kbnb,m@'ds - Z U a<¢j7 @) = S
Ty Ty ]:Nu+1
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b) parai=n-+1,...,2n

fi= /P (9y +wy) pidxdy — /pou'fnygbids

Qh Cout
Ny+V
- /Kan}l,y@ds - /Kbné,y@ds - Z U a(¢j7 ¢;) = Sy
Ty Ty j=Nuy+1
Con esto el sistema (2.6) escrito en la particién por bloques es:
Ay Ay, BT u, |=1|f | (2.7)
B, B, 0 P g

en donde A,,, Ayy, Aye ¥ Ayy son matrices de tamano n x n y, respectivamente, coeficientes
Aszijy Awyijs Ayaijs Ayy,ij- Similarmente, B, y B, son matrices de tamano /N, xn y coeficientes
B, ;, By ; respectivamente. Finalmente, U,, U,, f, y f, son vectores de tamano n x 1 de

componentes dadas por Uy i, Uy, foi ¥ fy.i-
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Capitulo 3

Solucién del problema por el Método
de los Elementos Finitos

Basicamente, resolver el problema variacional implica el calculo de las integrales donde in-
tervienen funciones definidas sobre el dominio €2 y caracterizadas dentro de los espacios
funcionales Xy y M. El problema aproximante, transforma éste calculo de integrales sobre
Q) pero con funciones escritas como combinaciones lineales de las que forman una base para
los espacios aproximantes Xgj y Mp; ésto sugiere entonces la aproximacion de las integrales
por medio de una particion del dominio . Por tanto, no solo se requiere de un procedi-
miento para elegir adecuadamente las bases de los espacios aproximante, sino que también
se requiere que dicho procedimiento proporcione una manera facil de realizar el calculo de

las integrales sobre €2 basado en una particion adecuada de éste dominio.

En éste orden de ideas se tiene el MEF, el cual consiste en particionar el dominio Q en un gran
numero de pequenos trozos de forma simple, llamados elementos; a la particiéon en general
se le conoce con el nombre de triangularizacion [43]. El ensamblaje de éstos elementos es
llamado un mallaje [44]. Por pequeno se entiende que su tamafio, que estd vinculado con
el parametro h, no se encuentra acotado superiormente. La restriccion de las funciones de
Xon y de M, a cada elemento es un polinomio o una transformada de un polinomio de

grado acotado pero generalmente bien pequeno. El grado de los polinomios se engloba en las
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constantes y todo el andlisis numérico se hace en relacién al parametro h que tiende a cero

[44], [45], [46] y [47].

El principio del MEF, establece entonces el procedimiento sistemdtico para elegir las funciones
de base que propone Galerkin debe hecerse adecuadamente a fin de generar los espacios
aproximantes, y ademds propone una forma para calcular las integrales asociadas al problema
variacional; en efecto, el calculo se realiza mediante interpolacion polinomial en cada elemento
de las funciones que definen los integrandos [46]. En base a esto, los espacios aproximantes
Xo.n y My, quedan definidos de manera explicita y se les denominan espacios de elementos

finitos.

3.1. El elemento mixto conforme P,(7)-P;(7T") de Taylor-
Hood

El elemento propuesto por Taylor y Hood [25] es un elemento finito mizto utilizado usual-
mente en problemas de flujo de fluidos [28]. Para todo T' € 7y, el elemento de Taylor Hood
denotado por Py(7T)-Py(T') aproxima la velocidad localmente por un polinomio de grado dos
determinado por sus valores en los vértices del triangulo y los puntos medios asociados a
cada lado del triangulo; en general son llamados nodos de velocidad. La presion es aproxi-
mada por un polinomio de grado uno determinado por sus valores solamente en los vértices
del triangulo y se denominan nodos de presion. Globalmente, la aproximacion por medio
de este elemento finito en cada T € 7}, se usa para definir las funciones de base que gene-
ran los espacios discretos Xy y My, y tal aproximacion es conforme ya que los espacios

finito-dimensionales X5 y M), son subconjuntos de los espacios X, y M respectivamente.

En este orden de ideas, para cualquier tridngulo 7, C R? de 7;, denotaremos sus vértices
por af = (zf,y5) , a5 = (25,95) v a§ = (x5, y5) numerados en el sentido antihorario y por

af = (x5,y5), a¢ = (£, y5) y por ai = (z§, y5) los puntos medios tal como se muestra en la
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figura 3.1.

a5 (x5, pi7)

as (x5 357
ag (%7, ¥57)
a; (%57, »:7)

a; (%, y7)

a (57, y)

y

Figura 3.1: Definicién del Elemento de Taylor-Hood

Para cada componente de la velocidad u, y u, se define sobre T, la aproximacién polinomial

de grado dos dada por:

( 6
Vx € T., uf(x) mul,(x) =Y ul; ¢f(x),
j=1
. (3.1)
Vx € T, uy(x) g, (x) = 3wy ()
\ J=1
donde ug ; = wg(af) vy u;; = uj(as) , con j = 1,...,6, son los valores exactos de las

3 e e e e e e 3 (S
componentes de la velocidad en los nodos af, a3, a3, af, ag y ag respectivamente, y ¢ es
la correspondiente j-ésima funcién de base local, o funcién de forma, asociada al espacio de

elemento finito para cada T, € 7j,.

La presion p® sobre cada T, se aproxima por el polinomio de grado uno:

3
Vx € To, pf(x) = pi(x) = ) pf vi(x), (3:2)
k=1
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en donde los p§ = p°(af), k = 1,2,3, son los correspondientes valores de la presién en los
nodos af , a5y a$, y ¢; la k-ésima funcién de base local o de forma de la presién en cada

T, €T,

3.2. Definicién de las funciones de forma ¢; y 1, para
la velocidad y la presion

La definicién de las funciones de forma para elementos triangulares, como es el caso pa-
ra el elemento Taylor-Hood, se facilita si éstas se escriben en funciéon de las coordenadas
baricéntricas o de area [41]. De manera mds precisa, para un punto x = (x,y) € T, las
coordenadas baricéntricas bienen dadas por

Mx)=1-z—y,

Ao (x) =z,

A3(x) = v.
Con esto, las funciones de forma para el espacio de elementos finitos asociado a los nodos de

velocidad se definen de la manera siguiente

Para todo x € T,

y cumplen con la siguiente propiedad

1 siysolosi i=j5
gzﬁj(ai) = 52']' = 1,] = 1, .- .,6. (33)

0 siysolosi i#j
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De manera similar las funciones de forma para el espacio de elementos finitos asociado a los
nodos de presion se definen en términos de las coordenadas baricéntricas. En tal caso, las
funciones de forma coinciden con las funciones baricéntricas dado a que son polinomios de

garado uno relativos a los vértices del elemento 7, por lo tanto
VX € T, UE(x) = Ae(x).
Estas funciones también cumplen con la propiedad

Yi(ay) = 6, 1,k =1,2,3.

3.3. Contribucion de elemento finito para el ensambla-
je del sistema global

Para generar el sistema global por bloques (2.7) asociado al problema de flujo bifésico, la
tecnologia de los elementos finito propone elementalizar la formulacién variacional [42]. Esto
es, localizar o restringir la formulacion variacional sobre cada elemento T € 7, al mismo
tiempo y finalmente realizar una suma sobre cada elemento para obtener de ésta forma toda
la contribucion sobre el dominio completo; a ésto se le conoce con el nombre de contribucion
elemental [47]. Durante éste proceso se realiza la aproximacién de los campos de velocidad
y presion sobre cada elemento basada en la propiedad local de las funciones de forma para

los espacios de elementos finitos.

A continuacién, las siguientes subsecciones estaran dedicadas a la construccion del sistema
por bloques para cada elemento T, € 7}, que posteriormente se usard como contribucion de

cada elemento para ensamblar el sistema global (2.7).
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3.3.1. Sistema tipo Galerkin elemental

Para un elemento T, € 7, el sistema por bloques se escribe como

e e T\e e e

e e T\e e — e
Ae, Ac, (BT) ue | =] £ |, (34)
B: B 0 p° g°

en donde A7, A7 , A7, vy Aj, son matrices de tamarno 6 X 6 y, respectivamente, coeficientes
Al iy Asyijs Agij» Agyij- Similarmente, Bf y By son matrices de tamano 3 x 6 y coeficien-
tes By ;, B, ; respectivamente. Finalmente, U, Uy, f7 y £ son vectores de tamano 6 x 1
de componentes dadas por ug ;, uy,, fr; v f;,;. Los coeficientes de las matrices y vectores

elementales que se han mencionado vienen dados por:

a) parai=1,...,6yj=1,...,6

A = a/p OSPdady + 2/ 0979 d dy + /u 0% %dmdy'
Tt I Jx Oz dy Oy ’
Te

Te Te

b) parai=1,...,6 yj=1,...,6

D¢ 09
Ae — J
/ Koy Oy Ox B P

c) parai=1,...,6 yj=1,...,6

g5 0
A = ] :
Yty a oxr Oy 9y vy

d) parai=1,...,6yj=1,...,6

e _ e /e a¢fa ? a¢€ ]
ALy i a/p P;0idxdy + 2/,u dy %dl’dy+/ B O —=dxdy.

Te Te Te
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De la misma manera para la forma bilineal B se tiene que

a) parak=1...,3yj=1,...,6

Finalmente para el vector f se tiene

a) parai=1,...,6

¢ = / p (9o + wp) Sedady — / Poutadds

Te ToutNOTe
1 e 1 e .
— / Kana’$¢ids— / Kbnb7$q5ids,
FhaﬂaTe thﬂaTe

b) parai=1,...,6

- / p (g, + w,) ¢<dudy — / Poutiybids

Te ToutNOT.
1 e 1 e
- / Kang,; ds — / Koy ¢; ds.
Fha NOTe thﬂZ)Te

Note que en la expresién para las componenentes del vector f restringido al elemento 7, no

se considera la interpolacion para la condicién de frontera tipo Dirichlet en I';,. Este es un

procedimiento estandar para llevar a cabo la implementaciéon computacional, no obstante

después de realizar el ensamblaje por contribucién de las matrices elementales tal condicién

en esa frontera se incorpora al lado derecho del sistema de Galerkin.
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3.4. El ensamblaje del sistema global

Un aspecto importante en la contribuciéon de las matrices elementales es el hecho de que
cada nodo en el elemento posee una numeracion local que depende del tipo de elemento, y
una numeracion global con respecto a todos los demas nodos. Este hecho es el que permite
conectar las matrices elementales para asi contabilizar las contribuiciones de cada una en
el sistema global. En el elemento de estudio, tipo Taylor-Hood, como ya se ha mencionado,
se tiene la siguiente numeracién local: j = 1,...,6 para cada componente de la velocidad y

k=1,...,3 para la presion.

La numeracion global se construye siguiendo la metodologia aplicada para los elementos
finitos mixtos [28], donde se enumeran todos los nodos de la malla 7j, para la primera com-
ponente de la velocidad, y se continta la numeracién para la segunda componente utilizando
nuevamente todos los nodos de la malla 7, y finalmente se continiian numerando para la
presion solo nodos vértices, de esta manera, se construye una numeracion global de tres
variables a determinar utilizando un solo mallado. Este sistema de numeracién (local como
global) se almacena en un arreglo denominado matriz de conectividad M, la cual se define
para cada variable a determinar, de tal forma que el indice 7 = Mj, representa la numeracién
global en el j—ésimo nodo local del e—ésimo elemento, esto para cualquier componente de

la velocidad, y i = My, es el indice apropiado en el caso de la presion.

Si se denota como M,, la matriz de conectividad para la presién, y M, y M,, como las matrices
de conectividad para la componentes en la direccién de x y y de la velocidad respectivamente,
es decir, que k, = M,(k,e), i, = M,(i,e) y i, = M,(i,e) son los indices correspondientes
a la numeracion global ya mencionados; si ademas se tienen n nodos para cada componente
de la veocidad, N, nodos para la presién y N, elementos, el ensamblaje del sistema global

se plantea por partes en los algoritmos siguientes.
El primer algoritmo construye los bloques A y el vector f del sistema (2.6).
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para e =1 hasta N,
para ¢ = 1 hasta 6
para j =1 hasta 6

Kij, = Ki,j, + A

TX,1]
Kivjw = Kivju + Agyij
Kiij - Kiij + AZy,ij
Kiwju = Kiwju + Azw,ij

fin lazo j

F, =L, + fiz
Fi = sz + fgiz
fin lazo 1

fin lazo e

El siguiente algoritmo contruye el bloque para la matriz B”.

para e = 1 hasta N,
para ¢ = 1 hasta 6
para k=1 hasta 3
K, = K, + (B;,ki)T
Kk, = Kiyk, + (BS,WT
fin lazo k
fin lazo ¢

fin lazo e

La construccién del bloque conformado por la matriz B se realiza con el siguiente algoritmo.

27



para e = 1 hasta N,
parak = 1 hasta 3
paraj = 1 hasta 6
Kiyju = Kiyju + B
Kiyji = Kiypju + By i
fin lazo j
Fy, = F, + g5,
fin lazo k

fin lazo e

Asi el sistema global tipo Galerkin se transforma en un sistema de la forma general

KU =F,
en donde
A BT U f
K = , U= oy F=
B 0 P g

Ya para finalizar el ensamblaje, al sistema anterior se le incorporan las condiciones de borde
tipo Dirichlet mediante una subrutina que forma parte de la implementacién computacional

descrita en el proximo capitulo.

3.5. Transformaciones de coordenadas y expresiones
integrales

En la técnica de elementos finitos, las evaluaciones de las expresiones integrales sobre un
elemento cualquiera T, € 7}, se obtienen utilizando transformaciones Fr, : T' — T, y rea-

lizando todos los calculos sobre un elemento de referencia 7. En ésta seccion se obtendran
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expresiones que puedan ser evaluadas de forma numérica para todos los términos integrales
obtenidos en la formulacién, y asi utilizando las contribuciones elementales, se pueda ob-
tener el sistema de ecuaciones lineales del problema. Para el elemento finito triangular de
Taylor-Hood, el elemento de referencia es un tridngulo de vértices a; = (0,0), a; = (1,0) y

as = (0,1) (ver figura 3.2).

Para plantear las expresiones de las contribuciones elementales, y su evalucion numérica, es
necesario primero conseguirlas en el elemento de referencia a través de una transformacién
de coordenadas de la variable independiente en un tridngulo 7. cualquiera de 7, [42, 44].
Sea el elemento de referencia T’ con vértices relativos a las coordenadas baricéntricas m; =
(1,0,0), my = (0,1,0) y m3 = (0,0, 1). Se define entonces la transformacién de coordenadas
Fr, : T —T. que aplica el elemento T a cualquier elemento 7T, de la malla 7; de vértices

m;, j = 1,2,3 como:
3
2°(#,9) = ) a*(m;)g;,
j=1
3
Y (&.9) =)y (my)d,
j=1

en donde m;, j = 1,2,3, es el j-ésimo vértice del elemento T, € 7}, relativo a las coordena-
das baricéntricas. Tal transformacién, asocia a todo punto (Z,y) en coordenadas naturales o
locales dentro del elemento T, un punto (z¢, y°¢) en coordenadas globales, dentro del elemento
T.. Ademds, z¢(m) y y°(m) son las coordenadas de un punto m en T, relativo a las coorde-
nadas baricéntricas , y las funciones ngSj, 7 =1,2,3, son las funciones de base elementales que

dependen de las coordenadas baricéntricas con respecto al elemento de referencia, definidas

por
M=1—%—74,
Do =1,
Ay =19
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La transformacion tiene la propiedad de que es invertible, por tanto las coordenadas de todo

punto x € T pueden ser determinadas por la aplicacién inversa

en tal sentido vienen dadas por

) L1
T = (ag + bez® + 2y )|Je|,

U = (ag + bz + cwﬂﬁ,
en donde
az =T3y7 — T1Ys,

ag = T1Yy — T,

b2 = y§ - yfa

bs =y — y3,

cy = 7] — x5,

c3 = x5 — ]
y |J¢| es el Jacobiano de ésta transformacién dado por

rioyr 1
[T =| a5 y5 1

g ys 1

Con lo anterior, se tiene que

/ p ddtdudy = || / p &16udid,
T

e

en donde qAﬁj = qgj (Z,9)y b; = le(f, ) son funciones polinomiales respecto de las coordenadas

baricéntricas relativas al el elemento 7', adicionalmente la densidad p es una funcién constante
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Figura 3.2: Ilustracién de la trnasformacién Fr, : T—T, y la inversa }"TT LT ST ,

a trozos por cada (2} y en particular sobre cada T, € 7}, es constante, por lo tanto la integral

anterior se calcula de manera exacta.

Anélogamente, las integrales

00; 945 005 00;
Hor o Y [,

Te Te

dxdy

se calculan de manera exacta al considerar que la viscosidad g es una funciéon constante en

cada elemento T, de 7, y empleando la misma transformacién de coordenadas.

Sin pérdida de generalidad, el argumento anterior también se aplica para calcular las inte-

grales asociadas con los coeficientes de las matrices By y Bj.

Finalmente, para los términos integrales correspondientes a las componentes del vector f

elemental, se tienen las siguientes hipdtesis:

i) las funciones w, = w,(x) y w, = w,(x) se aproximan mediante una iterpolacién usando

las funciones de forma elemental para la velocidad, por lo tanto cualquier valor dentro
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de un elemento T, viene dado por
6 6
we(x) = Y wa(af)d5(x) v wy(x) =Y w,(a5)és(x).
Jj=1 Jj=1
con af es el j-ésimo vértice del elemento T¢;

ii) las funciones g, y g, se corresponden con las componentes del vector gravedad g =

(0, 9.806); por tanto son constantes dadas sobre cada elemento Tt;

iii) las componentes n, y n, del vector normal saliente en la frontera I',,; son constantes.
En efecto n, = 1 y n, = 0. Aun mas, la presion p,,; sobre esa frontera es la presion
Y )

manométrica y por lo tanto dada constante;

iv) adicional a la hipdtesis de parametrizaciéon hecha sobre las interfaces, en esta etapa del
trabajo se considera que las lineas rectas se deben a el radio de curvatura infinito y

por lo tanto las funciones K, j = a, b, son identicamente igual a la funcién nula.
Bajo las hipdtesis anteriores las componentes f;; vy fy; se transforman en

a) parai=1,...,6

6
wi =P Z wx(“?)/¢f¢§d$dy — Dout / psds;
Jj=1 T,

FoutmaTe

b) parai=1,...,6

6
5= oy [otdsdy + 9> wy(a) [ oi65dndy,
Te J=1 T.

y en ambos casos las integrales que aparecen relacionadas con las funciones de formas sobre

el elemento se calculan como antes.
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Capitulo 4

Implementaciéon computacional y
resultados numeéricos

En este capitulo se muestra la implementacién computacional del MEF para obtener la
solucién aproximada al problema de Stokes Generalizado, expresado como un sistema tipo
Galerkin asociado al espacio de elementos finitos tipo Taylor-Hood. Basado en la estrategia
computacional de ensamblaje por contribucion elemental, explicada en el Capitulo anterior,
se elabord un codigo computacional cuyo desempeno se describira en este capitulo tomando
un problema de Stokes con condiciones de frontera tipo Dirichlet y Neumman, y cuya solucién
analitica se conoce. Por tanto, se realizan corridas del cédigo para refinamientos de la malla
7, dados al disminuir su talla h. Para cada corrida se mostrara el error a posteriori de la
estimacién en norma euclideana y graficas que ilustran el comportamiento de las soluciones

numéricas para tal problema.

Con respecto al problema de Stokes Generalizado, los resultados numéricos que se reportan
estan basado la funcién de entrada U(y) adaptada a las condiciones del problema a partir de
la funcién propuesta por Bird [3] que se da para la condicién de Dirichlet sobre I';,. De igual
forma, los pardmetros fisicos: i, p para cada i = 1,2 se dan con la premisa de que p' > p?y
pl < p?. Por otra parte, el pardmetro « asociado a la discretizacién del término convectivo en

las ecuaciones de Navier-Stokes, se proporciona de manera tal que el paso de discretizacién
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en el tiempo, Jt, sea lo suficientemente pequeno para representar un instante en el que el
flujo sea laminar en el trozo de tuberia considerado. No se muestra el error a posteriori por el
simple hecho de que este problema no posee solucion exacta para las condiciones de frontera

que definen el flujo bifasico en estudio.

4.1. Descripcién del cédigo computacional

En esta seccién se describen las fases que conforman la estructura del cédigo computacional

utilizado para realizar la simulaciéon numérica del flujo bifasico.

La primera fase consiste en cargar en el programa las condiciones del problema, tales como:
propiedades de los fluidos y constantes fisicas (u',p" y g,), geometria del problema (longitud
y radio de la tuberfa, didmetro de la interfase) y los parametros de discretizacién. En la
segunda fase se genera la malla 7}, en un paso de tiempo donde la semi-discretizacion de las
ecuaciones de Navier-Stokes conlleva a el problema de Stokes Generalizado, y se considera que
en el paso de tiempo anterior ¢, la interfaz que separa los dos fluidos es una recta horizontal
de radio b. La discretizacién se hace, como ya se ha mencionado en este trabajo, usando
elementos triangulares regulares. La malla se obtiene a partir de dos subrutinas; la primera
se denomina coord xy_t6_2fases y es donde se generan las coordenadas cartesianas de cada
nodo almacenanadas en la matriz nodos_xy , y la subrutina mallado_t6_2fases que crea
la matriz de conectividad denominada nodos_ elemento. La numeracién global se realiza
comenzando por el nodo ubicado en la parte inferior izquierda de la malla y siempre de
izquierda a derecha, de manera que al enumerar el tltimo nodo de una misma linea ubicado
en la parte derecha de la malla se sube un nivel y se continia la numeracion en la parte

izquierda superior, asi sucesivamente hasta llegar al iltimo nodo.

Como ejemplo, en la Figura 4.1 se ilustra el dominio Q;, = Q} U Q2 para una malla 7,

generada con el cédigo, la cual, contiene 16 elementos, 15 nodos vértices y 30 nodos en los
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puntos medios de los lados de cada tridngulo para un total de 45 nodos. La porcién de tuberia

tiene una longitud L = 20 m y radio D = 5 m, a su vez el radio de la interfase es b = 3 m.

# 42 43 “ 45

5 . .
36 37 38 39 40
h ® ()
31 32 33 34 35
3 a a
22 27 28 29 @ 30
i & Q
21 22 23 24 25
0 A 5
i | ;16 17 @ 18 19 20
2 ® ©
1 12 13 14 15
_3 . -
6 7 @ 8 9 @ 10
O ®
1 2 3 4 5
-5 Y .
0 5 10 15 20

Figura 4.1: Discretizacién del dominio en 2D de la tuberia con un mallado regular

Para este ejemplo, las matrices nodos_xy de 2 x 45 y nodos_elemento de 6 x 16 resultan:

0O 5 10 15 20 ... 0 5 10 15 20
nodos_xy =

-5 -5 =5 =5 =5 ... 55 5 5 5

3 11 5 13 13 21 15 23 23 31 25 33 33 41 35 43

nodos_elemento =
2 12 4 14 12 22 14 24 22 32 24 34 32 42 34 44
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donde se puede apreciar la descripcion del mallado antes expuesta.

El la siguiente fase una serie de subrutinas crean un conjunto de campos (matrices o vecto-
res) que clasifican los nodos en interno o de frontera, de Neumann o de Diriclhet, vértices
o medios, y la ubicaciéon de éstos en el dominio ocupado por petrdleo o el agua. Esta infor-
macién es utilizada por las subrutinas que construyen las matrices de conectividad de cada
variable, determinan los nodos asociados a la condiciéon de Dirichlet y asocian a cada nodo

las propiedades fisicas correspondientes.

Finalmente se visualizan los resultados por medio de graficas correspondientes al mallado,

campo de velocidad y superficie de presion.

4.2. Evaluacién del desempeno del cédigo

En esta seccion se evalua el desempeno del codigo computacional aplicado a un problema de

Stokes con condiciones de frontera mixta en un rectdgulo como dominio de validez.

Para Q5 = (0,3) x (0,1) la frontera viene dada por
0N =T, UTH UTE Uy,
en donde
Fin={x=(2,y) €0 2=0,0<y<1},
Ty = {x=(2,9) €09 y=0,0<z<3},
[2 = {x = (n,y) €00 y=1,0<z <3},
Lot = {x=(z,y) €09Q; =3,0<y<1}.
Entonces, el problema viene dado por
—Au+Vp=0 en g

V-u=0 en Qg
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sujeto a las siguientes condiciones de frontera

u = y(l - Y, O) en I';, U Fouta
u= (0,00 enljuUT}.

La solucién analitica de éste problema viene dada por:
us (2, y) = y(1 —y) uy(2,y) =0 p(z,y) = =2z + ctte
Este problema describe el flujo de un fluido en un canal horizontal, debido a una diferencia de

presion cuya solucion es una solucion particular a las ecuaciones de Nawier-Stokes conocida

con el nombre de Flujo Poiseuille [42].

Se realizaron experimentos numéricos para tres refinamientos de la malla, los cuales se mues-

tran en la siguiente tabla.

\ RESULTADOS POR REFINAMIENTO ‘

Nivel | Elementos | nodos | h [tres, — U]l [ [[Pez — pall
[t || |[Pex]|

1 28 75 0,6585 | 8,9 1016 1,6 1016

2 66 161 0,4307 | 6,2 10~16 4,1 10~1°

3 266 H85 0,2129 | 1,9 1015 4,4 10~16

4 638 1357 | 0,1377 | 1,3 1071 4,3 10~

Cuadro 4.1: Error de la aproximacién en funcién de h .

En la tabla (4.1) se presentan las caracteristicas de cada una de las refinaciones realizadas:
cantidad de nodos, nimero de lados, tamano h de la malla, medida del error en la apro-
ximacion de la velocidad y medida del error en la aproximacion de la presion. Las graficas
mostradas a continuacion ilustran las soluciones numeéricas para el primer y ultimo refi-
namiento de la malla, y también se muestran los diagramas de cada malla. Alli se puede

observar que el comportamiento de la presion se mantiene invariante al refinar la malla.
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Tanto para la velocidad como para la presion los errores son admisibles desde el punto de
vista fisico dado que se mantienen en un entorno del cero y por tanto la aproximacion se
considera buena. Sin embargo, desde el punto de vista numérico el error para la velocidad
aumenta en orden de magnitud de manera mondtona y para la presion oscila en el orden
10716, Este comportamiento del error puede estar asociado a la propagacién de errores de

redondeo en el cémputo basado en la aritmética de punto flotante.

Campo de Velocidad: U(V,W) Presion del sistema: P(X,Y)

15F

Figura 4.2: Solucion discreta de la velocidad uy j, y de la presion py, en el primer refinamiento

Finalmente, el patrén de esparcidad para el sistema de ecuaciones asociado a este problema se
muestra para el primer y cuarto refinamiento en la Figura 4.4. Se puede observar claramente
la estructura de bandas dada por la matriz global K. Note que en este caso Ay = Ay, =0
dado que no hay términos de derivadas cruzadas como los que aporta la accién del tensor
de tasa de deformacién en el problema de flujo bifasico; en efecto, solo existe la contribucién
del Laplaciano que genera la matriz K descompuesta en A, y A,, vistas como la banda
principal en el patron de esparcidad. De igual forma, en estos patrones de esparcidad pueden
notarse claramente las matrices B y BT con sus respectivas descomposiciones al igual que

la matriz nula en la esquina inferior derecha.
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Campo de Velocidad: U(V,W) Presion del sistema: P(X,Y)

0 0.5 1 15

Figura 4.3: Solucion discreta de la velocidad u, j y de la presion pj, en el cuarto refinamiento

I 0
S
] RS N
N 500
10 RN
RN 1000
15 RN AR
)
: 1500
200 E
\ 2000
25 .
o
3 R 2500
»

350 \\‘\\‘\\\\\ \%‘*\N 3000\

0 50 100 150 200 250 300 380 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
nz=4014 nz =32058

7

Figura 4.4: Patrén de esparcidad de la matriz K para el primer y cuarto refinamiento

4.3. Resultados para el problema de flujo bifasico

En esta seccién se presenta la solucién computacional de la Ecuacion de Navier-Stokes bajo
condiciones de entrada no estandar mostrada en los capitulos anteriores. Se muestran los

resultados graficos para varios refinamientos de la malla de elementos finitos. Es importante

39



aclarar que para el problema de estudio no se conoce una solucién andélitica o experimen-

tal que permita la validacion de los resultados, por tanto, la discusién de estos resultados

serd limitada.

Para realizar la simulacién numérica, a modo de obtener la solucién computacional se con-

sideraron los siguientes datos:

i)

ii)

iii)

iv)

la condicion en la salida de la tuberia se establece como p,,; = 0, que se corresponde

fisicamente con la presién manométrica;

los parametros de geometria del sistema se tomaron basados en los valores tipicos de
condiciones de operacién para conductos destinados a transportar petréleo (oleoductos)
(ver [48],[49],[50]). Asi, se tomé la longitud de la tuberia L = 12 m, el radio de la

interfase b = 0,13 m y radio de la tuberia de D = 0,15 m;

para obtener las propiedades fisicas del petréleo (fluido 1) se considerd que éste era un
crudo mediano promedio [50] y las propieades para el agua (fluido 2) se obtuvieron
de fuentes bibliogréficas [3], los valores utilizados fueron: p' = 998 kg/m? y p? = 910
kg/m3, y p' =0,02912 Pa sy p? = 0,000993 Pa s ;

el pardmetro de discretizacién temporal « se fij6 en 1/35 para visualizar el compor-
tamiento de la solucion al refinar la malla, es decir, al variar el nimero de nodos y
por ende el nimero de elementos; luego se vari6 entre 1/10 y 1/1000 manteniendo un

mallado fijo (nimero fijo de elementos), para observar asi este efecto;

la funcién U = U(y) dada para definir el campo de velocidad U = (U(y),0)" en T, se
tomo como una adaptacion de la solucion propuesta por Bird [3] para un flujo bifasico
que fluye entre dos placas paralelas y que satisface las condiciones de compatibilidad
con las condicion de no deslizamiento, cabe destacar que en la actualidad no se conoce

data real para especificar mejor éstas funciones y sélo se definieron tomando en cuenta
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las condiciones de regularidad que se imponen sobre la data y sobre el dominio para
que, tanto en el continuo como en el discreto, el problema este bien planteado. La

funcién propuesta viene dada por

(AP
ZLMQ(yZ_D)v vyerzzn

AP —
()52 ). e
L 2Lpu 1 M1

vi) La funcién w viene dada por la copia de la velocidad en la entrada a lo largo de la

tuberia: w(x) = (U(y),0), V x € Q.

En la Figura 4.5 se muestra la velocidad w(x) para dos refinamientos de la malla de elementos
finitos, donde se pueden apreciar las caracteristicas fisicas del perfil de velocidad en el paso
del tiempo anterior. El hecho de que el campo de velocidad w(x) no posea componentes
en la direccién de y y sea parabdlica indica que el esfuerzo cortante es lineal y solo tiene
la componente en la direccion de x que actia sobre el plano normal a la direccion de y
(7yz) [3] [51]. Puede apreciarse, ademds, que los cambios de velocidad en el dominio ocupado
por el petréleo son pequenos lo que evidencia el efecto de la viscosidad de este fluido en
comparacién con los cambios que se observan en el perfil de velocidad del otro fluido (agua)
de menor viscosidad (casi un 1/30 de la viscosidad del petréleo), con cambios mucho més

pronunciados.
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Campo de Velocidad: W(U(y),0)

Campo de Velocidad: W(U(y),0)

0.3f 0.31 b
0.2F 0.2+ 4
= — = = =
oLy 1 0.1r —= — —= ]

— E— — — —
—= — —
y 0 —— — y — — —
0 = —— —= A
—= — —
= — —= —= —=
-01f i — — —
. 0.1 — _— —
= = — — —=
_0‘2,
_02 4
03k
0 01 02 03 04 05 06 07 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
X X

Figura 4.5: Vista del campo de velocidad en el paso del tiempo anterior w(x) en un extremo de la
tuberia utilizando 88 y 506 elementos respectivamente.

A continuacién se presentan los resultados numéricos para tres refinamienos de la malla de
elementos finitos con 88, 506 y 3894 elementos donde se visualizan el perfil de velocidad y la

presion para cada solucion.

Campo de Velocidad: U(ux,uy)

Presion del sistema: P(x,y)

x10°
0.3}
8\
0.2 6
0.1 44
Yy = — P
0 — —_— 24
-0.1F 0+
_ 02
-0.2 2 01
5 0
10 0.1

Figura 4.6: Solucién discreta de la velocidad g, y de la presién p, utilizando 88 elementos,
a = 1/35 y pardametro de discretizacion h = 1,0986.
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Campo de Velocidad: U(ux,uy) Presion del sistema: P(x,y)

0.2
0.15f = =
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Figura 4.7: Solucién discreta de la velocidad wu,p y de la presion pj, utilizando 506 elementos,
a =1/35 y pardmetro de discretizaciéon h = 0,5231.

Campo de Velocidad: U(ux,uy) Presion del sistema: P(x,y)
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X

Figura 4.8: Solucién discreta de la velocidad ugp y de la presién pj, utilizando 3894 elementos,
a = 1/35 y pardmetro de discretizaciéon h = 0,2038.

Las Figuras 4.6, 4.7 y 4.8 evidencian la estabilidad de la solucién para la velocidad y presién
al variar el parametro de discretizacén h. En cada refinamiento se observa un ligero cambio
en el campo de velocidad para el fluido menos viscoso (agua) donde la concavidad del perfil

parabdlico se acentiia manteniendo las direcciones del campo con componentes solo en la
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direccion de z, de esta forma permanecen iguales las caracteristicas del esfuerzo cortante,
donde el comportamiento lineal de la superficie de presién para cada refinamiento confirma

esta aseveracion [3] [51].

En la Figura 4.9 se observa el mallado para el primer y segundo refinamiento de la malla de

elementos finitos donde se aprecia el cardcter regular de los elementos para cada subdominio.

Triangulacion Triangulacion

0.15 0.15

0.1F 1 0.1f

0.05- 1 0.05

-0.15 -0.15

Figura 4.9: Malla de elementos finitos T}, con 88 y 506 elementos, h = 1,0986 y h = 0,5231
respectivamente.
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Los patrones de esparcidad para el sistema de ecuaciones asociado a el problema en estudio
para el primer (88 elementos) y ultimo (3894 elementos) refinamiento se muestran en la
Figura 4.10, donde queda claro la estructura de bandas dada por la matriz global K. En
este caso A, y Ay, no son nulas debido a los términos de derivadas cruzadas que aporta la

accion del tensor de tasa de deformaciéon en el problema.

2000

4000

6000

8000

10000
12000
14000
e \
0 5000 10000 15000

nz = 378120

Figura 4.10: Patrones de esparcidad para la matriz K para el problema resuelto con 88 elementos
y 3894 elementos.

Siguiendo con las pruebas numéricas se presentan las Figuras 4.11 y 4.12 que muestran los
resultados del campo de velocidad y presion al fijar el mallado en 506 elementos y tomar
dos valores para el pardmetro de discretizacién temporal « = 1/10 y o = 1/1000, que con la
Figura 4.7 (o = 1/35 y 506 elementos) visualiza la comparacién de la soluciéon numérica al
variar este paradametro. Estos resultados muestran una inestabilidad de la solucién respecto
a « dado que la tendencia parabdlica del perfil de velocidad para el agua se distorsiona y el
orden de magnitud en la presién se altera. Esto sugiere que el método de elementos finitos
usando el elemento de Taylor-Hood para una malla regular respecto al espacio es sensible
frente a cambios en el paraametro «. Por lo tanto, queda abierto el problema del estudio de

estabilidad uniforme y del error para corroborar los resultados de manera tedrica.
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Campo de Velocidad: U(ux,uy) Presion del sistema: P(x,y)
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Figura 4.11: Solucién discreta de la velocidad ugp y de la presién pj, utilizando 506 elementos,
a =1/10 y pardmetro de discretizaciéon h = 0,5231

Campo de Velocidad: U(ux,uy) Presion del sistema: P(x,y)

0.3f

0.2f

0.1f

LY
YL

-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 4.12: Solucién discreta de la velocidad ug,p y de la presién pj, utilizando 506 elementos,
a =1/1000 y pardmetro de discretizacion h = 0,5231
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se implementé el método de los elementos finitos mixtos para obtener una
solucion aproximada al problema de Stokes Generalizado que modela el flujo de dos flui-
dos no miscibles (agua y petréleo) e incompresibles en una seccién de tuberia horizontal
representada por un domininio bidimensional. El sistema Stokes Generalizado se obtuvo al
discretizar en un paso del tiempo las ecuaciones de Navier Stokes con condiciones de frontera
no estandar. Para aproximar el problema de Stokes Genearlizado se utilizé una formulacién
variacional equivalente tomada del trabajo de Angulo y colaboradores [26] sobre los espacios
infinito-dimensionales adecuados tanto para el campo de velocidad como para la presion.
La formulacién variacional se discretiz6 mediante el método propuesto por Galerkin [27] y

se obtuvo un sistema de ecuaciones lineales equivalente al problema variacional.

El sistema tipo Galerkin, se desacopl6 siguiendo la propuesta de Silvester y colaboradoes [42]
y posteriormente se planteo la solucién través del método de los elementos finitos utilizando el
elemento conforme de Taylor-Hood. La solucién aproximada del problema se visualizo gracias
a la implementaciéon computacional del MEF de Taylor-Hood antes mencionado. Se obtuvie-
ron graficos para el campo de velocidad y para la presiéon mediante corridas experimentales de
un coédigo computacional adecuado al mismo. Se realizaron corridas para varios refinamientos

de la malla de elementos finitos pudiéndose observar el comportamiento fisico del campo de
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velocidad y de la presion, cuyos resultados fueron aceptables. Estos resultados no pudieron
ser discutidos de forma precisa debido al desconocimiento de la solucién analitica para el
problema, por lo cual, se recomienda en trabajos posteriores realizar estudios experimentales

para tal fin.

Ademas, se realizaron corridas experimentales fijando la malla de elementos finitos y variando
el parametro de discretizacién temporal observandose cierta inestabilidad en las soluciones.
Esto sugiere que el método de elementos finitos usando el elemento de Taylor-Hood para una
malla regular respecto al espacio es sensible frente a cambios en el pardmetro de discretizacién
temporal. Por lo tanto, quedé abierto el problema del estudio de estabilidad uniforme y del

error para corroborar los resultados de manera teorica.

La implementacién del método de los elementos finitos comprobé ser una herramienta pode-
rosa para ser utilizado en problemas como éste donde la no linealidad del sistema de EDPs

no permite utilizar métodos convencionales.
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