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Resumen

En este trabajo, en primer lugar, se encuentra una férmula de variacién de

parametros para el siguiente sistema de ecuaciones parciales parabdlicas funcionales

% = DAu+ Luy+ f(t,z), t>0, u€eR"

Qulbox) _ o o0, weon,

¢ On (0.0.1)
U(O,ZIZ’) = ¢0(ZL'),
u(s,z) = ¢(s,x), se[-7,0), x€Q,

\

donde € es un dominio acotado en RY(N > 1), D es una matriz no diagonal n x n
cuyos autovalores son semi-simples con parte real no negativay f : Rx{) — R" es una
funcién suave. La notacién estandar u;(z) define una funcién de [—7,0] en R™ (con x
fijado en R™) por u;(z)(s) = u(t+s,z), —7 < s < 0. Aqui 7 > 0 es el maximo retardo,
el cual se supone que es finito. Se supondra que el operador L : L?([-7,0]; Z) — Z

es lineal y acotado con Z = L*(Q) y ¢y € Z, ¢ € L*([-7,0]; Z).

En segundo lugar, se dan condiciones necesarias y suficientes para la controlabil-
idad aproximada del sistema (0.0.1). Para ello, primero, se reformula este sistema
como una ecuacién diferencial de primer orden funcional o con retardo. Segundo, el
semigrupo asociado a la ecuacién de primer orden con retardo sobre un espacio pro-
ducto apropiado es expresado como una serie de semigrupos fuertemente continuos y
de proyecciones ortogonales relacionadas con los autovalores del operador Laplaciano

(A = ——=); esta representaciéon permite reducir la controlabilidad de la ecuacién

2

diferencial parcial con retardo a una familia de ecuaciones ordinarias con retardo.

Finalmente, se hace uso de un resultado conocido sobre la condicién del rango para
b

la controlabilidad aproximada de sistemas con retardo para asi derivar el segundo

resultado de este trabajo.



Introducciéon

La teoria de semigrupos de operadores fuertemente continuos encuentra aplica-
ciones fascinantes en el mundo de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

y en general en sistemas de dimension infinita.

La féormula de variacion de parametros juega un rol importante en el estudio de la
controlabilidad, estabilidad, existencia de soluciones acotadas y el comportamiento
asintotico de las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. Para la

siguiente ecuacion diferencial ordinaria semi-lineal:

2(t) = A(t)z+ f(t,x), z € R"

(0.0.2)
z(0) = o,
la férmula de variacion de pardametros es conocida y viene dada por
t
o) = Bt} + [ (O (5) (s, (5))ds.
0
donde ®(-) es la matriz fundamental del sistema
Z'(t) = A(t)z. (0.0.3)

Dada la importancia de esta formula para ecuaciones diferenciales ordinarias semi-
lineal, en 1961 el matematico ruso Alekseev, V. M. | encontro una férmula para el

siguiente problema de valor inicial no lineal:

) = f(ty)+g(t,y), yeR"
y'(t) fty)+9t,y), y (0.04)
y(to) = Yo,
la cual viene dada por
t
y(ta th yO) = l’(t, tOv yO) + / (I)(tv S, y(S))g(S, y(8>)d87
to
donde z(t,to, 7o) es la solucién del problema de valor incial
() = t,x), r€R",
(¥ ft.) (0.0.5)

iK(to) = Yo,
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_ 8x(t, tO? ?/0)

B(t,5,) = “5 0

Esta férmula es usada para comparar las soluciones de (0.0.4) con las soluciones de

(0.0.5). En efecto, esta férmula fue usada en ([11]).

En espacios de Banach de dimension infinita Z, se tiene la siguiente situacion gene-
ral. Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo {7°(¢) }+>o
en Zy f:]0,8] — Z es una funcién dada, entonces la solucién del problema de

valor inicial
Z(t) = At)z(t)+ f(t), t>0, z € Z,

(0.0.6)
2(0) = 2,
viene dada por la férmula de variacion de parametros
t
A0 =T+ [ T(=s)7(s)ds, te 0.00). 0.0.7)
0

Asi, cualquier solucién del problema (0.0.6) es también solucion de la ecuacién integral
(0.0.7), pero no necesariamente las soluciones de (0.0.7) son soluciones de (0.0.6), ya
que las soluciones de (0.0.7) no tienen porque ser diferenciables. A las soluciones de
(0.0.7) se les conoce como soluciones moderadas de (0.0.6), y en este sentido pueden
verse como soluciones generalizadas de (0.0.6). Mds atn, si {7'(¢) }+>0 es un semigrupo

analitico y la funcion f satisface la siguiente condicién de Holder

If(s) = f@ IS Lls—t], stelo,p],

con L > 0,60 > 1, entonces la solucién moderada (0.0.7) es también solucién del

problema de valor inicial (0.0.6).

Este trabajo y muchos otros estan motivados por el legendario articulo de J.G.
Borisovic y A.S. Turbabin (ver [3]) y H.T. Banks (ver [1]), en el que los autores

encontraron una férmula de variacion de parametros para el siguiente sistema de
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ecuaciones diferenciales funcional no homogéneas

2(t) = Lz+ f(t), t>0, z€e R,

2(0) =, (0.0.8)

z2(s) = ¢(s), se€[-T1,0),
donde f : Rt — R" es una funcién dada. La notacion estandar z; define una funcién
de [—7,0] en R™ por z(s) = 2(t +s), =7 < s < 0. Aqui 7 > 0 representa el maximo
retardo, el cual se asume finito. Se supone que el operador L : LP(|—7,0]; R") — R”
es lineal, acotado, zg € R" y ¢ € LP(|—7,0];R™). Bajo algunas condiciones ellos
prueban la existencia y la unicidad de las soluciones al sistema (0.0.8) y le aso-
cian a este un semigrupo fuertemente continuo {7'(t)};>o en el espacio de Banach
M, ([—7,0;R") = R" & L*([—7,0];R").
Por lo tanto, el sistema (0.0.8) es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones dife-

renciales ordinarias en M,:

avi
= AW +er) >0, (0.0.9)
W) = Wo=(20,9()),

donde A es el generador infinitesimal del semigrupo {T'(¢) }>0 y ©(£) = (f(¢),0).
En consecuencia, la solucién del sistema (0.0.8) viene dada por la férmula de variacién

de parametros o solucién moderada:

W(t) = T(t)Wp + / tT(t — $)B(s)ds. (0.0.10)

Es un hecho conocido, la existencia de férmulas de variacion de parametros para
ecuaciones de reacciéon-difusion, ecuaciones funcionales y ecuaciones neutrales, para
una mayor informacién, se puede ver el articulo de Luiz de Oliveira ([7]), pero, al
menos para nosotros, para ecuaciones parabdlicas funcionales no se conocia hasta

ahora.



En este trabajo se encuentra una férmula de variaciéon de pardmetros para el si-

guiente sistema de ecuaciones parciales parabdlicas funcionales

( t
% = DAu+ Luy+ f(t,z), t>0, ueR"
a“g?;m) — 0, t>0, z€dQ,
{ (0.0.11)

w0,2) = ¢o(x),

\ u(s,z) = ¢(s,z), se[-1,0), x€Q,

donde Q es un dominio acotado en RV (N > 1), D es una matriz no diagonal n x n
cuyos autovalores son semi-simples con parte real no negativay f : Rx{) — R" es una
funcién suave. La notacién estandar u;(z) define una funcién de [—7,0] en R™ (con x
fijado en R™) por u(z)(s) = u(t+s,z), —7 < s < 0. Aqui 7 > 0 es el maximo retardo,

el cual se supone que es finito. Se supondra que el operador L : L?([—7,0]; Z) — Z

es lineal y acotado con Z = L*(Q) y ¢y € Z, ¢ € L*([-7,0]; Z).

Este resultado, si se cambia las condiciones de borde de Neumann por condiciones

de borde de Dirichlet, se mantiene.

Esta férmula es usada para caracterizar la controlabilidad aproximada de los sis-

temas de ecuaciones parabdlicos con retardo, y a todo sistema de EDPs que puedan
0

reescribirse en la forma —u = DAwu, como la ecuacion de la cuerda vibrante no lineal

ot

con amortiguamiento, ecuacién de termolacidad, etc. Ver [12].

Finalmente, en este trabajo se dan condiciones necesarias y suficientes para la

controlabilidad aproximada del sistema (0.0.11).
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Como un caso particular se considerara el siguiente sistema controlado de ecua-

ciones parabdlicas con retardo

(

Oz(t,x) !
o = DAz + ;A,z(t hi,x) + Bu(t), t>0,
0z
8_17 = 0, t>0, € 89, (0012)
Z(O,IE) = ¢0(ZL’), S Q7
\ 2(s,x) = ¢(s,x), se€[-7,0), ze

donde 0 < hy < --- < h, representa los puntos de retardo, 7 = h,,, B, A; € L(R"),
i=1,...p, upertenece a L*([0,r];U) (U= L*(Q,R"))y ¢y € Z, ¢ € L*([-7,0]; Z)
con Z =U.

Este trabajo esta estructurado en cuatro capitulos. En el capitulo 1, el de preli-
minares, se presentan algunos resultados fundamentales sobre la teoria de semigrupos
fuertemente continuos y ecuaciones diferenciales abstractas semi-lineales. El capitulo
2 trata de ecuaciones diferenciales funcionales o con retardos lineales, alli se prueba
la existencia y unicidad de las soluciones y se asocia a estas ecuaciones un semigrupo
fuertemente continuo en un espacio de Hilbert adecuado, para luego reescribirla como
una ecuacién diferencial ordinaria y finalmente estudiar la controlabilidad de estas

ecuaciones.

El capitulo 3 representa el corazon de esta investigacion, de hecho es un articulo
publicado en el 2007, por A. Carrasco y H Leiva, ver [4], alli se considera la ecuacién
parcial parabdlica funcional y se prueba que ésta tiene soluciones tinicas, para luego
asociarle un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de Hilbert adecuado y
concluir con la férmula de variacién de paramétros, pero para ello fue necesario
generalizar un Lema de la teoria de semigrupo continuo debido a H. Leiva, el cual

aparece en [9].

En el capitulo 4 se usa la férmula de variacién de paramétros encontrada en
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el capitulo 3 para estudiar la controlabilidad aproximada de ecuaciones parciales

parabdlicas con retardo.



Capitulo 1

Preliminares.

1.1. Introduccién

Sea zy € Z el estado inicial, es decir para t = 0 de un sistema dinamico definido
en un espacio de Hilbert Z y el estado en un tiempo ¢ > 0 es z(t) . Supéngase que
la dinamica que gobierna la evolucion es lineal y auténoma, entonces para cada t se

puede definir un operador lineal T'(t) como sigue:

Tt): Z— Z;, T0)=1

Supdngase también que el estado de nuestro sistema dinamico satisface la condi-
cion de Hadamard, esto es:
a) Es tnica.

b) Varia continuamente con respecto al estado inicial, es decir

2(t+s8)=T(t+s)zo=T(t)z(s) =T(t)T(s)z
T(t+s)=T(t)T(s)

Ya que se supone que el estado varia continuamente con respecto al estado inicial
2o, se tiene que T'(t) es un mapeo acotado en Z, y finalmente imponiendo alguna

suavidad en la trayectoria z(t) y suponiendo que z(t) — zg cuando t — 0T para
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todo zy € Z, se tiene:

| T(t)20 — 20 || — 0 cuando t — 07.

Esto motiva la definicion y el estudio de los semigrupos fuertemente continuos.

1.2. Semigrupo Fuertemente Continuo

Definicion 1.2.1. Un semigrupo fuertemente continuo es el mapeo T(t) de R™ en
L(Z) el cual satisface:

i) T(t+s)=Tt)T(s); 0<s<t.

i) T(0)=1.

it1) || T(t)z0 — 20 ||[— 0 cuando t — 0T Vzo € Z.

1.3. Generador Infinitesimal

Definicion 1.3.1. El generador infinitesimal A de un semigrupo fuertemente con-

tinuo en un espacio de Hilbert Z se define como:

1
Az = lim —(T(t) —I)z,

t—0t ¢

siempre que el limite exista. El dominio de A, D(A), es el conjunto de elementos en

Z para el cual el limite existe.

Para la demostracién de los siguientes resultados ver [5].

Teorema 1.3.1. Sea T(t) un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de

Hilbert Z, con generador infinitesimal A, entonces:

(a) Si zo € D(A), T(t)zo € D(A) Vt > 0.
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d
(b) E(T(t)zo) = AT (t)zo = T(t)Azy, para zy € D(A), t > 0.
dn
(c) %(T(t)zo) =A"T(t)zo =T(t)A"2y, 20 € D(A™), t > 0.
t
(d) T(1)z0 — 7 = / T(s)Azds, = € D(A).
0
(e) A es un operador lineal cerrado y D(A) es denso en Z.

(f) ﬂD(A”) es denso en Z.

Lema 1.3.1. Sea T'(t) un semigrupo fuertemente continuo con generador infinite-
simal A y || T(t) ||[< Me™ . Si ReX > w entonces X € p(A) y para todo z € Z los
siguientes resultados se tienen:

a. RO\ A)z = (M — A)7 1z = /OO e MT(t)zdt y || RN A) ||
b. lim a(a — A) 'z =z, Vz EOZ, donde o € R.

oa—>00

M

o —w

; 0 = Re(\);

Teorema 1.3.2. Teorema de Hille-Yosida-Phillips

Una condicion necesaria y suficiente para que un operador lineal cerrado A con do-
minio denso en un espacio de Hilbert Z genere un semigrupo fuertemente continuo
es que existan numeros reales M, w, tal que para todo nimero real A > w, X € p(A)

(conjunto resolvente de A) y

M

| BOAY 1< 5=

r=12 ..
donde R(\, A) = (A — A)~! es el resolvente. En este caso:
IT(t) [I< Me™.

Definicion 1.3.2. T(t) es un semigrupo de contraccion si es un semigrupo fuerte-

mente continuo que satisface la siguiente estimacion || T(t) [|[< 1, Vt > 0.
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Teorema 1.3.3. Sea A un operador cerrado, densamente definido con dominio D(A)
en un espacio de Hilbert Z. Entonces A — wl es el generador infinitesimal de un
semigrupo de contraccion T(t) en Z si, y solo si, las siguientes condiciones se tienen

para todo numero real o > w:
| (af —A)z ||> (a—w) || z ||, para z € D(A); (1.3.1)
| (ol — A%z || (e —w) || z ||, para z € D(AY), (1.3.2)
donde A* denota el adjunto de A.

Corolario 1.3.1. Condiciones suficientes para que un operador A cerrado, densa-
mente definido en un espacio de Hilbert sea el generador infinitesimal de un semigrupo

fuertemente continuo satisfaciendo || T(t) | < e“* son:
Re((Az, 2)) <w || z |* para z € D(A); (1.3.3)
Re((A*z,2)) <w || z ||* para z € D(A®). (1.3.4)

Teorema 1.3.4. Si T(t) es un semigrupo fuertemente continuo con generador in-
finitesimal A en un espacio de Hilbert Z, entonces T*(t) es un semigrupo fuertemente

continuo con generador infinitesimal A* en Z.

1.4. Problema de Cauchy Homogéneo

Del teorema 1.3.1 se tiene que, si A es el generador infinitesimal de un semigrupo

fuertemente continuo 7'(¢), entonces la solucién al problema de Cauchy:
2(t) = Az(t), t >0, z(0) =z € D(A),

viene dada por
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1.5. Problema de Cauchy no Homogéneo

Considérese el problema de Cauchy no homogéneo
2(t) = Az(t) + f(1), 2(0) = 2, (1.5.1)
donde en principio se supone que f € C([0,7];Z). El problema (1.5.1) es también
llamado ecuacion de evolucién abstracta o ecuacion diferencial abstracta.

En primer lugar, se dard el significado de solucién de (1.5.1) y luego se definird lo
que es una solucién clésica. Se denota por C*([0,7]; Z) al conjunto de funciones

continuas en [0, 7] a valores en Z, cuya derivada es continua en [0, 7].

Definicion 1.5.1. La funcion z(t) es una solucion clasica de (1.5.1) en [0,7] si
2() € CY([0,7]; Z), 2(t) € D(A), Vt € [0,7] y z(t) satisface (1.5.1) sobre todo [0,7].
La funcion z(-) es una solucién clasica en [0,00) si z(+) es una solucion cldsica en

0, 7], V7 > 0.

Para la demostracién de los siguientes resultados ver [6].

Lema 1.5.1. Supdngase que f € C([0,7]; Z) y que z es una solucion clasica (1.5.1)

en [0,7]. Entonces Az(-) es un elemento de C([0,7]; Z), y

2(t) =T(t)zo + /0 T(t—s)f(s)ds. (1.5.2)

Teorema 1.5.1. Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo T(t) en el es-
pacio de Hilbert Z, f € CY([0,t]; Z) y 20 € D(A), entonces (1.5.2) es continuamente

diferenciable en [0, 7] y ademds es la inica solucion cldsica de (1.5.1).

Definicion 1.5.2. Si f € LP([0,7];Z) parap > 1 y zy € Z, entonces se dice que

(1.5.2) es una solucion moderada de (1.5.1) en [0, 7].

Lema 1.5.2. Supdngase que f € LP([0,7];Z) para p > 1 y zo € Z. Entonces la

solucion moderada z(t) definida por (1.5.1) es continua en [0, 7].



Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales Funcionales Lineales

2.1. Introduccion

En las aplicaciones, el comportamiento futuro de muchos fenémenos se asume des-
crito por soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Bajo ciertas condi-
ciones este comportamiento queda determinado tinicamente por el presente y es inde-
pendiente del pasado. Los retardos o retrasos en tiempo son componentes naturales
de los sistemas bioldgicos y existen numerosas razones para incluirlos en los modelos
matematicos. Por ejemplo, los retrasos podrian ser incluidos para representar:

e Lapsos de regeneracién de recursos con periodos de maduracion.

e Lapsos por alimentacién, etc.

Incluir el retardo en una EDO hace que el modelo representado por ella sea mas rea-
listico y represente con mas exactitud al problema real, en este caso la ecuacion dife-
rencial, se conoce con el nombre de ecuaciéon diferencial con retardo (EDR) 6 ecuacion
diferencial funcional (EDF). Aqui, el pasado ejecuta influencias sobre el futuro muy
significativas, y de hecho el comportamiento de las soluciones es mucho mas compli-
cado que en las EDOs, tampoco hay féormulas directa para representar las soluciones

aun en la ecuacion mas simple.

En este capitulo, se encuentra una férmula de variacién de paramétros para una
clase de ecuaciones lineales con retardos y se utiliza para analizar la controlabilidad

aproximada de un modelo de control gobernado por esta ecuacién.
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2.2. Ecuaciones Diferenciales con Retardo

En esta seccion, se considera la siguiente ecuacién diferencial con retardo:

p
B(t) = Aox(t)+ Y Aw(t—hy), t>0,
=1

20) = r (2.2.1)

2(0) = f(6), —h,<6<0,

donde 0 < hy < --- < hy, representa los puntos de retardo, z(t) € C",

A;e L(CYHY i=0,...,p,y [ € L*([~h,,0];C").

Se reformulara la ecuacién (2.2.1) como una ecuacién diferencial abstracta de la
forma

(1) = Az(t), 2(0) = 2,

donde A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo en un
espacio de Hilbert adecuado. Primero, se demostrard que (2.2.1) tiene una tnica

solucién para todo r € C"y todo f € L*([—h,, 0]; C™).

Teorema 2.2.1. Considérese la ecuacion diferencial con retardo (2.2.1). Para todo
r € C" ytodo f € L*([—h,,0];C"), existe una tinica funcién z(-) en [0,00), que es
a.c® y satisface la ecuacion diferencial (2.2.1). Esta funcién es llamada la solucion

de (2.2.1), y satisface

p t
z(t) = eoty 4 Z/ eAO(t’s)Aix(s — h;)ds, t>0. (2.2.2)
i=1 70

Para su demostracién, ver [6].

Corolario 2.2.1. La solucién de la ecuacion diferencial con retardo (2.2.1) satisface

Denétese por £(C™) al conjunto de las aplicaciones lineales y acotadas en C™.
2a.c: funcién absolutamente continua.
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z(ty) = ey (¢y) + Z/ 0o1=5) A5 — hy)ds,

para todo real positivo tg,t;.

Demostracién

—Ags

Considérese la siguiente aplicaciéon: F(s) = e “°%z(s). Se tiene que

LEE) = (e o(s)

= e A% (s) — Age~ 052 (5s)
— Z e 0% Ayx(s — hy).
Pero, .
| 5 Fe) = Fe) - Fie)

= e Aotig(t)) — e Aotog(ty).

Asi,

t1 P
e’AOtla:(tl) Aotox / Z e’AOSAix(s — hy)ds,
i=1

esto implica que,

z(ty) = ey (ty) + Z/ 0oi=9) A, x(s — hy)ds.

(2.2.3)

O

Lema 2.2.1. Si x(t) es la solucion de (2.2.1), entonces las siguientes desigualdades

se tienen:

2@ 12< G [l I+ 1 F Baqenopen]

t
| 1) 1 r < DI+ 1 F W]

(2.2.4)

(2.2.5)
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Demostracién

Apt

En primer lugar, por el Teorema de Hille-Yosida-Phillips, si e”°" es un semigrupo

fuertemente continuo, entonces existen constantes My, wy, tal que
| et ||< Mye™?, t>0.
Definiendo la constante positiva M por
M = mazx(|| Ay ||, .-, || Ap ||, Mo),
entonces se tiene de (2.2.2) que:

Pt
Z/ e A (s — hy)ds
i=1 70

Fz@) I < [letr |+

IN

p t
Mewot || | +Z/O Me“ =N || 2(s — hy) || ds
=1

t—h;

P
= Me"o! || r || +ZM2/ eETh) (7Y | dr T =s5—hy
i=1

p t—h;
= Memot || r || +M2emt Y / e | 2 (7) || dr.
i=1 Y ~hi
Pero,
p t—h; p 0 ¢
3 / e | a7y || dr <3 </ et || (7 || dr + / e o) || (7) | dT)
= J—h i=1 N —hi 0

Ahora bien, dado que e~®0(T+") < 1 gse tiene que:

p 0 a 0
Z/ =0T | () || dr < Z/ I (7)1l dr
i=1 7 ~hi =t

y de igual forma ya que e"%°" < 1 se obtiene:

p t
3 / o—wo(rhy)
i=1 70

P t
o) [ dr <Y / e | () || dr.
=1
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Luego,

p t—h;
E / 6_w0(7+hi)
i=1 Y ~hi

2ldr < 3 [ 1o ar+ Y [ e et ar

p 0 p t
<y / NICIEESS / e | 2(r) | dr
=1 —Np =1
t
< o/ I oo opcny + / e || a(r) | dr
0

En consecuencia se tiene,
t
| 2(t) 1< €™ |M || v || =227/ || £ ll2nporem) +Mp / d} .
0

Haciendo oo = M || 7 || +M?p\/hy, || f || L2(-hp01cm)s B = M?py g(t) = e || (t) |

se tiene que:
¢
g(t) < a+ ﬁ/ g(T)dr.
0

Del Lema de Gronwall se concluye que
g(t) = ae’.

Asi,
O{@<B+w0)t

2 w,
= MM |7 || +M2p /Ry || f |l z2(-np00m)]
< M man (M, MPp/Bp)| 7 ||+ 11 F [z ony opem].

() |l

IN

Por lo tanto,
2 W
| (1) [P< 2600 bmar (M, M /EPI 7 17 4 1 £ [y pcn -

Integrando se obtiene la otra desigualdad. 0
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Considérese el espacio de Hilbert My([—h,, 0];C") := C* & L*([—h,,0];C") con el

producto interior usual:

< r1 | ro > = (rp,ro)en + (f1(5), f2(-)) 2.
fl() f2()

M ([=hyp,05;,C™)

Se define, para t > 0, el siguiente operador en My([—h,, 0]; C")

o " = (2.2.6)
f() (")

donde z(-) es la solucién de (2.2.1) y z(—s) = f(—s) para h, > s > 0.

Teorema 2.2.2. El operador T'(t) definido por (2.2.6) para t > 0 satisface:
(a) T(t) € L(My([—h,,0];C™)), V¥t >0.

(b) T(t) es un semigrupo fuertemente continuo en My([—h,,0]; C™).

Demostracién
(a) De la linealidad de (2.2.1) y de la tnicidad de la solucién se tiene que T'(t) es
lineal.

Se demostrard que T'(t) es un operador acotado.

r

En efecto, sea € My([—hy,0]; C™), se tiene que
fC)
v (| = o [ e 1 ar
fC) ~hp

= e P+ [ Nt P ar
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0 t
= e P+ [ e Par+ [ o) P ar
t—h, 0
t
< @) |? +/0 | x(r) |12 dr+ || f 1|72
< Clllr 1P+ F05] + D[l 1P+ 0015+ 1 F 117

< (Co+ DD [P+ f12:]-

(b) En primer lugar, sea ( ' ) € My([—hy, 0]; C™).
fC)
(i)
T(0) r _ x(0) _ r
fC) 2(0 +-) f0)

Por lo tanto, T'(0) = I.
(ii) Para probar que T'(t + s) = T'(t)T(s), se considera la funcién ¢(t) = z(t + s),

donde z(-) es la solucién de (2.2.1). Entonces g(t) satisface:

p
g(t) = Aog(t) + ZAig<t —h;), t>0,
i=1

g(0) = a(s), (2.2.7)

g@) = z(@+s), —h,<60<0,

Usando la definicién de T'(t), se concluye que

Por otro lado,
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r z(t + s)
mm( ) ; ( )
fE) ot +s+-)

Finalmente, se probard que T'(t) es fuertemente continuo.

100
z(t +-) f0)

= o) =r g + T2t +-) = fO) 12

En efecto,

2
+

Pt
ety + Z/ MU= Ay (s — hy)ds — 7
i=1 70

| Natten) =g 1P ar
—hyp
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Ahora bien, se tiene que

Pt
ety 4 Z/ e Az (s — hy)ds — 7
i=1 70

2

— 0

cuando t — 07, ya que la funcién

Pt
v(t) = el 4 Z/ e Aix(s — hy)ds
i=1 Y0

es continua.

Por otro lado, se tiene que

[ oNstrn =g Par < 2 [ (atern) B ) ) P

—hp hyp

0
9 / 2t +7) I drt || £ Iz

7hp

IN

t
2/0 | 2(r) 1P dr+3 ] f oo

IN

2D:([[ 1P+ 1 llea) +3 (1S Il

IN

2D+ 3)(I 7 117+ 11 £ llz2)
y de aca que

lim || 2(t +7) — f(7) [P=0.

Luego, por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se obtiene que
0

lim0 | 2(t+7) — f(7) ||* d = 0.
h

t— _

P

Por tanto, T'(t) es un semigrupo fuertemente continuo. 0

Lema 2.2.2. Sea T'(t) el semigrupo fuertemente continuo definido por (2.2.6) y A el
generador infinitesimal. Para o € R, suficientemente grande, el operador resolvente

viene dado por:
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donde

y de acd que
_ b
9(0) = [A(a)] T |7 + Z/ e_a(ﬂhi)Aif(@)d@] :
L i=1 Y ~hp

donde

p
AN) = [ = Ay =) Aie‘”“] . (2.2.8)
=1

Mas atun, la funcion g satisface:
p
ag(0) = r+ Aog(0) + > Aig(—hi).
i=1

Demostracion

Del Lema 1.3.1, se tiene que, para a > «p

r e r o0 Jf(t)
(al —A)~* = e T (t) dt = e dt.
(o)=L el ()

Para 0 € [—h,, 0] se define:
g(0) = /00 e “x(t+0)dt.
0
Haciendo el cambio de variable s =t + 6, se tiene
g(0) = /00 ey (s)ds.
0
Aplicando la regla de Leibnitz se obtiene que

WO _ aglo) ~2(0).  —h,<6<0.
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Por la férmula de variaciéon de parametros para ecuaciones diferenciales ordinarias se

tiene que g¢(-) satisface

0
g(0) = eo‘eg(O) — / eo‘(e_s)f(s)ds, 6 € [—h,,0].
0
Por otro lado,

ag(0) = a/ooo ez (t)dt

= —(x(t)e ™) + /OOO e 2! (t)dt

= r+ /oo e (on(t) + Xp:Aix(t — hl)> dt

[e.9]

p [e%S)
= iy [T etains Y [ et At n)a
0 i=1 70

p
i=1
Por otro lado, de la pentltima igualdad separando integrales se tiene que

p 00 p h;
ag(0) = r+ Agg(0)+ > / e A (t — hy)dt + / e A f(t — hy)dt
i=1 Vi i=1 70
P o p hi
= r+ AoQ(O) + Z/ €7a(s+hi)Ail‘(8)dS + Z/ eiatAif@ - h1>dt
i=1 70 i=1 70

p p h;
= r+ Aog(()) + Z e_o‘hiAig(O) + Z/ e_atAif(t — hz)dt
i=1 i=1 70

Luego,

p p 0
(a[ — A - e_ah"Ai> g(0)=r+)_ / e~ 0Fh) A, £(0)d6.
i=1 Y ~hi

=1
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Por lo tanto,

o0 =181 e+ [ e—a<9+hi>Aif<e>de] ,

donde

i P
AN) = |A = Ay =) Aie”‘i] :

=1

O

Teorema 2.2.3. SiT(t) es el semigrupo fuertemente continuo definido por (2.2.6),

entonces el generador infinitesimal viene dado por

Aor + Z A f(=hi)
i=1

Al 7 )= (2.2.9)
f0)
df
200)
con dominio
D(4) = f:) & My 01:C)/ es ., ) € 121y, 01,0 y 7(0) = 7

Mas ain, el espectro de A es discreto y viene dado por
0(A) =0,(A) ={X € C"/det(A(N)) = 0}.

La multiplicidad de todos los autovalores es finito. Ademds, para todo 6 € R, existe

r

una cantidad finita de autovalores en C§3. Si A € 0,(A) entonces , con

6)‘7"

r # 0 satisface A(N)r =0 y es un autovector de A con autovalor \. Por otro lado, si

r

¢ es un autovector de A con autovalor \, entonces ¢ = con A(N)r = 0.

6)\7’

3CH:{\ e C/Re()) > 6}
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Demostracién

Dendétese por Ael operador

()
7e) i

250

D(E) = { ( " ) € My([—h,,0;C")/f es a.c., %(9) € L*([=h,,0;C™) y f(0) = 7"} )

Se probara que el generador infinitesimal de A es igual A. En efecto, sea ap € R
suficientemente grande tal que se cumpla el Lema anterior. Basta probar que la

inversa de (ag] — A) es igual a (apl — A)™L. Se tiene que:

r

(ol — A) (] — A)7! I
f0) (")

aog(-) — dfi—((g)
| ey - 0
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Por otro lado, se probara que:

(aOIA)l(aof,Zi)( ' ) _ ( ' )
fC) f0)
para( ' ).Sea( ' )ED(Z),se define

fC) fC)

Ahora bien,

(aofj)( " ) = (aofﬁ){(aofA)l(aofﬁ)( ' )}
fi() f()

r r ~
Por lo que, ( ) = ( ! ) si, y sélo si, (agl — A) es inyectiva. Si se supone
f() fi()

To
lo contrario entonces existe ( € D(A) tal que
o

0 ~ To
= (Oéo[ — A)
( 0 ) ( fo(+) )
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To

fo()

= (apl — A)

a0 fo(0) — Ao fo(0 ZAfo

dfa(-
ap fo(+) — fc(l)é )
En consecuencia, df;(i)é') = apfo(+), esto implica que fo(6) = fo(0)e?.
Luego,
0 = a0 fo(0) — Ao fo(0 ZA Jo(=hi) = aofo(0) — Ao fo(0 ZA fo(0)emom,

Pero, como ag € p(A) se tiene que det(A(ag)) # 0, por lo que, A(qg) es invertible.
Asi, si A(ap) fo(0) = 0 entonces fy(0) = 0. En consecuencia, fo(-) = fo(0)e*") = 0,
lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, (ool — Z) es inyectivo. Asi, A = A.

Ahora bien, para calcular el espectro de A, se hace uso de la expresién explicita para
el operador resolvente obtenida en el Lema anterior. Se denota por @), la extension

del resolvente p(A) a C, esto es:

T 0
0, 0 - 9(0)

fo() 9()

si A € C satisface que det(A(XN)) # 0 entonces @, es un operador lineal acotado de
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My en My, ya que

9(0) = (A (”Z / h_e—mhimif(e)de)

0
o6) = g0) = [ If()ds. 6 [~hy,0)
0
Maés atn, como (Al — A)Q\ = I y det(A(X)) # 0 se tiene que (A — A) es inyectiva

y en consecuencia se concluye que Q) = (A — A)~! = R(), A). De aqui se obtiene:

{)\ € C/det ()J — Ay — zp:Aie_’\h’) # 0} C p(A).

=1

Por otro lado, si det(A(\)) = 0 entonces existe un & € C™ tal que A(A)§ = 0. Luego,

si se considera el siguiente elemento de My, zy = , este se encuentra en
e
D(A), ya que ¢ es a.c. y A\e*é € Ly con €€ = €. Ademds,
p
AL — AgE = > Ae ¢ 0
i=1
(M — A)zy = —
d 0
AeMe — Lo
eVE g 06 ¢

Ast, {\ € C/det(A(N)) =0} C 0,(A).
p
Sea A € Cf con | A [>] 4 || —1—2 | A; || e7®". Se tiene que:

i=1

p p
I Ao+ A I Ao |+ T Al e <[ A,

i=1 =1

p
En consecuencia, se tiene que Ag+ E A;e M es un operador lineal acotado en £(C™).
i=1

p

Luego, por corolario (A.4.10) de [6], se tiene que N[ — Ay + Z A;e M es invertible.
i=1

De acéd que, det(A(M\)) # 0y por tanto A € p(A). Més atin, la funcién determinante

P

es diferenciable, por lo que la funcién composicién det(Al — Ag + Z A;e ) es dife-
i=1

renciable en C" y por lo tanto una funcién entera, ya que el operador A\l — Ay +
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p
E A;e i es lineal y en consecuencia, tiene asociado una representacién matricial,
i=1

la cual también es diferenciable en C™.

Por otro lado, como dicha funcién es no nula, se tiene por Teorema (A.1.4) de [6] que
p

los ceros son aislados en C; N{\ € C/ | X [<|| 4 || —1—2 | A; || e7*"}4 y como en

i=1
el resto de C} no tiene ceros, se concluye que solo existe un nimero finito de ceros

+
en Cj.

Sea ¢ = un autovector de A con autovalor A. Se tiene que

Agr + Z Aif(—hi)
i=0

Ap=A =
) 0
de
Luego, para 6 € [—h,,0) se tiene
df(6) _ _
L= Af(0) = Af0)

esto implica que
f(0) =M F(0) = eMr.

Por otro lado,

p

Aor+ Y Aif(=hi) = Ar

i=0

Asi,
p
Aﬁyf:<M¥m%r+§:AJG%ﬁ>r:O

i=0
Ahora bien, del Lema 2.2.2 se tiene que

. 0
(al — A)! (9.

/) e g(0) - / e £(s)ds

1C = {A € C/Re()) > 6}
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En consecuencia, de la expresion anterior, se concluye que el operador resolvente es

la suma de un operador con rango finito y un operador integral. Pero, por el Lema

0
A.3.22 de [6] se tiene que 9(0) es compacto y por el Teorema A.3.24 de

e*g(0)
[6] se obtiene también que el operador integral es compacto. Asi, se concluye que el

operador resolvente es compacto. Luego, por el Teorema A.4.18 de [6] se sigue que
la multiplicidad de los autovalores del operador (ol — A)~! es finita y por tanto del
Lema A.4.19 de [6] se obtiene que la multiplicidad de los autovalores de A son tam-

bién finita. 0

Corolario 2.2.2. Sea A el generador infinitesimal dado por (2.2.9). Para todo
A € C tal que det(N — Ag — S 0 Aje™*h) £ 0, se tiene que el operador resolvente

es dado por:

donde
0
g(0) = e’\ag(O) —/ eA(Q’s)f(s)ds, 6 € [—h,,0],
0

9(0) = A\

p 0
r+>y / e AO+hD) 4, f(9)d9] :
i=1 7 ~hp

A(X) definido como en (2.2.8). Mas ain, el operador resolvente es compacto.

En consecuencia, se tiene que la ecuacién (2.2.1) se puede reformular como una

ecuacion diferencial abstracta:
2(t) = Az(t),  2(0) = z,

z(t)

en el espacio My ([—h,, 0]; C™). El vector z(t) = contiene la informacion
z(t+ )
del comportamiento en el presente, z(t), y la informacién del pasado, z(-).
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Definicion 2.2.1. Sea V un subespacio del espacio de Hilbert Z y sea T(t) un
semigrupo fuertemente continuo en Z. Se dice que V' es T'(t)-invariante si para todo

t>0, TV C V.

Definicion 2.2.2. Sea V' un subespacio del espacio de Hilbert Z y sea A el gene-
rador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo en Z. Se dice que V es

A-invariante si A(V N D(A)) C V.

La demostracién de los siguientes resultados pueden encontrarse en [6].

Lema 2.2.3. Sea V' un subespacio cerrado de Z y sea A el generador infinitesimal de
un semigrupo fuertemente continuo T(t). St 'V es T(t)-invariante entonces se tiene
lo siguiente:

a. V' es A-invariante.

b. T(t) |v es un semigrupo fuertemente continuo en V' con generador infinitesimal

AV, donde AV = Av para v € D(AV)NV.

Lema 2.2.4. Supongase que A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuerte-
mente continuo T(t) en el espacio de Hilbert Z. Si' V' es un subespacio cerrado con-

tenido en D(A) y V' es A-invariante entonces V' es T'(t)-invariante.

Corolario 2.2.3. Si V' es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert Z y A € L(Z)

entonces A-invariante es equivalente a T'(t)-invariante.

Lema 2.2.5. Sea T(t) un semigrupo fuertemente continuo en Z con generador in-
finitesimal A. Sea po(A) la componente mazimal del conjunto resolvente p(A) de
A tal que contiene el intervalo [r,00). Para el subespacio cerrado V', las siguientes
proposiciones son equivalentes:

a. V' es T(t)-invariante.

b. V es (M — A)"L-invariante para algin \ € ps(A).

c. V es (AN — A)"'-invariante para todo \ € pso(A).
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Lema 2.2.6. Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo
T(t) en Z. Supdngase que el espectro de A es la union de dos conjuntos, o™ y o™, tal
que la curva I' simple, rectificable y cerrada, esta contenida en un conjunto abierto,
conteniendo en su interior a o y o~ en el exterior. El operador, Pr, definido por
Prz= L (A — A) 1 zd),
2y Jr
donde T' recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj, es una proyeccion. A
esta proyeccion se le dara el nombre de proyeccion espectral en ot. Esta proyeccion

induce una descomposicion del espacio Z,
Z=7"® 7,
donde Z+ =P Z y Z~-=(1—Pr)Z.

Mas ain, las siguientes propiedades se siguen:

a. Para todo s € p(A) se tiene que (sI — A)"'Pr = Pr(sl — A)™', ZT yZ~ son
subespacios invariantes bajo (sI — A)™t y ZT y Z~ son T(t)-invariante.

b. PrZ C D(A), yAZ+ Cc Z+, A(Z- N D(A) Cc Z~.

c. La restriccion de A en Zt, AT, es un operador acotado en Z y el espectro o(AT) =
ot (A). La restriccion de A en Z~, A™, tiene espectro o(A~) = o~ (A). Mds ain, para
X € p(A) se obtiene que M —AT) ™ = (M —A)" 7+ y(M—A") = (MN—-A)" 4.
d. Los operadores TT(t) :=T(t) |z+ yT—(t) :=T(t) |z~ son semigrupos fuertemente
continuos en Z* y Z~ respectivamente, y sus generadores infinitesimales son dados
por At y A~ respectivamente.

e. Si ot consiste sélo de un nimero finito de autovalores con orden finito, entonces
Pr proyecta sobre el espacio de los autovectores generalizados de los autovalores que
se encuentran dentro de la curva I'. Asi, se tiene que,

ranPr = Z Ker(\ — A)™

An€ot
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donde v(n) es el orden de \,.

f. Siot =\, con N\, un autovalor con multiplicidad 1, entonces

PFZ = <Z, wn>¢n7

donde ¢, es el autovector de A correspondiente a N\, y, es el autovector de A*

correspondiente a A, con {¢n,y) = 1.

Lema 2.2.7. Sea la ecuacion diferencial con retardo (2.2.1)

p
B(t) = Aox(t)+ Y Aw(t—hy), t>0,
=1

x(0) = (), —h,<0<0,

definida en el espacio My ([—h,, 0]; C™). El generador infinitesimal A tiene la propiedad
de que poo(A) definido en el Lema 2.2.5 es igual a todo el conjunto resolvente p(A).
Si V' es un subespacio cerrado e invariante por T(t) tal que o(Aly) = 0, entonces

V = {0} sidet A, # 0.

Demostracién

En primer lugar, como el espectro de la ecuacion diferencial considerada es discreto, se
tiene que p(A) = pso(A), por lo que, del Lema 2.2.5 se obtiene que (A — A)™'V C V
para todo A € p(A). De igual forma del Lema 2.2.6 considerando V = Z7 se sigue
facilmente que (A — A)~7 ]y = (My — AV)~! para todo A € p(A).

Sea « € p(A) y sea v un elemento en V. Considerando

r

fC)

= (al — A) v

”
se tiene del Lema 2.2.5 que e VN D(A).
)
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Ahora bien, para A € p(A) se tiene que

(A, — AV = : (2.2.10)
f@) 9 ()

donde g, viene dado como en el corolario 2.2.2.

Por otro lado, ya que o(A|y) = 0, se tiene que (2.2.10) puede ser extendida holomérfi-

camente a todo C. Asi que:

g2 (0) =[AWN)] ! T+zp:/e_A(9+hi)Aif(9)d9 ,

=1,

es una funcion entera. Mas aun, existen constantes positivas ¢, ¢o, y c3 tales que:

19x(0)] < para Re(\) >0

A +1

19x(0)] < e N para Re(N) < 0.

Del Teorema de Paley-Wiener de [6], se sigue que g5(0) es la transformada de Laplace
de una funcién que es cero en el intervalo [c3,00). Del Lema 2.2.2 se tiene que g,(0)
es la transformada de Laplace de z(t), donde x(t) es la solucién de la ecuacién dife-
rencial con retardo con x(0) =y x(6) = f(0) para 6 € [—h,,0].
Asi,

p

x(t) = Apz(t) + ZAix(t — h;) parat > 0.
i=1

Para t € (h,_1 + c3, hy, + ¢3), se tiene que,

p—1

0 = A0+ > A0+ Ayt —hy).
=1

Pero, por hipotesis det A, # 0, por lo que, A, es invertible y en conclusién, z(t—h,) =

0. Asi que z(7) = 0, para todo 7 > ¢3 — (h, — h,—1). Repitiendo este argumento se
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obtiene que z(t) = 0, para todo t > 0y f(-) = 0. As{ se tiene que (ol — A)~lv =
0

y por tanto v = 0. Como v era fijo, pero arbitrario, se concluye que V' = {0}.
0

Teorema 2.2.4. Sea la ecuacion diferencial con retardo

i(t) = Agx(t) + 3 Aw(t—hi), >0,

)

2(0) = f(0). —h, <6 <0,

definida en el espacio May([—h,, 0]; C™). Si det A, # 0, entonces los vectores propios
generalizados de A son densos en Z. Lo mismo ocurre para los vectores propios

generalizados de A*.

Demostracion
Se probaré el resultado en primer lugar para A*. Se denota por P, la proyeccién
espectral sobre los primeros m valores propios de A* (ver Lema 2.2.7 ) y se define el

siguiente subespacio lineal cerrado de Z = My ([—h,, 0]; C")
V ={veZ| P,z = 0, paratodoz € Zytodom > 1}.

Debido a que P,, es la proyeccién sobre las funciones propias generalizadas de A*
correspondiente a los primeros m valores propios, se tiene la siguiente afirmacién.
Afirmacion:

Las funciones propias generalizadas son densas en Z si, y sélo si, V = {0}.

En efecto, como V es cerrado, del Lema 2.2.5.a, es ficil ver que (ol — A)"lv eV
para todo v € V y todo a € p(A). Si denota por @, la restriccién de (al — A);',
entonces () es compacto y si A\g es un valor propio de @), entonces Quy = A\gvp para

algiin vy no nulo. Ahora bien, ya que (el — A)~! es invertible se tiene que Q lo es
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y de asi que:

(Oé[ — A)_l?]o = Aol <~
Vo = (OZI - A)/\O’UO <~
Avg = (o — /\io)vo.

1
Asi, M i=a— oW es un valor propio de A.
0

Por otro lado, se sigue que:

1 2
)\_)\—1||U0|| - <UO’X—/\1

= (vo, Al — A)tg) = (A — A*) g, o).

Sea I" una circunferencia orientada positivamente conteniendo a A;. Entonces se tiene

que:

1 1 )
i —||vg|[“d A
o] A_MH ol

. r

= 5 [{OT = A) "0, 00)dA = (Pagv,v0),  para algin mo.
)
r

ool [* =

De la definicién de V' se sigue que la ultima expresion es cero lo cual contradice
lo supuesto que vy es una funcién propia. Entonces () no tiene valores propios, y
esto implica que o((af — A)|v) = 0y en consecuencia o(A|v) = (0 y por Lema
2.2.7 se concluye que V es el conjunto nulo. Esto prueba que las funciones propias
generalizadas de A* son densas en Z.

Se probara lo mismo para A.

Sea P,, la proyeccion espectral en los primeros m valores propios de A y se define
W:={w € Z|(w,Pnz) = 0Vz € Zy¥Vm > 1}.

Como en la primera parte de ésta prueba, se obtiene que las funciones propias gen-
eralizadas de A son densas en Z si, y sélo si, W = {0}. Mas atin, W es invariante

bajo el operador (A\I — A*)~!y ademds o((Al — A*)~'|w) = {0}, para todo
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A€ p(A).

Seaa € p(A)NRy S = (Al — A*)7! . Como « es real se tiene que (A — A*)~1 =
(M — A)™H* por lo que, S* = (M — A)~L Asf que, S*S es compacto y autoab-
junto en W, con radio espectral 0. Luego, por el Teorema A.4.20 de [6], se concluye
que S*S = 0.

Por otro lado, dado w € W se tiene que

Py (al — A lw = L (M — A Hal — A)~twd
2r) Jw
1 -1 -1
= — [ (al —A)" (M —A)"wdA
27Tj W
o 1 -1
= (al —A) —,/()\I—A) wd
2] Jw

= (af — A) ' Pyw

= (al — A)w
= S*w.
Como w era fijo, pero arbitrario se tiene que S* = Py (al — A) .

En consecuencia, para todo w € W se obtiene que:

Py(al — A al — A tw = 0.
Asi que,

(al — A) ol — A 'w, Pyz) #0.

Por lo tanto, (ol — A)~'(al — A)~'w € W+ . Ademés W es (A\I — A*)~! invariante

para todo A € p(A*), de esto sigue que W+ es (\[ — A)~! invariante para todo
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A € p(A). Luego, de los Lemas 2.2.5 y 2.2.1 se obtiene que W+ es A-invariante. En

conclusion, se tiene que
(ol — A w = (al — A)(ad — Aol — A w € (al — A)(WHND(A)) ¢ W

Perow € W, asique (ol — A*)"'w € W. Esto es posible sélo si (al — A*)'w = 0,

lo que implica que w = 0. Como w era fijo, pero arbitrario, se concluye que W = {0}

2.3. Controlabilidad de Ecuaciones Diferenciales Funcionales

Se daran las definiciones de controlabilidad exacta y controlabilidad aproximada

en términos del sistemas

Z'(t) = Az(t) + Bu(t), z(t)e€ Z, u(t) €U, t>0. (2.3.1)

donde Z, U son espacios de Banach, A es el generador infinitesimal de un semigrupo
fuertemente continuo {7T'(t) }+>0 en Z, B es un operador lineal acotado del espacio de
Banach U en Z. Para ello, dado zy € Z y un control v € L*([0,#];U) la ecuacién

(2.3.1) tiene una unica solucién moderada dada por
t
z(t) =T (t)zo —I—/ T(t — s)Bu(s)ds, 0<t<t. (2.3.2)
0

Definicion 2.3.1. Se dice que (2.53.1) es exactamente controlable en [0,t1], si para
todo 29,21 € Z existe un control u € L*([0,t1];U) tal que la solucion z(t) de (2.5.2)

correspondiente a u, verifique que z(ty) = z1.

Sea el siguiente operador lineal no acotado:
t1
G:L*([0,t,};U) — Z, Gu= / T(t — s)B(s)u(s)ds. (2.3.3)
0

La demostracién del Teorema siguiente se encuentra en [5].
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Teorema 2.3.1. Si Z y U son espacios de Banach reflexivos entonces (2.3.1) es

exactamente controlable en [0,t1] si, y sdlo si, existe v > 0, tal que:

I B OT ()2 2oy = 1| 27 |

7+, 25 E .

Definicion 2.3.2. Se dice que (2.3.1) es aproximadamente controlable en [0, 1] si
para todo zy,z1 € Z y € > 0, emiste un control u € L*([0,t,];U) tal que la solucion

2(t) dada por (2.3.2) satisface

I2(t) =z [| <e.

La demostracién del siguiente Teorema puede encontrarse en [5].
Teorema 2.3.2. (2.3.1) es aprozimadamente controlable en [0,t4] si, y sdlo si,

B*T*(t)z =0, Vt€[0,t;] = 2z =0.

Las demostraciones de la Proposicion y del Teorema siguiente se encuentran en [5].
Proposicion 2.3.1. (2.5.1) es aproximadamente controlable en [0, t,] siranBh = 0.

Teorema 2.3.3. (2.3.1) es aprozimadamente controlable en [0,t,] si, y sdlo si, cualquiera
de las condiciones siquientes se cumplen:

(i) KerB* =0.

(i1) B*T*(t)z =0, YVt € [0,t;] = z=0.

2.3.1. Controlabilidad y Observabilidad

En esta seccién se considera la siguiente clase de sistemas infinito-dimensional con

entrada u y salidad y.

Z(t) = Az(t) + Bu(t), t >0, 2(0)= z, (2.3.4)

y(t) = Cz(t)+ Du(t). (2.3.5)
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Definicion 2.3.3. Se denota por > (A, B,C, D) al sistema lineal (2.3.4)-(2.3.5),
donde A es el generador infinitesimal del semigrupo fuertemente continuo T'(t) en el
espacio de Hilbert Z, B es un operador lineal acotado del espacio de Hilbert U a Z,
C' es un operador lineal acotado de Z en el espacio de Hilbert Y y D es un operador
acotado de U en Y. Considérese Y (A, B,C, D) para todo estado inicial zg € Z y
toda entrada uw € L*([0,7];U). El estado final viene dado por la solucién moderada
de (2.3.4)
2(t) =T(t)zo + /tT(t —s)Bu(s)ds, 0<t<r
0

y la salida y(-) es definida por (2.3.5).

Se denota al sistema lineal (2.3.4)-(2.3.5) por > (A,B,C) si D =0, > (A, B, —) si
C=D=0,y) (A —-C)siB=D=0

Definicion 2.3.4. Para el sistema lineal Y (A, B,—) se definen los siguientes con-
ceptos:
a. La aplicacion de controlabilidad de > (A, B,—) en [0, 7] (para algin T > 0) es el

mapeo lineal acotado BT : L*([0,7];U) — Z  definido por:
Bu := /T T(1T — s)Bu(s)ds.
0
b. > (A, B, —) es exactamente controlable en [0, 7] (para algin T > 0) si
SrangB™ = Z.
c. Y (A, B,—) es aprozimadamente controlable en [0, 7] (para algin 7 > 0) si
rangBT = Z.

Lema 2.3.1. El sistema lineal > (A, B, —) tiene las siguientes propiedades de

muarianza.:

5Dendtese por rangB el rango de un operador B.
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1. Y (A,B,—) es ezxactamente (aprorimadamente) controlable sobre [0,7] si,
y solo si, > (uI + A, B,—) es exactamente controlable (aproximadamente)

para cualquier p € C;

2. > (A, B,—) es exactamente (aproximadamente) controlable sobre [0,7] si,
y sdlo si, > (A+ BF,B,—) es exactamente controlable (aprozimadamente)

para cualquier F € £(Z,U).

Definicion 2.3.5. Para el sistema lineal Y (A, —,C) se definen los siguientes con-

ceptos:

1. La aplicacion de observabilidad de Y (A, —,C) en [0,7] (para algin T > 0) es

el mapeo lineal acotado C™ : Z — L*([0,7];Y) definido por:

C'z:=CT(")z.

2. Y (A, —,C) es exactamente observable en [0,7] (para algin 7 > 0) si C7 es

inyectivo y su inversa es acotada en el rango de C7.
3. > (A, —,C) es aproximadamente observable en [0, 7] (para algin T > 0) si
KerC™ = 0.

Lema 2.3.2. Para el sistema lineal > (A, —,C) se tiene los siguientes resultados

duales:

1. Y (A, —,C) es aproximadamente observable en [0,7| si, y solo si, el sistema

dual Y (A*,C*, =) es aprozimadamente controlable en [0, T].

6 Dendtese por KerC el nucleo del operador C.
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2. Y (A, —,C) es exactamente observable en [0, 7] si, y sdlo si, el sistema dual

Y (A*,C*, —) es exactamente controlable en [0, T].

Definicion 2.3.6. El subespacio de accesibilidad de Y (A, B, —) es denotado por R

y definido por:
R = {z €Z/3r>0yuc L*[0,7);U): 2= / T(t— s)Bu(s)ds} .
0

Definicion 2.3.7. El subespacio no observable de Y (A, —,C) es denotado por Ny
definido por:
N:={z€Z/CT(t)z=0 Vt>0} =) KerC".

720
Lema 2.3.3. El subespacio no observable N de > (A, —,C), es el subespacio mds

grande T (t)-invariante contenido en el kerC.

Demostracién

De la Definicién 2.3.7 se tiene que N estd contenido en el Ker C. Si z € N, entonces
CT(s)z = 0 para todo t > 0 y por la propiedad de semigrupo de T'(¢) se concluye
que T'(t)z estd tambien en N. Asf que, N es T (¢)-invariante. Ahora bien, supéngase
que N> es otro subespacio T'(t)-invariante contenido en el Ker C. Entonces para

z€N,y, T(t)z€ Ny, y CT(t)z = 0 parat >0, por lo que Ny C N. 0
Teorema 2.3.4. Sea la ecuacion diferencial con retardo
p
t(t) = Agx(t) + > Aix(t—hy), t>0
i=1

z(0) = r,
W0 = 1) by <6 <0,

donde 0 < hy < --- < h, representa los puntos de retardo, x(t) € C", A; € L(C")

i=0,....,p, v €C", y f € L*[—h,,0];C"). El sistema con retardo y observacidn

y(t) = COx(t)a tZ Oa CO € ‘c((cnack)v
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puede ser formulado como el sistema (A, —,C), donde A es definida como en el

Teorema 2.2.3 y C' es la aplicacion acotada de My([—h,, 0], C") en C* definido por

r
C = C()T’.
f

Mas ain, (A, —,C) es aprorimadamente observable si, y solo si,

A(A)
rang =n. paratodo A € C (2.3.6)
Co
Y
rangA, =n,
donde
p
AN = M — Ay — ) A
i=1
Demostracién

En primer lugar, se tiene que el operador C' es acotado y que ¥(A, —, C') represen-
ta un sistema sobre My([—h,, 0]; C™). Por otro lado, de los Lemas 2.3.3 y 2.2.5 se
tiene que N es el subespacio mas grande de My ([—h,, 0]; C™) contenido en kerC y es

invariante por (A — A)~! para todo A € poo(A) = p(A) (Ver Lema 2.2.7), es decir
N = {z € My([~h,,0];C") | C(AI — A)'2 =0 para todo \ € p(A)}.

Condicién Necesaria: Supéngase que (2.3.6) no se cumple. Luego existe un r # 0 tal

r
que A(AN)r = 0y Cor = 0, lo cual, del Teorema 2.2.3 se concluye que es
err
. . . r
un vector propio de A correspondiente al valor propio A\. Mas aun, es un
etr
. . . /r‘
subespacio invariante por T'(t) y C =Cyr =0.
A
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Del Lema 2.3.3 se tiene que N # 0 y por tanto de la definicién 2.3.5, (A, —, C) no
es aproximadamente observable.

Supdngase ahora que rang(A,) # n. Entonces existe un ¢ # 0 tal que A,q = 0.

0
Considérese el estado inicial z = , donde f(#) = ¢ sobre [—hy,, —h,_1] ¥y
fC)
cero en cualquier otra parte. Del Corolario 2.2.2, se tiene que
hp—1
Co[AN)]™' |0+ / e NO+h) A qdh
CIN - A2 = -
0
0
0

y por tanto N # {0}. Asi X(A, —, C) no puede ser aproximadamente observable.
Condicién Suficiente: Supéngase que (2.3.6) y ran(A,) = n se cumplen. Se pro-
bara que el subespacio no observable A es el elemento cero.

Ya que (A — A)~ty (M — A|y)™! = (M — A)7Yx son compactos, tanto A como
Al tienen espectro puntual no vacio y o(Alx) C o(A).

Supéngase que z es un vector propio de A|y correspondiente al valor propio p:
Alyz = pz.

Entonces z es también un vector propio de A y por Teorema 2.2.3, se tiene que:

para algin r # 0 tal que A(u)r = 0. Pero, z también pertenece a Ny por tanto

0= C\—A) 'z = Cz =

A— U A— U

Cor  para todo A € p(A).

1
Asi que r = 0, por lo que, de (2.3.6) se obtiene que = 0 y en consecuencia

Co
2z =0. De acd que, o(A|x) =0 y del Lema 2.2.7 se tiene que N' = {0}. O
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Lema 2.3.4. Considérese la ecuacion con retardo
y la observacion escalar
y(t) = Cox(t) = bya(t),

donde by € C" y Ag, Ay son como en el Teorema 2.3.4. El correspondiente sistema
Y(A,—,C) sobre My([—h,0];C") es aproximadamente observable si las si-guientes

condiciones se cumplen:

Y (A7, by, —) es controlable; (2.3.7)
J
Asrang(A7) by C Z rang(A3)'by j=0,...,n—1 (2.3.8)
=0
det Ay #£ 0 (2.3.9)

Demostracion
Se probard que rang(A*(X) : by) = n para todo A € C. En efecto, ya que X(A%, by, —)
es controlable, sin pérdida de generalidad se puede asumir que el sistema estd en la

siguiente forma (Ver [?])

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0
Al = S : c ], b =

o 0 0 0 --- 0 1 0

ay Qg Q3 Qg -+ QAp_1 Qp 1

Luego de la condicién (2.3.9) se tiene que, con respecto a estas coordenadas, A} es

triangular inferior, y asi
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A*(N) = M — AF — Aje™M

x —e M 0 0 --- 0
* * —e M 0 0
* * * 0
- Y
_ef)\h 0
* * * E I * —e M

donde * denota cualquier numero.

Esta forma especial asegura que (2.3.8) se cumple. 0

Lema 2.3.5. Definase Agr como el generador infinitesimal de la ecuacion diferencial

con retardo en My([—h,0]; C™).

B(t) = Aox(t) +EAix(t — )+ (A, + BoF)a(t —hy),  t>0,
+(0) = 7 (2.3.10)
w(0) = f(6),  —h,<0<0,

donde 0 < hy < --- < h, representan los puntos de retardo, z(t) € C",
A; e L(CY),i=0,...,p,r € C" By € LC™,C"),F € L(C",C™) y f € L*([—h,,0];C").
Entonces el subespacio de accesibilidad de X(Apr, B, —) y X(A, B, —) son idénticos.

Demostracién

En primer lugar, notese que (2.3.10) es igual a (2.2.1) con A, reemplazado por
A,+ByF, por lo que también se tiene una formulacién abstracta sobre My ([—h,, 0]; C?)
como una ecuacion diferencial abstracta Z = Apgpz. Dendtese los subespacios de

accesibilidad de (A, B, —) y X(Apr, B,—) por R y Rpp, respectivamente. De la
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definicién 2.3.6, R es el conjunto de todos z € My(|—h,, 0]; C™) de la forma

T

;= / T(r — s)Bu(s)ds

para algin 7 > 0 y algin u € Ly([0, 7]; C™). Ahora bien del Lema 1.5.2 la solucién
4

moderada z(t) = [T(t—s)Bu(s)ds es continua en ¢ y en consecuencia la proyeccién
0

de z(t) sobre C" es justamente la solucién x(t) de (2.3.10). La siguiente funcién esté en

L, ([0, 7]; C™) para todo F' € L(C™,C"):
uo(t) = Fa(t —hy).

Considerando u(t) = wug(t) + v(t) para cualquier v € Ly([0,7];C™) en (2.3.10),
se tiene que esta es una trayectoria de la forma ]TBF(T — s)Bv(s)ds, donde Tpp
es el semigrupo fuertemente continuo con genera(gor infinitesimal Agp. Por lo que
R C Rpr. Por otro lado, considerando las funciones ug(t) = —Fax(t — h,) + v(t)

para X(Apr, B, —), se obtiene que Rpr C R. O

Teorema 2.3.5. Considérese la formulacion abstracta (A, B, —) de la siguiente

ecuacion diferencial con retardo sobre May([—h,, 0]; C"):

i) = Aoa(t)+ % Awlt — b))+ Bou(t), >0,
z(0) = (2.3.11)
w0) = f(0),  —h,<6<0,

donde 0 < hy < ... < h, representan los puntos de retardo, x(t) € C",

A;e L(CY), i=0,...,p,r€C", fe L*[~h,,0;C"), By € L(C™,C") y

u € L*([0,7]; C™) para todo T > 0.

Y(A, B,—) es aprozimadamente controlable si, y solo si, las siguientes condiciones

se cumplen:

rang(A(N): By) = n para todo \ € C (2.3.12)

rang(A, : By) = n (2.3.13)
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Demostracién

Suficiencia: Del Lema 2.3.4, se puede suponer sin pérdida de generalidad que (2.3.12)
se cumple y que rangA, = n. Por otro lado, del Lema 2.3.3 se sigue que X(A, B, —) es
aproximadamente controlable si, y sélo si, ¥(A*, —, B*) es aproximadamente obser-
vable. De acd que, es suficiente probar que el subespacio no observable de ¥(A*, —, B¥)
es el elemento cero. Para ello, al igual que en el Teorema 2.3.4, es suficiente probar

que si V es invariante por (A — A*)~! para todo A € p(A*) y ademds estd contenido
B*

en ker B* = ker 0 , entonces V' = {0}. Suponga que p € o(A*|y). Entonces,
0
’
del Lema 2.4.9, existe un v # 0 tal que A*v = pv y v = , donde det A*(u) =0

p
y A*(p)r = 0y f(0) = [D 1p.(0)Are O] . Ahora V estd contenido en
i=1

B*
ker 0 y asi Bir = 0. De aqui se tiene que
0
By
BiA*(n)

By (A ()"

y (2.3.12) implica que r = 0. Pero, f es un miltiplo escalar de r y por tanto

r

f

=0yo(A*ly) =0.

Ast (M — A*)7lv es una funcién entera de A para todo v € V. Ahora bien, ya que
rangA, = n, del Teorema 2.2.4 se sigue que los vectores propios de A (generalizados)

son densos en My ([—h,, 0]; C"). Dado v € V' y ¢,, un vector propio arbitrarios se tiene
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lo siguiente:

(M =AY 0,0,) = (v,(\] —A)¢,) = =L

donde A, es el valor propio de A correspondiente a ¢,,.

Como (M — A*)~'v es una funcién entera, se obtiene que el limite de A\ — ), existe
para cada n. Por lo que, (v, ¢,,) debe ser cero. De manera analoga se prueba que (v, ¢,,)
es cero para todos los vectores propios generalizados, y ya que estos son densos en

My ([—h,, 0]; C™), se sigue que v = 0 y en consecuencia V = {0}.

Necesaria de (2.3.12): Supdngase que (2.3.12) no se cumple. Entonces existeun € C

y un r # 0 tal que

A*
W _,
By
-
Del Lema 2.4.9 se tiene que pu € o(A*) y v = , donde
S

p
FO) = D tena (AT HH
i=1

r
es un vector propio correspondiente de A*. Asi V' := span es el subespacio

no vacio T*(t)-invariante contenido en el ker B* y en consecuencia de los Lemas 2.3.3

y 2.3.4 se sigue que » (A, B,—) no es aproximadamente controlable.

Necesaria de 2.3.13: Supdéngase que rang(A, : By) < n. Entonces existe un g # 0 tal

que Avq = 0y Bjq = 0. Al igual que en la prueba observabilidad aproximada, se

r
construye un elemento no-negativo , del subespacio no-observable del sistema

f
dual Y (A*, —, B*) y en consecuencia del Lema 2.3.3 se obtiene que > (A, B, —) no

es aproximadamente controlable. O
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Corolario 2.3.1. Considérese la ecuacidon con retardo
(t) = Aox(t) + Arx(t — h) + bou(t),

donde by € C" y Ay, Ay € L(C") . El correspondiente sistema lineal (A, B, —)

en My([—h,0];C") es aprozimadamente controlable si las siguientes condiciones se

satisfacen:
Y(A, B, —) es controlable; (2.3.14)
J
Agrang(Al)by C Z rang(A})bg j=0,....,n—1 (2.3.15)
i=0
Demostracién

La prueba es analoga a la del Lema 2.3.4.



Capitulo 3

Foérmula de Variacion de Parametros para Ec. Parciales

Parabdlicas Funcionales

3.1. Introduccién

En este capitulo se encuentra una férmula de variacién de pardmetros para la

solucion del siguiente sistema de ecuaciones parciales parabdlicas funcionales

a“gt’“’) = DAu+Lu+ f(t,z), t>0, ueR"
Nbr) _ g a0, weon,
on
(3.1.1)
u(0,7) = ¢o(x),r €Q,
u(s,x) = (b(S,iL’), s € [_T7 0)7 LS Qa

\

donde Q es un dominio acotado en RV (N > 1), D es una matriz no diagonal n x n
cuyos autovalores son semi-simples con parte real no negativay f: R x 2 — R" es
una funcién suave. La notacién estandar u(x) define una funcién de [—7,0] en R™
(con x fijo) por u(z)(s) = u(t+s,z),—7 < s < 0. Aqui 7 > 0 es el méaximo retardo,

el cual se supone que es finito. Se supondra que el operador L : L?([-7,0]; Z) — Z
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es lineal y acotado con Z = L*(Q) y ¢ € Z, ¢ € L*([—7,0]; Z).

3.2. Formulacion Abstracta del Problema

En esta seccion se elige un espacio de Hilbert adecuado donde el sistema (3.1.1)
puede ser escrito como una ecuacion diferencial ordinaria funcional abstracta, para
ello se consideran las siguientes hipotesis:

a. La matriz D es semi-simple (diagonal por bloque) y los autovalores d; € C de D,

satisfacen Re(d;) > 0 .

b. Si 0=X\ <Xy <..< )\ — 00 son los autovalores de —A con condiciones de

borde homogéneas de Neumann, entonces existe una tnica constante M > 1 tal que:
leMPH <M, t>0, j=1,2,3,..

c. Paratodo I >0y z € L} ([-7,00); Z) se tiene la siguiente desigualdad

loc
t
/ | Lz | ds < Mo(t) | 2 lu(rey 29, Yt € [0,1]
0

donde Mj(t) es una funcién positiva en [0, co).
Considérese H = L*(QQ,R) y 0 = \; < Xy < ... < A\; — 00 los autovalores
de —A, cada uno con multiplicidad finita «; igual a la dimensién al autoespacio

correspondiente. Entonces:

(i) Existe un conjunto ortonormal completo {¢;} de autovectores de —A.
(i) Para todo & € D(—A) se tiene que

SAE=Y N <E B> G =) NE, (3:2.1)
k=1 Jj=1

Jj=1
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donde < -,- > es el producto interior en H y
2
L;§ = Z <& Qjk > Djk- (3.2.2)
k=1

Asi, {E;} es una familia de proyecciones ortogonales completas en H y

=) Ei (cH.

j=1

(iii) A genera un semigrupo analitico {Ta(t)} dado por
Ta(H)E =) e MEE. (3.2.3)
j=1
Si se denota por Z el espacio de Hilbert L?(€2,R™) y se define el siguiente operador
A:DA)CZ—Z, Ap=-DAyY
con D(A) = H*(Q,R™) N H}(Q,R™) se obtiene que, para todo z € D(A):

j=1

2= Pz llzIP=) Pz z€Z
j=1 j=1
donde
.Pj = diag(Ej, Ej, ceey Ej)17

es una familia de proyecciones ortogonales completas en Z.

Observacién: Ya que la dim(Rang(E;)) = v;, se tiene que la dim(Rang(P;)) = nvy;.
Asi que la matriz representacién de P; tiene dimension nvy; x nvy;.

En consecuencia, el sistema (3.1.1) puede ser escrito como una ecuacién diferencial

funcional abstracta en Z:

Denétese por diag(B,B,...,B) la matriz diagonal de B.
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2(0) = ¢, (3.2.4)

2(s) = ¢(s), se€[-T,0).
Aqui f¢: (0,00) — Z es una funcién definida como:
fe@)(x) = f(t,z), t>0, ze

Esta formulacién abstracta se puede encontrar también en ([2]) y en ([4]). Para lograr
el objetivo planteado, se probara primero una generalizacién del Lema 2.1 de [9], éste

puede ser aplicado a otro tipo de problemas.

Lema 3.2.1. Sean Z un espacio de Hilbert separable, {S;(t)};>1 una familia de
semigrupos de operadores fuertemente continuos y { P;};>1 una familia de operadores
lineales acotados en Z con {P;};>1 una familia de proyecciones ortogonales completas
tal que :

donde A; es el generador infinitesimal de S;(t).

Si se define la siguiente familia de operadores lineales

St)z =Y _ S;(t)Pz,  t>0.
j=1
Entonces :
(a) S(t) es un operador lineal acotado si || S;(t) ||< g(t), 7 =1,2,..., con g(t) >0,

continua en t > 0.

(b) {S(t)}i>0 es un semigrupo fuertemente continuo en el espacio de Hilbert Z cuyo
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generador infinitesimal A es dado por
Az=) APz, zeD(A)
j=1

con

D(A) = {z €Z/> APz < oo} .

j=1
(c) EL espectro o(A) de A viene dado por

o(A) = Jo(Ay),
j=1
donde A; = A;P; : R(P;) — R(P;).

Demostracién

En primer lugar, por el teorema de Hille-Yosida, se tiene que
S;(t) Py = P;S;(t),

ya que
AjP; = PiA;.

Ast, {S;(t)Pjz};>1 es una familia de vectores ortogonales en Z. Entonces

(3.2.5)
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IS5z 1* = (S(t)z5(t)2)

= (9@ 1 =1)*
Por lo tanto, S(t) es un operador acotado.
En segundo lugar, tenemos que:
(1)
St)S(s)z = Y S;(t)P;S(s)z
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(iii)
| St)z—=z|* = IIZS X:PZII2

= Z (t) — )Pz ||?

— Z npz) |? + Z | (S;(t) = 1) Py |12
< sup || (S;(t) Pz||22+K Z I Pz 117,

1<j<N ioNT

para K= sup | (S;(t) — 1) |*< (g(t) + 1)*.

0<t<1; j=>1
Ahora bien, ya que {S;};>1 es una familia de semigrupos fuertemente continuos, se
tiene que {S;(t)}i>0 (j = 1,2,...) es fuertemente continuo, y ademds, como {P;};>1
es una familia de operadores completa y acotados , se tiene que para cualquier € > 0

existe N € N tal que:

o0

P 2
S P

J=N+1

y escogiendo ¢ < 1 tal que sup || (S;(t) — I)P;z ||*< —°_ e obtiene que
1<j<N 2N

| S(t)z —z|* < Z+K— < e

Por lo tanto, S(t) es fuertemente continuo.
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Sea A el generador de este semigrupo. Por definicién, se tiene que para todo z € D(A)

Az= llm —— = lim
t—s0Tt t t—s0t < 7
]:

; jZ.

S(t)z — 2 i (St =1,

Asi,
Az = ZPJJAZ
j=1
= 2 AP
j=1
y ademas,

D(A) © {z € Z/i | APz |2< oo} .

j=1

o

Inversamente, si se supone que z € {z € Z/Z | A; Pz ||°< oo},
=1

entonces !

i/\ijz:yE Z.

j=1

j
Luego, haciendo z; = E Pz, se obtiene que
k=1

i 20z 2
t—s0t t

J
Z PkAkZ < Q.
k=1

J
Por lo tanto, z; € D(A) y Az; = Z PyAyz.
k=1
Finalmente, como z; — z cuando j — 00 y h’m+ Az; =y, entonces como A es
t—0

cerrado se tiene que z € D(A) y Az =y, esto es, z € D(A).
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Para completar la prueba del Lema, se debe demostrar la parte (c). Esto es equivalente
a probar lo siguiente:
o)) cor) y o) c | Jody).

7j=1 7=1

Para probar la primera parte, se debe mostrar que p(A) C m p(A;). En efecto, sea A
j=1

perteneciente a p(A). Entoces (A—A)~!: Z — D(A) es un operador lineal y acotado.

Se debe demostrar ahora que

A=A R(Py) — R(P),

existe y es acotado para m > 1. Supéngase que (A — A,,) P,z = 0. Entonces

A=A)Pnz = > (A= Aj)P;Ppz
j=1
A=Ap)Pnz=AN—=A,)Pnz=0.

lo cual implica que, P,z = 0. Asi que, (A — A,;,) es uno a uno.

Ahora bien, dado y en R(PF,,) se puede resolver la ecuacién siguiente: (A — A,,)w =

y. En efecto, ya que A € p(A), existe z € Z tal que

o0

A=ANz=> (A=A)Pz=y.

J=1

Entonces, aplicando P,, en ambos lados de la ecuacién se obtiene
PoA=ANz=AN=An)Pnz=\—A,)Pnz=Py=uy.

Por lo tanto, (A —A,,) : R(P,,) — R(P,,) es una biyeccién. Por otro lado, ya que A,,

es cerrado, se tiene por el teorema de grafico cerrado que

A€ p(A,) ={NeC: (A, — ) es biyectivo} = {\ € C: (A,, —AI)™" es acotado},
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para todo m > 1. Asi se ha probado que
p(A) € N o(hy) < |Jod)) c o).
j=1 j=1

Ahora bien, se debe demostrar la otra parte de (c), esto es:

En efecto, si A € o(A), entonces

(1) A€ o,(A) ={A € C: (A —Al) no es inyectivo}.

(2) A€ o, (A) ={A e C: (A— ) esinyectivo, pero R(A — \I) # Z}.

(3) X € 0o(A) = {\ € C: (A=) es inyectivo, R(A — A\) = Z, pero R(A—XI) # Z}.

(1) Si (A — AI) no es inyectivo entonces existe z € Z no nulo tal que: (A — AI)z = 0.

Esto implica que para algiin ng se tiene que:

(Apy — M)Ppyz =0, P,z #0.

De aqui se obtiene que A € o(A,,), y por lo tanto A € U a(h;).
j=1
(2) Si R(A — M) # Z entonces existe zy € Z no nulo tal que:

(z0, (A= AI)z) =0, Vz€ D(A).

o0
Pero, z = E Pjz, asi que:

Jj=1

(e 9]

(20, ) (&) = M)P;z) = 0.

J=1

Ahora bien, si zp # 0 entonces existe ng € N tal que P,,2p # 0. En consecuencia,
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para z = P, z, se tiene que:

o0

0 = <2072(A_j_)‘I)Panoz>

j=1

= (20, (Ang — A1) Ppy2)

(P20, (Ay — M) Py 2).

Ast, R(A,,, — M) # P,,Z. Por lo tanto, A € o(A,,) C U
=1

(3) Supdngase que (A — A1) es inyectivo, R(A — M) =Zy R(A—\I) C Z.

Supdngase por reduccion al absurdo que A € (U )

(U-m

Pero,

) < (Gm)

= () rAy),

Jjz1

el cual implica que, A € p(A_j), para todo 7 > 1. Entonces se sigue que:
(Aj = M) : R(P;) — R(P)),

es invertible, con (A; — A\I)~! acotado.

Por lo tanto, para todo z € D(A) se obtiene que
Pi(A=X)z=(A; —X)Pjz, j=1,2,...
es decir,

(A = AT P(A = M)z =Pz, j=1,2

5 P
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Ahora bien, ya que D(A) es denso en Z, se puede extender el operador
(&) — AI)'Py(A = AD)
a un operador acotado 7} definido en Z. En consecuencia, se sigue que

Tiz =Pz, Va4, j=1,2,...,

1T =1P0 <1, j=12,....
Ya que R(A — \I) = Z, se tiene que
|5 - A <1, =12, (32.6)

De aca se sigue que R(A — A\I) = Z. En efecto, dado z € Z se define y como:
y=>Y (A= AI)"'Pz.
j=1

De (3.2.6) se tiene que y esta bien definido. Se debe probar ahora que y € D(A) y

(A — AI)y = z. En efecto, se conoce que:

y € D(A) <= > A Pyl* < oo.

j=1

Por otro lado, se tiene que
DRI =D A (R = AT Pzl = Y I+ Ay = AT Pz
j=1 j=1 j=1

Asi,

DA PylE < ) I+ AN IP]? = (14 [AD?]12]* < oo
j=1

j=1

Entonces, y € D(A) y (A = X))y = z.

Por lo tanto, R(A — AI) = Z, lo cual es una contradiccién con lo supuesto, por lo que

A€ (D U(A_n)>
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Lema 3.2.2. Sea Z un espacio de Hilbert separable, {S;(t)}i>0 una familia de semi-

grupos fuertemente continuos con generadores A; y {P;}j>1 una familia completa de

proyecciones ortogonales tal que
Aij:PmAj, j,m: 1,2,...

Si el operador

Az =Y APz, z€D(A)
j=1
con

D) ={z € 2: 3 | APz < o0}

=1
genera un semigrupo fuertemente continuo {S(t)}i>o, entonces

[e.e]

S(t)z =) _S;(t)Pz, z€Z
j=1

Demostraciéon

Sea zy € Z. Entonces Pjzy € D(A) y la solucién del problema
2(t) = Az(t)
Z(O) = PjZO

viene dada por z;(t) = S(t)P;zo.

Usando (3.2.7) y el Teorema de Hille-Yosida, resulta que P;S(t) = S(t)P;.

(3.2.7)
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Entonces

Z(t) = Az()

= ) AwPuS(t)Piz
m=1

= A PiS(t) Pz

= AjS(t)PjZQ = Aij(Zf).
ASf, Zj(t) = S](t)P]ZQ = S(t)P]ZO
Por otra parte,
Zo = Z Pjz.
j=1
Luego,

Aplicando el Lema 3.2.1 se puede probar el siguiente resultado

Teorema 3.2.1. El operador —A es el generador infinitesimal del semigrupo fuerte-

mente continuo {Ta(t)},~, en el espacio de Hilbert Z dado por

Tu(t)z = Ze_)‘thsz, zeZ, t>0. (3.2.8)

=1

3.3. Existencia y Unicidad de las Soluciones

En esta secciéon se estudiara la existencia y unicidad de las soluciones del sistema

(3.2.4) en el caso de que f¢ = 0. Esto es, se analizara el siguiente sistema homogéneo
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2(0) = ¢y, (3.3.1)

Definicion 3.3.1. La funcion z(-) definida en [—T,«) es llamada solucion moderada

de (3.8.1) si

z(t) =
Ta(t)zo + /t Ta(t —s)Lzgds, t€[0,a).

Teorema 3.3.1. El problema (3.3.1) admite sdlo una solucion moderada definida en

[—7,00).

Demostracién

Considérese la siguiente funcion inicial

Ta(s)zo; s> 0,

la cual se encuentra en L?

ive([—7,00), Z). En principio se plantea el problema [—T, I],

I > 0y se denota por GG el conjunto:

G={v:vel’[-ral,Z] y |v—¢lr<p p>0},
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donde & > 0 es un nimero a determinar. Es claro que G con la norma de L*([—7, al; Z)

es un espacio métrico completo.

Ahora bien, considérese la aplicaciéon S : G — Z dada por

o(t); —1<t<0,
(52)(t) = S=(t) = t
TA(t)z0 +/ Ta(t — s)Lzsds, te€]0,al.

Afirmacién 1. Existe a > 0 tal que:

(i) Sz e G, Vzed.
(i) S es un mapeo de contraccion.

En efecto, se probara (i) de la siguiente forma:

1 S2(t) — ()| < / | Ta(t — s)Lz, | ds

/M|Lzs|d8
0

< MMy(a) | 2 [z2(—ra),2) -

IN

Integrando se tiene que:
| Sz—¢ |2 < Ka? | 2 |2,
donde K = maz{M My(a)/ « €0, 1]}.

De aqui que :

| Sz =2 < Ka%(|90|L2—|-p), 2z €Qq.

Vz e .
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0 (f’ <m)2)>

se obtiene que Sz € G Vz € @G.

Tomando

Para probar (ii), se considera la linealidad de L, por lo que se tiene que:
| Sz — Sw |z < Ka: | z—w |2 .
Luego, para probar que S es una contracciéon y S(G) C G es necesario escoger «

0 ”“'”{f’ @)XW)Q}'

Por lo tanto, S es un mapeo de contraccion.

como sigue :

Asi, si se aplica el teorema del punto fijo de Banach, entonces existe un tinico punto

z € G tal que Sz =z, es decir:

o(t); —1<t<0,

t
TA(t)z0 +/ Ta(t —s)Lzsds, te]0,a],
0

lo cual prueba la existencia y unicidad de la soluciéon moderada del problema de valor

inicial (3.3.1) en [—7, a].

Afirmaciéon 2. « puede ser igual a oo.

En efecto, sea z la inica solucién moderada definida en el intervalo maximal [—7,d) (6 >
«). Supéngase por absurdo que § < 0o. Ya que z es una solucién moderada de (3.3.1),
se tiene que

2(t) = Ta(t)zo + /Ot Ta(t — s)Lzsds, te€]0,0).



Formula de Variacion de Parametros para Ec. Parciales Parabdlicas Funcionales 61

Considérese la sucesién {t,} tal que t, — 0~ . Se probard que {z(t,)} es una

sucesion de Cauchy.

En efecto,
tn tm
| 2(tn) — 2(tm) | = | Taltn)zo — Ta(tm)zo +/ Ta(t, — s)Lzgds — / Ta(ty — s)Lzsds |
0 0
tn tm
< | (Ta(tn) — Ta(tm))zo | + | / Ta(t, — s)Lzsds — / Ty(tm — s)Lzsds |
0 0
Pero,

tn t'm tm
| / Ty(t, — s)Lzsds — / Ta(ty, —s)Lzds | < | / (Ta(t, —s) — Ta(ty, — s))Lzsds |
0 0 0

tm
+ | / Ta(t, — s)Lzds | .
th

Ahora bien, para z € L*([—7,)) se obtiene que
tm 1)
/ | (Ta(tn, —8) — Ta(tm —s))Lzs | ds < / | (Ta(t, — ) — Ta(t, —s))Lzs | ds.
0 0
Ademas, se tiene que

lim | (Ta(t, —s) —Ta(tm —s))Lzs |=0

n,Mm——>00

| (Ta(tn, —8) — Ta(ty —s))Lzs |[<2M | Lz, | .

Luego, de la hipétesis (c), se obtiene que:
5
/ 2M | LZS ’ ds S 2MM0(5) | z ‘LQ([fT,(S);Z) .
0

Por lo tanto, aplicando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se tiene

que
5
lim | (Ta(tn, —s) —Ta(tm —s))Lzs | ds = 0.

n,m—0o0 J
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Entonces, ya que la familia {T4(¢)}+>0 es fuertemente continua y t,, — d~ cuando
n — 00, se concluye que la sucesién {z(t,)} es una sucesion de Cauchy y por tanto
existe B € Z tal que:

lim z(t,) = B.

n—-:ao0

Ahora bien, para t € [0, ) se obtiene que

| 2(t) =B < [2(t) = z(tn) | + | 2(tn) — B |
< [ (Tat) = Ta(tn)) 20 | + | 2(tn) — B |
+ | /0 n Ta(t, — 8)Lzsds — /0 Ta(t — s)Lzsds | .

Pero,

tn t tn
| / Ty(t, — s)Lzsds — / Ta(t —s)Lzgds | < / | Ta(t —s) — Ta(t, —s)Lzs | ds
0 0 0

tn
+ / | Ta(t — s)Lzs | ds.
¢

Por otra parte, aplicando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, se

obtiene que
tn

lim | (Ta(t —s) —Ta(t, —s))Lzs |=0.
n—:mao0o 0
Entonces, ya que la familia {T4(t)}:>o es fuertemente continua y t,, — 0~ cuando

n — 00, se sigue que z(t) — B cuando t — ™.

La funcion
z(s); —1<s<4,
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2

se encuentra en Lj .

([-7,00), Z). Asi, aplicando nuevamente el teorema de contra-

ccién de Banach al problema de Cauchy

d?;—(tﬂ =—Ay(t)+ Ly, t>6,

y(8) = B, (3.3.2)

y(s) = z(s), se€[d—r,0),

\
donde z(-) es la tnica solucién del sistema (3.3.1), se tiene que el sistema (3.3.2)
admite sélo una solucién y(-) en el intervalo [§ — 7,d + €] con € > 0. Por lo tanto, la

funcion
2(s); —1<s<9,

y(s), 0<s<d+e,
es también solucién moderada de (3.3.1), lo cual es una contradiccién. En consecuen-

cila o = 00. 0

3.4. Formula de Variacion de Parametros

Para encontrar una férmula de variacién de pardmetros para el sistema (3.2.4),
se necesita escribir este sistema como una ecuacién diferencial ordinaria abstracta
en un espacio de Hilbert apropiado. En efecto, se considera el espacio de Hilbert

My ([—7,0]; Z) = Z & L*([~7,0]; Z) con el producto interior usual dado por:

®o1 ©Yo2
) = (@o1, Po2)z + (1, 2) 2.
¥1 ©Y2
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Se define el siguiente operador en el espacio My para t > 0 por

i () (3.4.1)
o(°) zi(+ 0, ¢(+))

donde z(+) es la tnica solucién del sistema (3.3.1).

Teorema 3.4.1. La familia de operadores {T'(t) }+>o definidos por (3.4.1) es un semi-

grupo fuertemente continuo en My tal que

T(HOW => Ti(H)Q;W, W €M,, t>0, (3.4.2)
7=1

donde,
Qj = ~ ]

con (Pip)(s) = Pip(s), ¢ € LX([~7,0;2), s € [-7,0), y {{T;(t)}iz0,7 = 1,2,3,..}

es una familia de semigrupos fuertemente continuos en MY, = Q;My dados por el

Teorema 2.2.2 del capitulo 2 y definido como sigue

0 Wit w? .

N I I N B e B
Wg('awgawj) Wy

donde W7 (-) es la unica solucién del problema de valor inicial

( dw(t
% = —/\]Dw(t) + ijt, t > 0,

(3.4.3)

yLj = LP; = P,L.
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Demostracién

En primer lugar, se debe probar que

THOW =) T;(t)Q;W, W €M,, t>0.

j=1
wq
En efecto, sea W = € M.
Wa
o0 00 Pj 0 wy
D LW = Y Ti) _
j=1 j=1 0 P Wo
e Piw
= > nm|
j=1 Pjw,
2(t)

(Pa(i +)
ie‘”Dtijﬁ—/tie AjD(t—s)pj (L i(ﬁmz(s+ ))) ds
> (Pt +-))
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Ta(t)w; + /Ot Ta(t — s)Lz(s+ -)ds

2(t+ )

Del capitulo 2 se tiene que el generador infinitesimal de {77j(¢)};>o viene dado por:

W
j g
w;(+) Hw; (-)
0s

con

wj : Ow; (-) 0
D(A;) = 0 € M : wj es a.c., 9 € Ly([~7,0;Q;Z) y w;(0) = w;

wy -

Maés aun, el espectro de A; es discreto y dado por
o(A;) = o,(Aj) ={X € C:det(A;(N)) =0}, (3.4.4)
donde A;(\) viene dado por
ANz =Az+\Dz— Lje*Vz, 2€ Z; = PZ,

el cual puede ser considerado como una matriz ya que dim(Z;) < oo.

Por otro lado, {Q;};>1 es una familia completa de proyecciones ortogonales en My y

AQ; = Qj0;, j=1,2,3, ...
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En efecto,
—\;DPut + L Pyw;(-)
N T ) = T =
7 J ~ ~
w;(+) Pjw; () OPjw;(-)
0s
~\;DPjuw? + LP;Pyw; (") —\;jDPjw} 4 P;Ljw; ()
S Ow; () 5 9wi()
. P,
F)J as J aS
Po0 wj
- _ = QA
0 P Ow, () w;(+)

0s

Ahora bien, se debe verificar la condicién (a) del Lema 3.1.1, para ello se necesita
probar la siguiente afirmacion:
Afirmacién. Si W (t) es la solucién de (3.4.3), entonces las siguientes desigualdades

se tienen:

[ W (t) Iz < coeluwfll, >0, (3.4.5)

t
/ | Wiu) |3 du < K2 ], ¢ > 0. (3.4.6)
0
En efecto, si se considera M; = méx{M, || L ||}, entonces se cumple que:
Wi+ 0) Nz < Ml + 02 [ W] 12 dss € [~r.0]
0
esto implica que

t 2
| WGt +0) I3 < <M1||w2||+Mf [iwin ds) |
0
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Luego,
0 ) 0 t ‘ 2
/ | Wit +0) |5 d0 < / (M1||w;?||+Mf / | W7 e ds) a6
—T —T 0
0 t A 2
< [ (gl + ( [ ds) a0
—T 0
t ‘ 2 L0
= 227'M12||w?||2+M{1 (/ | W3 |2 ds) / do
0 —T
t ‘ 2
T ( / | W7 [0 ds)
t ‘ 2
< (c2||w?r|+c1 ( AR d)) |
0
Asi,

t
[ Wi 12 < eollwf] + e (/ | W7 |2 ds>.
0

En consecuencia, aplicando el Lema de Gronwall se obtiene que
| W 2 < caetfulll, £ 0,

Por otro lado, se tiene la siguiente estimacion

t
Wil < ) Ty (0 H+H [Tt s 5 s
0

t
< Ml + M2 / | Wis 4+ )ds |
0
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t
< M| + M2 / 1 [l ds
0

M2
- (M1 + == C%m) [w?)]
1

< e, c=M +

Finalmente,
t .
[ Wi < #eudl k=g oo
Esto completa la demostracion de la afirmacion.

Ahora bien, usando la anterior desigualdad se obtiene que:

T;(t) = W ®) 17 +/ W (t+7) |17 dr

Wj -7

t
= W) L+ / | W3 () |13 du

t—T1

t
< W 15+ / | W9 () 113 dut || w; |2
< (@ 1 R |24 || wy |2

< (9@ (lwflPP+ lwi 32),  5=12....
En consecuencia,

I T5() 1< g(t),  j=1,2,....

Por lo tanto, aplicando el Lema 3.1.1, se obtiene que T'(t) es acotado y {7T'(t)}:>0 es

un semigrupo fuertemente continuo en el espacio de Hilbert My, cuyo generador A



Formula de Variacion de Parametros para Ec. Parciales Parabdlicas Funcionales 70

viene dado por

AW =3 AQW, W e D(A),
j=1

con

D(A) = {W € My/ ) || AQW |I°< oo}

Jj=1

y el espectro o(A) de A viene daddo por
o(A) = Jo(Ay), (3.4.7)
j=1

Lema 3.4.1. Sea A el generador infinitesimal del semigrupo {T'(t)}i>o. Entonces

— Ao + Lo(s)

a(A) = [ J{r € C: det(A;(1)) = 0}

Jj=1

Demostracién

Considérese bo en M,. Entonces
()
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awa| ™) - iAJQJW
() i=1
> P 0 %o - Pjdo
= A B =>» A
; 0 P () ; Pio()
N;DP;p(0) + L; P;¢
= Z N
= oP;o(-)
d(s)
Z X\;DP;6(0) + L Z P;¢
j=1
0 (= =
35 (Z Pm(-))
7=1
—A6(0) + Lo(*)
99(")
Os
La otra parte se sigue de (3.4.7). 0

Por lo tanto, los sistemas (3.3.1) y (3.2.4) son equivalente a los siguientes dos sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias en My respectivamente:

AW (t)

=A t t 0
dt Wi, t>0,

(3.4.8)

W(0) =Wy = (¢, (),
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dw(t)
— - =A@ +O(t), >0,

(3.4.9)

W(O) = WO = (¢07 ¢<))7
donde A es el generador infinitesimal del semigrupo {T'(¢) }>0 y ©(£) = (f€(¢),0).

La serie de pasos anteriores nos permiten concluir con la demostracién del primer
resultado principal en esta tesis: La Formula de Variacién de Pardmetros para Ecua-
ciones Parciales Parabdlicas Funcionales. Este resultado es enunciado en el siguiente

teorema.

Teorema 3.4.2. El problema de Cauchy abstracto en el espacio de Hilbert My

e _ AW (t) + @(t), >0,
dt
W) =W,

donde A es el generador del semigrupo {T(t)}i>0 y ©(t) = (f€(t),0) es una funcion

tomando valores en My, admite una y sélo una solucion moderada dada por:
t
W(t) =T(t)W, + / T(t — s)P(s)ds. (3.4.10)
0

Corolario 3.4.1. Si z(t) es una solucion de (3.2.4), entonces la funcion

W(t) := (2(t), z:) es solucion de la ecuacion (3.4.9)



Capitulo 4

Controlabilidad de Ecuaciones Parciales Parabdlicas

Funcionales

4.1. Introduccién

En este capitulo se dan condiciones necesarias y suficientes para la controlabilidad

aproximada del siguiente sistema de ecuaciones parciales parabdlicas con retardo

)
8zg€t,m) — DAz + Lz + Bu(t), t>0,
Y ) (4.1.1)
on
Z(O,JI) = ¢O(x)7 er?
| 2(s0) = 6ls,2), sel-r0), zeQ,

donde Q es un dominio acotado en RY(N > 1), D es una matriz n X n no diagonal
cuyos autovalores son semi-simple con parte real no negativa, el control u pertenece
a L*([0,7;U) (U = L*(Q,R™)) y B € L(U,Z) con Z = L*(;R"). La notacién
estandar z;(x) define una funcién de [—7,0] en R™ (con z fijo) por z(z)(s) = z(t +
s,x),—7 < s < 0. Aqui 7 > 0 es el maximo retardo, el cual se supone que es
finito. Se supone que el operador L : L?([—7,0];Z) — Z es lineal y acotado y
$o € Z, ¢ € L*([-7,0; Z).

Como un caso particular se considera el siguiente sistema controlado de ecuaciones
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parciales parabdlicas con retardo

;

0z(t, ) -
o 2+ ; i2(t — hy,x) + Bu(t), t>0,
0z
o = 0, t>0, v€09, (4.1.2)
2(0,7) = ¢o(z), *€Q,
z(s,2) = ¢(s,x), s€[-T7,0), x€Q,

donde 0 < h; < hy < --- < h, representa los puntos de retardo, 7 = h,,, B,
A; € L(RY), i = 1,2,...p, u pertenece a L2([0,7];U) (U = L*(Q,R")) y ¢ € Z,
¢ € L*([-7,0];Z) con Z = U y el operador L : ([-7,0]; Z) — Z viene dado por

p

Lo = Z Aip(—=hi, ).
i=1

4.2. Formulaciéon Abstracta del Problema

En esta seccion considerando las misma hipdtesis presentadas en el formulacion
abstracta del problema del capitulo anterior, se obtiene que el sistema (4.1.1) puede

ser escrito como una ecuacion diferencial funcional abstracta en Z:

dz(t)
dt
2(0) = ¢y, (4.2.1)

2(s) = ¢(s), s €[-7,0),

= —Az(t)+ Lz + Bu(t), t>0,

donde u € L*([0,7];U) y B:U — Z.
En consecuencia se tiene que: La ecuacién (4.2.1) puede ser escrita como una ecuacién
diferencial ordinaria en el espacio de Hilbert My ([—7,0]; Z) = Z& L*([—7,0]; Z) como

sigue:
MW AW+ Bu(t), t>0,
dt (4.2.2)

W(0) =W,
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A es el generador infinitesimal del semigrupo fuertemente continuo {7'(¢) }+>¢ definido

por:
Wt
T(t) P ) , (4.2.3)
() Wit +-)
donde W (-) es la tinica solucién moderada del sistema
dz(t
%) = —Az(t)+ Lz, t>0,
(0) =, (424

Z<3) = ¢(5)7 s € [_7-7 O)a

v B : U — My, viene dada por Bu = (Bu,0)”.

4.3. Controlabilidad Aproximada del Sistema

Para todo Wy € My y u € L%([0,r]; U) la ecuacién (4.2.2) admite una, y sélo una,

solucién dada por:
t
W(t)=T(t)W, + / T(t — s)Bu(t)ds, 0 <t <. (4.3.1)
0

Definicion 4.3.1. El sistema (4.2.2) es aproximadamente controlable en [0,7], si
para todo Wy, Wy € My y € > 0, existe un control u € L*([0,7];U) tal que la corres-
pondiente solucion W (t) de (4.53.1) satisfase

| W(r)—Wy|<e.
Considérese los siguientes operadores lineales B” : L2([0,7];U) — My, Lg: My —
M, definido por
B'u = / T(s)Bu(s)ds y LgW =B"(B")*W = / T(s)BB*T*(s)Wds.
0 0

Entonces, el siguiente teorema puede ser encontrado en forma general para la ecuacion

de evolucién en [5].
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Teorema 4.3.1. El sistema (4.2.2) es aprozimadamente controlable en [0,7] si, y

solo si, cualquiera de las siguientes condiciones se tienen:

a) Rang(Br) = M.
b) B*T*(s)z =0, Vs € [0,r] = 2 = 0.
C) L > 0.

En el capitulo anterior fue probado que el semigrupo {7'()}:>0, asociado a (4.2.2)

puede ser representado como sigue

TOW =Y T;(t)Q;W, W eM,, t>0, (4.3.2)
j=1
donde
P, 0
Qj - ’ ~ )
0 F

con (]quﬁ)(s) = P;j¢(s), ¢ € L*([-7,0]; 2), s € [-7,0), y {T}(t) }+>0 es una familia de

semigrupos fuertemente continuos en Mg = ;M definido por

w? Wit w? <
ro( ) = [ T [ ) em
wj Wi (t + ) wj
donde W7(-) es la unica solucién del problema de valor inicial
dw(t
% = —AJDU)(t) + ijt7 t > 0,
w(0) = w?, (4.3.3)

w(s) =w;(s), se&[-7,0),

y L; = LJBJ-. El generador infinitesimal del semigrupo viene dado por

w) —AjDwj + Ljw; (")
. - 0u;()
w;(+) s
con
0
w; , (.
D(A;) = ! e Mj : wj es a.c., 3w_]() c LQ([_7-7 0; PZ) v w;(0) = w?

w;(+) ds
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Teorema 4.3.2. (condicion necesaria para controlabilidad aprozimada) Si el sistema
(4.2.2) es aprozimadamente controlable en [0,7], entonces cada uno de los siguientes

sistemas es aproximadamente controlable en [0, 7]
y'=Q;Ay +Q;Bu(t); j=12,.... (4.3.4)

Demostracion .
Supdngase por reduccion al absurdo que el sistema (4.2.2) es aproximadamente con-

trolable en [0, 7] y que existe J tal que el sistema
y' = QsAy + QsBu(t); y € Rang(Q,),
no es aproximadamente controlable en [0, r]. Entonces, existe V; € Rang(Q ) tal que:
(QB)'T;(t)V; =0, te|0,r]yV;#D0. (4.3.5)
Por otro lado, de la parte (b) del Teorema 4.3.1 se tiene que:
BT ()W =0, Vtel0,r] = W =0.
Ahora bien, haciendo W = @Q;V; =V, se obtiene:

BT (W = B Y TiQW
k=1

= B'T;(t)Q,V;
= (QB)T;(W
= 0

Esto implica que V; = 0, lo cual es contradiccién con lo supuesto (4.3.5). 0

Teorema 4.3.3. (condicion suficiente para controlabilidad aprozimada)
Supongase que P;BB* = BB*P;, j =1,2,.... Entonces, la controlabilidad aproxi-
mada de todos siguientes sistemas en [0, 7]

y' = QjAy +Q;Bu(t); j=12,..., (4.3.6)

implica la controlabilidad aproximada del sistema (4.2.2) en [0,1].
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Demostracion
Supoéngase que cada uno de los sistemas (4.3.6) es aproximadamente controlable en

[0, ] y defina el operador
B} L*0,r;U) — Rang(Q;), Ls; : Rang(Q;) — Rang(Q;),

por
Biu :/0 T;(s)Bju(s)ds, Ly, = Bj(B)".
donde B; = @);B. Entonces,

Ls,y :/ T;(s)B;B;T; (s)yds, y € Rang(Q;).
0

Por lo tanto, del Teorema 4.3.1 parte (c) (o Teorema 4.1.7 de [6]) se tiene que
Ls, >0, j=1,2. ...
Por otro lado, si P;BB* = BB*P;, entonces Q);BB* = BB*(Q);, y asi

LgW = / (ZT (s)Q,)BB* i:r ka)
k=1
= / s)B;BiT; (s)Q;Wds
- Z/ $)B;BiT; (s)Q;Wds

= ZLBijW
j=1

En consecuencia, Lg > 0. y por tanto el sistema (4.2.2) es aproximadamente contro-

lable en [0, r]. 0

Como una consecuencia del Teorema 4.3.3 y el Teorema 4.2.10 de [6] se puede probar

el siguiente teorema.
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Teorema 4.3.4. El sistema (4.1.2) es aprozimadamente controlable en [0,7] si, y
solo si,
Rang(A;(N) : Bj) = nv;,
Rang(P;A, : B;) = nvy;,
donde
P
Aj(N) = Mgy — NPD =Y PiAje™s, j=12.. ..
i=1



Capitulo 5

Conclusiones y Aplicaciones

Este trabajo genera un niimero importante de problemas abiertos, ya que la férmula
de variacién de parametros no sélo permite el estudio de la controlabilidad, si no que
ademas se puede hacer estudio de la estabilidad, existencia de soluciones acotadas y
del comportamiento asintotico de las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales. En particular, este trabajo puede ser generalizado a una clase grande de

ecuaciones de reaccién-difusion funcionales en un espacio de Hilbert Z de la forma:

dzgf) =Az(t)+ Lz + Bu(t), z€ Z, ue U, t > 0,
2(0) = ¢o, (5.0.7)

donde A viene dado por
Az =) APz, z€D(A), (5.0.8)
j=1
Z y U son espacios de Hilbert, L : L*([-7,0]; Z) — Z es lineal y acotado, B €
L(U, Z), el control u pertenece a L*([0,7];U) y ¢g € Z, ¢ € L*([—7,0]; Z). Algunos
ejemplos de esta clase son los siguientes sistemas conocidos de ecuaciones diferenciales

parciales con retardo:
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Ejemplo 1. La ecuacion que modela la cuerda amortiguada flexible:

4 822 332 832
22 - — 93 s — > <r<
Of2 3x3+2a8t8x2+z(t T,x)+u(t,z) t>0, 0<x<]1,
822 622
0z
Z(O,ZE) = (ZSO(I), E(O,ZL’) ¢0(x), 0<r< 17
0z
2(s,z) = ¢(s,x), E(S’x) = (s,x), se[-1,0), 0<z<1,

(5.0.9)
donde a > 0, u € L*([0,r]; L*[0,1]) , ¢o, %o € L*[0,1] y ¢, € L*([—,0]; L*[0,1]).

Ejemplo 2. La ecuacion de onda fuertemente amortiguada con condiciones de borde
de Dirichlet

(P 1720w

5 +n(—=A) T +v(=A)w = Lw; + u(t, ), t>0, ze,

w(t,z) =0, t>0, x €I,

w(0,2) = dole), S2(0,2) = ol), €D

0z

w(s,z) = ¢(s,x), E(s,x) =(s,z), s€[-71,0), ze€,

(5.0.10)
donde Q es un dominio acotado en RN, uw € L2([0,r]; L*(2)), ¢o,v0 € L*(Q) y
¢, € L*([—7,0]; L2(Q)) y 7 > 0 es el mdximo retardo, el cual se supone finito. Se

asume que el operador L : L*([—7,0]; Z) — Z es lineal y acotado y Z = L*(1)).

Ejemplo 3. La ecuacion de la placa de termoelasticidad con condiciones de borde
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de Dirichlet

(

9*w

W—i—AQw—l—aA@:Llwt—i—ul(t,x) t>0, x€,
00 ow
% — 5A0 — QAE = Lget + UQ(t,.T) t 2 O, x € Q,

O=w=Aw=0, t>0, x€d,

w(0,x) = ¢o(x), %—QZ(O,:C) = o(x), 0(0,z)=¢&(r) =€,
w(s,z) = ¢(s,x), %—T(s,x) =(s,z), 0(0,z) =¢(s,x), s€[-T1,0), z€,

(5.0.11)

donde Q es un dominio acotado en RN, uy,us € L2([0,7]; L*(Q)), ¢o, %0, & € L*(Q)

y ¢, 0, & € LA([—7,0]; L*(Q)) y 7 > 0 es el mdximo retardo, el cual se supone finito.

Se asume que los operadores Ly, Ly : L*([—7,0]; Z) — Z son lineales y acotados y

Z = L2(9).
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