Universidad Centroccidental “Lisandro Alvarado”
Decanato de Ciencias y Tecnologia
Coordinacion de Postgrado

Maestria en Ciencias - Mencién Matematica

ESTADO DE COEXISTENCIA PARA

SISTEMAS PERIODICOS COMPETITIVOS
DEL TTPO KOLMOGOROV

Ledo. Andy El Achouche El Maaz

Barquisimeto, Venezuela
2010



Universidad Centroccidental “Lisandro Alvarado”
Decanato de Ciencias y Tecnologia
Coordinacion de Postgrado

Maestria en Ciencias - Mencién Matematica

ESTADO DE COEXISTENCIA PARA SISTEMAS PERIODICOS
COMPETITIVOS DEL TIPO KOLMOGOROV

Trabajo de Grado presentado como requisito parcial para optar al titulo de

Magister Scientiarum Mencién Matemaética

Autor: Ledo. Andy El Achouche El Maaz

Tutor: Dr. Francisco Montes de Oca

Barquisimeto, Venezuela

2010



A la memoria de mi padre
Mahmoud El Achouche (1929-2008)



AGRADECIMIENTOS

A Dios por acompanarme siempre.

A toda mi familia por su gran apoyo y muy especialmente a mi madre, hermana y

cunado.

A mi tutor el Dr. Francisco Montes de Oca por su ayuda y formacion durante toda la
maestria, y por ensenarme que con trabajo, esfuerzo y dedicacién se pueden alcanzar

las metas.

A mi segundo hogar, La Universidad Centroccidental “Lisandro Alvarado” y a todo el

personal que hacen vida dentro de ella.

A los profesores Javier Hernandez, Malon Mendoza, Miguel Vivas, Alexander Carrasco,
Victor Bernal, Freddy Jimenez, Julio Ysaccura, Neptali Romero, Fernando Villafane,
Sergio Munioz, Wilmer Colmenarez gracias por su orientacién, formaciéon académica y

valiosa amistad.

A mis amigos los profesores José Soto, Oswaldo Troncoso, Elvis Aponte, Jesus Silva,

Maria linares, Jorge, Dexy, Yves, Erik, Minoru, Adriana. Gracias por su apoyo.
A Teodoro Cordero por suministrar la mayoria de las referencias usadas en este trabajo.

A todas esas personas que no menciono y que de una u otra manera estuvieron involu-

crados en este trabajo, a todos mil gracias.



“ESTADO DE COEXISTENCIA PARA SISTEMAS
PERIODICOS COMPETITIVOS DEL TIPO
KOLMOGOROV”

RESUMEN

Los modelos ecoldgicos han sido objeto de amplio estudio en la matematica moderna,
especialmente los sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales de la forma

x, =z Fi(xy,x9,...,x,), 1 =1,2,...,n. La version especial de dos especies es llamado
modelo de Kolmogorov o ecuacién de Kolmogorov. En este trabajo desarrollaremos en
detalle el articulo “Coexistence states for periodic competitive Kolmogorov systems”de

Anna Battauz y Fabio Zanolin [4], en el cual se considera un sistema de Kolmogorov

ZE; = IL‘ihz‘(t7ZL’1, ce ,IL‘N)
{ : (1)

i = 1,...,N

donde para cada i =1,...,N, h; : R x ]Rf — R es una funcién continua la cual es
T-periédica (7" > 0) en la variable ¢. Este sistema generaliza los sistemas competitivos

del tipo Lotka-Volterra

T, = [ai(t) — Zbij(t)xj] ; i=1,...,N

Jj=1

donde se supone que las funciones a;, b;; : R — R son continuas y T-periddicas,
a;(t) >0, b;;(t) > 0 sobre [0,T]. Aqui se utilizard como herramienta principal la teoria
de Grado Topoldgico para garantizar la existencia de una solucién positiva y T-periddica

para el sistema (1).
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CapriTUuLO 1
INTRODUCCION

Este trabajo trata acerca de la existencia de soluciones periddicas positivas para una
clase de ecuaciones diferenciales ordinarias las cuales han sido consideradas como re-
levantes por sus multiples aplicaciones a la dindmica poblacional. Mas precisamente,

estudiaremos el sistema de Kolmogorov
z, = x;hi(t,xy, .. xn); i=1,... N (1.1)

el cual fue estudiado por Anna Battauz y Fabio Zanolin en [4], y generaliza los sistemas

competitivos del tipo Lotka-Volterra

N

a;(t) — Zbij(t)xj] . i=1,...,N (1.2)

J=1

/

donde se supone que las funciones a;, b;; : R — R son continuas y T-periddicas,
a;(t) >0, b;;(t) > 0 sobre [0,T].
Observe que al hacer

N

hi(t, o, oan) = a;(t) = > by(t)z; (1.3)

j=1

entonces las funciones h; serfan continuas y T-periddicas ya que los a; y los b;; también

lo son. Asi es natural estudiar el sistema (1.1) bajo la siguiente hipotesis.

(Hy) Paracadai=1,...,N, h;: R, x (R;)¥ — R es una funcién ! continua la cual

es T-periddica (7' > 0) en la variable t.

La suposicién de un periodo comin para todas las funciones h;(-,x) es, tal vez, una

fuerte restriccién, la cual sin embargo ha sido considerada por varios autores (ver por

! Desde aqui en adelante denotaremos por: R, := [0,00) y RT := (0, 00).
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ejemplo [3], [5], [6], [7], [8], [10], [11], [12], [13], [18], [21] y las referencias alli dentro) y
que se justifica por las muchas aplicaciones en la descripcién del comportamiento de N-

especies x1,...,ry en un medio ambiente periddico debido a fluctuaciones temporales.

Observe ademds que para cada i e j con i # j tenemos que si h;(t, zq,...,zy) €s como
en (1.3) entonces debido a que b;;(t) > 0, para todo t € [0,T], se tiene que

8hi(tam17 s ,I'N)
81‘]'

asi la funcién h; es decreciente en la variable x;. Esto induce a pensar en la siguiente

condicién para el sistema (1.1). Supongamos también

Hy) La funcion h; es decreciente en la variable x; para cada i e j con i # j (con
j
i,j=1,...,N).

Ahora en lo que respecta al comportamiento de la i-ésima componente, en ausencia de
las otras competidoras, se consideran algunas suposiciones que se hacen a la hora de
estudiar el modelo logistico, es decir, denotando por e; al i-ésimo elemento de la base

ortogonal estdndar de RV, definimos para s € R
h“(t, S) = hz<t, 562‘) = hl(t, 0, Ce ,O, S, O, Ce ,0)
y supondremos que

limsup h;i(t,s) < hioo(t) uniformemente en ¢ € [0,7] (1.4)
§——+00

donde h; o : R — R es una funcién continua y T-periédica que definiremos posterior-

mente.

Ademads sabemos por [15] que si la condicién del tipo Landesman-Lazer

T T
0 0
se cumple, entonces, para cada i =1,..., N la ecuacion
v = uhy(t,u) (1.6)

4
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tiene solucion positiva y T-periddica.

Estas condiciones son satisfechas para el sistema Lotka-Volterra (1.2). En efecto:
Como las funciones a; y b;; son continuas y T-periédicas entonces ellas son acotadas.
Denotando por g™ al méximo y ¢ al minimo de la funcién g : R — R sobre el

intervalo [0, 7] tenemos que

lim sup hy;(t, s) = lim sup|a;(t) — by (t)s] < limsup[a’ — bks] = —oc0
S——+00 s——+00 S§——+400
por lo tanto basta con tomar h;(t) = —1, para todo ¢ € R para que de esta forma

tener que la condicién (1.4) es satisfecha y ademds
T T
0 0
donde @; denota el promedio de la funcién a; sobre [0, 7], es decir

1 T

El objetivo de este trabajo es probar la existencia de un estado de coexistencia para el

sistema (1.1) con N = 3, es decir, estudiaremos el sistema

ry = xih(t, 21, 29, x3)
:CIQ = Q;‘2}?‘2(167':E171;27'r3) (]‘7)
xy = w3hs(t, 21,29, 3)

bajo las hipétesis (Hy), (Hz), (1.4), (1.5) y ademés

(Hj) Parai = 1,2, 3, existen constantes positivas m; y funciones continuas y T-peri6di-

cas v; : R — R, con fOT ~v; > 0, tales que, para cualquier € > 0, las funciones

¢571(t) = fo {mlhl(t,l'l,l’g,()) — hz(t,l’l,l’g,O)}
e<z1<1/e
0<z2<1/e

ngjg(t) = inf {mghg(t,o,l’g,xg) - hg(t,O,Ig,[Eg)}
e<zo<l/e
0<z3<1/e

¢573(t) = inf {mghg(t,l'l,O,JTg) — hl(t,l‘l,O,QTg)}
e<zz<l/e
0<z1<1/e

Satisfacen ¢.;(t) > 7i(t), Vt € [0,T] y ¢-; # .

bt



CAPITULO 1. Introduccién 6

En [2], Ahmad estudio el siguiente sistema

uw = ula(t) — b(t)u — c(t)v] (18)
v = v[d(t) — e(t)u — f(t)v] '
bajo las condiciones
aLfL > cydy y budy < areg. (19)
La hipdtesis (Hj) es una extensién de (1.9) y la cual implica
db(t) <ae(t) y af(t)>de(t), (1.10)

siendo esta ultima desigualdad estricta sobre un conjunto de medida positiva.

Esta informacién puede ser recopilada de la siguiente manera:

(Hj) Existe m > 0 y una funcién continua y T-periddica v : R — R, con f0T7 >0y
tal que para cualquier € > 0
¢-(t) := Inf {mU(t,u,v) —V(t,u,v)}

0<u<l/e
e<w<l/e

satisface ¢.(t) > y(t), para todo t € [0,T] y ¢. # 7.

En efecto:

) >0y d(t) >0, para todo t € [0, T] entonces podemos

dal
(t) —d(t), para asi tener que, fo t)dt = & _ar=o.
a

Como en el sistema (1.8), a(t
d da

d
tomar m =— >0y (t) =
a a

Ademas observe que,
mU (t,u,v) — V(t,u,v) = mla(t) — b(t)u — c(t)v] — [d(t) — e(t)u — f(t)v]
= ma(t) — mb(t)u — me(t)v — d(t) + e(t )u + f(t)v

) +
" +u(@ @)+v @»
= my)—ﬂﬂ+u< t) ( “<»
> A(t) si Ogugé e <w Sé
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esta ultima desigualdad se tiene por (1.10), asi, y(t) es cota inferior del conjunto
{mU(t,u,v) = V(t,u,v) : 0 < u < % y e <wv< é}, para todo t € [0,7], por
lo tanto ¢.(t) > (t), para todo t € [0,7]. Ademés ¢. # v, ya que si ¢. = v, para todo

t € [0, 7], entonces debe ocurrir que
ae(t) —db(t) =0 y af(t)—dc(t)=0

teniendo de la dltima ecuacion una contradiccidn.

Ahora, al generalizar la condicién (H}) para el sistema (1.7) obtenemos la hipdtesis

(H3) escrita anteriormente.

Finalmente bajo estas condiciones se puede enunciar y posteriormente demostrar el re-

sultado principal de la publicacién [4] el cual es el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Supongamos (Hy), (Hs), (1.4) y (1.5). Entonces el sistema (1.7) tiene
al menos un estado de coexistencia (T-periodico) si (Hj) se cumple. Mds ain, existe
un congunto compacto K C (R™)3 que contiene todos los estados de coexistencia (T-

periddicos) de el sistema (1.7).



CAPITULO 2
PRELIMINARES

En este capitulo presentaremos algunas definiciones y resultados que son necesarios en
el desarrollo del presente trabajo. Tales resultados son obtenidos principalmente de [1],
9], [14], [16], [17], [19] ¥ [20] y sus pruebas pueden ser vistas alli.

§2.1. Grado Topolégico de una funcion en R”

Aqui © C R", denotard un conjunto abierto y acotado en R™. €2 denotard su clausura
y 0L su frontera. Consideraremos los puntos  en R" como matrices n x 1, escribimos
x = col(xy,...,x,), al vector columna de componentes (z1,...,z,). Ademds diremos

que una funcién
f:0OcCR"—R*

es suave si existe un conjunto abierto G O O y una funcién F : G — R* tal que si
F = col(Fy, ..., F}y), entonces F; tiene derivada parcial continua de todos los érdenes

para 1l < j<ky Fl|lo = f es decir, F(x) = f(z), para todo = € O.

Definicién 2.1. Sea f : Q C R® — R* una funcién suave. Diremos que ¢ € R¥ es un

valor reqular de f si x € f~(q) N Q implica que la matriz

Dyfi(x) - Dnfi(x)
Df(x) = f'(z) = : ' :
Difi(x) -+ Dufi(z)
= [D:if,...,Dynf]

tiene rango k (kK < n) o si ¢ ¢ f(§2). En particular, si k = n, det f'(x) # 0, para todo
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x € f~Y(q), entonces ¢ es un wvalor regular. Un elemento ¢ es llamado un valor singular

o critico si este no es un valor regular.

Lema 2.1. Sea f : Q — R™ una funcion suave. Si ¢ € R™ es un valor reqular de f|q

yq & f(O2), entonces f~1(q) es un conjunto finito.

Definicién 2.2. Sea f : Q — R una funcién suave. Sea ¢ un valor regular de f|q tal

que q ¢ f(02). Definamos:

i)t = {zef g NQ: Js(x) >0}
e = {zefH9nQ: Jp(z) <0}

Si denotamos como #A el nimero de elementos de A y J; a la matriz jacobiana,
definimos
o > sgnldp(a)
d(f.q)=#f"(@)" —#f ()~ = { =@
0si f~Hg)NQ=0¢
El ntimero entero d( f, €2, q) es llamado Grado Topoldgico (de Brouwer) de f con respecto

aflyq

Teorema 2.1 (Caso especial de la invarianza de la homotopia). Sea H : Q x [0,1] C
R — R™ una funcion suave, Q abierto y acotado de R"™. Supongamos que f(x) =
H(x,0); g(x) = H(x, 1), para todo x € Q. Supongamos que ¢ € R™ es un valor regular
para H|ox01), flo ¥ 9la y también que g & H(0S x [0,1]). Entonces

d(f,€,q) = d(g,%, q).

Ahora presentaremos una serie de resultados para debilitar la definicion 2.2 y las

hipétesis del teorema 2.1.
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Lema 2.2. Supongamos que f : @ — R™ es una funcion suave, q es un valor reqular
de flo yq & f(O). Entonces eziste un entorno V de q tal que sip € V y p es un valor
reqular de f|o entonces f(x) # p, para todo x € O y d(f,Q2,p) = d(f,Q,q)

Lema 2.3. Supongamos que H : Q x [0,1] — R" es suave y que H(x,s) # q, para
todo x € O y todo s € [0,1]. Si f(x) = H(x,0), g(x) = H(z,1) para todo x € O y si
q es un valor reqular de flo y gl entonces d(f,$2,q) = d(g,$2, q)

Lema 2.4. Supongamos que f : Q — R" es una funcién suave. Si q es un valor

reqular de flo y q € f(O) entonces 0 es un wvalor reqular de g(x) = f(x) —q y
d(f,Q,q) =d(f —¢,2,0)

Lema 2.5. Supongamos que f : Q — R" es suave y q € f(0). Si q1, g2 son valores
requlares de flq tal que |qx — q| < dist(q, f(0R)), entonces d(f, 2, q1) = d(f, €, q2)

Ahora podemos definir d(f, €2, q), pero sin la condicién de que ¢ sea un valor regular.
Definicién 2.3. Si f : O — R" es una funcién suave y ¢ € f(99), entonces definimos:
d(f7 Qa Q) = d(f7 Q7 ql)

donde ¢; es cualquier valor regular de flq tal que |¢1 — q| < p = dist(q, f(0R))

El siguiente lema es una versién del teorema 2.1 pero sin la hipotesis de que ¢ sea un

valor regular.

Lema 2.6. Sea H : Q — R™ una funcién suave. Supongamos que q & H(9Q x [0,1]).
Si f(z) = H(x,0), g(z) = H(x,1), entonces

d(f,Q,q) = d(g,9,q)

10
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El siguiente lema nos permite extender la definicién de grado topoldgico para funciones

f, continuas y tales que g & f(992).

Lema 2.7. Sea f : Q — R" una funcién continua tal que ¢ & f(0S)). Sea fi : Q —
R™ funciones suaves, k=1,2; tales que |f(x) — fu(z)| < dist(f(08),q) para todo x € Q
y k=1,2. Entonces d(f1,9,q) = d(f2,2,q)

Asi, podemos definir d( f, €2, ¢) para funciones continuas tales que ¢ ¢ f(0€2), y también

dar una version del teorema 2.1 para funciones continuas.

Definicién 2.4. Sea f € C(Q,R") con ¢ € f(99). Si f1 es cualquier funcién suave con
I — filleo < dist(f(092),q), definimos:

d(faga(I) = d(f1797Q)

Teorema 2.2 (Teorema de la invarianza de la homotopia). Sea H : Q x [0,1] — R”
una funcion continua. Supongamos que H(x,s) # q para todo (x,s) € 0Q x [0,1].
Entonces, si f(x) = H(x,0) y g(x) = H(z,1) se tiene que

d(f,€,q) = d(g,%, q)

§2.2. Propiedades del Grado Topolégico en R”

Los siguientes teoremas son resultados clasicos e importantes de la teoria de grado

topologico en R™.

Teorema 2.3. Si f € C(Q,R"), ¢ & f(0Q) y d(f,Q,q) # 0, entonces existe v € ) tal
que f(z) = q.

11
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Teorema 2.4 (Teorema de Punto Fijo de Brouwer). Sea B = {x € R" : |z| < 1}. Si

f: B — B es una funcién continua, entonces existe o € B tal que f(xy) = o.

Teorema 2.5 (Teorema de Excisién). Sea f € C(Q,R") y supongamos que d(f,,q)
estd definido. Si A es un subconjunto compacto de ) tal que f(x) # q, para todo x € A,

entonces

d(f.8.q) = d(f,2~ A, q)

Teorema 2.6. Supongamos que f : Q — R™ es una funcién continua y p ¢ f(09).

Entonces para todo q € R",

(donde f — q denota la funcién x — f(x) —q)

62.3. Grado Topolégico en Espacios de Banach

La extension del concepto de grado topoldgico a espacios de dimension infinita tiene se-
rios problemas debido al hecho de que conjuntos cerrados y acotados no necesariamente
son conjuntos compactos. Esta es una de las razones por las cuales la nocién de grado
topologico es extendida para funciones de la forma I — K, donde [ es la identidad y K

es un operador compacto.

Para extender la definicién de grado topoldgico a espacios de dimensién infinita necesi-

tamos algunos resultados del grado topoldgico en espacios de dimension finita.

§ Perturbaciones finito dimensional de la Identidad

en un Espacio de Banach

Sean E un espacio de Banach con norma || - || y € C E un subconjunto no vacio, abierto

y acotado en E. Sean F : § — F una funcién continua y F(€) un subconjunto de un

12
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subespacio, de dimensién finita, de

El operador definido por:
f@) =z + Fz) = (I + F)(z)
es llamado Perturbacion finito dimensional de la identidad I en E.

Sean y € F'y E* un subespacio finito dimensional de E con y € E*y F(Q)) C E*.
Supongamos que y € f(99) y sea {ey,...,e,} una base para E*; definimos el operador
lineal T': E* — R" por

i=1

T (Z ciei> =col(c',...,c")

T es biyectiva con Ty T~! continua.

Consideremos el operador

ToFoT':T(QNE*) — R",

ahora como y & f(0Q) y 0T (2N E*) = T(0Q N E*) entonces
r+ToFoT Yz)#T(y), paratodo =z¢&T(00NE"),

ahora si denotamos por {2y al subconjunto abierto (2N E*) de R™ y por f* a la funcién
continua f*(x) = 2 + T o F o T~!(x) definida en T(Q2 N E*) vy yo = T(y), entonces el
grado topoldgico d(f*, o, yo) esta definido.

El siguiente teorema establece la no dependencia del subespacio E* escogido o de la

base seleccionada de E*.

Teorema 2.7. Sea ) un subconjunto no vacio, abierto y acotado de E y sea F :  —

E una funcion continua. Sea y un punto en E y supongamos que y y F()) estan

contenidos en los subespacios finito dimensionales Ey y Ey. Sea {p1,...,p,} una base

13
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para Ey y {q,...,qn} una base para Ey. Ademds, supongamos que Ty y Ty son las

transformaciones lineales acotadas, definidas por:

Ty (ZcipZ) = col(ct,...,c") e R"

=1
T (Zd@) = col(d',...,d") e R™
=1

Ademdas supongamos que y & f(09), donde f(x) =x + F(x).

Definamos
filz) =2+ TioFoT ' (z), Uu=TQNE), y=T). i=12

Entonces
d(f1,,y1) = d(fa, Q2, y2)

Definicién 2.5. Sean E y F' espacios reales de Banach y M un subconjunto no vacio

de E. El Operador T': M — F' es compacto o completamente continuo si:
1. T es continuo

2. Para cada subconjunto acotado A de M, T(A) es un subconjunto relativamente

compacto de F', esto es T(A) es compacto.

Teorema 2.8. Supongamos que E y F' son espacios de Banach. M un subconjunto
acotado de E yT : M — F es compacto. Dado € > 0, existe un operador continuo
T. : M — F cuyo rango T.(M) estd contenido en un subespacio finito dimensional tal
que

IT(w) = Te(u)l <& (ue M).

14



CAPITULO 2. Preliminares 15

Ahora retornando la situacién descrita al comienzo de esta seccién. Sean E un espacio
de Banach con norma || - || y @ C E un subconjunto no vacio, abierto y acotado de E.
Sea f : Q@ — FE una funcién completamente continua. Consideremos la funcién
f(x) =z + F(x) = I+ F)x) y ¢ ¢ f(0). Sea T. una aproximacién de 7' dada
por el teorema 2.8, definiremos el grado topolégico de I + T, relativo a un subconjunto

apropiado, finito dimensional de 2.

Teorema 2.9. Sean ) un subconjunto no vacio, abierto y acotado de E y f una pertur-
bacién compacta de la identidad en E (es decir, f = [+ F, F : Q — E completamente
continua). Sea q € E tal que q & f(O). Entonces existe un entero d con la propiedad
siguiente:

Si H :Q — E es continua y su rango estd contenido en un espacio finito dimensional

que también contiene al punto q vy

1
F(z) — H(z)|| < = inf -
sup [ F(z) = H(@)|l < 5 i I (@) —df

entonces h(x) = x + H(x) satisface que ¢ ¢ H(OS?) y d(h,2,q) = d.

Observacién 2.1. Ahora podemos presentar una version del teorema de la invarianza
de la homotopia del grado topoldgico para perturbaciones finito dimensionales de la
identidad en un espacio de Banach. Especificamente:

Sean hi, hy perturbaciones finito dimensionales en un espacio de Banach, h; : Q — E'y
sea q & hi(09),i = 1,2. Ademas sea H(z,t) continua en Qx [a,b], K(x,t) = v+ H(z,1),
donde K (x,a) = hy, K(x,b) = hy(z), para € Q. K(£,t) esta contenida en un espacio
finito dimensional E* de E, para cada t € [a,b] y supongamos que ¢ € K (99 X [a, b]).
Entonces

d(h1,9Q,q) = d(ha, Q,q).

Teorema 2.10. Sea 2 un subconjunto no vacio, abierto y acotado de E y sea f :

Q — E una perturbacion completamente continua de la identidad en E, (f =1+ F).

15
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Ademds, sea q € E tal que g ¢ f(02). Sean € > 0 tal que ¢ < 1’%{3Q I|f(x) —q| y T: una
S

aprorimacion de F. Entonces
d(l +1:,9Q,q) = d,

donde d es el entero cuya existencia estd garantizada por el teorema 2.9.

Definicién 2.6. Sean  un subconjunto no vacio, abierto y acotadoen Ey f: Q — F
una perturbaciéon compacta de la identidad en E. Supongamos que ¢ ¢ f(0f2). Defini-
mos d(f, €2, q) como el entero d cuya existencia se sigue de el teoremas 2.9 y del teorema

2.10. d(f, €, q) es llamado el grado topolégico de Leray-Schauder de f en q relativo a .

§ Propiedades del grado topolégico de Leray-Schauder

En la extension del grado topoldgico de espacios finito dimensionales a espacios de di-
mensién infinita se nota una diferencia sustancial en la clase de funciones para las cuales

se define el grado topoldgico, sin embargo, todas las propiedades permanecen validas.

Teorema 2.11. Siq € Q, entonces d(1,€Q,q) =1y
Sip & Q, entonces d(I,9Q,p) = 0.

Teorema 2.12. Sea 2 C E un conjunto no vacio, abierto y acotado, y sea f : Q — E
una perturbacion compacta de la identidad en E. Ademds, sea q € E tal que q & F(09Q)

y supongamos que d(f,Q,q) # 0. Entonces la ecuacion
fl)=x+F(z)=q

tiene al menos una solucion.

Teorema 2.13. Sea f : Q@ — E una perturbacion compacta de la identidad en E vy sea
q &€ f(09Q). Entonces existe £ > 0 tal que para toda perturbacion compacta g : Q — E,
de la identidad en E, d(g,<),q) estd definido y ademds

d(f,Q,q) =d(g,,q"),

16
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siempre que sup{ || f(x) — g(2)|| + ll¢ — ¢*[I} < e.
el

Teorema 2.14 (Teorema de la invarianza de la homotopia). Sea H : Q x [0,1] — E
una funcion compacta tal que h(x,t) = x + H(x,t) # q, para todo x € 00 y t € [0,1].
Entonces

d(h(-,0),9,q) = d(h(-,1),£2, q).

Teorema 2.15 (Excisién). Sea f : Q — E una perturbacion compacta de la identidad
en E. Siqd& f(0Q) y si A es un subconjunto compacto de Q tal que f(x) # q, para

todo x € A, entonces

d(f,Q,q) =d(f,Q2\ A, q).

Teorema 2.16 (Leray-Schauder). Sea f = I — AK un operador lineal compacto de E

1
en E tal que 3 1o es un valor propio de K. Entonces d(f, B(0,7),0) = (—1)?, donde (3

es la suma de las multiplicidades de todos los valores propios del operador K que tienen
1

el mismo signo de \ y son mayores que

Teorema 2.17 (Teorema de Continuacién). Sea Q@ C Cr un abierto y acotado que

satisface las siguientes condiciones:

1. No eziste z(-) € 09 tal que

= f(t,z;\), Xe]0,1); (2.1)
2. d(fo, QNRN0) #£0

Entonces

= F(t ),

2(0) = =(T),
tiene al menos una solucion z(-) € Q.
Agqui, f(t,2;0) = fo(z) y f(t,2;1) = F(t, ).
Demostracion. Ver [1], pagina 51. O

17
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Nota 1. C'r denota el espacio de las funciones continuas y T-periédicas. En la condicion
2 del teorema anterior se identifica vectores de RY con funciones constantes, por tal

motivo, tiene sentido escribir Q N RY.

Teorema 2.18 (Poincaré-Miranda). Sea C' un cubo n-dimensional y sea f : C — R"

una funcion continua que satisface la siguiente condicion:

fl('x)goa fl<y)207 para izla'-'ana

donde x y y son puntos en caras opuestas del cubo C' y f = (f1,..., fn). Entonces

f(z) =0, tiene al menos una solucion en C.

Definicién 2.7. Si g : D ¢ RY — R¥ es una funcién continua tal que, para algin

conjunto abierto Q C D, ¢g71(0) N Q es compacto, entonces definimos el entero
d(g, ) := deg(yg,0,0),

donde O es cualquier conjunto abierto y acotado tal que ¢g~'{(0)NQ C O C O CQy

“deg” es el grado de Brouwer.

Veamos que d(g,(2) estd bien definido, es decir, que es independiente del conjunto
abierto y acotado O.
En efecto:

Sean O y O, dos abiertos y acotados tales que

g O)NQCcOo,cO,CcQ v gHONQCO,CcO,CQ,

los conjuntos Oy — O1 y O1 — O4 son compactos (ya que estos son cerrados y acotados)

y ademas
(01 U 02) (Og 01) O y (01 U 02) (01 02) 02,

en efecto:
Supongamos que x € Oy, entonces x € O; U O,.
Afirmacién: z ¢ (O — O1), ya que al suponer que x € (O — O;), entonces por defini-

ci6én de clausura tenemos que toda vecindad N, de x satisface que N, N (O3 — O1) # ¢,

18



CAPITULO 2. Preliminares 19

en particular si N, = Oy, se tiene O1 N Oy N Of # ¢, esta contradiccién prueba que
& (0Oy—O;) y como x € Oy UO,, entonces x € (O UO,) — (Og — Oy).

Supongamos ahora que x € (O; U Oy) — (O3 — Oy), entonces x € (O; U Oy) ¥

x & (Oy — Oy), lo segundo implica que, existe una vecindad V, de z tal que

Ve N (Oy — O1) = ¢, pero como = € V,, entonces x ¢ (Oy — Oy), de esta manera
xz € (01 UO$) y como también = € (O; U Os), entonces

€ [(01 U Og) N (Ol U 02)} = [01 U (Og N 02)} = (01 U gb) =0

con esto queda demostrado que (O;UO;) —(Oy — O1) = Oy, andlogamente se demuestra
que (Ol U 02) (01 02) 02.
Ahora

deg(g,01,0) = deg(g, (01 UOy) — (Oy — 0y),0)
= deg(g,01UO,,0), por el Teorema (2.5);

andlogamente

deg(gv 027 0) = deg(gv (Ol U 02) (Ol 02) )
= deg(g,01 U O5,0), por el Teorema (2.5);

asi, deg(g,01,0) = deg(g,02,0). Esto prueba la buena definicién de d(g, 2).

Definicién 2.8. A las soluciones positivas y T-periddicas del sistema (1.1) serdn lla-

mados estados de coexistencia.

Definicién 2.9. Sea E un conjunto de funciones f : X — R todas con el mismo
dominio X C R. Dado zy € R, diremos que el conjunto E es equicontinuo en x

cuando, dado £ > 0, existe § > 0 tal que
re X, |x—uxo] <d=|f(z) — f(zo)| < e, cualquiera que sea f € F

Definicién 2.10. Un conjunto E de funciones f : X — R, se dice que es equicontinuo

cuando E es equicontinuo en todos los puntos zo € X.

Teorema 2.19. Sea E un conjunto de funciones diferenciables en un intervalo I y sea
c una constante positiva tal que | f'(x)| < ¢, para toda f € E y todo x € I. Entonces E

es equicontinuo.

19
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€
Demostracion. Sea zy € I. Dado € > 0, tomemos § = — luego.
c

Sixz € Iy estal que |x — o] < §, entonces por el teorema del valor medio tenemos que

|f(x) = f(xo)| < ¢l — xo] <,

para toda f € F, por lo tanto F es equicontinuo.
m

Teorema 2.20 (Ascoli-Arzela). Sea D C R un conjunto compacto. Entonces toda
sucesion equicontinua y simplemente acotada de funciones f, : D — R posee una

subsucesion uniformemente convergente.

20



CapriTULO 3

EXISTENCIA DE SOLUCION PARA
SISTEMAS DE KOLMOGOROV

En este capitulo se enuncia y demuestra dos lemas preparativos los cuales a pesar de
que el teorema central esta enunciado para dimension tres, estos lemas pueden ser

demostrados para cualquier dimension. Para ello consideremos la siguiente familia de

sistemas
I‘; = Iih?<t7xl7--'uxN;A)7 A€ [071] (31>
i = 1,...,N
donde, para cada i = 1,..., N, hf : R x (Ry)"Y x [0,1] — R es una funcién continua

la cual es T-periddica (7' > 0) en la variable ¢ y tal que
hi(t,z;1) = hi(t,x), Vte0,T], Voe (R,)N.
Asi como en [1], supondremos que para A = 0 el sistema (3.1) es auténomo, asi que
hi (t, 25 0) = hi(2),

donde h® = (h9,... h%) : (Ry)Y — RY es una funcién continua.
De aqui en adelante, se usara la siguiente notacion:
Dado cualquier conjunto de indices J = {j1,...,75,} C {1,..., N}, conr > 1, definimos

para x = (11,...,7y) € RY,
c— (s . RV = R”
xy = (xj,...,xj) € =R".
Reciprocamente, para cualquier y € R",
J
Yy’ = (21, .., 2N),

donde z; = y; paralosi € Jy z, =0 paralosi & J.
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Ahora uno de los resultados importantes al cual haremos referencia es el siguiente lema,
que juega un rol importante en la demostracién del teorema central. Por tal motivo

serda enunciado y demostrado a continuacién.

Lema 3.1. Supongamos que se satisfacen las hipotesis
T

(Ko) Para todo X € [0,1], existe ¢ € {1,...,N} tal que [ hj(t,0; \)dt # 0.
0

(K1) Existe M > 0 tal que para cualquier solucion positiva, T-periddica de (3.1) satis-
face que z;(t) < M, para todot € [0,T) ei=1,...,N.

(Ks) Para cada J = {j1,...,4-} C{1l,...,N}, con1 <r < N —1 y cada solucién

positiva, T-periddica y(-) de el subsistema reducido

v =yl by ) Ael0,1], i=1,...7 (3.2)
T
exviste v & J tal que [ hi(t,y’ (t); N)dt # 0.
0

Entonces, existe un conjunto compacto K C (RT)Y tal que cualquier solucidn positiva,
T-periodica x(-) de (3.1), satisface que x(t) € K, para todot € R. Si ademds suponemos

que se satisface la siguiente condicion
(K3) d(n®, (R*)Y) # 0
Entonces, eziste un estado de coezistencia para el sistema (1.1).

Demostracion. Probemos primero que existe un conjunto compacto K C (R*)¥ tal que
cualquier solucién positiva, T-periédica z(-) de (3.1) satisface que z(t) € K, para todo

teR.

Para ello supongamos por reducciéon al absurdo que para todo conjunto compacto
K existe una solucién positiva y T-periddica z(-) de (3.1) tal que z(t,) ¢ K, para
algiun t, € R. En particular para cualquier n € N, tomando K = [%,n}N, existe una
solucién x,(-) positiva y T-peridédica de (3.1), para algin A = A, € [0,T], tal que
a(R) ¢ [5,n]"

Con esto demostraremos varias afirmaciones que nos llevaran a una contradiccion.
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Afirmacion 1. (K;) implica que, para n > M, existe i = i, € {1,..., N} tal que

min(z,); < —.

0.7] n
En efecto:
1
Si min(x,); > — para todo i € {1,..., N}, entonces
0,7] n
1 ,
— <min(z,); < (r,); <M <n,
n 01
para todo i = 1,..., N, luego z,(R) C [%,n}N lo cual es una contradiccién. Y esto

demuestra la veracidad del enunciado.

Afirmacion 2. (K;) implica que, [(,)ileo < My [(2))iloo < ML, para todon € Ny
para todo ¢ € {1,..., N}, donde

R 4 * . . N
L.—i:ml%?fN<sup{|hi(t,z,/\)|. telfo,T], =elo, M, Ae[O,l]})

En efecto:
por (K;) sabemos que existe M > 0 tal que cualquier solucién positiva, T-periddica
de (3.1) satisface que z;(t) < M, para todo t € [0,T] y para todo ¢ € {1,..., N}, en

particular para la solucién z,(-) tenemos que
(@)oo = mix {|(@)i(0)] : ¢ € 0,71} < M
y como (x}); = (x,)ih(t,z,1,...,2N; A), entonces por definicién de L se tiene
|(@0)iloo = [(@n)iloo i (£, 21, - - 2N A)|oo < ML

Como la sucesién de los A, € [0,7T], entonces (A,)nen €s acotada y por lo tanto esta
posee una subsucesiéon convergente digamos \,, — A, cuando k — +o00, con estos
indices (x,); también es acotada, asi por el teorema 2.19 se tiene que la familia de
las (z,); es equicontinua y ademds uniformemente acotada en virtud de la afirmacién
2. Asi por el teorema 2.20 (de Arzela-Ascoli) (z,); posee una sub subsucesiéon que
llamaremos nuevamente x,, tal que

lim z,(t) = u(t), uniformemente con respectoa ¢t &R

n—oo
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Afirmacion 3. u es una soluciéon T-periédica de (3.1) con A = X, (es decir: solucién
de z = x;hl(t,z; \)), y es tal que minuy = 0, para algin k € {1,...,N}. Y ademas
u > 0, para todo k € {1,...,N}.

En efecto:
Como x,, es solucion de (3.1), entonces (x,,); satisface la ecuacién integral
t
(@i(®) = a)ito) + [ (o s, (5): 0, )
to

y al tomar limite cuando n — +o0o y teniendo en cuenta h}(t, z,(t); A,) converge uni-

formemente con respecto a t € R a hf(t,u(t); A) se tiene
t —
w(t) = wito) + [ wi(s)hi(s,u(s)i s
to

y por tanto u es solucién de (3.1).

u es T-periddica ya que los x,, lo son, en efecto:

u(t+7T) = lim z,(t +7T) = lim z,(t) = u(t).

n—oo n—oo

Ademads, como los (z,)r > 0, para todo k € {1,..., N}, entonces

u = lim (z,)r > 0.

n—oo
Veamos que min uy = 0, para algin k € {1,..., N}.
En efecto:
Supongamos por reduccién al absurdo que minu, > 0, para todo k € {1,..., N} y sea

o= min <m1’n uk(t)) )

k=1,...N \ t€[0,T]

Como a > 0, entonces por la propiedad arquimediana, existe un entero P, > 1 tal que

1
B < a. Ahora tomando P = méax{M, P;} se tiene que:
1

Sin > P, entonces n > M yn > M. Comon > M, entonces por la afirmacién

: ) 1 .
1, existe £ € {1,...,N} tal que minuy < —; y como también n > P, entonces
n
1 C .
- < 2 < a < minug < — con esta contradiccion queda demostrado que minu; = 0,
n 1 n
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para algin k € {1,..., N} y con esto se completa la prueba de la afirmacién 3.

Para un indice arbitrario ¢ € {1,..., N}, consideramos la i-ésima ecuacién en (3.1), con
A =\, y usando la periodicidad de la solucién positiva z,,, obtenemos que
T T !
it
| it = [ o
0 o (Tn)i(t)

y tomando limite cuando n — +o0 y teniendo en cuenta que h}(t, z,(t); \,) converge

uniformemente con respecto a t € R a hj (¢, u(t); A) obtenemos que

T
/ hi(t,ur(t), ..., un(t);\)dt =0, Vi=1,...,N. (3.3)
0

Afirmacion 4. Existen conjuntos no vacios J y S, con {1,..., N} = JU S y tales que

minu; >0 si jeJ

minu, =0 si ke S

En virtud de la afirmacion 3 tenemos que S # ¢.

Para probar que J # ¢, necesitaremos hacer uso de la siguiente afirmacién.

Afirmacion 5. maxug = 0, para todo k € S

En efecto:
Consideremos la k-ésima ecuacién en (3.1), con A = A, y sea to € [0,7] el valor donde

() alcanza el minimo, es decir (z,)x(to) = H[loll%](xn)k(t)
te|0,

Luego como
(@)i(t) = (za)e(Ohi (L, 2 (t); An) < (@) ()| 15 (L, 20 (8); An),
entonces al despejar se tiene
(@5)i(t) = () () hE (L, 2n(t); An)| < 0,
luego, integrando de t; a t obtenemos que
(z)e(t)e” St Wi (s,en(s):An)lds (2)x(to) <0,
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ahora, usando la monotonia de la integral y de la funcion exponencial se sigue que
()i (t) < (flfn)k(to)eft% |h (5,20 (s);An)|ds < ml’n(xn)kefoT|h]:(s,:(:n(s);)\n)|ds’
de esto y la definicién de L se tiene
(2n)k(t) < min(z,)re’™,

esto implica que

méx(z, ), < min(z,)re’ ",

luego tomando limite cuando n — 400 se sigue que
L

max uy, < minugze’ ~,

si k € S, entonces minu, = 0, por lo tanto, como las componentes de u son mayores o

iguales que cero, (por ser limite de la z,, cuyas componentes son positivas)tenemos que
maxu, =0, siempre que k€ S (3.4)

Esto prueba la afirmacion 5.

Para terminar de probar que J # ¢, supongamos por reducciéon al absurdo que J = ¢,
asi S ={1,...,N}y

0=minu, <wu, <mixup =0, paratodo ke S={1,...,N}

lo cual implica que u = 0, y al sustituir u = 0 en (3.3) se contradice la hipdtesis (Kj).

Esto prueba la afirmacion 4.

Con la suposicién inicial hemos probado las 5 afirmaciones anteriores, ahora llegaremos
a una contradiccién para concluir que existe un conjunto compacto K C (R*)Y tal que
cualquier solucién positiva, T-periédica z(-) de (3.1) satisface que z(t) € K, para todo

te R

Sea J = {j1,...,Jr}, para algin 1 < r < N — 1 y observe que de acuerdo con el
significado de u;, esta es una solucion positiva T-periddica de el subsistema reducido
yh = yjih;i(t,yJ,X), i=1,...,7
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Note también que, consistentemente con la notacién introducida anteriormente, tene-

mos que para los k & J, up = 0y asi (uy)’ = u.

Ahora segtin la hipdtesis (K3), existe un indice v € S tal que

/ st ut): )t £ 0,
0

esto claramente contradice la ecuacién (3.3) que habjamos encontrado anteriormente.

Asi hemos probado la afirmacion inicial. Por lo tanto existe un conjunto compacto
K C (RT)YN que contiene a todas las soluciones positivas T-periédicas de la familia de

sistemas (3.1).

Afirmacién 6. El compacto K contiene al conjunto A = {x € (R")"V : 1%(z) = 0}.

En efecto:
Recordemos que h(t,x;0) = hY(x), es decir que para A = 0 la familia (3.1) se reduce

al siguiente sistema el cual es autéonomo.
vl =xhd(x), i=1,...,N (3.5)

Sea z € (RT)V.

Siz € A, entonces x es un equilibrio de (3.5), asi x es una solucién positiva y T-periddica
de (3.5) y por lo tanto x € K. Esto ltimo es porque K contiene a todas las soluciones
positivas y T-periddicas de (3.1), para todo A € [0, 1], en particular para A = 0.

Por lo tanto A C K.

Ahora se buscard usar la hipétesis (K3) para garantizar la existencia de un estado de
coexistencia para el sistema (1.1).
Para ello tomemos un ¢ > 0 suficientemente pequefio tal que K C (g,e71)" y veamos

lo siguiente

Afirmacion 7. deg (col(xihg)lgign, (¢, %)N, O) = deg (ho, (¢, %)N, O)
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En efecto:
Recordemos que deg(f,D,q) = >, sgn[Js(z)]
z€f~1(q)
0 8:v1h(1) . axlh?
xlhl 6231 8xN
J = :
0 amNh?V . 83:Nh?v
xNhN 6931 a:l:N
0 ony . ony
hl + I oz Z1 Oz
onY, 0 onY,
IN o1 T hN + xN@xN

Definamos la funcién F(x) = zh%(z), seaT € F71(0) = {x € (RN : hO(z) = 0}. Asi

—onj@  — on(@)
1784, 1 oxr N
Jp(T) = : : = (T1Z2 - TN)Jpo(T)
—  0r% (@) —  0Rr (@)
dor . TN ey

Como los x; son positivos, entonces sgn[Jp(Z)] = sgn[Jno(T)| de esta manera se cumple
que deg (col(x;h?)1<i<p, (e, 1)V, 0) = deg (h°, (e, ), 0).

Afirmacion 8. deg (ho, (e, V)N, 0) =d (ho, (RﬂN) #0

Esta igualdad se obtiene directamente de la definicién 2.7 haciendo

g=1, Q=®"Y, 0=(,)", D=(R,)", g'(0)NQ=h""(0) N (R

’e

el conjunto h°~'(0) N (R*)N es compacto ya que es cerrado (por ser la imagen inversa
de un cerrado mediante una funcién continua) y esta contenido en el compacto K.

Finalmente por (K3) tenemos que d (h°, (RT)V) # 0.

Considere también el conjunto w, en el espacio Cr de las funciones z : R — R¥Y

continuas y T-periédicas (dotado con la norma del supremo | - | ), definido por
we={r€Cr:e<zit)<e ' VteRVi=1,...,N}

Afirmacion 9. El conjunto w. es abierto y acotado en Cr.
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En efecto:

Veamos primero que w, es abierto en Cr.

Sea x una funcién continua y T-periddica tal que x € w, y sea xp;, = sup{w;(t) : t € R}
y xr, = inf{z;(t) : t € R},

asi, xr, < x;(t) < xpy,, para todo t € R; entonces tomando

, 1
0= min <z, —&,— — T, ¢,
€

i=1,.,N
se tiene que, dado y € Bs(z), es decir |y — x|« < J, tenemos que, para cadai=1,..., N
[y:(t) = 2:(®)] < max {|yr(t) =21 (®)], - [yn (1) — 2 (O]} = |y — 2o <6,

de esta manera

1 1
e =c—xp,+rp, < =04z, < —0+x;(t) < yi(t) < d+z;(t) < d4apn, < ——xp+ay, = —,
5 £

1
asi, ¢ < y;(t) < —, para todo i = 1,..., N y para todo t € R, con lo que se concluye
€

que y € w. y por lo tanto w. es abierto en Cr.

También es claro que w. es acotado ya que es imposible tener una funcién continua y

T-periddica y cuya norma sea infinito.

Ahora identificando cada elemento de RY con una funcién continua y T-periédica (fun-
ciones constantes) se tiene que w. NRY = (g,e7HV luego, por la escogencia del e,
sabemos que para cualquier A € [0, 1], no existe solucién positiva y T-periédica x de

(3.1) con z € Ow..

Finalmente, usando el teorema 2.17 tenemos que existe por lo menos una soluciéon
para (3.1) con A\=1y T € w..
Ahora como T € w, entonces esta es positiva. Asi concluimos que el sistema (1.1) tiene
un estado de coexistencia.

m

Otro resultado que usaremos para demostrar el teorema central es el siguiente lema:
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Lema 3.2. Supongamos que se cumplen las hipétesis (Hs), (1.4), (1.5), entonces las

condiciones (Ky) y (K1) en el lema 3.1 son satisfechas.

Demostracion. Para probar este lema, tomemos para cada i =1,..., N

1 T
BE(t 2 \) = Ahalt, 2) + (1 — A)T/ hi(t,2)dt, WEER, ze (RN, (3.6)
0

asi tenemos que

1 T
BO(2) = B (t, 2 0) = T/o hi(t, 2)dt, = € (RN,

En primer lugar, de la definiciéon de hf(t, z; A) en la ecuacién (3.6) se tiene que, para

A€ 0,1]
T T 1 T T
/ B0 N dt = /\/ hi(t,O)dtJr(l—)\)—/ hi(t,o)dt/ ds
0 0 T 0 0
T T T
_ /\/ hi(t,O)dtJr/ hi(t,o)dt—)\/ ha(t, 0)dt
0 0 0
T
= / hi(t,0)dt >0, paratodo i=1,...,N
0

esto ultimo se tiene por la primera condicién de la ecuacién (1.5), por lo tanto ya se

tiene garantizada la validez de la propiedad (Kj).

Ahora para verificar que la hipdtesis (K1) es satisfecha, veamos de antemano que de la

ecuacion (1.4) y de la segunda condicién de la ecuacion (1.5), existen R > 0 y funciones

o1,...,0n, con cada o; : R — R continua, T-periddica y tal que 7; := %fOT 0; <0y
hii(t,s) < o4(t), para todo s > R.
En efecto:

Sea t € [0, T}, fijo pero arbitrario, y fijemos un gy > 0 tal que

1 /T
T/ hioo(t)dt +e9 <0, paratodo i=1,...,N.
0

Entonces, para ese g9 > 0y ese t € [0, T], existe un R;(f,&9) > 0 tal que

sup  hy(t, s) < limsup hy; (¢, s) + €o,

s>R;(t,e0) §—00
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asi, tenemos que

hii(t, s) < limsup hy; (€, 8) + €0 < hio(t) + €0,

S§—00

para todo s > R;(t, <o),
esto es,
hii(t, s) < hioo(t) + €9, para todo s> R;(t, ),

luego, por continuidad, tenemos que, existe §(¢) > 0 tal que hy;(t, s) < h; «(t) + &0, para
todo t € (£—6(f),T+6(f)) N[0,T] y para todo s > R;(Z, &),
de esta manera,

U (E-6).1+06(D)

tel0,T
es un cubrimiento abierto del conjunto compacto [0,7], por lo tanto este posee un

subcubrimiento finito, digamos
Ut—5 ).t +6(t5)),

ahora, tomando R; = max{R;(t1,¢0),..., Ri(tm,c0)} > 0 se tiene que:
Sit€[0,T)ys > Ry, entoncest € (tj,—06(tj), s +0(tj))N[0,T]y s > R; > Ri(tjo, €0),
para algun jo € {1,...,m}, por lo tanto, h;;(t,s) < h; ~(t) + €0,

finalmente, tomando R = méx{Ry,..., Ry} > 0 se tiene que:
hii(t, s) < his(t) + €o,
para todo t € [0,7], todo s > Ry todoi=1,...,N.

Definamos, para cadat=1,..., N, 0; : R — R de la siguiente forma,

0i(t) := hi(t) + €¢, asi tenemos que,

I I I
7, = T/o i)t = ?/o b o ()t + ?/0 codt
1 T
_ T/o hi (£t + 20 < 0,
ademas, para cadai=1,..., N,
hii(t,8) < hioo(t) + €0 := 04(t),
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para todo t € [0,7] y para todo s > R. Ahora, por la periodicidad de las h;; y de las
0;, tenemos que h;;(t, s) < o;(t), para todo t € R y para todo s > R, de esto se tiene,

1 T
hi(t,s;A) = Ahg(t,s) + (1 — )\)?/ hii(t, s)dt
0

< Aoi(t)+ (1 = N)7;, paratodot € Ry todos> R,

luego, si z(-) es cualquier solucién positiva y T-periddica del sistema (3.1) para algin
A € [0, 1], entonces usando el hecho de que h} es decreciente en la variable z; para cada

i # 7, (esto por la hipétesis (Hs)), tenemos que

para todo t tal que z;(t) > R. La desigualdad (3.7) no se puede cumplir para todo

t € [0,7T], ya que si se cumpliera tendriamos la siguiente contradiccion:

0 = Infz;(7)] — In[z;(0)]
e \

&
m.

0

< / ' Noy(t) + (1 — \)7]dt

= To; <0
por lo tanto, existe #; € [0, T] tal que z;(t;) < R.

Notacion: Aqui denotaremos por | - |; a la norma definida sobre el conjunto de las

funciones continuas en [0, 7], de la siguiente manera:

fl= / F(t)dt

T-periddica de (3.1) se cumple que x;(t) < M, para todo t € [0,T] y todoi=1,..., N.
En efecto:
Supongamos que existe una solucién positiva y T-periddica z(t) de (3.1), que existe un

indice i € {1,...,N} y un t; € [0,7] tal que x;(t;) > M, entonces como M > Ry
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xl(%:) < R, entonces existe t} entre los puntos t; v t; tal que z;(t7) = R. Como las x;

son T-periddicas, entonces existe t € [tf,t7 + T tal que

zi(t") > M. (3.8)

Ahora, sea A := {t € [t},t!] . x;(t) = R}, A es no vacio ya que z;(t}) = R, también esta

177

acotado superiormente, por lo tanto podemos tomar t; = sup{t € [t},t!] : z;(t) = R}

el cual pertenece al conjunto A, ya que este es cerrado. Ahora si t € [t},t/], entonces
x;(t) tiene tres posibilidades, x;(t) > R, z;(t) = R o z;(t) < R, si ocurre lo ultimo, es
decir si z;(t) < R, y como también z;(t/) > R, entonces existe un #; € (t,t”) tal que
x; (tAZ) = R, esto contradice el hecho de que ?; es el supremo del conjunto A, por lo tanto

sit € [t],t!], entonces x;(t) > R, luego de la desigualdad (3.7) tenemos que

1) 71

zi(t) — z;(0)[Aoy(t) + (1 — N)7]) <0, para todo t € [t;, ],

1) 71

y al integrar de t; a t y tomando en cuanta que

"
ti

1 1 T
/ (Aai(t)+(1—A)Ei)dt§/ )\ai(t)dtg/ \Ui(t)|dt§/ o3(8)]dt = |1,
" # t 0

se tiene que
f:/;/ (Ao (1) +(1=N)773)dt

zi(t))e™

15 Qo)+ (1- N7t

8
N
~—~

~

X
N—
IA

Re

< Relil,

de esta forma
;(t]) < Relih < Remiloih =L} —
i) = ~

esto contradice la desigualdad (3.8), asi queda demostrada la afirmacién y por lo tanto
la condicién (K7) del lema 3.1 también es satisfecha. Esto completa la demostracién de

este lema. 0
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CAprIiTULO 4

EXISTENCIA DE UN ESTADO DE
COEXISTENCIA

Ahora pasaremos a enunciar y demostrar el teorema central de este trabajo.

Teorema 1.1. Supongamos que se satisfacen (H;), (Hz), (1.4) y (1.5). Entonces el
sistema (1.7) tiene al menos un estado de coexistencia (T-periddico) st (Hj) se cumple.
Més atin, existe un conjunto compacto K C (RT)? que contiene todos los estados de

coexistencia (T-periédicos) de el sistema (1.7).

Demostracion. Para probar este teorema se hara uso del lema 3.2 y del lema 3.1.

Por el lema 3.2 sabemos que las condiciones (Ky) y (K7) del lema 3.1 son satisfechas.

En particular para el caso N = 3.

Veamos ahora que se cumple la condicién (K3), para ello demostremos primero que no
existe solucién T-periddica del sistema (3.1) que tenga la forma (z1,x2,0), (0,z9,x3)
(21,0,23) con x; > 0, para i = 1,2, 3.

Consideremos solo el primer caso, los otros son similares.

Supongamos por reduccién al absurdo, que existe un par (zy,x2), donde los z; > 0,

T-periddicos para ¢ = 1,2 y tal que

{x’l(t) = z1(bh

i (4.1)
(t) = a(Ohs(t, 1(t), 22(1),0;A),

X
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CAPITULO 4. Existencia de un estado de coexistencia 35

para algin A € [0, 1]. Luego para m; y v, dado en (Hj), obtenemos que

71(t> < gbé,l(t)’ vt e [O’T]
= inf {mlhl(t,xl,mg,O) —hg(t,xl,mg,O)}, YVt € [O,T]

e<z1<1/e
0<z2<1/e

< mahi(t, 21 (t), 22(), 0) — ho(t, 21(t), 2(t),0), Wt € [0,T],

y para, x1 € [e,1/e] y x5 € [0,1/¢].

Como ¢, 1 y 71 son continuas y no son idénticamente iguales, entonces existe ¢y € (0,7)
tal que v1(ty) < ¢e1(to). Nuevamente por continuidad podemos encontrar un a > 0
suficientemente pequeno tal que (to — o, tg + ) C [0,7] y ademds 7, (t) < ¢.1(t), para
todo t € (to — «, to + «). Asi, integrando sobre el intervalo [0, 7] y usando la definicién

de A se tiene que
T
0 < / Y1 (t)dt
0

< m /T hi(t, z1, 22, 0)dt — /T ho(t, 21, 22, 0)dt
= mlT(l]z?(zl,zg,O) — Thg(zl,(z):g,O)
= T(mlh?(Z]_,ZQ,O) - hg(zl,zz,O))
y como T > 0 se tiene que myhd(z1, 22,0) — h(z1, 22,0) > 0 de modo que
mih(x1(t), 29(t),0) — hY(z1(t), 22(¢),0) > 0

para todo t € [0,7].

Usando la desigualdad anterior y el sistema (4.1) se sigue que

o = [ (B0 E0Y,

— /OT (mahi (¢, 21 (), m2(t), 0; A) — h3(E, 1 (t), z2(t), 0; N)) dt

= /\/0 (mlhl(t,l‘l(t),l‘g(t),()) - hg(t,xl(t>,$2(t),0>)dt
+ (1- /\)/0 (mah] (21 (t), z2(t), 0) — hY(z1(t), 22(t),0))dt

> /\/O (mlhl(t,xl(t),xg(t),()) — hQ(t,xl(t>,I2(t),O>)dt

v

T
/\/ (bt > 0,
0
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lo cual es una contradiccion.

Este argumento, repetido para los otros subsistemas 2 x 2, nos llevan a la conclusion
de que no existen soluciones positivas, T-periédicas para cualquiera de los subsistemas
de (3.2) con J ={1,2}, J={2,3} o J = {3,1}.

Supongamos que J = {1}, J = {2} o J = {3}, nuevamente discutiremos sélo el primer
caso, los otros son similares.

Asi, sea u : R — R™ una solucién T-periédica de
ry = x1hi(t,21,0,0;\), para algin A € [0, 1], (4.2)
de la definicién de ¢.1(t) en (H3) tenemos que,
1(t) < ¢-1(t), paratodo te [0,T]
= inf  {mqhq(t, z1,22,0) — ho(t,z1,22,0)}

e<z1<1/e
0<a2<1/e

S mlhl(t7x17x270)_hQ(t7m17x270)

por lo tanto, v (t) < mqhy(t, 1, x2,0) — ha(t, 21, 22,0), para todo ¢ < x; < 1/e y todo

0 < x5 < 1/e. En particular para x5 = 0 se tiene que,
m1h1 (t, T (t), O, 0) > ’71(25) + hg(t, $1(t), 0, O) (43)

Luego, razonando como antes se tiene que esta desigualdad se cumple estrictamente

sobre un conjunto de medida positiva. Ahora integrando (4.3) sobre [0, 7] se tiene
mihY(x1(t),0,0) > hY(x1(t),0,0), para todo t € [0,T]. (4.4)

Finalmente de la ecuacion (4.2) y de las desigualdades (4.3) y (4.4) se tiene que
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T iL‘/ (t) T
0 = / my = dt:/ mahi(t, z1(t),0,0; X)dt
0 (1) 0
T T
_ )\/ mlhl(t,xl(t),O,O)dtJr(l—A)/ mah® (21 (1), 0, 0)dt
0 0
T T T
> )\/ %(t)dtﬂ/ hQ(t,xl(t),O,O)dtJr(l—)\)/ B (21 (£), 0, 0)dt
0 0 0
T 1 T
0 0

T
- / Byt 21(2), 0, 0: \)dt.
0

Asi tenemos probado que si J = {1}, entonces la condicién sobre el promedio es satis-
fecha para ¢ = 2. Repitiendo el mismo argumento para los otros J podemos completar

la prueba de la validez de (K3).

Veamos que se cumple la condicion (K3).
Recordemos primero una lista de propiedades que cumple h° y que vienen de lo supuesto
sobre h en el teorema 1.1.

La aplicacién hY : (Ry)? — R? es continua, esto proviene de la siguiente desigualdad:

180) = 1l = | [ ez = )] < 1 [ ) = e sl

y del hecho de que h es continua.

h es decreciente en la variable x;; para i # j, 1 < 4,j < 3, esto se tiene directamente

ya que h; es decreciente en la variable z; para i # j, 1 <17,5 <3.

Ademds de la ecuacién (1.5) sabemos que, para ¢ = 1,2,3, fOT hi(t,0)dt > 0, por lo

tanto,

1 T
hY(0,0,0) = f/ hi(t,0)dt > 0.
0

También se tiene que existen r y R con 0 < r < R tales que h(se;) > 0,51 0 < s < 7;
h{(se;) < 0, si s > R.

En efecto:
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Como h?(0,0,0) > 0, entonces por continuidad existe un r; > 0 tal que para cualquier
(z,9,2) € By, (0,0,0) := {(z,y,2) € (RL)>: ||(,¥, 2)||ec <71} se tiene que h)(z,y,z) >
0. De igual forma, como h9(0,0,0) > 0y h3(0,0,0) > 0, entonces existen un ry > 0y
un 73 > 0 tales que h3(z,y,z) > 0y hd(x,y,2) > 0 para todo (x,y,2) € B,,(0,0,0) y
todo (z,y, z) € B,,(0,0,0) respectivamente. Ahora tomando 0 < r < min{ry,re,r3} se
tiene que, para cualquier (z,y,2) € B.(0,0,0) = {(z,y,2) € (Ry)*: |[(z,v,2)||oc <7}
se cumple que hY(x,y,2) > 0, para i = 1,2, 3, en particular, h?(se;) > 0,510 < s <.

Por otro lado como, hy;(t,s) < o;(t), para todo s > R, esto es, hi(t, se;) < o;(t), para

todo s > R, entonces al integrar sobre [0, 7], obtenemos

T T
/ hz(t, sei)dt S / O'Z(t)dt,
0 0

de esta manera,

T
por lo tanto hY(se;) < 0, para todo s > R.

1 T
h?(sei) < —/ O',L(t)dt =0; < O,
0

En resumen tenemos que

hd(se;) >0, si 0<s<r,
h{(se;) <0, si s> R.

luego el teorema del Valor Intermedio implica que para cada ¢ = 1,2,3 existe una
primera rafz (positiva) u; > r de la funcién a valores reales s — h?(se;), es decir,

hd(u;e;) = 0y hl(se;) > 0, para cada s € [0,7;).

M4és ain, como una consecuencia de (Hy), existen tres constantes m; > 0, coni = 1,2,3
tales que

(A1) mih®(xy,29,0) > hY(x1,29,0), Vo >0y Vo, >0

(Ag) mah3(0, 29, 23) > h3(0, 12, 23), Vag>0yVzz>0

(A3) mzhd(xy,0,23) > hY(21,0,23), Vas>0y Ve >0

En efecto:
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Por (Hj), existe my y 71 tales que

4! (t) S ¢E,1(t)7 Vi S [07T]
= inf {mlhl(t,$1,:v2,0) —hg(t,$1,l’2,0)}, Vt € [O,T]

e<z1<1l/e
0<z2<1/e

S m1h1<t,$1,$2,0) - hg(t,$1,$2,0), Vi € [OaT]a

y para x1 € [g,1/e] y x5 € [0,1/¢].

Ahora, como ¢.; y 1 son continuas y no son idénticamente iguales, entonces existe
to € (0,T) tal que v1(to) < ¢=1(to). Nuevamente por continuidad podemos encontrar
un ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que (to—¢&, to+&) C [0, 7] y ademds v, (t) < ¢-1(1),
paratodot € (to—&, to+&). Asi, integrando sobre el intervalo [0, 7] y usando la definicién

de A" se tiene que
T
0

T T

< ml/ hi(t, x1, x2,0)dt — / ho(t, 1, z2,0)dt
0 0

= mThY(xy,29,0) — ThS(x1, x2,0)

= T(mlh?(xl,xg,()) - hg(JIl,IQ,O))

y como T > 0 se concluye que myh{(z1,22,0) — h3(zy1, x9,0) > 0, para todo z; > 0y
para todo xo > 0.

Andalogamente se demuestran (Ay) y (As).

Al sustituir en (A;), z; por u; y z3 por 0 se tiene que hY(uy,0,0) < 0; similarmente
obtenemos h3(0, s, 0) < 0y h9(0,0,u3) < 0, haciendo en (Ay), zo =Uy y 73 = 0, y en

(A3) haciendo x3 =u3 y 1 = 0.

Ahora procederemos con el calculo del siguiente grado topoldgico, d (ho, (R+)3), para
ello usaremos dos homotopias.

Primero veamos que el conjunto A = {z € (Ry)®: h%z) = 0} es no vacio, esto se
tiene porque, para cada i = 1,2,3, h%(0,0,0) > 0 y también h)(R, R, R) < h?(Re;) < 0,
luego por el teorema 2.18, h?(x) = 0 tiene al menos una solucién en (0, R)3. M4s atin,

todas las soluciones de h°(z) = 0 en (R, )? estan contenidas en (0, R)3.
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Sea © = (r1,22,73) € (Ry)? solucién de h%(z) = 0, entonces 0 = hy(xy, 22, 23) <
hi(z1,0,0), lo cual implica que z; < R, andlogamente o < Ry x3 < R. Por otro lado,
como h?(0,0,0) > 0, entonces alguna de las componentes de z es positiva. Si z; > 0,
entonces z3 > 0.

En efecto: Supongamos que x3 = 0, entonces 0 = h3(x1,z2,0) < mihd(xy,29,0) = 0,
esta contradiccién prueba que x3 > 0. También si x3 > 0, entonces x5 > 0, porque al
suponer que 3 = 0, entonces 0 = hY(x1,0,23) < mzh3(x1,0,23) = 0, asi x5 > 0. Por lo
tanto si x; > 0, entonces x5 y x3 son positivas. De forma similar se demuestra que si

xo > 0, entonces z; > 0y x3 > 0, y también si x3 > 0, entonces zo > 0y x; > 0.

Afirmacidn: Existe 6; > 0 tal que si @ = (x1, 72, 73) € (Ry)? es solucién de h%(z) = 0,
entonces x; > 0;. Supongamos que para todo § > 0, existe un x5 = (x5, Ts,, Ts,)
solucién de h%(z) = 0 tal que x; < z5,. Entonces para cada n € N, existe z, =
(Tnys Tng, Tng) € (0, R)? C [0, R]? solucién de hY(z) = 0 tal que z,, < % Como [0, R]?

es compacto, entonces x, = (Tp,, Tny, Tny) — (T1, T2, T3), PETO COMO Ty, < - entonces
71 = 0. Por otro lado como x,, es solucién de h°(x) = 0, se tiene que h°(x,,,, Tpy, Tny) = 0,
luego tomando limite cuando n — oo obtenemos que h°(0, Ty, Z3) = 0, esto contradice
el hecho de que las soluciones de h°(z) = 0 estdn contenidas en (0, R)3.

Similarmente podemos encontrar un do > 0 y un 03 > 0 con la propiedad anterior.
Finalmente tomando § = min{d;,ds, 03} se tiene ahora que todas las soluciones de
hY(z) = 0 en (R, )? estdn contenidas en (8, R)3.

Ahora para un 0 < £; < min {(5, %} tenemos que el siguiente conjunto el cual es abierto

y acotado contiene a todos los ceros de h° cuyas componentes son positivas

1
O, = {:U = (21, T9,x3) 1 61 < 17 < . i = 1,2,3}
1

(la existencia de tal conjunto esta garantizada por la primera parte del Lema 3.1).
Por lo anterior tenemos que si z = (zy, %9, 73) es tal que h%(x) = 0, entonces = debe
estar en (9, R)?, de esta forma cada z;, con i = 1,2, 3, satisface que § < x; < R, por lo

, , 1 iy ,
tanto — > In > mln{é,}%} > g1, asi x; < —; también x; > § > mln{é,%} > g1, en
ZT; €1

: 1 ., .
consecuencia €; < z; < — y por lo tanto x € {2,,. También es claro que ()., es abierto

€1
y acotado.
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Ahora para p € [0,1] y A € [0,1] consideremos las siguientes familias de sistemas en

(R,)? y veamos que estos tienen solucién en (R, )3.

h’(l)(‘rlnux%x:i) =0
hy(xy, xa, ps) = 0 (4.5)

hY(uxy, xa, x3) = 0

(1= NAY(z1,0,23) + A(R—21 —nz3) = 0
(1 = N0, 22,0) + AR — s — 1) = 0 (146)
(1 — N)h3(0, x9,23) + M(R —nze —23) = 0

R
donde n > 5 Comencemos estudiando la familia (4.5). Es claro que si p = 1, entonces
el sistema (4.5) tiene solucién en (R, )%, ya que en este caso (4.5) es igual al sistema
hY(z) = 0 el cual ya se probd que tiene solucién en [0, R]?. Si = 0, entonces el sistema

(4.5) toma la forma

0
1
h9(xy,22,0) = 0 (4.7)
hS(0,z9,3) = 0
y como para cada i = 1,2,3, h{(0,0,0) > 0 y también
h{(R,0, R) < h¥(R,0,0) = h?(Re;) < 0
hS(R, R,0) < h9(0, R,0) = h3(Rey) < 0
h$(0, R, R) < h3(0,0,R) = h(Re3) <0

entonces por el teorema 2.18, el sistema (4.7) tiene al menos una solucién en (0, R)>.

Ahora para p € (0,1) el sistema (4.5) se convierte en

h?,u(‘rla HT2, C("3) =0
h%u(‘rl’ X, [,Ll’g) = 0 (48)
hg“<ﬂxl7I27 1:3) - O

para este caso, sea p € (0,1), fijo pero arbitrario y nuevamente sean z = (0,0,0) y

y = (R, R, R), estos vectores son tales que

h,(0,10,0) >0, h9,(0,0,u0) >0, AY,(10,0,0) >0,
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y también

h (R, uR,R) < hY,(R,0,0) <0

hy, (R, R, uR) < h9,(0,R,0) <0

h3, (R, R, R) < h3,(0,0,R) <0
de esta forma el teorema 2.18 también implica que (4.8) tiene al menos una solucién en
(0, R)3.

Veamos ahora que (4.6) también tiene solucién en (R )?. Primero, para A = 0, el sistema
(4.6) es igual al sistema (4.7) y este sistema ya tiene al menos una solucién en (0, R)?,
por lo tanto, para A = 0, (4.6) también tiene solucién alli. Para A = 1, el sistema (4.6)

es de la forma
R—zy—nx3=0

R—nxy—25=0
R—nry—x3=0
el cual se puede escribir como Mx = R, donde x = col(z1, x2,23), R = col(R, R, R) y
1 0 n
M=1n 10
0 n 1
ahora como det(M) = 1 # 0, entonces este sistema tiene solucién, es decir, para A\ = 1,

(4.6) tiene también solucién. Ahora tomemos A € (0, 1) fijo pero arbitrario y llamemos

Tl,\(xl, 0, J]g) = (]_ — )\)h(l]([El, 0 133) —|— /\(R — 1 — 7][E3)

Tg)\(ZEhJ]Q, O) = (]_ — )\)h(l](ffhl’g, ) + /\(R — Nry — ZEQ) (49)

T3)\(07172, 1'3) = (]_ — )\)h?(O T, (L’g) + /\(
)

tomando nuevamente los vectores (0,0,0) v (R, R, R) se tiene:
T12(0,0,0) = (1 — A)A$(0,0,0) + AR > 0
T52(0,0,0) = (1 — A)A$(0,0,0) + AR > 0
T57(0,0,0) = (1 — \)h9(0,0,0) + AR > 0

R — nxe — x3)

y también,
Tix(R,R,R) = (1 = Mh)(R,0,R) + A\(R— R—nR) <
Tor(R, R, R) = (1 — M)AS(R, R,0) (R—mR—R) < (1
Tsx(R, R, R) = (1 — MN)R3(0, R, R) (R—nmR—R) < (1

(1 — A)AO(R,0,0) — AnR < 0
A)hS(0, R, 0) — ApR < 0
A)hS(0,0, R) — ApR < 0
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nuevamente, el teorema 2.18 implica que (4.9) tiene solucién en (0, R)3, por lo tanto

(4.6) tiene al menos una solucién en (0, R)?, para cualquier A € [0, 1].

Veamos ahora que todas las soluciones en (R, )3 de (4.5) y (4.6) estédn contenidas en el
conjunto (0, R)3.

Es claro que el vector nulo no puede ser solucién de (4.5) para algiun p € [0, 1], porque
h9(0,0,0) > 0. Esto implica que si z = (21, 22, z3) € (Ry)? es una solucién del sistema
(4.5) para algin p € [0, 1], entonces por lo menos algin z;, con i = 1,2, 3, es positivo.
Si z; > 0, entonces z3 > 0.

En efecto:

Supongamos que z3 = 0, entonces usando (A;) y el hecho de que h; es decreciente en

la segunda componente se tiene
0= h(Q)(ZlaZQvO) < mlh(l)(zl,z2,0) < mlh(l](zluuz%o) =m0 =0,

lo cual es una contradiccion, por lo tanto z3 > 0. Y también si z3 > 0, entonces z5 > 0,
nuevamente si suponemos que 2o = 0, entonces usando ahora (Ajz) y el hecho de que hg

es decreciente en la primera componente se tiene
0 = hY(21,0.23) < mshy(z1,0, 23) < mah3(pz1,0, z3) = m30 = 0,

esta contradiccién prueba que zo, > 0. Luego si z; > 0, entonces z3 y 2o son positivas.
Anélogamente si z5 > 0, entonces z; > 0y 23 > 0 y también si z3 > 0, entonces 25 > 0

y21>0.

Por otro lado, de la primera ecuacién de (4.5) y usando la monotonia de la segunda y

tercera variable tenemos que
0 = h{(z1, pz2, z3) < hi(21,0,0)

con esto se concluye que z; < R. Similarmente podemos ver que z3 < Ry 23 < R. Por
lo tanto, tenemos verificado que la familia de sistemas (4.5) en (R, )3, tiene todas estas
soluciones contenidas en [0, R]® y no tiene soluciones sobre la frontera de [0, RJ?.

Maés atn, las componentes de las soluciones de (4.5) son todas mayores de d.

En efecto:
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Sea x = (x1, 72, 23) € (R, )? una solucién fija de (4.5) para algtn u € [0, 1], y suponga-
mos que x;, < 0 para algun i € {1,2,3}; como p € [0, 1], entonces puxs < 9, prs < x3
y pr; < x1 y por la monotonia de hY, hY y h3 con respecto a la segunda, tercera y

primera variable respectivamente, tenemos que

h(f(l"l,ﬂ%,l”?)) =0
h8(331>-732,$3) S hg(ﬂfbx%,ux?)) =0
h3

hg(l‘l,ﬂﬁg,.’ﬂg)g (leax27$3) =0

ademés, hY(0,0,0) > 0, para todo i = 1,2, 3, luego por el teorema 2.18, tenemos que
existe una solucién de h'(z) = 0, digamos v = (v1,v2,v3) la cual esta contenida en el
rectdngulo C' = (0, z1] x (0, 23] X (0, z3]; en particular para iy se tiene que v;, < x;, < 9,
lo cual es una contradiccion, porque las componentes de las soluciones del sistema
h°(x) = 0 son todas mayores que . Esto prueba que si x = (z1,22,23) € (Ry)? es

solucién de (4.5) entonces x; > §, para todo i = 1,2, 3.

Veamos ahora que todas las soluciones de (4.6) estdn contenidas en [0, R]?, para ello.
Supongamos que z = (z1, 22, z3) € (R4 )3 es una solucién de (4.6) para algtin A € (0, 1]
(el caso A = 0 convierte al sistema (4.6) en el sistema (4.5) y este ya fue estudiado).
Comencemos probando que z; < R para ello supongamos por absurdo que z; > R,

ahora como h{ es no creciente en la tercera variable y 23 > 0 entonces
hi(21,0, 23) < hi(21,0,0) <0
y como z es solucién de (4.6) tenemos que

0 = MR—2z—nz)+(1
< MR—2z1—n2z3)+ (1
= MR-z —nz;3)

M (21,0, 23)
A0

y como A € (0,1] y —nz3 < 0 entonces
O<R—21—T]Z3§R—21§21—21:0

luego lo supuesto es falso y en consecuencia tenemos que z; < R.

44



CAPITULO 4. Existencia de un estado de coexistencia 45

Similarmente, podemos mostrar que 2o < Ry 23 < R.

Luego como h?(0,0,0) > 0, tenemos que z # 0.
En efecto: si suponemos que z = (0,0, 0), entonces z no seria solucién de (4.6). Ya que

si z = (0,0,0) es solucién de (4.6) se tendria que:

0 = (1—=XAY0,0,0)+ AR ~—0—n0)
= (1—-MNAhY(0,0,0) + AR
(1—=X)0+00
= 0

asi tenemos que z; # 0 y por lo tanto podemos suponer que z; > 0.
Afirmacion: Si z; > 0, entonces zo > 0y 23 > 0.
Primero supongamos por absurdo que z; = 0 = z3, asi de la tercera ecuacién de (4.6)
se tiene la siguiente contradicciéon

0= (1-X)h3(0,0,0) +AX(R—n0—-0) = (1—A)h3(0,0,0)+ AR

> (1—=X)0+00=0.

Ahora supongamos que zo > 0 y 23 = 0. Ya teniamos probado que z; < R y esto
implica que A < 1 ya que si A = 1, entonces de la primera ecuacién de (4.6) tendriamos
que z; = R lo cual no puede ocurrir, por lo tanto A < 1 y nuevamente de la primera
ecuacién de (4.6) se tiene ahora que h%(2,0,0) < 0 y esto implica que z; > u; pues
h{(uy,0,0) =0y h¥(s,0,0) > 0 para cada s € [0,71).
Ahora por la monotonfa de kY con respecto a la primera variable y usando la condicién
(A7) tenemos que:

h9(z1, 22, 0) < hY(TUy, 22,0) < myh) (T, 29,0) < myhd (T, 0,0) = 0,

asi de la segunda ecuacién de (4.6) se tiene que R — nz; — 2o > 0, ya que

0 = MR—mnz — 22)+ (1 = A)h3(21, 22,0)

< MR—=—nz—29)+ (1 =X)0

= MR —nz — 29)

< R—nz —2 yaque A€ (0,1]
< R—nzn
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R : , .
luego z; < —, esto se tiene para z; > u; > J y asi tenemos una contradiccion ya que
Ui

n=

> =

, (4.10)

. R R _ R
en efecto: si n > 5 entonces — > z; > U > 0 > —.

n n
De igual manera, si suponemos por absurdo que zo = 0y 23 > 0, se tiene que A < 1 ya
que z3 < R. Luego de la tercera ecuacién de (4.6) tenemos que h3(0, 0, 23) < 0.
Esto implica que z3 > us.
Ahora por la monotonfa de hJ con respecto a la tercera variable y usando la condicién

(A3) tenemos que
h?(zl, 0, 23) < h?(zl, 0,@3) < mghg(zl, 0,ﬂ3> < mghg(O, O,ﬂ?)) =0

asi de la primera ecuacién de (4.6) obtenemos que (R—2; —nz3) > 0con z3 > U3 >0y
R

de esto se sigue que z3 < — y nuevamente usando (4.10) llegamos a una contradiccién.

Por lo tanto tenemos probado que z; > 0 para ¢ = 1,2, 3 cuando z; > 0.

De la misma manera se puede chequear que si z5 > 0 0 23 > 0, entonces todas las otras

componentes son positivas.

De esta forma tenemos demostrado que el sistema (4.6) en (R, )? tiene todas estas solu-
ciones contenidas en [0, R]?> y no tiene soluciones sobre la frontera de [0, R]>.
Afirmacion: Existe 51 > 0 tal que para todo A € [0, 1], si ) = (21, T2z, T3x) €s solucién
de (4.6), entonces x1) > [.

En efecto:

Supongamos que para cada § > 0, existe un Ag € [0,1] y una x,, solucién de (4.6)
tal que 15, < (. Entonces, para cada n € N, existe un A, € [0,1] y una z, =
(T1n, Ton, T3,) € [0, R]? solucién de (4.6) tal que xq, < %; como [0, R]? y [0,1] son com-
pactos, entonces podemos suponer sin perdida de generalidad que z,, = (15, Ton, T3,) ¥
A\, convergen a (T1,T2,73) € [0, R]® y a A € [0, 1], respectivamente, pero como zy, < %,

entonces T; = 0. Ahora reemplazando z,, y A\, en (4.6) y luego tomando limite cuando

46



CAPITULO 4. Existencia de un estado de coexistencia 47

n tiende a infinito, se tiene que

(1 —N)R9(0,0,Z3) + A(R—nz3) = 0

(1= N)h3(0,72,0) + A(R—T) = 0

(1= X)h3(0,%2,T3) + A(R—nTo —T3) = 0
es decir, el vector (0,7, T3) es solucién de (4.6), lo cual es una contradiccion, ya que
las componentes de las soluciones de (4.6) son todas positives. esto prueba la existencia
de un 37 > 0 tal que para cualquier A € [0,1], si ) = (21, Tax, T3)) €s solucién de
(4.6), entonces x1) > 1. Andlogamente se puede probar la existencia de un 5, > 0y
un G3 > 0 tal que xoy > fo v 3y > (3. Luego tomando § = min{f, B, 53} > 0 se
tiene que, para cualquier A € [0, 1], si x) = (x1x, Z2x, T31) €s solucién de (4.6), entonces

i > (3, para todo i = 1,2, 3.

Finalmente tomando 0 < ¢ < min{ey, 31, B2, 83} se tiene! que todas las soluciones del

sistema h°(x) = 0, de (4.5) y de (4.6) estan contenidos en (..
Ahora, sea g(21, T, x3) 1= col(h)(x1, 0, x3), h9 (w1, 22, 0), h3(0, 72, 23)) vy Hy : Q.x[0,1] —
R? dada por

Hl(xb T2, T3, ,u) = COl(h?(xla Hx2, 1“3), hg(xla T, ,ux3>7 hg(lﬂl, T, x3>)

_ 1
donde (1,9, 73) € Q. es decir € < x; < —. H; asi definida es continua (ya que las hY
£

lo son) y €2, es abierto, acotado y ademas

Hl('rlnyux?nO) = g<x173’327373)7

Hl(xlanax371) - ho(£17$2ax3)7

también H(z1, 2, x3) # 0, para todo (z1,x9,x3,5) € 0§ x [0,1] porque todas las

soluciones de (4.5) estan contenidas en .. Ahora el teorema 2.2 implica que

deg(ho, Q,0) = deg(g, £2,0).

! Recordar también que 0 < £; < min {5, %
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Nuevamente por la invarianza de la homotopia de el Grado de Brouwer, tenemos que
deg(ga Q€7 0) = deg(q - f7 Q€7 0) ? - deg(f7 Q€7 R]-)

donde ¢ = R1,1 = col(1,1,1) = e; + ey +es3, f: Q. — R3 es una funcién definida por

f(w1, 29, 13) = Mx,

1 0 n
10

0 1

y X = col(xq, x, 3).

Para a: Sea Hy : Q. x [0,1] — R? definida de la siguiente manera
(1= A)hj(21,0,23) + AR — 21 — n53)

0

1
HQ(QTl,[EQ, xrs, )\) = (1 — )\)hg(l‘l,l’g, O) + )\(R — nNry — 1‘2)
(1 = MN)A3(0, 29, 23) + AM(R — nze — x3)

3x1
claramente Hy(z1,x9,23,0) = g(x1, 22, 23) ¥
R —x —nz3
H2<xlax27$37 1) = R — nry — T
R —nxy — 23 -
R Ty +nrs
= | R — | nz1 + x4
R 3x1 nx2+m?’ 3x1
R 1 0 n 1
= |R —|n 10 o | =q— f(x)
R 3x1 0 n 1) 5 \8) 5

ademds Hs asi definida es continua y también Hy(z1, T, 73, ) # 0, para todo (x1, T2, T3, 8) €
08, x [0,1]. Luego por el teorema (2.2) (teorema de la invarianza de la homotopia) se
tiene que deg(g, €2.,0) = deg(q — f, 2, 0) esto prueba la igualdad a.

Ahora de la definicién de grado topoldgico tenemos que

deg(q - f7 Q€7 0) - - deg(f - dq, Q€7 0)

48



CAPITULO 4. Existencia de un estado de coexistencia 49

luego del teorema (2.6) se tiene que —deg(f — ¢, 2, 0) = — deg(f, )., q) estas igualdad
prueba b.

Luego, como det(M) = 1+ n* > 0 y la ecuacién Mx = R1 tiene como tnica solucién

x = (n+ 1)7'R1 la cual es positiva en todas sus componentes, se tiene que

deg(q — f,9Qe,0) = —deg(f,Q., q) = —sgn(det(M)) = —1

Por lo tanto, ya tenemos probado que
d(h®, (R")*) #0

luego haciendo uso del lema (3.1) se tiene que el sistema (1.7) tiene un estado de

coexistencia.

O

Consideremos ahora el siguiente sistema
l'll = xl[al (t) — bl(t)l'l — C1 (t)IQ — d1 (t)xg]
[L'IQ = X2 [ag(t) — bg(t)l’l — Cg(t)QTg — dz(t)l’g] (411)
l’g = I3 [ag(t) — bg(t)l’l — Cg(t)ﬂ?g — dg(t)ﬂ?g]

donde a;, b;, ¢;, d; : R — R son funciones continuas y T-periddicas.

Corolario 4.1. Supongamos que a; > 0, b;(t),c;(t),d;(t) > 0, para todo t € [0,T]
con biads > 0 y supongamos que se satisfacen las siquientes desiqualdades para todo
t€[0,7],

a1by(t) > agby (1), a1co(t) > aacy (t)
ascs(t) > asea(t), Qads(t) > agds(t)
asdy (t) > ayds(t), asbyi(t) > @ bs(t)
y ademds
T1by > Toby, ToCs > T30, asdy, > ayds

Entonces, existe al menos un estado de coezistencia para el sistema (4.11) y todos estos

estados de coexistencia estdn contenidos en un subconjunto compacto de (R™)3
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Demostracion. Para probar esto, hagamos para cada ¢ = 1,2, 3
hz(t7 T1,T9, IL‘3) = a,(t) — bz(t)l’l — Ci(t)l'g — dz(t)l'g

hi; - R x (Ry)> — R asf definida es continua por ser suma y producto de funciones
continuas, ademas es T-periddica en la variable t ya que a;, b;, ¢; v d; son T-periddicas.

Esto hace que (H;) sea satisfecha.

oh
Ahora como —— = —c1(t) < 0 entonces h; es decreciente en la variable x5 y como
X2
oh
también 8_1 = —d;(t) < 0 entonces hy es decreciente en la variable z3. Andlogamente
T3

hy es decreciente en las variables x; y x3, v hg es decreciente en las variables z1 y o,

asi es satisfecha la hipotesis (Hy).

Veamos ahora que la condicién (1.4) es satisfecha. Observe que

h11<t78> = hl(t,S,0,0)
= (t) — bl (t)S
< an, —br,s

Luego

lim sup hy1(t, s) < limsup(ap, — br,s) = —00
§—+00 s§—+00

asi basta tomar como h; ~(t) cualquier funcién constante, con constante negativa, en
particular tomemos h; »(t) = —1 para todo t € R. Por lo tanto

limsup hyy(t, ) = —00 < =1 = hy (1)

§—+00

este limite es uniforme con respecto a t en [0,7]. Con esto (1.4) es satisfecha.

Luego como

T T
/ hl(t, O)dt - / hl (t, O, O, O)dt
0 0

= /OT ay(t)dt

= Ta; >0
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T T
/ hi oo () dt :/ —ldt=-T <0
0 0

por lo tanto tenemos que

T T
/ hl(t, O)dt >0> / hlpo(t)dt
0 0

y en consecuencia la condicién (1.5) es satisfecha.

Para poder aplicar el teorema anterior sélo falta verificar que se cumple la hipotesis

(H3).
Dado e > 0, y sean x1 € [e,1/e] y x5 € [0,1/¢]
a a t
tomemos m; = ? >0 y M(t) = (Iza_ ®) — ay(t)
aq ai

Claramente

T
/ 1 (t)dt = ng - Tag =0
0

ademds para t € [0,7] y z1 y x2 como antes se tiene que

mlhl(t, T1,T9, O)—hg(t, T1,T9, O) =m [al (t)—bl(t)xl—cl (t)l'g] - [az(t)—bg(t)Il—Cg(t>fE2]
= Mmiaq (t) — 7111[)1(75)371 — fnlcl(t)l‘g — az(t) + bg(t)l’l + Cg(t)a?g
= ma(t) — ;—jbl(t)xl - g—icl(mz — as(t) + ba(t)zy + ca(t)2s

— o (f) — as(t) — (Z—jbl(t) - bg(t)) . (%cl (t) — 02(1&)>

1

— ) - alt) - o (M(’f) - Ww)) ) (‘ (t) - a@(t))

ai
asaq(t)
ai
= m()

a1

— Q9 (t)

asi y1(t) es cota inferior del conjunto

por lo tanto
Vl(t) S inf {m1h1<t,$1,3§'2,0) - hQ(t7mlax250) NS S T S
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Ademas ¢. 1 # 71 ya que si suponemos que son iguales, entonces por las cuentas ante-

riores debe ocurrir que @ycy(t) = @i1co(t) y @1ba(t) = @by (t) pero esto ultimo implica

T T
0 0

y asi tenemos que @by = @by v esto contradice la hipétesis del corolario.

que

Andlogamente se procede para terminar de verificar que la condicion (Hj) es satisfecha.
Finalmente haciendo uso del teorema anterior tenemos que existe al menos un estado de
coexistencia para el sistema (4.11) y ademas todos estos estados de coexistencia estan

contenidos en un subconjunto compacto de (R™)3. O

Counsideremos ahora el sistema

17/1 = l‘l[]_ — T — Oél(t)l'g — ﬁl(t)mg]
Ty = @[l = fa(t)ry — T2 — qn(t)ws] (4.12)
JZ% = ZL‘3[]_ — Oég(t).l’l — ﬁg(t)ﬁt?g — ZL‘3]

donde «;, 3; : R — R, son funciones continuas y T-periddicas, para i = 1,2, 3.

Si suponemos para el sistema (4.12) que
0<at) <1< Bi(t), Vtelo,T],i=1,2,3, (4.13)

y ademas con
I-a)l-a@)(l-a)>0 6 (B -1)(B,—1)(F;-1)>0 (4.14)
se puede garantizar la existencia de un estado de coexistencia para el sistema (4.12).

Mas atin tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.2. Sean «; y (; los coeficientes continuos y T-periodicos en el sistema
(4.12). Supongamos que estos coeficientes satisfacen (4.13) con @; < f3;, para todo
i. Entonces, el sistema (4.12) tiene al menos un estado de coezistencia y todos estos
estados de coexistencia estdn contenidos en un subconjunto compacto de (R*)3 si, y

sdlo si (4.14) se cumple.
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Demostracion. Probemos primero el directo haciendo uso de la hipétesis (4.13). Como

para cada i = 1,2,3, 0 < «;(t) < 1 < f3;(t) entonces

/OTOdtg/OTai(t)dtg/OTdtg/OTﬂi(t)dt

de esta forma se tiene 0 < Ta; < T < T5; y como T > 0 se sigue que 0 < @; < 1 < 3,

y como @; < [3; entonces @; < 1 6 1 < 3; y de este modo

(1—-a@)>0 6 (B,—1)>0

con esto se completa la prueba del directo del corolario.

Veamos ahora el reciproco. Para ello se debe verificar que el sistema (4.12) satisface las

hipdtesis del corolario 4.1, en este caso hagamos la siguiente identificacion:

a;(t) =1 parai=1,2,3
bi(t) =1, ba(t) = Ba(t),  bs(t) = as(t)
at) =a(t), ) =1, c3(t) = Bs(t)

di(t) = Bi(1), da(l) = aa(t), ds(t) =1
Claramente a; = 1 > 0 para todo ¢ =1, 2, 3.
Para cada i = 1,2, 3, b;(t),¢;(t),d;(t) > 0 para todo t € [0, T] ya que «;(t), 3;(t) > 0.
Como by = = d3 = 1 > 0, entonces b;éads > 0.

con esto solo falta verificar las desigualdades del corolario 4.1.

Wbo(t) > abi(t) & bo(t) > 1 & [ao(t) >1
a1ca(t) > axei(t) & 1>ca(t) & 1> w(t)
ases(t) > asea(t) & c(t) >1 & [3(t) >1
Qads(t) > aszda(t) & 1>dy(t) & 12> as(t)
aszdi(t) > ads(t) < di(t)>1 < [i(t) >1
azbi(t) > abs(t) & 1>0b3(t) & 1> as(t)

lo anterior se cumple por (4.13).
Ahora, @by > Tsby < [, > 1 esto ya que por (4.13) By(t) > 1 para todo t € [0, 7],
entonces T3, > T lo que implica que 3, > 1 ya que T > 0. Pero si 3, = 1 entonces se

contradice la hipdtesis (4.14), asi tenemos que la desigualdad T1by > Taby es satisfecha.
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Ansdlogamente se verifica que las desigualdades @y¢3 > @3¢2 v asd; > Gids son satis-
fechas. Luego por el corolario 4.1 se tiene que existe al menos un estado de coexistencia
para el sistema (4.12) y todos estos estados de coexistencia estdn contenidos en un

subconjunto compacto de (R*)3. Con esto se completa la demostracion.
m
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