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RESUMEN

Los métodos de gradiente conjugado son una clase de métodos importantes en
optimizacién sin restricciones, especialmente cuando la dimension es grande.
Este trabajo describe el articulo de Y.-H. Dai' and L.-Z. Liao? ver en [13] donde se
propone una nueva condicion de conjugancia la cual considera un esquema de linea de
busqueda inexacta pero se reduce a la condicién tradicional de conjugancia si la linea
de busqueda es exacta. Basado en la nueva condicién de conjugancia se construyen
dos nuevas variantes del método de gradiente conjugado no lineal. Se proporciona un
analisis de convergencia para los dos métodos. Los resultados numéricos muestran que
uno de los métodos es mas eficiente para los test de los problemas de prueba utilizados
por Dai y liao en [13].

Los resultado presentados no son originales sino una interpretaciéon llevada a un

nivel de detalle mayor que la presentada en [13].
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INTRODUCCION

Segin Nocedal [5] el método de gradiente conjugado es uno de las técnicas mas
utiles para la solucion de sistemas de ecuaciones lineales grandes, y también puede ser
adaptado para resolver problemas de optimizacion no lineal.

El método gradiente conjugado lineal fue propuesto por Hestenes y Stiefel en el 1950
como un método iterativo para resolver sistemas lineales con matriz de coeficiente
positiva definida . Es una alternativa a la eliminacién de Gauss que es muy apropiada
para la solucién de problemas grandes.

El primer método de gradiente conjugado no lineal fue presentado por Fletcher y Reeves
en el decenio de 1960. Es una de las primeras técnicas conocidas de soluciéon de proble-
mas de optimizacion no lineal a gran escala. A lo largo de los anos, muchas variantes
de este esquema original se han propuesto, y algunas son ampliamente utilizadas en
la practica. Las caracteristicas principales de estos algoritmos son que no requieren el

almacenamiento de matriz y son més rapidos que el método de descenso mas rapido.

El objetivo principal que se propusieron Dai y Liao (ver [13]) en su trabajo era en-
contrar un método gradiente conjugado nuevo y eficiente con la direccién de busqueda
dy, teniendo la simple forma (1.3). Para este propdsito se propone una nueva condicién
de conjugancia, la cual considera un esquema de linea de btsqueda inexacta, pero se
reduce a la condicién (1.9) si la linea de busqueda es exacta. Basado sobre la nueva
condicién de conjugancias, se propone dos nuevos métodos de gradiente conjugado no
lineal, el andlisis de convergencias es presentado en el capitulo 3 y los resultados numéri-

cos reportado por Dai y Liao en el tltimo capitulo.



2 INTRODUCCION

El trabajo propio es el desarrollo de las demostraciones a detalle, se da la forma
explicita del algoritmo y se construyen el programa para realizar las pruebas a algunas
de las funciones expuestas en [13]. Los resultados numéricos y otras funciones que fueron
construidas y se verificar la convergencia del método de gradiente conjugado que fueron
dadas en el paper de Dai y Liao, y el anterior método de gradiente conjugado dado por

Hestenes y Stiefel.
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CApriTULO 1
PRELIMINARES

El algoritmo propuesto por Dai y Liao en [13] es una variante de los métodos de
gradiente conjugado, los cuales estan disenados en general, o bien para resolver sistemas
de ecuaciones o bien para resolver problemas de optimizacion sin restricciones. En este

estudio el problema abordado es el de minimizar una funcién de n variables.

min f(z), ze€R" (1.1)

Donde f es suave y su gradiente esta disponible. El método gradiente conjugado
es muy usado para resolver (1.1) especialmente cuando n es grande. Una iteracién del

método tiene la siguiente forma:

Tht1 = Tk + Oékdk (1.2)

— sik=1
do={ % (1.3)

— gk + Bredr—1 sik>1

Donde aj > 0 es una longitud de paso, (i es un escalar, y g, denota V f(zy). En

el caso cuando f es una funcién quadratica convexa,
t 1 t
f(a:):gx+§x Hz, (1.4)
y donde a4 es el minimizador unidimensional a lo largo de dy, i.e.,
ay, = arg m;glf(xk + ady,). (1.5)

El método de gradiente conjugado genera un conjunto de direcciones de descenso

{dp € R" : k = 1,...,n} tales que la condicién de conjugancia se cumple para estas

3



4 Capitulol.Preliminares

direcciones , es decir;

dHd; =0 Vi # . (1.6)

Denote y;_1 a ser la diferencia de los gradientes,

Yk-1 = Gk — Gk—1- (1.7)

En general, para funciones no lineales diferenciable, se conoce por el teorema de valor

medio que existe un ¢t € (0, 1) tales que para xy, xx_; € R”
g d k1 = di VP f(zp-1 + tag_1dg_1)dg— (1.8)

En efecto:
Por teorema de valor medio se tiene que

V2f(xp_1 +t(wp — zp_1))(@r —2p1) = Vi — Vo1 =yr_1, paraalgunt e (0,1).

Donde f es dos veces diferenciable y dado que xj — x5_1 = ap_1dg_1 se tiene que
V2 f (g1 + t(vg — Tp—1)) 11 = Y1

multiplicando por di y agl

at dEye = dEV2 f(opoy + (g — 2p1))di

, en ambos miembros se tiene que

Por lo tanto es razonable reemplazar (1.6) por la siguiente condicién de conjugancia:
diyp_1 =0 (1.9)

Multiplicando por yx—1 en (1.3) y usando (1.9) se deduce una férmula para el escalar

0 es decir:

dfyk—l = (—gk + Brdr—1)Typ—1 = —g,fyk_l + ﬂkd}cp—lyk—l =0

9 Yk—1
e — JrIFT.
ﬁk d%! 1Yk—1

T
ns _ Ik Ykt (1.10)

= o

dip_lyk—l
A esta férmula se le conoce como HS la cual fue deducida por Hestenes y Stiefel en [4].
De cualquier modo ambas condiciones de conjugancias (1.6) y (1.9) dependen de linea

de btsqueda exactas.
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Vease que dada una funcién
1
f(z) = ixtA:C + bl
Donde A es una matriz simétrica y definida positiva, se tiene que su gradiente viene
dado por
Vf(x) = Az +b=g(x).

El algoritmo del método de gradiente conjugado es el siguiente:

De xzi(enR"), k=1, g =Vf(z), di=—g,

flxr)—f(@ry1) —-16
@ = 10

ar = argmingso{ f(zr + ady)}

while

Tpy1 = Tk + qpdy, S = ogdy,

Gk+1 = VI (ZTrt1)s Yk = Ger1 — Gk

T T
, 9i11Yk Ik415k

= max 0p —t=2t—=

Fr1 { diyr } Ay

dir1 = —Grt+1 + Brsrds
k=k+1

end while

devuelva (zy)

En la practica de computacion normalmente se hace bisqueda lineal inexacta en vez
de busqueda lineal exacta. En el caso cuando g,fﬂdk # 0, la condicién de conjugancia
(1.6) y (1.9) pueden tener alguna desventaja (ver [12]). Supéngase que se minimiza la
funcién cuadrética convexa (1.4) sobre un sub-espacio generado por un conjunto de
direcciones conjugadas mutuamente dy, .., d. Suponga que la btsqueda lineal a lo largo
de d; no es exacta, esto es, a; # «af donde aj es la longitud de paso que resuelve (1.5).
Entonces no importa que busqueda lineal es usada en la sub-sucesion de iteraciones,

siempre se tiene que

(ps1 — 25) H(2pq1 — 2%) > () — o*)?d? Hd, (1.11)

Donde z* = —H g es el minimo de la funcién objetivo (1.4). Por lo tanto se

vera que el error en el lado izquierdo en la actual iteraciéon no puede ser eliminado en las
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6 Capitulol.Preliminares

posteriones iteraciores mientras que las direcciones busqueda posterior sean conjugada
a la direccion busqueda actual.
En [7] Nazareth se desarrolla un algoritmo de recurrencia de tres terminos (TTR)
en el cual la bisqueda de direccién es de la forma
y;{yk

T
Yi_1Yk
dpi1 = —Yp + =—dj, + IR 1IR

d;._1. 1.12
dfyk Ayt (1.12)

Para funciones cuadraticas convexas, la busqueda de direcciones generada por el al-
goritmo TTR son mutuamente conjugadas incluso cuando la busquedas lineales son
inexactas o la direccién inicial no es a lo largo del opuesto del gradiente. Después de n

iteraciones, el algoritmo implementa una busqueda lineal a lo largo del vector

T d
I (1.13)

con la longitud de paso inicial igual a uno, y por ende la terminacion cuadratica fi-
nita se mantiene. De cualquier modo a pesar de los avances tedricos sobre problemas
cuadraticas, el algoritmo TTR no a probado ser significativamente superior al PRP.

Una posible razén es que si f es muy no lineal sobre dimensién n grande entonces los
it 1%
yFdy
tan aproximar la informacién de un segundo orden, no proporciona informacion exacta.

coeficientes ( ) en (1.13) las cuales son calculados en n iteraciones previas e inten-

En [11] Yuan and Stoer considera la direccién de bisqueda de la forma

dy = gk + vidg_1 (1.14)

y calcula los escalares pu;, y v por minimizacion y aproximacion de modelos cuadrati-
cos en sub espacio dimensién dos expandido por el gradiente actual y la direccion de
busqueda anterior:

. T L7
min @i (d) = g, d + =d" Hyd, (1.15)
defly, 2
Donde Qi = span{gy, dr_1}. Entonces por aproximacién Hj completamente memory-

less BFGS actualizacién de la matriz o la estimacién de la cantidad adecuada g7 Hygx

ellos obtienen resultados numéricos sastifactorios.
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CAPITULO 2

NUEVA CONDICION DE CONJUGANCIA Y
SU FORMULA RESULTANTE PARA ﬁk

La idea es originada principalmente de la siguiente observacién: para muchos méto-
dos de optimizacion sin restricciones incluido los métodos quasi-Newton, el método
memoryless BFGS y el método limited memory BFGS, la direccién de bisqueda puede
ser escrita de la forma

dk = _Bkgk7 (21)

donde By, es alguna matriz n x n simétrica y definda positiva que satisface la ecuacion

quasi-Newton:

Bryk—1 = sk-1, (2.2)

donde sip_1 = ax_1di_1 es el paso. Por (2.1) y (2.2), se tiene que
diyk-1 = —(Bigr) k-1 = — 9 Betk—1 = — i Sk-1- (2.3)

La relacién anterior implica que ( 1.9) se tiene si linea de busqueda es exacta entonces
en este caso gl s,_; = 0. De cualquier modo los algoritmos numéricos en las practicas
numéricas normalmente adoptan una linea de bisqueda inexacta en lugar de linea de
busqueda exacta. Por esta razén, parece mas razonable reemplazar la conjugancia (1.9)

con la condicién
diyr—1 = —tg{ s1_1, (2.4)

donde ¢t > 0 es un escalar.
Para garantizar que la direccion de bisqueda en (1.3) satisface la condicién de conju-
gancia (2.4) s6lo se necesita multiplicar (1.3) por yx—; y usar (2.4).

(dr = —gr + Bede—1) b1 = d{yp—1 = —Ggj Yr—1 + Brdf_ Y1 = —tgj 551

T T
9 Ye—1 t9;, Sk—1
E —
/Bk dgflykfl dgflykfl
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Obteniendo
T
Gp (Yr—1 — tSk_1)
B = 2.5
: di;lyk—l ( )
es obvio que
T
i Sk—1
B = pHS — B2 2.6
k k dg_lyk;—l ( )

A partir de la cual se ve que la férmula (2.5) con ¢t € [0,4+00) real mente define
una clase o familia de métodos de gradiente conjugado no linial. Por simplicidad se
llamard al método definido por (1.2) - (1.3) con i obtenida de (2.5), método (2.5).
Note que si d}_yx_1 > 0, lo cual es requerido por linea de bisqueda de wolfe (fuerte),
tenemos que Brgid,_1 < pI5gld,_; veamos por que
dado que si dX_,yr_1 > 0 se tiene (3, = B9 — td%%f;;:l

gFdy_1 < 0 con lo que el segundo cociente multiplicado por el menos es positivo asi, si

donde g}'s;_; < 0 dado que
le quitamos este cociente nos queda 3y > ﬁ,fs — ﬁkg,zdk_l < ﬂfsggdk_l.
Por (2.3), es razonable que el valor de t en (2.5) sea

t=1. (2.7)

En este caso, se sigue de (2.5) que

By = gg(!/k—l - Sk—l)
dngyk_1

Similarmente se llamard al método definido por (1.2) - (1.3) con [ obtenida de (2.8)

(2.8)

método (2.8). Una propiedad notable de la férmula (2.8) es que esta es solucién del

siguiente modelo cuadratico uniparametro sobre .

argmin gl d(9) + 5d()" Hed(9), (2:9)
donde
d(B) = —gi. + Bd— (2.10)

Jose Munoz
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y la matriz H, = By es tal que HySp_1 = yp_1. Para cualquier t > 0, dy v dj
seran las direcciones de busqueda dada por (2.5) y el Método de HS, respectivamente,

es decir:
dy = —gi + Brdr—1 (2.11)

dy = —gi + B %dy,_1. (2.12)

Asuma que gld, < 0. Entonces por (2.11),(2.12), (2.6), y df_yk—1 > 0, se tiene
gl dy, < 0. Se probara la afirmacién anterior.

Prueba:

grdi = g (—gk + Ordi 1)
T

= gr (—ge + (B"° — tdng&)dk—l)

k—1Yk—1

g,?sk_l
dg_ﬂyk—l
9 9F k11 dp—y

dg_lyk—l
g;fdk_lg}fdk_l
d;}F_lyk—l

= gi (=g + By — ¢ di-1)

= ghdyp_1 —t

= ggcﬂ_l —tag—

Como el cociente es positivo pues tanto el numerador, denominador, alfa, y t son po-
sitivos al ser multiplicado por el menos pasa a ser negativo, por lo tanto la suma es
negativa obteniendo el resultado requerido.

Asi, si la direccién generada por el método HS es de descenso y si la linea de busqueda
proporciona la relacién di,_,yr—1 > 0, entonce la direccién dada por el método (2.5)
debe ser igualmente una direccion de descenso. Denote por a* y @ los minimizadores
unidimensional de f a lo largo d, y dj respectivamente. Se tiene el siguiente lema

para funciones cuadraticas.

Jose Munoz



12 Capitulo2.Nueva condicion de conjugancia y su férmula resultante para [

Lema 2.1. Suponga que f es dado como es (1.4). Entonces se tiene que

fzp +a*dy) — f(xy + ady)

(ggdk_1)2t2 2 “\T7J (91?%—1)2
= - —« d — —F—— 2.13
2, Hao@ay |6~ W] B
Prueba. Por la definicion de a* y & se tiene que
T I'a,
of = -k g Tk (2.14)

dTHdy vas= d, Hd,
Veamos por que, dado que

[ + ady) = g7 (xr, + adi) + 5(z, + ady)” H(z), + ady)

se tiene que

Vf(xy+ ady)Tdy = g7dy + 1 Hdy, + odf Hd,

y como ademas

Vf(x,+a*dy) =0

se tiene que

0=g"dy + 2l Hdy, + o*d} Hd,

de donde
ot = _gTdk‘i'ngdk o _(9T+ng)dk
= dTHd, dT Hdy,
Como gI' =V f(x)' = g7 + 2L H por (1.4) se tiene que
o = _gldytafHdy,  gldy
= dTHd, dlHdy’

Lo que se queria mostrar, se hace analogo para a.

Entonces se tiene que

fxp +ardy) — fzp +ady) = [f(xp + a*dy) — f(xp)] — [f (2 + ady) — f(zy)] sumando
y restando f(xy)

= [gT(SL’k + oz*dk) -+ %(SL’k + Oé*dk)TH(SL’k + Oé*dk) — gT(xk) — %(xk)TH(xk)] — [gT(SL’k —+
ady,) + % (zx + ady)"H(zy, + ady) — g7 (zx) — 5 (zx)TH ()] por (1.4)

= g7 (x), + a*dy) + %(mk + o*dy) T H(xy, + a*dy) — g7 (x1) — %(xk)TH(xk) — gt (xy +
ady,) — 2 (xy, + ady)"H (zy + ady) + g7 (x1) + 3 (xx)TH ()

Jose Munoz
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= gTz, + a*gTd, + x{ka + 1a*x Hd,, + lOz*alTka + %(a*)%l{Hdk — g% (xy) —
(xp)TH(x1)—g xk—agTdk——xk Hzx,—1 S0y, THd,— JfH:)sk—%(dFJgHJk—l—gT(zk)ﬂL

= o*gTdy + o*xf Hily + 2ol Hiy — Gg"dy, — axl Hdy, — 1(a)*d} Hd,

= (g4 Hap) "o dy + ()2 d Hdy, — (g + Hzy)Tady, — 3(@)*d] Hdy

gt dy T4 1 ( gfdi dTHd gkk T 1 gidy 2CZTHCZ
T ad, Ik kT3 a7 Hdy k+ na Ik %~ 5\ 3T i Hay

di," Hdy,
1 (93 dx)? T 1 (gk dy,)?
2 dTHd d + 2 d T Hd, d
4 (dszkxd’kTHdk) 2(df Hdy)(di " Hdy,)

f({Ek + Oé*dk) — f([tk + o?cfk)
= [flze + o dp) — f(zp)] = [f(zn + ady) — f(xp)]

(2.15)
_ I'x
2(dTHdy)(dy, Hdy)'
donde
Tk = di Hdy(gldy)? — di' Hdy(g7dy,)? (2.16)
Definiendo . .

_gk Sk—1 _gk dk_l
Av 1= = : 2.17
' di_ye—r  di_ Hdyy ( )

. —gFsk-1  —glak—1ldy_1 _  —gldi_
Pado aue )\k T dg—klyzfll N dfffHakﬂZk; o dgffH]Zlkil

Se sigue por (2.11),(2.12),(2.6), y (2. 17) que
dp = —gp + Prdi_1 como [y = HS —t g’“s" — se tiene dy = —gy + ( ,fs + tAk)dg_1

dy, = dj, + tA\pdp_1. (2.18)

Ademas, ya que nyk_l = 0 se tiene que J,fHozk_ldk_l = 0 de donde se obtiene que

Jose Munoz



14 Capitulo2.Nueva condicion de conjugancia y su férmula resultante para [

dfHd_, =0 (2.19)

La sustitucién de (2.18) y (2.17) en (2.16) y usado (2.19) se tiene

'y = (Jk + t)\kdk_l)TH(CZk + t)\kdk_l)(ggd_k)2 — d_kTHJk(gg(cfk + t)\kdk—l))2
Ty = (dF HdT+2t\,dE Hdy_y+(tN)2dT_ Hdy,—1) (g dy)2—dy,” Hdp(gF djtthegl di—1)2

Eliminando df Hdj,_, por (2.19)
FK = J{Hofg(ggcik)zjt(t)\k)zdg_lf[dk_l(ggdk)z—JkTHJk(gng)2—2tAkaTHJkgngggdk_1—

(t)\k)2JkTHJk(ggdk—l)2

cancelando los términos opuesto

FK = (t)\k)2d£_1Hdk_1(ggd_k)2 — 2t)\kd_kTHd_kg,kaggdk_1 — (t)\k)zd_kTHd_k(ggdk_l)z

—aglq
F — t2 9k k-1
K df  Hdy_;

[(M) di_ Hdy—1 (gl dy)* — %JkTHJkgngggdk—l - (M) JkTHJk(ggdk—l)2]

dT_ Hdj, dT_ Hdj,

& Hdy, (gT d—)?\ [ (gFdy)? 2. T7 (g3 dr—1)?
F — t2 k Tk - Z d | IR
K 0 i) La, aa, T 19k %~ \ G o

[ — d " Hdy(gF di—1)?\ 42 [ gL di 2) ,Td (9 di_1)?
K — T t T 1 17 7 + 2 gy Qg — T
dkledkfl L dk Hdk t dkledkfl

(A Hdy(gTd-1)? 42 [, 2 -\ T7 (98 dp—1)?
I = ( df Hdy_; t _<? — k)G Ak — dT | Hdj,_,

Ty _ ( dy, " Hdy (gf dy—1)? >t2 [(g —an)gld, — (ak71(g£dk71)2>}
t

2d£Hdk 2(d£Hdk)(dZ;1Hdk,1) Cl{kfld{ilykfl
'k _ dy,” Hdy (gF dj—1)? 2 [ 2 =N\, T3 _ < (9% sk-1)? )}
2(d] Hdy)(dy" Hdy) (2<d£ Hdy)(dy," Hdy,)(df_| Hdg 1) LG ageds = (5,
* _ ~ 7\ __ I
flzy 4+ afdy) — fap + ady) = ETTALALTA

. - T )22 B - Tg )2
Pl 7d)  Fo 80 = (el [ i~ (4|
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La relacién anterior indica que si ay a sido bien estimado,y si

~ T 2
7o = awgTdy + M <0, (2.20)
Sp—1Yk—1

entonces una buena escogencia de t es tal que

Iq
= T (2.21)
Tk

el cual minimiza el valor en (2.13) .

Veamos de donde se obtuvo el t

Veamos que sea
_ (g3 dr—1)? 22 _ =\ T7 (9% sk—1)*
D(t) = <2(d£Hd:)(c]l$£ledk,1)> t [(; — ) gL di — <Sk51§y;71)} y llamemos

_ (gF di—1)? _ 7 _ (gFsp_1)?
A= 2(d{Hdik)(§{71Hdk,1)> B = ggd’f’ yC= slfil”i;yk,l
O(t) = AtQ[(% —ag)B — (] asi
Pr(t) = 2At[(2 — ap) B — C] + At*[=3E] = 2A4t[(2 — ax)B — C] — 2AB
O/(t) = 4AB — 2ta, AB — 2tAC — 2AB = 2AB — [2a;,AB + 2AC|t,

si ®7(t) =0 se tiene que

2AB B gL dy

_ _ _ (9F sk-1)?
T 2ap,AB+2AC T apB+C T - (ggsk71)2 ’

sk—1Ty;, 4

con T, = o‘zkg,:fdk +
skflTykil

O1(t) = —[2ABay + 2AC) = —2A[Bay, + C] = —2A7, > 0yaque A >0y 7 <0 por

lo que t es minimo
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16  Capitulo2.Nueva condicion de conjugancia y su férmula resultante para [

De cualquier modo se debe ver que la informacién ya alcanzada a lo largo de dj no
es suficiente para tener una buena estimacién sobre @, de hecho, la forma de calcular la
longitud de paso en los métodos de gradiente conjugado sigue siendo objeto de estudio.
Por lo tanto, no se ocupan de la forma de estimacién aj en una buena manera, solo

simplemente observamos que existe cierta constante M tal que
ap < M, para todo k > 1. (2.22)

En este caso se puede escoger t a ser alguna constante de manera que

r< % (2.23)
Entonces por esto y por (2.22) se tiene que
% >0 (2.24)
La ecuacién (2.24),(2.13), y la condicion gf'd; < 0 indica que
fzp +ady) < f(zp + ady) (2.25)

Donde se muestra que el método es mejor que el método de HS.

En experimentos numéricos se obtuvieron buenos resultados mediante el estableci-
miento de t = 0,1 (véase la Seccién 4).
En la proxima seccién se probard la convergencia global del método (2.5) para funcio-
nes uniformemente convexa. Para funciones generales, Powell [10] construye un ejemplo
mostrando que el método PRP puede ciclar sin acercarse a ningun punto solucion si la
longitud de paso «y es elegida para ser el primer minimizador local a lo largo de dg.
Debido a que el método (2.5) se reduce al PRP si se tiene que gf dx_1 = 0, el ejemplo
también muestra que el método (2.5) no necesariamente converger para funciones ge-
nerales. Por lo tanto, como Gilbert y Nocedal [3], quienes han probado la convergencia
global del método PRP con la restriccién que B77F > 0, se reemplaza (2.5) por

T T
, 9 Yk—1 i Sk—1
=max{ ——,0p —t———, 2.26
B {d}f_lyk_l } Ag—1Yr—1 ( )

y demuestra que esta modificacién de (2.5) es globalmente convergente para funciones
generales.
Se llamard al método definido por (1.2)-(1.3) con G de (2.26) como método (2.26).
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CAPITULO 3
ANALISIS DE CONVERGENCIA

A continuacion se presenta, en detalle, el desarrollo del analisis de convergencia que
realizaron Dai y Liao en su articulo [13]. La estrategia consiste en demostrar que la
sucesion de iterados xp tiene una subsucesion la cual converge a un punto estaciona-
rio. Esta caracteristica sumada a la certeza de que cada direccion de bisqueda es una
direccion de descenso, aunado a la busqueda unidimensional de Wolfe Fuerte la cual
esta orientada hacia la minimizacién garantizando que la subsucesiéon converge hacia

un minimo local.

A lo largo de esta seccién se va a suponer que
gr # 0, para todo k > 1, (3.1)

de otro modo se ha encontrado un punto estacionario. Se asumira que existe una cons-

tante ¢ > 0 tal que
gid, < —c||gxl?, para todo k > 1. (3.2)

Larelacién (3.2) implica que cada direccién de bisqueda dj, es una direccién de descenso.
Si la constante ¢ es estrictamente mayor que cero, lo cual es necesario en el teorema
(3.6), entonces de (3.2) se sabe que la asi llamada condicién de descenso suficiente se
tiene.

Se hacen las siguientes suposiciones basicas sobre la funciéon objetivo.
Suposiciones 3.1

(i) El conjunto de nivel £ = {z|f(z) < f(x1)} es acotado, es decir, existe una

constante B > 0 tal que

|z|| < B, para todo x € £. (3.3)

17



18 Capitulo3.Analisis de convergencia

(ii) En alguna vecindad X de £, f es continuamente diferenciable, y su gradiente

es Lipschitz continuo; es decir existe una constante L > 0 tal que
IVf(z) = V@) < L|lz—z| para todo x,Z € N. (3.4)

Bajo las suposiciones anteriores sobre f, alli existe una constante 5 > 0 tal que

IVf(x)] <# para todo = € £. (3.5)

La longitud del paso oy en (1.2) se obtiene mediante algtin esquema de linea de biisque-

da. En método de gradientes conjugados, la condicion de Wolfe fuerte, vine dada
flae + awdi) — fi < dawgy die, (3.6)

| 9(zx + ardp)'dy, |< —0gi dy, (3.7)

donde 0 < 6 < o < 1, son a menudo impuesta sobre la linea de biisqueda (en este caso
se llamara a la bisqueda lineal biisqueda de Wolfe fuerte).
Para cualquier método de gradiente conjugado con la linea de bisqueda de Wolfe fuerte,

se tiene el siguiente resultado general, el cual es obtenido en [2].

Lema 3.2. Bajo las Suposiciones 3.1. Considere cualquier método de gradiente
conjugado en la forma (1.1)-(1.2), donde dj, es una direccién de descenso y «y es obtenido

por linea de bisqueda inexacta de Wolfe fuerte. Si
1
— = 00 (3.8)
2
2]
se tiene que

lilzgn inf [|gx]| =0 (3.9)

Para funciones uniformemente convexa, se puede probar que la norma de d; generada
por el método (2.5) es acotada por encima. Asi por el Lema 3.2 se tiene inmediatamente

el siguiente resultado.
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Teorema 3.3. Bajo las Suposiciones 3.1. Considere el método (2.5), donde dj, es
una direccién descenso y ay, es obtenido por linea de buisqueda inexacta de Wolfe fuerte.

Si existe una constante pu > 0 tales que
(Vf(z) = Vi) (@ —5) > pllz — 7| para todo z,Z € £, (3.10)

se tiene que

klim gr =0 (3.11)

Prueba: se sigue de (3.10) que f es una funcién uniformemente convexa en £ (pues el
Hessiano es defidido positivo por (1.8))y

(V@) = V@) (z—1) 2 plle—z|
= YiSe-1 = pillse—f?

= yg—lak—ldk—l > /~00412g_1||alk—1||2

df_yk—1 > po || di—a || (3.12)

Por

dp = —gr + 6kdk—1 por (13)
lldell < llgrll + 1|8kl dr—1]| por desigualdad Cauchy-Schwarz
T —USL
dil| < llgill + || 22000 g, || por (2.5)

g,lykfl
ldel < [lgal| + Leibmsto Iy gy

pog_1lldi_1||?

ldll < llgll + llgel| “oEtmml por (3.4),(3.5), ¥(3.12), se tiene que

(L4 )| gelll|sk—1]]

pevg—1||dp—1])? dpall < (L 4+t + p)7. (3.13)

]l < llgwll +

Lo cual implica lo cierto de (3.8).
Ya que Sea Y = p~Y(L +t + p)7 se tiene que
% < m = % < W = ZkZI % < ZkZI W como la primera serie diverge, igual
la segunda pues esta la obliga.

Por lo tanto por Lema 3.2 se tiene (3.9), lo cual es equivalente a (3.11) para funciones
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20 Capitulo3.Analisis de convergencia

uniformemente convexa.

Para funciones generales, como el método (2.5) es el mismo que el método PRP en
el caso de lineas de busquedas exactas, es conocido del contra ejemplo en [10] que el
método (2.5) puede igual ciclar sin acercarse a algtin punto solucién. No obstante, se
va a demostrar que su modificacién, método (2.26), es globalmente convergente para
funciones generales. La prueba de este resultado sigue la misma como en [3] para su
método con [y = maz{B{" 0}. Sin embargo, el resultado permite valores negativos

de Bk ya que por (2.26), se tiene que

T
i Sk—1
B > —t———. 3.14
dl];_lyk—l ( )
Ademas, se podra notar que si tiene la siguiente relacién
T
9|’|fg’“”‘21 > 1, (3.15)
Gk

se puede ver que se cumple cuando gl yr_1 = gl (gx — gr—1) < 0 se sigue lo anterior,

el método (2.26) se reinicia con la direccion

T
Sp_
gkkld

1. 3.16
dg_lyk—l i ( )

dp = —gr — t

Ya que esta direccion podria incluir algunas informacién de segundo orden, es razonable
esperar que esta direccion sea mejor que el opuesto del gradiente negativo —gg, como
un reinicio de direccion.

Lema 3.4. Bajo las suposiciones 3.1. Considere el método (2.26), donde dj, es una
direccion de descenso y «j es obtenido por linea de busqueda de de Wolfe fuerte. Si

existe una constante v > 0 tal que

lgxll =, para todo k > 1, (3.17)
entonce di # 0y
>l = we || < o0, (3.18)
k>2

du
donde uy = ”d—’;”.

Prueba: Primero notemos que dy # 0, en otro caso (3.2) seria faso. Por lo tanto uy esta
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bien definido. Ademds por la relacién (3.17) y el Lema 3.2 dado que ., e = =
liminfy o ||gk|| = 0, como liminfy_. ||gx|| # O se tiene que
1
< oo, (3.19)
2 1|2

en otro caso (3.9) se tiene, contradiciendo (3.17). Ahora si dividimos la férmula (2.26)

de ) en dos parte se sigue :

T T
1) ( Ik Yk—1 (2) Gk Sk—1
=maxq ———,0 =t 3.20
e {d;f—lyk—l }y g dr—1Yr—1 (8:20)
y definiendo
(1)
Vk i k1]
Ty = Y Op 1= (3.21)
|| [ d||
donde
ve = —g + BPdi_1. (3.22)

Y por (1.3) se tiene que para k > 2
di, = =g + Brdi—1 = —gi + ﬁ;il)dk_l + ﬁ,imdk_l

= dp ﬁg(cl)dkflndkfl” —gk+61(€2)dk,1
sl = Tl A
dy B ldge |

= % — g4, ke Tk-10 Yk
Tael = Yk=17 T T Tlde]
obteniendo asi

Up = T + Up—10% (3.23)

Usando la identidad ||ug|| = ||ug—1]] dado que son vectores unitarios por lo tanto su

norma es igual a 1y (3.23) se puede mostrar que
7]l = llue = dkwp—1]l = [[owur — we-r]]- (3.24)
Se ve que si se eleva la ecuacion anterior al cuadrado se obtiene el resultado esperado
17xl1? = llu — drun—1]|* =[Ok — up—r|®
||uk — 5kuk_1||2 = ||uk||2 — 25ku;€uk_1 + 5,%Huk_1||2 =1- 25ku;‘fuk_1 + 5]%
||5kuk — uk_1||2 = 5,3Huk]|2 — 25ku£uk_1 + Huk_1||2 = 5]% — 25ku;jfuk_1 + 1.
Usando la condicién de que 0, > 0, la desigualdad triangular, y (3.24), se obtiene
[ — wp—a|| < [|(1 + 6p)ur — (1 + 6k )up—1]]
< lue = Opun—1 || + 1okt — wpe— | (3.25)
= 2l

Jose Munoz



22 Capitulo3.Analisis de convergencia

Por otra parte, de la linea de bisqueda de la condicién (3.7) se tiene que
\9F di—1| < —ogi_di—
ggdk_l > ag,z_ldk_l = ggdk_l — gg_ldk_l > ag,{_ldk_l — gg_ldk_l obteniendo asi

vl di_1 > (0 —1)gl_dy_1. (3.26)

De (3.26),(3.7), y la suposicién de g! ,dy_1 < 0 implica que

T
T N T 1 llgs_1dr—1ll 1 llgi di—1 |l lgi_1dr—1ll
l9erdiall = (= Ogirdiall = 755 2 [Ea=y = 775 2 gl dal

(por propiedad de valor absoluto)

obteniendo asi .
o g5, di—1]]

> . (3.27)
(1—=0) = llyi_sdill
Se sigue de la definicion de v, (3.27), (3.3), y (3.5) que
] T o _qdp—
ol = 1 = g A7 < Nl + | = £ =l + 1| = et |
dy 74
lgell + 11 =t skall = lgwll + t 2= sl < 7+ tZs o + @il
<7+ t7%5 (2l + lze-1]]) obteniendo asi
g dk—l _ -1
el < Nlgell + ¢ === llsk-1| < 7+ 2to(1 — 0)""B. (3.28)
k—1Yk—1
Por lo tanto por (3.25), (3.21), (3.19)
v 2
e = || < 20l =l = wxa | < el = flu — wea||? < 41555

= Yoo ltn — urca|? < 403 + 2t0(1 = 0) 1B X oy e

Con lo que se sabe que (3.18) se tiene, lo cual completa la prueba.

Ahora el estado de una propiedad de la férmula (2.26) para [, que es similar pero
ligeramente diferente de la propiedad (%) en [3]. Suponga que la suposicién 3.1 y las
relaciones (3.7) y (3.17) se tienen. Entonces, si se tiene (3.2) para alguna constante

¢ > 0, se afirman que existen constantes b > 0 y A > 0 tales que para todo k,

Bk < b, (3.29)

1
skl <X =16 < 5. (3.30)
De hecho, por (3.26), (3.2), y (3.17), se tiene que

di_yyk-1 > (0= D)gi_die—1 = (1= o)cl|gra|* = (1 — )y’ (3.31)
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Usando esto, (3.3), (3.4), y (3.5) se obtiene que

— 95 Weo1—ts—) — |9k ko —tsr_1) < lgulll(ye—1—tse_0)I
b= 7 Il =P = 16 = T

Ny —1 |+t 55— (L llsk—1 ||+t . .
18k < ”gk”(”?li—lgll)wgs;‘ i) 18k < llg lIC ||(51k_;)||c’y2”5k D) obteniendo asi

(LA Ollgellllsell o 2(L+OFB _

(1 — O‘)cfy? — (1 _ 0)072 - (3.32)

|Br| <

Note que b puede ser definido tal que b > 1. Por lo tanto se dice que b > 1. Como

resultado se define
(1=0)y?

CW(L+t)y

Obteniendo de la primera desigualdad en (3.32) que si ||sx_1|| < A, entonces

(3.33)

(L+Dyr 1
wk‘ < m =% (3.34)

Asi para b y A en (3.32) y (3.33), las relaciones (3.29) y (3.30) se tienen.
Sea N* el conjunto de los nimeros enteros positivos. Para A > 0 y un A entero

positivo, se denota
fpa = EN k<i<k+A—1[si] > A} (3.35)

Donde |s7 A| denota el nimero de elementos en 7 . De la anterior propiedad de la

férmula (2.26), se puede probar el siguiente Lema.

Lema 3.5. Bajo las suposiciones 3.1. Considere el método (2.26), en donde dy
satisface las condiciones de (3.2) con ¢ > 0, y «y es obtenido por linea de busqueda de
Wolfe fuerte. Entonces si (3.17) se tiene, existe A > 0 tales que, para cualquier A € N*
y cualquier indice kg, existe un indice k > kg tales que

A
Kp.al > 7 (3.36)

Prueba: Se procedera por contradicién. Suponga que para cualquier A existe A € N*
y ko tales que

para todo k > k. (3.37)

A
‘H27A| < >
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24 Capitulo3.Analisis de convergencia

Sea b > 0y A > 0 dados por (3.32) y (3.33). Para A > 0 se escogen A y kg tal que
(3.37) se tiene. Entonces se sigue de (3.29), (3.30) y (3.37) que;

Si el ntimero de elementos de K 5 es |kp 2| = % se tiene que % elementos cumplen
que |Bx| < by los otros % que no cumplen con /-627 A Dero que estan en el conjunto con
[sk—1]] < A cumplen que |B;| < ; asf se tiene que la igualdad se cumple.

En el caso de que el nimero de elementos en KQ A Sea |/<;2 Al < % se tiene que el nimero

de elementos que satisfacen sj o es menor que el que la satisfacen, asf se tiene que

ko+(i+1)A

1\ A2
H 8] < b2/ <E> =1, para cualquier 7 > 0. (3.38)
ko+iA+1

Si O = 0, la direccién en (1.3) se reduce a —g; entonces o los métodos dados
convergen a la relacién (3.9) o podemos tomar x; como un punto inicial. Asi se asume

sin perdida de generalidad que
B # 0, para todo k > 1. (3.39)

Se sigue de (3.38) y (3.39) que como

ko+(i+1)A ko+(i+1)A ko+(i4+1)A

1 1
1 l<i= [ 21> [ &=t
ko+iA+1 ko+iA+1 |G| ko+iA+1 P
obteniendo asi
ko+iA ko
H ﬁj_2 > Hﬁf para todo i > 0. (3.40)
=2 =2

lo que indica que
k
Y 1157 = (3.41)
k>2 j=2

Por (3.41) se puede mostrar (vease [1]) que cualquier método de gradiente conjugado
con linea de busqueda de Wolfe fuerte da la relacién (3.9). De hecho, se sigue de (1.3)
que para todo k > 2,

d, + gk = Brdi—1. (3.42)
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Elevando al cuadrado en ambos lados de (3.42), se puede obtener

ldill” = =295 di — llgkll® + Bl di— ||
< (91?%)2
— lgl?

+ Billdi— ||
(3.43)

Dado que 0 < (gx + di)?. Por lo tanto se tiene

g, d
HMQWQ_MMW

Td )2 -1
2 < 1 — (gk k 2 2

(gldy)? (9i_1drk—1)?

1 1
< 1—k7> 2(1— = ) 2 i d 2
<|MWW B\ Tgrlodear) ol

| /\

- (67, \
j
< H %“ H B djo-1|I*
U\ =g piar) U

(3.44)

donde jo > 2 es cualquier entero. Es conocido de [12] que cualquier método de

descenso (1.2) con linea de busqueda lineal de Wolfe da la relacién

3 gedw)® _ (3.45)

2
2 el

Esto junto con (3.17) indica que existe alguna constante j, tal que

(g; ;)
H l— = | 2 a para alguna constante ¢; > 0.  (3.46)
AR

de (3.41), (3.44), y (3.46), se conoce que (3.8) se tiene, es decir

1 d 9j aj 2
ZWWHGHMWQZHﬁ”%W

k>1 j=jo

=3 e = e ) ST

k>1 j=jo
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26 Capitulo3.Analisis de convergencia

Por Lema 3.2 se tiene (3.9). Esto da una contradiccién con (3.17). A si (3.36) debe ser

verdadero.

Se nota que (3.41) es igual una condicién suficiente para la convergencia global de
cualquier método de gradiente conjugado con linea de busqueda de Wolfe, como se
muestra en [1]. Ahora se puede probar el siguiente teorema de convergencia del método
(2.26).

Teorema 3.6. Bajo las suposiciones 3.1. Considere el método (2.26), donde dj, sa-
tisface la condicién (3.2) con ¢ > 0, y ay es obtenido por linea de buisqueda de Wolfe.

Entonces se tiene que liminfy . ||gx|| = 0.

Demostracion.
Se procedera por reduccién al absurdo. Si liminfy_ ||gk| > 0. (3.17) se debe tener.
Entonces las condiciones de los Lemas (3.4) y (3.5) se tienen. Definiendo u; = d;/||d;|,

y para dos indice cualquiera [, k, con [ > k, se tiene que como

Tp = Tgp—1+ Sk—1
Tpy1 = Tp + Sk
Ty =T+ Si—1

Ty =Tp—1+Sk—1+ ...+ S—2+S-1

COHIO S = Oékdk = ozk||dk]|uk = ||ozkdk||uk = HskHuk

dado que dy, = ||d||uy se tiene que

l
Ty — Tg—1 = Z ||3i—1||ui—1
i=k
l l l
= lsicalltis + > lsicallue—y = Y lsi-allur— (3.47)
i=k i=k i=k

l l
= Z [[si—1[lwe—1 + Z [si—1ll(wim1 — wg-1).
i=k i=k

Jose Munoz




27

Esta relacion, el hecho que [[ux_1]| =1, y (3.3) se tiene que

! !
Z ||3i—1||uk—1 =T — Tg—1 — Z HSi—IH(Ui—l - Uk—l)
i=k i=k

l l
D lsimall < laall + Haall + D lsimalll (it — i) (3.48)
i=k i=k

I
< 2B+ Z |sizt || (wim1 — ur—1)].
i—h

Sea A > 0 dado por el Lema 3.5 y se define A := [8B/A] a ser el més pequeno

entero no menor que 8B /\. Por Lema 3.4 se puede encontrar un indice kg > 1 tal que

1
— P < = 3.49
>l =l < % (3.49)

i>ko
Con este Ay kg, el Lema 3.5 da un indice k > kg tal que

A
rral > 5 (3.50)

Se sigue que para cualquier indice i € [k, k + A — 1], por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz y (3.49),

i — w1 || = |Ju; — wimy + Wimg — Ujo + Ujmo — Ujg + .+ U — Ug—1]]

7
<Y My —uja |
=k

por la desigualdad de Holder

(Zuuy—uy 1r|> ( ) (3.51)

:(ZHUJ—UJ 1| ) k+11/2

&)

VAN
[\DIF—‘
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28 Capitulo3.Analisis de convergencia

Por esta relacién, (3.50) y tomando [ = k+ A — 1 en (3.48), se tiene que

| Frac k+A—1
2B + 5 Z |si1]| > Z | si1]|
i=k i=k
AT (3.52)
1 1 A AA
=28>5 > lsiall25 D> A=3lsal >
i=k i—1€K) A

A sique A < % lo cual contradice la definicién de A. Por lo tanto el Teorema es

verdadero
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CaApriTULO 4

RESULTADOS NUMERICOS

Los resultados que se presentan a continuacion fueron tomados del articulo de Dai y

Liao [13].

Tabla 4.1. Comparaciones numéricas.

p Nombre n Metodo HS Metodo (2.8)  Metodo (2.26)
24 Penalty 2 20 2092/6528/3158 1483/4521/2208 476/1486/796
40 798/2398/1104  1326/4085/1838  342/1081/520
25 Variably 20 Falla 9/42/17 5/28/11
dimensioned 50 11/67/28* 14/72/27 12/55/24
35  Chebyquad 20 142/450/163 116/380/147 158/504/185
50 348/1162/418  395/1312/466  349/1156/420
30 Broyden 50 32/103/38 32/103/38 32/103/38
tridiagonal 500 34/109/41 34/109/41 34/109/41
31 Broyden 50 39/152/70 38,146 /66 30/120/56
banded 500 36/131/56 37/138/60 23/79/32
22 Extended 100 126/373/170 208/629/277 98/292/134
Powell 1,000  151/448/210 265/793/349 149/433/199
26  Trigonometric 100 54/101/100 58/106/104 54/105/105
1,000 55/98/98 60/112/111 55/100/100
91  Extended 1,000  24/114/60 23/119/68 23/96/55
Rosenbrock 10,000 25/117/61 23/119/68 23/96/55
23 Penalty 1 1,000 28/98/74 29/93/69 24/77/57
10,00 72/278/176 36/138/81 38/136/98
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Dai y Liao probaron el método HS, El método (2.8), y el método (2.26) en una
estacion de trabajo SGI Indigo. La subrutina de linea de bisqueda calcula oy, tal que se
tiene la condicién de Wolfe fuerte (3.6)-(3.7) con § = 0,01 y o = 0,1. el valor inicial del
conjunto oy, es siempre 1. Aunque la linea de busqueda no siempre pueden garantizar
la propiedad de dj de los tres métodos, las direcciones de busqueda hacia arriba rara
vez ocurren en los experimentos numéricos. en el caso de que una direccién de busque-
da produzca en ascenso, se reinicie el algoritmo ajustando dj, = —g;. Para el método

(2.26), se selecciona t = 0,1.

Los problemas de prueba provienen de [6] y presentaremos algunos de estos proble-
mas a continuacion. Los resultados numéricos de las pruebas se presentan en la Tabla
4.1.

La primera columna P y la segunda columna representan el niimero y el nombre
del problema de [6], respectivamente. Cada uno de los problemas fue probado con dos
diferentes valores de n que van desde n = 20 a n = 10000. Los resultados numéricos son
dados en la forma I/F/G donde I, F, G denota el numero de iteraciones,evaluaciéon de
las funciones, y evaluacion de los gradientes, respectivamente. La condicién de parada

es

lgll < 107°. (4.1)

La iteracién también se detiene si el numero de evaluaciones de la funcién excede
9999, pero se ha notado que esto nunca ocurre. También se terminar la iteracién si el
valor de mejora de la funcion es demasiado pequeno. Exactamente, las iteraciones son

terminadas siempre que

fxr) = f(wpg1)
L+ |f ()]

En este caso, se usa un superindice ”*”mostrando que la iteracion es terminada

<107'°. (4.2)

debido a (4.2) pero (4.1) no es satisfecha. Adema, se escribe ”Failed”si dj es tan grande

que produce un desbordamiento numérico, mientras que el método trata de calcular
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De la Tabla 4.1, se ve que para algunos problemas el método (2.8) realmente lleva
a cabo mucho mejor que el método de HS, por ejemplo el problema 25 con n = 20 y el
problema 23 con n = 10, 000; mientras que para otros problemas, el método (2.8) no es
mejor que el método de HS, por ejemplo el problema 24 con n = 40 y el problema 22
con n = 1000. En su conjunto, el método (2.8) y el método de HS realizan resultados

bastante similares en la prueba de problemas.

Comparando el método (2.26) con el método de HS, se encuentra que hay un gran
ntimero de problemas para el cual el método (2.26) supera al método destacado de HS;
mientras que para el resto de estos problemas, el método (2.26) y el método HS se
realizan de manera muy similar. Por lo tanto, se podra decir que el método (2.26) es

mucho mejor que el método de HS.
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CAPITULO 5
CODIGO Y FUNCIONES DE PRUEBA

Los siguientes cddigos son programas software, escritos segun la sintaxis de Matlab
7. Fueron realizados por el autor de este trabajo con orientacion de su tutor. Ambos
comprobaron que los programas funcionan correctamente y que realizan el trabajo para
el cual fueron creados. Fueron disenados para ser ejecutado desde un programa de ven-
tana .fig pero también pueden ser ejecutado desde un archivo.m dandole las entradas
correctas.
El diseno del software, es modular y bastante general. No se hizo un tnico archivo con
todas las instrucciones si no un grupo de archivos (médulos) cada uno con una tarea
especifica.
El archivo GradConjDaiLiao (Gradiente conjugado Dai y Liao) contiene el esqueleto
del algoritmo, su estrategia general: Dado un punto inicial, realiza un ciclo iterativo
principal, generando la direcciéon de busqueda d, la longitud del paso alfa y actualiza-
cion del iterado. Los cédlculos de alfa y beta se realizan en otros archivos, pudiéndose
utilizar para este cdlculo varias férmulas. Las féormulas de beta se programarén en el
programa Calculo de Beta, mientras que las férmulas de alfa requiere un archivo para

cada férmula, el archivo busqueda se encarga de seleccionar la bisqueda.
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34 Capitulo5.Cédigo y funciones de prueba

Esta funcién calcula método de gradiente conjugado

function

[solucion,trabajo]=GradConjDailiao(x,funcion,CriterioGrad,LaBusqueda,
CriterioBusq,parametros)

% Este programa ejecuta el metodo de gradiente conjugado version

% de dai y Liao

trabajo = struct(’Iteraciones’,0,’tiempo’,0, ’Recorridox’, [], ’Recorridof’,
[],’RecorridoBusq’, [])

t0 = clock;

k = 0;

[f,gradiente] = feval(funcion,x);

trabajo.Recorridox = [trabajo.Recorridox xJ;

trabajo.Recorridof [trabajo.Recorridof f];
d = -1% gradiente
£2=f-100;
auxf=f;
while eval(CriterioGrad)
f=auxf;
[alfa,kb] = Busqueda(LaBusqueda,x,d,funcion,CriterioBusq,parametros);
trabajo.RecorridoBusq = [trabajo.RecorridoBusq kb];
k=%k+ 1;
x2 =x+talfax*d;
[f2,gradiente2] = feval(funcion,x2);
auxf=£f2;

alfaxd;

S

y = gradiente2 - gradiente;

beta = feval(’CalculoDeBeta’,1,gradiente2,d,y,s,0.1);

if (gradiente2’*gradiente)/(gradiente2’*gradiente2) >=1
d = -1*gradiente2-((parametros(5)*gradiente2’*s)/(d’*y))*d;
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else

d = -1% gradiente2 + betaxd;
end
X=X2;

gradiente = gradiente2;

trabajo.Recorridox = [trabajo.Recorridox x];

trabajo.Recorridof [trabajo.Recorridof f];

end

trabajo.tiempo = etime(clock,t0);
trabajo.Iteraciones = k;

solucion = x;

Esta funcidén realiza la bisqueda 1lineal para el método de gradiente
function [alfa,kb] = Busqueda(LaBusqueda,x,d,funcion,CriterioBusq,parametros)
% Esta funcion realiza la busqueda lineal para el metodo de gradiente
% conjugado
% intervalo = incertidumbre(x,d,funcion);
intervalo = [0 2];
halfa = intervalo * parametros(6)
%hz= x+alfaxd
%ly,gradiente] = eval(funcion,z)
switch LaBusqueda
case 1 % Busqueda de Wolfe fuerte
[alfa,kb] = WolfeFuerte4(x,d,funcion,intervalo,CriterioBusq,parametros);
case 2 % % Busqueda de Armijo
case 3 7 Metodo de Biseccion
[alfa,kb] =biseccion(x,d,funcion,intervalo,CriterioBusq,parametros);

case 4 % seccion dorada

case 5 % Busqueda de Golstein
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36 Capitulo5.Cédigo y funciones de prueba

otherwise
[alfa,kb] = WolfeFuerte(x,d,CriterioBusq,parametros);

end

Este programa realiza la busqueda de Wofe fuerte

function [alfa,kb] =WolfeFuerte4(x,d,funcion,intervalo,CriterioBusq,parametros)
% biseccion

[f,gl=feval (funcion,x);

kb=0;

alfa = intervalo(2);
x2=x+alfaxd;
[f2,g2] = feval(funcion,x2);
condicionl = (f2<=f+parametros(3)*alfaxg’*d);
condicion2=(abs(g2’*d)<=-1*parametros(4)*g’*d) ;
condicion3 =(kb <parametros(7));
while (("condicionl | “condicion2) & condicion3)
if g27*d >0
intervalo(2)=alfa;
else
intervalo(1)=alfa;
end
alfa = (intervalo(1l)+intervalo(2))/2;
x2=x+alfaxd;
[f2,g2] = feval(funcion,x2);
kb=kb+1;
condicionl = (f2<=f+parametros(3)*alfaxg’*d);

condicion2=(abs(g2’*d)<=-1*parametros(4)*g’*d) ;
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condicion3 =(kb <parametros(7));

end

function [alfa,kb] =seccion_dorada2(x,d,funcion,intervalo,CriterioBusq,parametros)
t=(sqrt(5)-1)/2;
kb=0;
gama=intervalo(1)+(1-t)*(intervalo(2)-intervalo(1));
x1l=x+gamax*d;
fgama=feval (funcion,x1);
delta=intervalo(1l)+t*x(intervalo(2)-intervalo(1));
x2=x+delta*d;
fdelta=feval (funcion,x2);
while abs(delta-gama)>parametros(8)
if fgama>fdelta

intervalo(1)=gama;

gama=delta;

fgama=fdelta;

delta=intervalo(1)+t*x(intervalo(2)-intervalo(1));

x2=x+deltax*d;

fdelta=feval (funcion,x2);

else
intervalo(2)=delta;

delta=gama,

fdelta=fgama;

gama=intervalo(1)+(1-t)*(intervalo(2)-intervalo(1));

x1=x+gamax*d;

fgama=feval (funcion,x1);

end

kb=kb+1;

end

alfa = (intervalo(2)+intervalo(1))/2;
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Esta funcién calcula el valor del parametro Beta que caracteriza la
definicion de direcciones conjugadas

function beta = CalculoDeBeta(caso,g,d,y,s,t)

% Esta funcion calcula el valor del parametro Beta que caracteriza la

% definicion de direcciones conjugadas

switch caso
case 1 formula de Hestenes Stiefel
beta = (g’*y)/(d’*y);

case 2 formula (2.5)

beta = g’*(y-t*s)/(d’*y);
case 3

beta = max(((g’*y)/(d’*y)),0) - t*x(g’*s)/(d’*y);
case 4

beta = -1xg - t*x((g’*s)/(d’*y))*d;
otherwise

beta = max((g’*y)/d’*y,0) - tx(g’*s)/(d’*y);

end

Esta funcidén da criterio para el gradiente
function CriterioGrad = CriterioG(cual)
%CriterioGrad

switch cual

case 1

CriterioGrad = ’norm(gradiente) > parametros(l) & k <= parametros(2)’;
case 2

CriterioGrad = ’norm(x2-x) > parametros(l) & k <= parametros(2)’;
case 3
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CriterioGrad = ’f-f2>(1+abs(f))*parametros(8) & k <= parametros(2)’;
otherwise

end

\\

% definicion de parametros

% parametros(l) guarda a epsilon o se la precision deseada para detener

% parametros(2) Guarda el numero maximo de iteraciones

% parametros(3) guarda el deta para Wolfe

% parametros(4) guarda a sigma para Wolfe

% parametros(5) guarda el parametro t para Dai y Liao

% parametros(6) guarda el porcentaje de reduccion en busquedas tipo Armijo
% parametros(7) numero maximo de busqueda lineales por iteracion

% parametros(8) se usa en criterio de parada f(xk)-f(xk+1)> (1+[f(xk)|)

% valores por omision

parametros = [0.0005 175 0.01 0.1 0.1 0.5 150 1e-10];

Las siguientes son funciones que se usan de prueba
function [y,gradiente] = ejemploO1(x)

% primer ejemplo de prueba para Dai y Liao

y= (x(1)-4).72+10*%(x(2)-24) ."2+100*(x(3)-25) .~ 2;
gradiente = [2.*%(x(1)-4); 20.*%(x(2)-24); 200.*(x(3)-25)];

function [y,gradiente] = ejemplo02(x)

% segundo ejemplo de prueba para Dai y Liao

y= (x(1)-4) .72+ (x(2)-24) ."2+(x(3)-25) .~ 2;
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gradiente = [2.%(x(1)-4); 2.*x(x(2)-24); 2.%(x(3)-25)];

function [y,gradiente]=pruebavariably_dimensioned_function(x)

% funcion de un unico minimo en dos variable polinomio convexo

y=0;
n=length(x) ;

y=y+(x-1) "*(x-1)+((1:n) *(x-1)) "2+ ((1:n)*(x-1)) "4+1;
gradiente=zeros(n,1);
for i=1:n
gradiente (i)=2*%(x(1)-1)+2*i*x((1:n)*(x-1))+4*xi*(((1:n)*(x-1))"2)*((1:n)*(x-1));

end

function [y,gradiente]=pruebarosenbrock(x)
%funcion valle banana de Rosenbrock generalizado
y=0;
[n1,n2]=size(x);
n=max(nl,n2);
gradiente=[];
if mod(n,2)==0
for ka=1:n/2
y=y+100%* (x (2xka) -x(2*¥ka-1)) "2+ (1-x(2xka-1))"2;

end

for kb=1:n/2
gradiente=[gradiente;-400%* (x(2*xkb) -x (2*kb-1) "2) *x (2%¥kb-1) -
2% (1-x(2xkb-1)) ; 200 (x (2*¥kb) -x (2xkb-1) "2) ] ;

end

else

mensaje=strvcat(’punto con dimension no adecuada’,

Jose Munoz



41

’debe dar un vector con dimension par ’);
titulo="ERROR!’;

errordlg(mensaje,titulo)

y=NaN;

gradiente=NaNl;

end

% una corridad de pruebaOl

CriterioGrad = CriterioG(1);

%funcion = ’pruebarosenbrock’;

%hfuncion = ’pruebasingpowell’

%hfuncion = ’rosenbrockl’

%hfuncion = ’trigonom’

funcion = ’pruebavariably_dimensioned_function’
%funcion = ’trigonom’

%hfuncion = ’ejemplo01’;

Jfuncion = ’ejemplo04’

hx=[1/4 1/4 1/4 1/4]°% x de la trigonometrica;
x=[5/10 4/10 3/10 2/10 0]’%x de funcion variably dimencion

Yx = [-1.2;1;-1.2;1;-1.2;1;-1.2;1;-1.2;1;-1.2;1]1;% x de la funcion rosenbrock
%x = [3 -1 0 1]’%x de lafuncion powell singular

hx = [-1.2 1.2]°

hx=[1 21 21]°

hx=[1 1 1]’

hx=[1 11"

DefinicionParametros;
LaBusqueda = 3;

CriterioBusq = 1;
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[solucion,trabajo]=GradConjDailiao(x,funcion,CriterioGrad,LaBusqueda,CriterioBusq,

parametros)

end
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A continuacién se presenta una imagen de la ventana .fig desde la cual se puede correr
el algoritmo de Gradiente Conjugado de Dai y Liao.

© iterados vs. Objetivo

M Funcion

M Curvas de nivel

M Coordenada del Punto

@ Dinamica de x

Figura 5.1: Imagen del programa de gradiente conjugado
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CAPITULO 6
CONCLUCIONES Y RECOMENDACIONES

Concluciones:

El método de Gradiente Conjugado Dai y Liao [13] es al menos tan efectivo como

el método de Hestenes y Stiefel [4].

Se da una condicién de conjugancia equivalente a la H conjugancia.

El método de Dai y Liao es globalmente convergente.

Se logro probar el funcionamiento en la practica del método de Dai y Liao obtenien-
do los resultados esperados.

Recomendaciones:

Se recomienda experimentar con el método para determinar valores convenientes de

los parametros 0, 0 y t de acuerdo con las caracteristicas de la funcién f.
Se recomienda hacer prueba del método con otras funciones.

Se recomienda comparar, en forma experimental, este método con otros método de

Gradiente Conjugado.
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