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RESUMEN
En este trabajo se realizó un análisis cinético de una reacción enzimática con

cooperatividad descrita por el mecanismo:

k1 k2

S + E ⇋ C1 ⇀ E + P

k−1

k3 k4

S + C1 ⇋ C2 ⇀ C1 + P.

k−3

Para esto, se planteó un modelo matemático de tres ecuaciones diferenciales ordi-

narias (EDO’s) altamente no lineales en las Variables de estado: concentración de

sustrato S y concentración de los complejos-enzima C1 y C2; quedando las concen-

traciones de la enzima E y del producto P determinadas por relaciones algebraicas

como funciones de estas tres variables de Estado. Se demostró que el modelo es un

problema con condiciones iniciales bien planteado y que presenta parámetros carac-

terísticos del sistema bioquímico asociados con la velocidad a la cual transcurre el

mecanismo. Para la evolución de la reacción se distinguieron dos escalas de tiempo:

un transeúnte inicial en el cual la concentración del sustrato permanece constante

y la concentración de los complejos-enzima varían considerablemente hasta un valor

máximo, y una escala de tiempo mayor al transeúnte inicial en donde la concen-

tración del sustrato varía considerablemente disminuyendo asintóticamente a cero

al igual que las concentraciones de los complejos-enzima. Luego de establecer el pa-

rámetro que separa estas escalas de tiempo, se propuso un adimensionamiento del

modelo matemático a partir de los cual se obtuvieron dos modelos equivalentes que

capturan el comportamiento de las concentraciones de las especies que intervienen

en la reacción bioquímica de manera consistente con las hipótesis del casi-estado

estacioario, o QSSA por sus siglas en inglés. Un análisis de perturbación bajo el

enfoque de expansiones asintóticas que validó las hipótesis de la QSSA fue realizado

sobre estos modelos. La solución encontrada mediante el análisis asintótico mostró

que los términos a orden cero respecto al parámetro que separa las escalas de tiem-

po son más significativos desde el punto de vista fenomenológico que los de orden
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uno en adelante; tales términos no sobrepasan la unidad, y cuando el parámetro

que separa las escalas tiempo tiende a cero éstos se desvanecen rápidamente frente

a los de orden cero. Consistentemente con lo esperado por el mecanismo de la reac-

ción enzimática, se encontró, que durante el transeúnte inicial la concentración del

sustrato permanece igual a su valor inicial, mientras que las concentraciones de los

complejos-enzima aumentan hasta un máximo. En éste se tiene el tiempo donde las

soluciones del modelo asociado a esta etapa del transeúnte inicial se empalman con

las soluciones correspondientes al modelo asociado a la etapa para tiempos mayores

que la del transeúnte inicial, y para los cuales la concentración de sustrato disminuye

considerablemente como lo hacen las concentraciones de los complejos-enzimas. Todo

el análisis se realizó considerando valores realistas para las constantes cinéticas: k−3,

k−1, k1, k2, k3 y k4, y fueron ilustrados mediante representaciones gráficas.

Palabras claves: análisis cinético, ecuaciones diferenciales, análisis de perturba-

ción, expansiones asintóticas, hipótesis de la QSSA.

iv



ÍNDICE

Agradecimientos i

Resumen iii

Introducción 1

1. Planteamiento del Problema 5

1.1. Descripción de la reacción bioquímica . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2. Presentación del modelo matemático . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3. Problema matemático a estudiar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2. Técnica de Perturbación Singular 11

2.1. Preliminares matemáticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.1.1. Aproximaciones asintóticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.1.2. Aproximación de soluciones de ecuaciones diferenciales . . . . 16

2.2. Descripción de la técnica de perturbación singular . . . . . . . . . . . 17

3. Problemas de perturbación singular asociado a la cinética 21

3.1. Descripción de la cinética de estado estacionario. La QSSA . . . . . . 21

3.2. Determinación de las escalas de tiempo . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.3. Estimación del dominio de parámetros para el cual la QSSA es válida 25

3.4. Adimensionamiento del modelo matemático . . . . . . . . . . . . . . 26

3.5. Soluciones asintóticas y análisis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.5.1. Soluciones asintóticas de orden O(1) . . . . . . . . . . . . . . 29

3.5.2. Condición matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.5.3. Sobre las soluciones asintóticas de orde O(ε̂) . . . . . . . . . . 35

4. Conclusiones 39

A. Prueba de la Proposición 1.1 41

v



ÍNDICE vi

B. Desarrollo de las Expansiones Asintóticas 43

B.1. Expansiones Asintóticas Después del Transeúnte Inicial . . . . . . . . 43

B.2. Expansiones Asintóticas con la escala ω = τ/ε̂ . . . . . . . . . . . . . 44

C. Deducción de las soluciones a O(ε̂) 47

Referencias 49

vi



INTRODUCCIÓN

Las reacciones bioquímicas ocurren continuamente en todos los organismos vivos

y muchas de ellas involucran proteínas llamadas enzimas [4], las cuales actúan co-

mo un eficiente catalizador. Las enzimas que participan en una reacción bioquímica

determinada aceleran o inhiben el proceso de transformación en productos de otros

compuestos que se denominan sustratos. Por ejemplo, la hemoglobina en las células

sanguíneas es una enzima y el oxígeno con el cual se combina para producir un com-

puesto orgánico determinado es el sustrato. Por esta razón, las enzimas juegan un

rol fundamental en la regulación de los procesos biológicos que debe ser entendido

a fin de proponer mecanismos mediante los cuales se pueda seguir, en el tiempo, el

curso de una determinada reacción bioquímica.

Para entender el rol que juegan las enzimas en las reacciones bioquímicas, se debe

realizar un análisis dinámico denominado cinética enzimática [4]. La cinética enzi-

mática estudia la velocidad de las reacciones bioquímicas que son catalizadas por las

enzimas. El estudio de la cinética de una enzima permite explicar los detalles de su

mecanismo catalítico, su papel en el metabolismo, cómo es controlada su actividad en

la célula y cómo puede ser inhibida su actividad por fármacos o venenos o potenciada

por otro tipo de moléculas [11]. Aun cuando los mecanismos enzimáticos pueden ser

divididos en mecanismo de único sustrato o mecanismo de múltiples sustratos, es im-

portante determinar la etapa controlante de la reacción, la velocidad a la que ocurre

la reacción, la velocidad de cambio de las concentraciones de moléculas presentes y

el tiempo en que ocurren o no cambios significativos en tales concentraciones, entre

otros aspectos [19].

Con un estudio de la cinética enzimática de la reacción bioquímica se pueden estimar

las velocidades a las que ocurren sus etapas, la evolución temporal de los reactivos,

productos y las condiciones que influyen sobre la acción de las moléculas presentes

en el mecanismo de reacción. Particularmente, la evolución temporal de los reactivos

y productos puede ser monitoreada mediante el uso de modelos matemáticos que

involucran la concentración de moléculas presentes en la reacción desde que ésta se

inicia hasta que culmina.

La complejidad del proceso biológico y bioquímico es tal que el desarrollo de un

modelo matemático simplificado es poco estándar y requiere que el fenómeno consi-
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Introducción 2

derado se conozca con detalle. De igual forma, el modelado también requiere de una

parte no tan científica y más intuitiva que demanda un esfuerzo considerable por

parte del investigador. Una vez obtenido un modelo matemático lo suficientemente

representativo del fenómeno, se procede a su resolución, consistiendo en: verificar

que el modelo es un problema matemático bien planteado (que exista solución única,

o conjunto de soluciones, y que sea estable) y calcular las soluciones en situaciones

bien particulares del fenómeno estudiado. En casi todos los casos, los modelos ma-

temáticos que se plantean para estudiar la cinética de una reacción enzimática se

presentan en forma de ecuaciones diferenciales, ordinarias o en derivadas parciales,

que si resultan ser problemas bien planteados para ciertas condiciones iniciales, de

fronteras y parámetros específicos, la mayoría de las veces la solución analítica o

una fórmula cerrada adecuada no puede ser determinada [19]. Adicionalmente, estos

modelos involucran variables y/o parámetros que se vuelven numéricamente muy

grandes o pequeños, o se encuentran en la vecindad del valor de un parámetro o

punto en donde la solución no es analítica. Por esta razon, es necesario el uso de

las técnicas que proporciona el análisis numérico como rama del análisis matemático

para proponer una aproximación funcional a la solución del problema. Particular-

mente se cuentan con las técnicas de análisis de perturbación mediante expansiones

asintóticas [19] y, de manera específica, para el análisis cinético se cuentan con aqué-

llas fundamentadas sobre las hipótesis del casi estado de equilibrio de las especies

reaccionates o casi estado estacionario (QSSA por sus siglas en ingles) [2, 14].

Por lo anterior, en este trabajo se presenta el análisis cinético de una reacción enzimá-

tica con fenómeno de cooperatividad enmarcada dentro de las reacciones bioquímicas

con múltiples sustratos. El análisis cinético se realizó mediante el estudio de un mo-

delo matemático planteado en términos de ecuaciones diferenciales ordinarias, cuyas

soluciones fueron aproximadas mediante la técnica de perturbación basada en la QS-

SA debido a la presencia de dos escalas de tiempos diferentes en las que el mecanísmo

de la reacción procede. Para un entendimiento adecuado, el trabajo se estructuró de

la manera siguiente: En el Capítulo 1 se plantea formalmente el modelo matemático

que describe la evolución temporal de las concentraciones asociadas a las especies que

intervienen en la reacción enzimática. Seguidamente en el Capítulo 2 se realiza una

breve descripción de los fundamentos de las técnica de perturbación para el análisis

cinético. El Capítulo 3 contiene los resultados fundamentales del trabajo. En este

2



Introducción 3

Capítulo se presentan los problemas de perturbación asociados al análisis cinético

como consecuencia de un adimensionamiento del modelo matemático, tomando en

cuenta la existencia de dos escalas de tiempo en las que ocurre la reacción bioquí-

mica, y definiendo el parámetro de separación de ambas escalas como el parámetro

característico del análisis de expansión asintótica. Finalmente, en el Capítulo 4 se

presentan las conclusiones y algunas perspectivas para trabajos futuros.

3





Capítulo 1

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripción de la reacción bioquímica

En este trabajo se realiza el análisis cinético de una reacción bioquímica basada en

un mecanismo de múltiples sustratos, denominada reacción enzimática cooperativa,

que involucra dos partes y seis etapas en total. En esta reacción, la enzima está

presente en tres posibles estados: una molécula libre que se denotará por E, una

molécula compleja presente en la primera parte de la reacción que se denotará por

C1 y otra molécula compleja presente en la segunda parte de la reacción y que se

denotará por C2. En efecto, el mecanismo de reacción se representa mediante las dos

siguientes ecuaciones estequiométricas:

k1 k2

S + E ⇋ C1 ⇀ E + P

k−1

k3 k4

S + C1 ⇋ C2 ⇀ C1 + P.

k−3

(1.1)

El menanismo tiene la siguiente interpretación: en la primera ecuación una molécu-

la del sustrato S se combina con una molécula de la enzima libre E para formar

una molécula del complejo-enzima C1 a una velocidad constante k1. En esta misma

reacción, el complejo C1 puede desdoblarse en el sentido inverso de la reacción a

una velocidad constante k2 para generar de nuevo el sustrato y la enzima, o produce

una molécula de enzima libre y del producto P a una velocidad constante k2; esto

dependerá de la magnitud de ambas velocidades, k1 y k2, involucradas. Luego, en la

segunda reacción una molécula de sustrato se combina con el complejo-enzima C1 pa-

ra formar el complejo-enzima C2 a una velocidad constante k3. Este complejo puede

5



CAPÍTULO 1. Planteamiento del Problema 6

desdoblarse bien sea para producir nuevamente al sustrato S y al complejo-enzima

C1 a una velocidad k−3 o producir una molécula del complejo-enzima C1 y el pro-

ducto P a una velocidad constante k4 como tercera etapa de esta segunda ecuación

estequiométrica; nuevamente esto dependerá de la magnitud relativa entre las velo-

cidades constantes involucradas y el proceso de autoregulación que la propia enzima

proporciona a la reacción. No obstante, en la literatura experimental especializada

(ver [6]) se reportan restricciones bioquímicamente realistas sobre estas velocidades

que fueron consideradas en este trabajo:

k4 > k2 ≫ (k1 = k2)≫ (k−1 = k−3)

k−1 = k−3 ≪ 1

k1 = k3 = 1.



















(1.2)

1.2. Presentación del modelo matemático

Las ecuaciones que describen la evolución temporal de la concentración de las

moléculas presentes, en la reacción bioquímica, se obtienen mediante la Ley de Acción

de Masas que a continuación se define.

Definición 1.1 (Ley de Acción de Masas). La velocidad de una reacción química es

proporcional al producto de las concentraciones de los reactivos, donde la constante

de proporcionalidad es la constante de velocidad.

De acuerdo a esta definición, siguiendo muy de cerca la referencia [9], si de-

notamos por s, e, c1, c2 y p las concentraciones para el sustrato, la enzima, los

complejos-enzima y el producto de la reacción, entonces las ecuaciones para la evo-

lución temporal de estas cantidades vienen dadas por:

ds

dt
= −k1se + (k−1 − k3s)c1 + k−3c2, (1.3)

de

dt
= −k1es + k1Kmc1, (1.4)

dc1

dt
= k1es− (k1Km + k3s)c1 + k3K

′
mc2, (1.5)

dc2

dt
= k3sc1 − k3K

′
mc2, (1.6)

dp

dt
= k2c1 + k4c2, (1.7)

6



CAPÍTULO 1. Planteamiento del Problema 7

en donde

Km =
k−1 + k2

k1
y K ′

m =
k−3 + k4

k3
.

Se imponen condiciones iniciales apropiadas al sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias (1.3)-(1.7) denotadas por:

s(0) = s0, e(0) = e0, y c1(0) = c2(0) = p(0) = 0, (1.8)

donde e0 ≪ 1 denota la concentración inicial de la enzima y s0 ≫ 1 la concentarción

inicial del sustrato.

Según el mecanismo, la enzima es liberada en la primera ecuación estequiométrica

una vez que finaliza la reacción bioquímica. Matemática y bioquímicamente esta

propiedad implica que la concentración e de la enzima es la cantidad conservada del

sistema, por lo tanto una ecuación constitutiva o ley de conservación para la enzima

se puede obtener sumando las ecuaciones diferenciales (1.4), (1.5) y (1.6); esto es:

e(t) = e0 − (c1(t) + c2(t)). (1.9)

La ecuación para la concentración p(t) del producto puede desacoplarse del sistema

e integrar una vez encontradas c1(t) y c2(t), como en el caso de la enzima, para

obtener:

p(t) =

∫ t

0

(k2c1 + k4c2)(t) dt.

Así, usando (1.9), el modelo matemático que resulta es el siguiente

ds

dt
= −k1e0s + [k−1 + (k1 − k3)s]c1 + (k−3 + k1s)c2, (1.10)

dc1

dt
= k1e0s− [k1Km + (k1 + k3)s]c1 + (k3K

′
m − k1s)c2, (1.11)

dc2

dt
= k3sc1 − k3K

′
mc2, (1.12)

sujeto a las condiciones iniciales

s(0) = s0 y c1(0) = c2(0) = 0.

1.3. Problema matemático a estudiar

En esta sección presentamos los problemas matemáticos que se estudiaron en este

trabajo con el propósito de analizar la cinética de la reacción enzimática cooperati-

va anteriormente descrita y cuya dinámica viene dada por el sistema de ecuaciones

7



CAPÍTULO 1. Planteamiento del Problema 8

diferenciales ordinarias (EDO’s) no lineales (1.10)-(1.12). Estos problemas son con-

sistentes con hipótesis realistas y mediciones de validación experimental hechas por

biólogos matemáticos que pueden ser citadas en las referencias [19], [10] y [1].

Para especificar los problemas matemáticos consistentes con las situaciones bio-

químicamente realistas, el modelo (1.10)-(1.12) se reescribe de la manera siguiente:

du

dt
= f(u), (1.13)

en donde u(t) = (s(t), c1(t), c2(t)) es el vector de concentraciones de las especies

involucradas en la reacción y f(u) representa el campo vectorial del sistema cuyos

elementos son las velocidades de producción de las especies dadas por la ley de acción

de masas. Una consideración realista, adicional y acorde con el buen planteamiento

del problema, es la siguiente:

0 ≤ s(t) ≤ ‖s‖∞ = máx
t∈[0,T ]
T>0

|s(t)| = s0,

0 ≤ ci(t) ≤ ‖ci‖∞ = máx
t∈[0,T ]
T>0

|ci(t)| = Ĉi, para cada i = 1, 2.

Con esto, el dominio de validez para el campo vectorial f es el conjunto Ω̄ de R
3
+

definido por:

Ω̄ = [0, s0]× [0, Ĉ1]× [0, Ĉ2]. (1.14)

Luego, el problema matemático principal se reduce al siguiente problema de Cauchy:

dado un intervalo [0, T ], con T > 0 una constante fija, dada la función f : Ω̄→ R
3 y

las constantes kj , para j ∈ {−3,−1, 1, 2, 3, 4}; según las restricciones (1.2), encontrar

la función u : [0, T ]→ Ω̄ tal que











du

dt
= f(u), ∀t ∈ (0, T ]

u(0) = u
0,

(1.15)

en donde u
0 = (s0, 0, 0) es el vector de condiciones iniciales del sistema. El buen

planteamiento de este modelo como problema matemático, es decir: existencia, uni-

cidad y estabilidad de soluciones, es inmediato gracias a las restricciones naturales de

las variables y parámetros ya especificadas. Al respecto el siguiente resultado, cuya

prueba se esquematiza en el Apéndice A, se tiene:

8



CAPÍTULO 1. Planteamiento del Problema 9

Proposición 1.1. El problema de Cauchy (1.15) que describe la dinámica de la

reacción enzimática cooperativa (1.1) posee una unica solución u que depende con-

tinuamente de la condición inicial u
0 definida en el intervalo [0, T ] con T > 0 una

constante fija.

Los biólogos matemáticos, así como otros investigadores en cinética química, han

establecido que un mecanismo de reacción detallado y preciso [1] no sólo involucra

un gran número de especies, sino que también las etapas de estos mecanismos se dan

sobre un amplio espectro de escalas de tiempo que pueden ir desde nanosegundos a

minutos. En efecto, se ha encontrado que existen dos escalas de tiempos definidas

de la manera siguiente [7, 19]: un transeúnte inicial [0, t∗], con 0 < t∗ ≪ T , en don-

de las concentraciones de algunas de las especies varían considerablemente rápido

mientras que otras se mantienen aproximadamente invariantes; ésta se denomina es-

cala rápida. La otra escala (t∗, T ], denominada escala lenta, es aquélla en donde las

concentraciones de las especies que variaron rápidamente en el transeunte inicial lo

hacen con más lentitud, y se percibe de manera notable el cambio en la concentración

de aquellas especies que se mantienen aproximadamente invariantes en el transeúnte

inicial. Esta situación se presenta de manera bien particular en la reacción enzimática

coperativa considerada en este trabajo, además dificulta el análisis cinético debido

a que el modelo matemático (1.15), a pesar de estar bien planteado, no captura el

comportamiento de las concentraciones en el transeúnte inicial. En consecuencia, los

métodos numéricos de integración usuales resultan poco adecuados para aproximar la

solución del modelo matemático (1.15). Para solventar esto, los biólogos, con base en

sus observaciones experimentales, suponen que en el transeúnte inicial la concentra-

ción del sustrato permanece invariante y aproximadamente igual a la concentración

inicial (s ≈ s0), de manera tal que el modelo se reduce a un sistema de dos ecuaciones

diferenciales ordinarias lineales para la variación de las concentraciones asociadas a

los complejos-enzima c1 y c2 que son integrables; esta suposición es denominada apro-

ximación del pseudo-estado estacionario o aproximación del casi-estado estacionario

(QSSA por sus siglas en inglés). Posterior al transeúnte inicial se considera que las

concentraciones de los complejos-enzima se mantienen casi constante e iguales a cero,

además que la deflexión ∆s(t) de la concentración del sustrato es grande. Esto im-

plica que las ecuaciones diferenciales para los complejos-enzima, dadas en el modelo

(1.15), se transforman en dos ecuaciones algebraicas que pueden ser resueltas para c1

9



CAPÍTULO 1. Planteamiento del Problema 10

y c2 como función de la concentración s del sustrato, para luego ser sustituídas en la

EDO del sustrato y así poder obtener una expresión del lado derecho sólo en función

de s; esta suposición después del transeúnte inicial también es denominada QSSA.

Sin embargo, desde el punto de vista matemático, el modelo (1.15) pierde sentido

debido a que las soluciones c1(t) y c2(t) que se obtienen no satisfacen las condiciones

iniciales y sólo se tiene una EDO que define la dinámica completa del sistema; en

efecto el sistema de ecuaciones algebraicas para las concentraciones c1 y c2 después

del transeúnte inicial son restricciones y no ecuaciones de evolución. Esta situación

es vista por los biólogos matemáticos como un abuso en el uso de la QSSA, pues

no se consideran condiciones para los parámetros involucrados en el modelo bajo

las cuales esta aproximación es válida y el modelo no pierda su condición de buen

planteamiento después del transeúnte inicial. Aún más, no se definen con claridad

las escalas de tiempo y la medida de separación entre ambas escalas para la cual

el modelo matemático (1.15) es consistente con lo esperado desde el punto de vista

bioquímico.

Por lo anteriormente planteado, y con el propósito de realizar el análisis cinético

de la reacción enzimática con cooperatividad, en este trabajo se propone aplicar la

QSSA al modelo (1.15) bajo el formalismo matemático de la teoría de perturbación

singular. La aplicación sistemática de esta teoría permite establecer las condiciones

de los parámetros bajo las cuales la QSSA es válida, el parámetro que representa la

medida de separación entre las escalas de tiempo, rápida y lenta, y por ende definir

de manera precisa estas escalas. Posteriormente se proponen dos adimensionamientos

del modelo (1.15) que toman en cuenta cada escala de tiempo mediante el parámetro

que las separa. Este es el parámetro característico de la teoría de perturbación con el

cual las soluciones de los dos modelos adimensionales y equivalentes al modelo (1.15),

se ajustan durante y despues del transeúnte inicial. El estudio se realiza siguiendo

muy de cerca las referencias [14], [16], [12], [2], [18].

10



Capítulo 2

TÉCNICA DE PERTURBACIÓN SINGULAR

La solución analítica exacta para muchas ecuaciones diferenciales e integrales que

provienen de situaciones reales en la mayoría de los casos no puede ser encontrada.

Por solución exacta se entiende aquella que viene expresada en términos de fun-

ciones cuyas propiedades son conocidas o tabuladas: funciones de Bessel, funciones

trigonométricas, funciones de Legendre, funciones exponenciales, entre otras. Tales

soluciones exactas pueden resultar difíciles de manipular incluso desde el punto de

vista computacional. Por ejemplo, una solución que involucre una serie infinita de

funciones de Bessel regularmente convergente es de hecho poco manejable analítica

y computacionalmente si interesa estudiar la dependencia de tal solución respecto

de algún parámetro; lo cual es el caso frecuente en casos reales. Incluso dentro de la

clase de ecuaciones lineales con las condiciones de frontera lineales, en las cuales las

técnicas de trasformadas son aplicables, la integral que representa la inversa de la

solución transformada no puede ser integrable en términos adecuados, en el sentido

útil para la representación de la solución al problema.

Muchas de las situaciones anteriormente citadas pueden ser solventadas haciendo

uso del análisis asintótico del problema subyacente. En general, el análisis asintótico

es la rama del análisis matemático concerniente al desarrollo de técnicas y soluciones

analíticas aproximadas a tales problemas cuando un parámetro o alguna variable

en la ecuación, o en su integral, llega a ser grande o pequeña o se encuentra en la

vecindad del valor de un parámetro o un punto en el cual la solución no es analíti-

ca. Aunque algunas ideas del análisis asintótico ya se conocían en el siglo dieciséis

y décimo octavo, fue Poincaré quien en 1986 dió una definición exacta de lo que se

conoce como expansión asintótica y estableció los fundamentos del análisis asintótico

moderno. La motivación principal en el vigésimo siglo se originó a partir del estudio

de la mecánica de fluidos, pues las ecuaciones que la rigen son fundamentalmente no

lineales y exhiben una cantidad abundante de parámetros que pueden ser pequeños

11
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o grandes dependiendo de las situaciones prácticas relevantes que son cubiertas por

ambos casos, de manera similar como se presenta en el análisis cinético de reaccio-

nes enzimáticas. Entre los grandes desarrollos en este área del análisis asintótico se

encuentra la Teoría de Perturbación Singular. Esta teoría proporciona técnicas que

se han desarrollado tanto desde el punto de vista formal como heurístico, y una gran

cantidad de bibliografía adaptada a las situaciones reales de estudio pueden ser en-

contradas con relativa facilidad. Entre las referencias más relevantes con prospección

al análisis cinético de reacciones enzimáticas se encuentra la obra de J. D. Murray

[19] que se ha seguido en este trabajo.

El propósito de este capítulo es presentar algunos preliminares sobre la técnica

de perturbación singular usada para llevar a cabo el análisis cinético de la reacción

enzimática cooperativa, aplicada al modelo matemático (1.15). Los detalles y gene-

ralidades de la técnica pueden ser consultados en [18] y las referencias que se citan

en la misma.

2.1. Preliminares matemáticos

A continuación se presentan algunas definiciones y resultados teóricos genera-

les del análisis asintótico que, además de ser básicos y bien conocidos, pueden ser

consultados en las referencias ya mencionadas arriba.

Definición 2.1 (o chica). Se dice que la solución s(ε) es una o chica de δ(ε) cuando

ε tiende a cero y se escribe

s(ε) = o(δ(ε)) (ε→ 0) (2.1)

si y sólo si para todo µ > 0 se cumple |s(ε)| ≤ µ|δ(ε)| para todo ε ∈ D (D un

conjunto) tal que ε está suficientemente cercano a cero.

Observación:

La definición anterior significa que para todo µ > 0 existe ε > 0 tal que |s(ε)| ≤
µ|δ(ε)| para todo ε ∈ (−ε̄, ε̄)

⋂

D. En particular, si δ(ε) no se anula en D,

ĺım
ε→0

s(ε)

δ(ε)
⇒ s(ε) = o(δ(ε)) (ε→ 0) (2.2)

12
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Definición 2.2 (Desprecio y Dominación). Se dice que la solución s(ε) es despre-

ciable frente a δ(ε) cuando ε→ 0 y se escribe

s(ε)≪ δ(ε) (ε→ 0) (2.3)

si y sólo si s(ε) = o(δ(ε))cuando ε → 0. Equivalentemente, se dice que δ(ε) es

dominante frente a s(ε) y se escribe

δ(ε)≫ s(ε) (ε→ 0) (2.4)

Observación

Las ideas de desprecio y dominación se refieren al comportamiento de la combinación

lineal c1δ(ε) + c2s(ε) con ci 6= 0, i = 1, 2 dos constantes reales. Cuando ε tiende a

cero, si s(ε) = o(δ(ε)), esta combinación se comporta esencialmente como su primer

termino c1δ(ε).

Definición 2.3 (O grande). Se dice que s(ε) es una O grande de δ(ε) cuando ε

tiende a cero y se escribe

s(ε) = O(δ(ε)) (ε→ 0) (2.5)

si y sólo si existe una constante C > 0 tal que |s(ε)| ≤ C|δ(ε)| para todo ε ∈ D

suficientemente cerca de cero.

Observación

De la definición tenemos ε̄ > 0 y C > 0 (independientes de ε) tales que |s(ε)| ≤
C|δ(ε)| para todo ε ∈ (−ε̄, ε̄)

⋂

D. En particular, si δ(ε) no se anula en D

s(ε)

δ(ε)
es acotada en (−ε̄, ε̄)

⋂

D ⇒ s(ε) = O(δ(ε)) (ε→ 0) (2.6)

Definición 2.4 (Orden Estricto). Se dice que s(ε) es estrictamente del orden de

δ(ε) cuando ε tiende a cero y se escribe

s(ε) = Os(δ(ε)) (ε→ 0) (2.7)

si y sólo si s(ε) = O(δ(ε)) y s(ε) 6= o(δ(ε)).

En particular, si s(ε) y δ(ε) no se anulan en D.

ĺım
ε→0

s(ε)

δ(ε)
∈ R− {0} ⇒

{

s(ε) = Os(δ(ε)), (ε→ 0)

δ(ε) = Os(s(ε)), (ε→ 0)
(2.8)

13
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Observación

Las definiciones (2.1)-(2.4) tienen sus analogías al restringirse las funciones s y δ a

valores no negativos de ε; en tal caso, se escribe s(ε) = o(δ(ε)) cuando ε → 0+,

s(ε)≪ δ(ε), cuando ε→ 0+.

Teorema 2.1 (De la Función Implícita). Sea y = f(x, ε) con valores en R tal que las

derivadas parciales fx y fε existen y son continuas. Sea x0 ∈ R tal que f(x0, 0) = 0.

Si fx(x0, 0) 6= 0 entonces para algún ε > 0 existe una unica función x = s(ε) definida

en (−ε, ε) tal que s(0) = x0 y f(s(ε), ε) = 0. Esta función de s es continuamente

diferenciable y su derivada satisface

s′(ε) = −fε(s(ε), ε)

fx(s(ε), ε)
(2.9)

Teorema 2.2 (Taylor). Sea s una función real n veces continuamente diferenciable

en un intervalo abierto que contiene al cero. Entonces

s(ε) = s(0) + εs′(0) +
1

2
ε2s′′(0) + ... +

1

n!
s(n)ε + o(εn) (2.10)

2.1.1. Aproximaciones asintóticas

Definición 2.5 (Sucesiones Asintóticas). Sea una sucesión de funciones {δn}n y una

sucesión numérica {xn}n, se dice que
∑

n xnδn(ε) es una aproximación asintótica de

s cuando ε tiende a cero y se escribe

s(ε) ∼
∑

n

xnδn(ε) (ε→ 0) (2.11)

si y sólo si

s(ε) =
∑

n≤m

xnδn + o(δm(ε)) (ε→ 0) (2.12)

para todo m.

Definición 2.6 (Equivalencia Asintótica). Se dice que la función s es asintótica-

mente equivalente a la función δ cuando ε tiende a cero y se escribe

s(ε) ∼ δ(ε) (ε→ 0) (2.13)

si y sólo si

ĺım
ε→0

s(ε)

δ(ε)
= 1 (2.14)
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Observación

Si una función s tiene una aproximación asintótica

s(ε) ∼
∑

n≥0

xnδn(ε) (ε→ 0)

entonces, en términos de la sucesión asintótica {δn}n, esta aproximación es la única.

En efecto, los coeficientes numéricos xn están únicamente determinados. Al hallar

x0, con m = 0, se tiene

s(ε) = x0δ0(ε) + o(δ0(ε)) (ε→ 0)

Como δ0(ε) 6= 0 para ε suficientemente cercano al cero pero no nulo (por la definición

de sucesión asintótica), entonces

s(ε)

δ0(ε)
= x0 + o(1)

Es decir

x0 = ĺım
ε→0

s(ε)

δ0(ε)
(2.15)

Similarmente

x1 = ĺım
ε→0

s(ε)− x0δ0(ε)

δ1(ε)

Además

xn = ĺım
ε→0

s(ε)−
∑

j<n xjδj(ε)

δn(ε)
(2.16)

para todo n. Cabe destacar que dos funciones distintas pueden tener la misma apro-

ximación asintótica respecto de una sucesión asintótica dada.

Definición 2.7. Una función s cuya aproximación asintótica en términos de {εn}n
es nula, se dice que es trascendentalmente pequeña.

Definición 2.8. Las aproximaciones asintóticas se pueden combinar linealmente, si

s(ε) ∼∑

n xnδn(ε) y σ(ε) ∼∑

n χnδn(ε), entonces

(cs + γσ)(ε) ∼
∑

n

(cxn + γχn)δn(ε) (2.17)

donde c y γ son dos constantes reales y ε tiende a cero.
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Nota

Las aproximaciones asintóticas se pueden multiplicar si es posible ordenar los pro-

ductos δnδm resultantes para definir una sucesión asintótica, el caso sencillo es cuando

s(ε) ∼
∑

n xnδn(ε) y σ(ε) ∼
∑

n χnδn(ε). Entonces

(sσ)(ε) ∼
∑

n≥2m

(
n−m
∑

j=m

xjχn−j)ε
n (2.18)

donde m es un entero cualquiera y ε tiende a cero.

Definición 2.9 (Integración y Multiplicación). Una aproximación asintótica se pue-

de integrar de 0 a ε si está bien definida la sucesión asintótica {
∫ ε

0
δn(ε̃)dε̃}. El caso

sencillo es

s(ε) ∼
∑

n≥0

xnεn ⇒
∫ ε

0

s(ε̃)dε̃ ∼
∑

n≥1

xn−1

n
εn (2.19)

donde ε tiende a cero.

En general no se puede diferenciar directamente una aproximación asintótica,

esto sólo es posible bajo ciertas condiciones adicionales. De nuevo el caso relativa-

mente sencillo es para s(ε) ∼
∑

n>m xnεn y s′(ε) ∼
∑

n≥m χnεn cuando ε tiende a

cero, lo cual implica que:

χn = (n + 1)xn+1 (∀n ≥ m).

Es decir, es necesario saber de antemano que s′(ε) existe y admite una aproximación

asintótica.

2.1.2. Aproximación de soluciones de ecuaciones diferenciales

Definición 2.10 (Problema de Valor Inicial). Dada una función f de dos variables

y dados valores t0 y s0, un problema que se presenta bajo la forma

dy

dt
= f(t, y), y(t0) = s0 (2.20)

se denomina Problema de Valor Inicial (P.V.I.) y consiste en buscar una función

diferenciable y = s(t), definida en algun intervalo I que contenga a t0, tal que
ds
dt

(t) = f(t, s(t)) para todo t ∈ I y tal que s(t0) = s0. La condición y(t0) = s0 se

llama condición inicial aun cuando se integre tanto a la izquierda como a la derecha

de t = t0.
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Teorema 2.3 (Básico para P.V.I). Sea z = f(t, y, ε) una función continuamente

diferenciable de R
3 a R y sea s0 ∈ R. Entonces, para algún t > 0 y algún ε > 0,

existe una única función y = s(t; ε) continuamente diferenciable en (−t, t)× (−ε, ε)

tal que ṡ(t; ε) = f(t, s(t; ε), ε) y s(0; ε) = s0. La derivada parcial sε = ∂s/∂ε satisface

el P.V.I.

ṡε = fy(t, s(t; ε), ε) + fε(t, s(t; ε), ε), sε(0; ε) = 0 (2.21)

En la sección siguiente, con base a los conceptos y resultados expuestos en esta

sección, se describe la técnica de perturbación singular que se utilizó en este trabajo.

2.2. Descripción de la técnica de perturbación singular

La dinámica o análisis cinético de una reacción enzimática se puede describir en

forma general mediante un sistema de EDO’s

du

dt
= f(u), (2.22)

en donde u(t) es el vector de concentraciones de las especies y f(u) representa el

campo vectorial del sistema cuyos elementos son las velocidades de producción de

las especies dadas por la ley de acción de masas aplicada sobre el mecanismo de

reacción. La teoría de perturbación singular será efectiva cuando las concentraciones

se clasifiquen en rápidas y lentas como ya se mencionó antes. Esto significa que el

conjunto de variables evolucionan en dos escalas de tiempo distintas y separadas.

Usualmente, la separación entre las escalas de tiempo se mide mediante un pará-

metro arbitrariamente pequeño ε̂. En este caso la ecuación (2.22) adquiere la forma

singularmente perturbada:

duℓ

dt
= ε̂fℓ(uℓ,ur, ε̂) (2.23)

dur

dt
= fr(uℓ,ur, ε̂) (2.24)

en donde uℓ ∈ R
m es el vector de variables lentas, ur ∈ R

n el vector de variables

rápidas y en donde se considera que fℓ ∈ R
m y fr ∈ R

n tal como sus derivadas a

orden O(1). Note que t puede ser referido como el tiempo rápido que define la escala

de tiempo sobre la cual las variables rápidas evolucionan. Por esta razón el sistema

(2.23)-(2.24) puede ser identificado como el sistema rápido. Defininiendo la escala de
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tiempo para las variables lentas como τ = ε̂t, el sistema (2.23)-(2.24) adquiere una

forma equivalente (o sistema lento):

duℓ

dτ
= fℓ(uℓ,ur, ε̂) (2.25)

ε̂
dur

dτ
= fr(uℓ,ur, ε̂) (2.26)

En el límite ε̂→ 0, el sistema (2.25)-(2.26) se reduce a

duℓ

dτ
= fℓ(uℓ,ur, 0) (2.27)

0 = fr(uℓ,ur, 0) (2.28)

en donde la primera ecuación describe la evolución de las variables lentas y la segunda

ecuación representa una restricción algebraica que confina al sistema reducido lento

a una variedad denominada variedad lenta reducida y que se denotará por M0. Si

h0 es una función a valor vectorial (definida en R
m) tal que fr(uℓ,h0(uℓ), 0) = 0,

entonces la variedad lenta reducida puede ser definida como:

M0 = {(uℓ,ur)
T ∈ R

m+n; ur = h0(uℓ)} (2.29)

El método de reducción que propone la técnica de perturbación, al igual que todos

los métodos de reducción, considera que cada punto (uℓ,h0(uℓ)) ∈ M0 es un punto

fijo asintóticamente estable para la ecuación (2.24).

La teoría de perturbación geométrica (GSPT por su siglas en ingles), bajo las

hipótesis anteriores, garantiza la existencia de una variedad invariante lenta Mε̂

para ε̂ suficientemente pequeño, la cual es una perturbación de M0, que tiene la

misma dimensión y es invariante bajo el sistema (2.23)-(2.24). Aún más, Mε̂ es

atractiva exponencialmente para toda trayectoria entorno del sistema (2.23)-(2.24).

El siguiente teorema resume estas conclusiones:

Teorema 2.4. Para todo ε̂ suficientemenete pequeño, existe una función hε̂, tal que

el gráfico

Mε̂ = {(uℓ,ur)
T ∈ R

m+n; ur = hε̂(uℓ)} (2.30)

es invariante bajo el sistema dinámico (2.22)-(2.24). Se dice queMε̂ es la variedad

invariante lenta para tal sistema. La función hε̂ admite una expansión asintó-

tica para ε̂→ 0,

hε̂(uℓ) = h0(uℓ) + ε̂h1(uℓ) + ε̂2
h2(uℓ) + · · · (2.31)
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La dinámica para grandes tiempos del sistema (2.23)-(2.24) se rige por la ecuación

(2.25)
duℓ

dτ
= fℓ(uℓ,hε̂(uℓ), ε̂) (2.32)

restringida sobre Mε̂, con τ = ε̂t.

Note que los coeficientes h1, h2, . . . pueden ser determinados imponiendo la in-

varianza de la variedad, es decir, sustituyendo la ecuación definida por (2.30) en la

ecuación (2.26) de tal modo que se obtenga la siguiente ecuación invariante:

ε̂Dhε̂(uℓ)fℓ(uℓ,hε̂(uℓ), ε̂) = fr(uℓ,hε̂(uℓ), ε̂) (2.33)

en donde se reemplazó
dur

dτ
= Dhε̂(uℓ)

duℓ

dτ
y en donde Dhε̂(uℓ) se entiende como la

matriz de tamaño n×m cuyos coeficientes vienen dados por

∂hi
ε̂

∂uj
ℓ

.

Si el sistema original en efecto posee una variedad invariante lenta, entonces este

puede ser reducido a un sistema mucho más pequeño para la evolución de las varia-

bles lentas solamente, restringido sobre la variedad Mε̂. La pregunta fundamental

de cualquier método de reducción es, por lo tanto, con qué tanta precisión se puede

aproximarMε̂. Para poder responder esto, se debe señalar que la forma singularmen-

te perturbada explícita del sistema (2.23)-(2.24) nunca está disponible en sistemas

físico-químicos complejos, en donde la determinación de las variables lentas y rápidas

y el parámetro ε̂ es una parte sustancial del proceso. Los métodos de reducción basa-

dos en teoría de perturbación singular, por lo tanto, deben proporcionar algoritmos

automáticos capaces de recuperar Mε̂ y la forma asintótica reducida (2.32).
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Capítulo 3

PROBLEMAS DE PERTURBACIÓN SINGULAR ASOCIADOS

A LA CINÉTICA DE LA REACCIÓN ENZIMÁTICA

COOPERATIVA . SOLUCIONES ASINTÓTICAS Y ANÁLISIS

En este capítulo se presentan los problemas de perturbación singular que descri-

ben la cinética de la reacción enzimática cooperativa durante el transeúnte inicial,

o etapa rápida, y luego del transeúnte inicial o etapa lenta. Las soluciones serán

determinadas y un breve análisis del comportamiento de éstas en los intervalos de

ambas escalas será expuesto de manera consistente con lo esperado realmente.

De manera bien natural con el análisis cinético de la reacción enzimática, el

presente capítulo comienza con una breve descripción de la cinética del estado esta-

cionario, en base a la aproximación QSSA, siguiendo muy de cerca los trabajos de

Schnell y Mendoza en [15] y [16]. Esta descripción permitirá definir bien el parámetro

de separación entre las escalas de tiempo y por lo tanto dichas escalas. Seguidamente,

se presenta la versión adimensionalizada del modelo matemático que desde el punto

de vista de la teoría de perturbación singular proporciona la forma lenta del mismo; a

partir de esta versión se obtiene el problema de perturbación singular que representa

la forma rápida del modelo matemático. El desarrollo en este capítulo se presenta de

manera sistemática y la prueba de algunos lemas, proposiciones y cálculos detallados

estarán referidos a fuentes especializadas y/o anexos dentro del trabajo.

3.1. Descripción de la cinética de estado estacionario. La QS-

SA

La mayoría de los experimentos cinéticos en reacciones enzimáticas se centran en

medir la velocidad de reacción [11, 3], y las observaciones han llevado a considerar

dos suposiciones diferentes que conforman la aproximación al casi estado estacio-

nario o QSSA. En primer lugar, cuando la enzima es mezclada con un gran exceso
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de sustrato, el intermediario enzima-sustrato se forma y acumula en un transeúnte

inicial rápido [0, t∗] con t∗ ≪ T para cualquier T > 0 fijo. Como el sustrato está en

exceso durante este transeúnte inicial, se puede considerar que s(t) ≈ s0 para todo

t ∈ [0, t∗]. Al final de este transeúnte inicial rápido, la reacción alcanza un estado

estacionario cinético y las concentraciones ci(t), para i = 1, 2 y todo t ∈ [0, t∗], per-

manecen aproximadamente constantes tal como la velocidad de reacción cambia de

manera relativamente lenta. Esto implica que la deflexión ∆s(t) de la concentración

es despreciablemente pequeña frente a la correspondiente deflexión de los productos

(complejos enzima-sustrato y productos principales) y la velocidad máxima inicial

de la deflexión del sustrato [2]. Con esto se tiene que
∣

∣

∣

∣

∆s

s0

∣

∣

∣

∣

=
t∗

s0

∥

∥

∥

∥

ds

dt

∥

∥

∥

∥

∞

≪ 1. (3.1)

Despues del transeúnte inicial, es decir para todo t > t∗, las concentraciones ci,

i = 1, 2, de los complejos-enzima permanecen aproximadamente constantes. Esto es,

en el estado casi estacionario se puede considerar que
dci

dt
≈ 0. Desde el punto de

vista bioquímico, esta aproximación toma vigencia cuando existe un tiempo

ts ≫ t∗, ∴
t∗

ts
≪ 1, (3.2)

en el que la concentración s del sustrato cambia de manera mucho más significativa

que en el transeúnte inicial. Es decir, cuando la deflexión de la concentración del

sustrato ∆s es considerablemente mucho más grande que la de los productos.

Las expresiones (3.1) y (3.2) que provee la QSSA proporcionan dos hipótesis

para las cuales esta aproximación es válida. Ambas hipótesis son utilizadas para

establecer matemáticamente las escalas de tiempo y el parámetro ε̂ que las separa;

con esas hipótesis se establece el dominio de validez de los parámetros y se proponen

los problemas de perturbación asociados al análisis cinético.

3.2. Determinación de las escalas de tiempo

Con la primera hipótesis de la QSSA el modelo (1.10)-(1.12) se transforma en el

siguiente sistema de dos EDO’s lineales para las concentraciones de los complejos-

enzima.
dc

dt
(t) = Ac(t) + b, (3.3)
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donde: c ∈ R
2 es el vector de concetraciones, A ∈ R

2×2 y b ∈ R
2 dependen solamente

de s0. Para este sistema de EDO’s lineales, la solución para cada componente del

vector c viene dada por

c1(t) = C11e
λ1t + C12e

λ2t + C̄1

(3.4)

c2(t) = C21e
λ1t + C22e

λ2t + C̄2,

en donde Ci,j, i, j ∈ {1, 2}, son constantes de integración a determinar usando las

condiciones iniciales c1(0) = c2(0) = 0, C̄1 y C̄2 son constantes dadas, en este caso,

por las siguientes expresiones

C̄1 =
σe0

σσ′ + σ + 1
y C̄2 =

σσ′e0

σσ′ + σ + 1
, (3.5)

con

σ =
s0

Km

y σ′ =
s0

K ′
m

.

Las soluciones en (3.4) tienden a cero cuando t→∞ ya que λ1 y λ2 son autova-

lores reales estrictamente negativos gracias a las restricciones particulares (1.2) que

se están considerando en este trabajo. En efecto, estos autovalores vienen dados por

la siguiente expresión

λ1,2 = −Kδ(1 + σ) + K ′
δ(1 + σ′)

2
(1∓

√
1− ε). (3.6)

En esta expresión

Kδ = k1Km, K ′
δ = k3K

′
m y ε =

4KδK
′
δ(σσ′ + σ + 1)

(

Kδ(1 + σ) + K ′
δ(1 + σ′)

)2 .

También, por las restricciones (1.2), se tiene que Kδ ≪ K ′
δ y el siguiente lema se

establece.

Lema 3.1. Para el corto período de estado estacionario, ε≪ 1.

Demostración. Es físicamente realista considerar que ε ≪ 1 para el corto período

del estado estacionario, pero este hecho también es matemáticamente cierto. Espe-

cíficamente, si se supone por contradicción que ε≫ 1, entonces se tiene que
√

1− ε

es un número complejo puro y por lo tanto λ1 y λ2 no son autovalores estrictamente

negativos. Luego, ε≪ 1.
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Con el Lema anterior, los autovalores vienen dados por

λ1 = − KδK
′
δ(σσ′ + σ + 1)

Kδ(1 + σ) + K ′
δ(1 + σ′)

+O(ε2), (3.7)

λ2 = −[Kδ(1 + σ) + K ′
δ(1 + σ′)] +O(ε2). (3.8)

Ahora, para determinar la escala de tiempo t∗ se elige el autovalor que posea

menor magnitud. Para esto, el siguiente lema se requiere.

Lema 3.2. λ2 es mucho más pequeño que λ1

Demostración. En efecto, si por contradicción se supone que λ2 ≫ λ1, entonces se

tiene que

−[Kδ(1 + σ) + K ′
δ(1 + σ′)]≫ − KδK

′
δ(σσ′ + σ + 1)

Kδ(1 + σ) + K ′
δ(1 + σ′)

[Kδ(1 + σ) + K ′
δ(1 + σ′)] ≪ KδK

′
δ(σσ′ + σ + 1)

Kδ(1 + σ) + K ′
δ(1 + σ′)

1 ≪ KδK
′
δ(σσ′ + σ + 1)

[

Kδ(1 + σ) + K ′
δ(1 + σ′)

]2

4 ≪ 4KδK
′
δ(σσ′ + σ + 1)

[

Kδ(1 + σ) + K ′
δ(1 + σ′)

]2

(→←) 4 ≪ ε.

Por lo tanto λ2 ≪ λ1.

Con el resultado anterior, se tiene que la escala de tiempo más pequeña que

garantiza la validez de la QSSA es

t∗ =

∣

∣

∣

∣

1

λ2

∣

∣

∣

∣

≈ 1

Kδ(1 + σ) + K ′
δ(1 + σ′)

. (3.9)

Note que si k3 = 0 entonces K ′
δ(1 + σ′) = 0 y la escala de tiempo es la misma que se

reporta en [19] para el mecanismo de reacción de Michaelis-Menten dado por

k1 k2

S + E ⇋ C1 ⇀ E + P,

k−1
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es decir: se tiene el caso donde la cooperatividad enzimática debida al complejo C1

reaccionando con sustrato S no existe.

Para estimar la escala de tiempo ts, en la cual s(t) cambia significativamente,

se toma el máximo cambio posible en el sustrato, específicamente s0 dividido por el

tamaño de la máxima velocidad de cambio de s(t), es decir

ts ≈
s0

∥

∥

∥

∥

ds

dt

∥

∥

∥

∥

∞

, (3.10)

donde
∥

∥

∥

∥

ds

dt

∥

∥

∥

∥

∞

= v0 =
dp

dt
= k2c1(s0) + k4c2c2(s0),

con

c1(s0) =
K ′

me0s0

K ′
m(Km + s0) + s2

0

y c2(s0) =
e0s

2
0

K ′
m(Km + s0) + s2

0

,

las cuales se obtienen al suponer que durante esta escala:
dc

dt
≈ 0. Entonces se tiene

ts ≈
K ′

m(Km + s0) + s2
0

vmáxK ′
m + v′

máxs0
,

donde

vmáx = k2e0 y v′
máx = k4e0.

En efecto

ts =
ρ

e0

donde

ρ =
K ′

m(Km + s0) + s2
0

k2K ′
m + k4s0

.

3.3. Estimación del dominio de parámetros para el cual la

QSSA es válida

La hipótesis t∗ ≪ ts para la cual la QSSA es válida implica la siguiente relación

de restricción para los parámetros

ρ−1 e0

|λ2|
≪ 1. (3.11)

La otra hipótesis de validez para la QSSA:
∣

∣

∣

∣

∆s

s0

∣

∣

∣

∣

≪ 1,
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proporciona otro requerimiento sobre los parámetros dado por la siguiente expresión:

ε̃ =
k1e0

|λ2|
≪ 1. (3.12)

Para obtener este requerimiento sobre los parámetros, se sobre-estimó

∣

∣

∣

∣

∆s

s0

∣

∣

∣

∣

mediante

la máxima velocidad de deflexión posible ‖ds/dt‖∞, la cual es igual a k1e0s0 usando

la EDO para el sustrato s, multiplcada por t∗/s0.

Por la condición (3.11), la expresión (3.12) puede ser reescrita de la manera

siguiente
ε̃

k1ρ
≪ 1. (3.13)

La condición (3.13) garantiza la validez de la QSSA. Además, aún cuando e0/s0 =

O(1), se sigue satisfaciendo si Km y K ′
m son grandes.

3.4. Adimensionamiento del modelo matemático y problema

de perturbación singular asociado

El adimensionamiento del modelo (1.10)-(1.12) depende crucialmente de las dos

escalas de tiempo t∗ y ts que se determinaron. La elección de estas escalas dependerá

de la solución deseada: como ya se señaló anteriormente, con t∗ se obtiene la solución

en la región cerca de t = 0, mientras que con ts se obtiene la solución para la cual

s(t) cambia significativamente. Un problema que involucre las dos escalas de tiempo

generalmente es un problema de perturbación singular para el cual las técnicas de

análisis se han expuesto en el Capítulo 2.

En este orden de ideas, considerando el hecho de que e0 ≪ s0 durante la escala

de tiempo t∗ y las restricciones de validez para la QSSA establecidas anteriormente

para ts ≫ t∗, se introducen las siguientes variables y constantes adimensionales

u(τ) =
s(t)

s0

, v1(τ) =
c1(t)

e0

, v2(τ) =
c2(t)

e0

, τ = k1e0t, (3.14)

α1 =
k−1

k1s0
, α2 =

k2

k1s0
, α3 =

k3

k1

α4 =
k−3

k1s0

, α5 =
k4

k1s0

ε̂ =
|λ2|
k1s0

ε̃















, (3.15)
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para obtener el siguiente problema correspondiente al sistema lento

du

dτ
= −u + [α1 + (1− α3)u]v1 + (α4 + u)v2, (3.16)

ε̂
dv1

dτ
= u− [α1 + α2 + (1 + α3)u]v1 + (α4 + α5 − u)v2, (3.17)

ε̂
dv2

dτ
= α3uv1 − (α4 + α5)v2, (3.18)

el cual se complementa con las siguientes condiciones iniciales

u(0) = 1, v1(0) = v2(0) = 0. (3.19)

El hecho de que el parámetro pequeño 0 < ε̂ ≪ 1 multiplica las derivadas en

(3.17) y (3.18) indica que éste es un problema de perturbación singular. Esta clase

de problemas se identifica de manera fácil si, al tomar ε̂ = 0, el orden del sistema de

EDO’s se reduce; tal sistema reducido en general no satisface las condiciones iniciales.

La idea es entonces utilizar la técnica de perturbación singular para determinar

la solución asintótica del sistema de ecuaciones para ε̂ pequeño. Tal solución se

corresponde con aquéllas que describen el comportamiento de las concentraciones de

las especies que intervienen en la reacción enzimática después del transeúnte inicial

t∗, es decir para τ > 0 en el sistema de EDO’s (3.16)-(3.17)-(3.18). Sin embargo, el

comportamiento de las concentraciones durante el transeúnte inicial también puede

ser obtenido a partir del sistema (3.16)-(3.17)-(3.18), estudiándolo para τ cercano de

cero. Para esto, se realiza un cambio en la escala de tiempo del sistema (3.16)-(3.17)-

(3.18) apropiado para percibir el comportamiento de las variables cerca de τ = 0.

En efecto, se propone la siguiente trasnformación

ω =
τ

ε̂
;

ésta hace que

ε̂
dv1

dτ
=

dv1

dω
y ε̂

dv2

dτ
=

dv2

dω
.

El efecto de la transformación ω =
τ

ε̂
es el de magnificar el entorno de τ = 0 y poder

observar de manera más cercana la región correspondiente al transeúnte inicial t∗,

ya que, para 0 < τ ≪ 1 fijo, se tiene que ω ≫ 1 cuando ε̂ → 0. Se usará esto para

analizar (3.16)-(3.18) alrededor de τ = 0, después de lo cual se obtendrá la solución

asintótica fuera del entorno de τ = 0, y finalmente se dará una solución asintótica

valida para τ ≥ 0.
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Con las transformaciones

ω =
τ

ε̂
, u(τ ; ε̂) = ū(ω; ε̂), v1(τ ; ε̂) = v̄1(ω; ε̂), v2(τ ; ε̂) = v̄2(ω; ε̂) (3.20)

las ecuaciones en (3.16)-(3.18) se transforman en el siguiente problema correspon-

diente al sistema rápido

dū

dω
= ε̂ (−ū + [α1 + (1− α3)ū]v̄1 + (α4 + ū)v̄2) , (3.21)

dv̄1

dω
= ū− [α1 + α2 + (1 + α3)ū]v̄1 + (α4 + α5 − ū)v̄2, (3.22)

dv̄2

dω
= α3ūv̄1 − (α4 + α5)v̄2, (3.23)

con las condiciones iniciales

ū(0) = 1, v̄1(0) = v̄2(0) = 0.

3.5. Soluciones asintóticas y análisis

Al utilizar de manera sistemática la técnica de perturbación singular, primero se

estudia la solución asintótica externa del sistema (3.16)-(3.18) en la forma de una

expansión regular en serie de Taylor para cada variable dada por

u(τ ; ε̂) =
∑

n=0

ε̂nun(τ), v1(τ ; ε̂) =
∑

n=0

ε̂nv1,n(τ), v2(τ ; ε̂) =
∑

n=0

ε̂nv2,n(τ). (3.24)

Con esto, la sucesión de ecuaciones correspondiente a los ordenes O(1) y O(ε̂) vienen

dadas por (ver detalles en el Apéndice B):

O(1) :























du0

dτ
= −u0 + [α1 + (1− α3)u0]v1,0 + (α4 + u0)v2,0,

0 = u0 − [α1 + α2 + (1 + α3)u0]v1,0 + (α4 + α5 − u0)v2,0,

0 = α3u0v1,0 − (α4 + α5)v2,0,

(3.25)

O(ε̂) :







































du1

dτ
= [(1− α3)v1,0 + v2,0 − 1]u1 + [α1 + (1− α3)u0]v1,1 + (α4 + u0)v2,1,

dv1,0

dτ
= [1− (1 + α3)v1,0 − v2,0]u1 − [α1 + α2 + (1 + α3)u0]v1,1

+ (α4 + α5 − u0)v2,1,

dv2,0

dτ
= α3(u0v1,1 + u1v1,0)− (α4 + α5)v2,1,

(3.26)
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las cuales son válidas para τ > 0. Las soluciones de esta sucesión de ecuaciones,

por cada orden, involucran constantes de integración que deben ser determinadas

empalmando ambas soluciones cuando τ → 0 con las soluciones singulares cuando

ω →∞.

En segundo lugar se estudia la solución asintótica interna del sistema (3.16)-(3.18)

haciendo uso del sistema (3.21)-(3.23) y la expansión regular para cada variable dada

por

ū(ω; ε̂) =
∑

n=0

ε̂nūn(ω), v̄1(ω; ε̂) =
∑

n=0

ε̂nv̄1,n(ω), v̄2(ω; ε̂) =
∑

n=0

ε̂nv̄2,n(ω). (3.27)

En efecto, la sucesión de ecuaciones correspondiente a los ordenes O(1) y O(ε̂) para

el sistema lento vienen dadas por (ver detalles en el Apéndice B):

O(1) :



























dū0

dω
= 0,

dv̄1,0

dω
= ū0 − [α1 + α2 + (1 + α3)ū0]v̄1,0 + (α4 + α5 − ū0)v̄2,0,

dv̄2,0

dω
= α3ū0v̄1,0 − (α4 + α5)v̄2,0,

(3.28)

O(ε̂) :







































dū1

dω
= −ū0 + [α1 + (1− α3)ū0]v̄1,0 + (α4 + ū0)v̄2,0,

dv̄1,1

dω
= [1− (1 + α3)v̄1,0 − v̄2,0]ū1 − [α1 + α2 + (1 + α3)ū0]v̄1,1

+ (α4 + α5 − ū0)v̄2,1,

dv2,1

dω
= α3(ū0v̄1,1 + ū1v̄1,0)− (α4 + α5)v̄2,1.

(3.29)

3.5.1. Soluciones asintóticas de orden O(1)

Las soluciones asintóticas de orden O(1) se obtienen de los sistemas (3.25) y

(3.28). Estas soluciones son de principal interés en este trabajo, ya que describen

el comportamiento de las concentraciones en las escalas de tiempo para las cuales

la QSSA es válida. Además se espera que estas soluciones se correspondan con lo

observado experimentalmente en los estudios de cinética enzimática cuando se quiere

medir la velocidad de la reacción bioquímica.

La situación particular en la aproximación de (3.25), como se mencionó antes, es

que posee una sola ecuación diferencial y dos ecuaciones algebraicas simples que no
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satisfacen las condiciones iniciales; en efecto si u0(0) = 1 entonces

v1,0(0) =
1

1 + κ1 + κ2
6= 0 y v2,0(0) =

κ2

1 + κ1 + κ2
6= 0,

donde

κ1 = α1 + α2, κ2 =
α3

α4 + α5

.

Si se resuelven las ecuaciones algebraicas que aparecen en (3.25) se obtiene

v1,0(τ) =
u0(τ)

κ1 + u0(τ) + κ2u
2
0(τ)

, v2,0(τ) =
κ2u

2
0(τ)

κ1 + u0(τ) + κ2u
2
0(τ)

(3.30)

por lo tanto una EDO, o ecuación de velocidad, para u0 es la siguiente

du0

dτ
= r(u0) = −u0

(

α2 + α5κ2u0

κ1 + u0 + κ2u
2
0

)

. (3.31)

Ahora, tomando u∗ = mı́n
τ
|u0(τ)|, el siguiente resultado se obtiene

Proposición 3.1. La función r(u0) definida en (3.31) es estrictamente negativa para

todo u0 ∈ [u∗, 1].

Demostración. Sean h1 = (α2+α5κ2u0) y h2 = (κ1 +u0 +κ2u
2
0), entonces probar que

la función r = r(u0) sea estrictamente negativa para todo u0 ∈ [u∗, 1] es equivalente

a probar que la relación
h1

h2
es estrictamente positiva para todo u0 ∈ [u∗, 1]. En efecto

h1 = k2k1(k−3 + k4) + k1k3k4s0u0

y

h2 = k2
1Km(k−3 + k4) + k2

1(k−3 + k4)s0u0 +
k1(k−3 + k4)

Km

u2
0,

y, ya que todas las constantes de velocidad son estrictamente positivas, entonces h1

y h2 son funciones estrictamente positivas. De aquí la relación
h1

h2

es estrictamente

positiva.

Con la Proposición anterior se establece que la concentración del sustrato es una

función decreciente después del transeúnte inicial tal como se espera desde el punto

de vista bioquímico.

De (3.31) se obtiene la siguiente solución implícita para u0 = u0(τ):

u0(τ)

α5
+

(

κ1

α2

)

ln u0(τ) +

(

α5 − α2

α2
5κ2

− κ1

α2

)

ln(α2 + α5κ2u0(τ)) = Ĉ − τ. (3.32)
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Si se impone la condición inicial u0(0) = 1, entonces

Ĉ =
1

α5
+

(

α5 − α2

α2
5κ2

− κ1

α2

)

ln(α2 + α5κ2).

Por aproximación del término ln(α2 + α5κ2u0(τ)) usando una expansión de Taylor

respecto de u0(τ), para τ fijo, se encuentra el siguiente resultado

u0(τ) =

(

δ2

δ1

)

W
[(

δ1

δ2

)

exp

(

δ3 − τ

δ2

)]

(3.33)

en donde

δ1 =

[

1

α5

+

(

α5 − α2

α2
5κ2

− κ1

α2

)(

α5κ2

α2

)]

, δ2 =
κ1

α2

,

δ3 = Ĉ −
(

α5 − α2

α2
5κ2

− κ1

α2

)

ln(α2)

yW es la función especial Omega, solución de la famosa ecuación tipo Lambert [15]:

W(x) + ln(W(x)) = ln(x), ∀x ≥ −1

e
.

En la figura 3.1 se ilustran las soluciones obtenidas aquí para valores realistas de los

parámetros, según las restricciones consideadas en este trabajo, tomados de [9].

Figura 3.1: Soluciones: u0(τ) (linea roja), v1(τ) (linea azul), v2(τ) (linea negra) y
e

e0
(τ) = 1− [v1(τ) + v2(τ)] (linea verde) para τ ∈ [0, 0.5k1e0 ∗ 40]

La solución u0(τ) = (u0(τ), v1,0(τ), v2,0(τ)) para el sistema (3.25) no es una solu-

ción aproximada uniformemente válida para todo τ ≥ 0 ya que, como se vió, vi,0 6= 0

para i = 1, 2. Esto no es sorprendente debido a que (3.25) involucra solamente una

EDO; esto es equivalente a tomar ε̂ = 0 in (3.17)-(3.18). El sistema de ecuaciones
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(3.25) tiene una sola constante de integración de la ecuación para u, por lo tanto

no es sorprendente que las condiciones iniciales no se satisfagan respecto a u0 y vi,0

para cada i = 1, 2. Por esta razón, desde el punto de vista matemático se concluye

que al menos una solución u(τ ; ε̂), v1(τ ; ε̂) y v2(τ ; ε̂) no es una función analítica de

ε̂ cuando ε̂→ 0; esta situación no cambia aún cuando se incluyan términos de orden

mayor en ε̂ ([18] y [19]).

Tomando en cuenta que cada ε̂
dvi

dτ
es O(ε̂) en (3.25), estratégicamente se consi-

dera que vi(τ ; ε̂), para cada i = 1, 2, es analítica; de hecho (3.24) también requiere

ser analítica. En vista que las condiciones iniciales vi(0) = 0, i = 1, 2, no se satis-

facen al despreciar ε̂
dvi

dτ
, entonces con la técnica de perturbación estos términos se

pueden retener en el análisis al menos cerca de τ = 0 mediante el sistema a O(1)

dado por (3.28). Las soluciones de este sistema, llamadas interiores, posteriormente

deben pegarse con las O(1) obtenidas anteriormente; lo cual es conocido en análisis

asintótico como condición "matching" [18].

A continuación se obtienen las soluciones asintóticas interiores a partir de (3.28)

con las condiciones iniciales

ū0(0) = 1, v̄1,0(0) = v̄2,0 = 0.

El sistema (3.28) no es de menor orden que el sistema original (3.21)-(3.23) y las

EDO’s son integrables. De hecho, la solución viene dada por (ver deducción en el

Apéndice B)



























ū0(ω) = 1,

v̄1,0(ω) =

(

m1 + γ3

α3

)

C̃2e
m1ω +

(

m2 + γ3

α3

)

C̃1e
m2ω +

γ3

γ1γ3 − γ2α3
,

v̄2,0(ω) = C̃2e
m1ω + C̃1e

m2ω +
α3

γ1γ3 − γ2α3
,

(3.34)

en donde

γ1 = (κ1 + α3 + 1), γ2 = (α4 + α5)− 1, γ3 = (γ2 + 1)

m1,2 = −(γ1 + γ3)

2

(

1∓
√

1− 4
(γ1γ3 − γ2α3)

(γ1 + γ3)2

)

,

C̃1 = − α3m1

(γ1γ3 − γ2α3)(m1 −m2)
, C̃2 =

α3m2

(γ1γ3 − γ2α3)(m1 −m2)
.
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En estas expresiones m1 y m2 son, siempre, números reales estrictamente negativos

debido a que
(γ1γ3 − γ2α3)

(γ1 + γ3)2
≪ 1

4

para todos los parámetros cinéticos. La figura 3.2 ilustra las soluciones ū0, v̄1,0, v̄2,0

y
ē

e0
para los mismos valores realistas de parámetros considerados anteriormente.

Figura 3.2: Soluciones ū0(ω) (linea roja), v̄1,0(ω) (linea azul), v̄2,0(ω) (linea negra)

y
ē

e0

(ω) = 1− [v̄1,0(ω) + v̄2,0(ω)] para ω ∈ [0, 0.5k1s0]

3.5.2. Condición matching

No puede esperarse que las soluciones anteriores se tengan para todo τ ≥ 0, ya

que si esto ocurriera entonces significa que
dvi

dω
= ε̂

dvi

dτ
es O(1) para todo τ . Las

partes de las soluciones dadas por (3.34) son las partes singulares o internas para u,

v1 y v2, y son válidas para 0 ≤ τ ≪ 1, mientras que (3.30)-(3.32) es la solución no

singular o externa válida para todo τ que no sea inmediato al entorno de τ = 0. Si

ahora se hace ε̂ → 0 se tiene para un 0 < τ ≪ 1 fijo, pero bien pequeño, entonces

ω →∞. Por lo tanto, en el límite de ε̂ se espera que la solución (3.30)-(3.32), cuando

τ → 0, sea igual a la solución (3.34) cuando ω → ∞; esto es, la solución singular

cuando ω → ∞ se pega a la solución no singular cuando τ → 0. Esta es la esencia

de la condición matching en la teoría de perturbación singular [18].

Si se denota la solución no singular por ū0(ω) = (ū0(ω), v̄1,0(ω), v̄2,0(ω)), entonces

de (3.34) y (3.30)-(3.32) se ve directamente que

ĺım
ω→∞

ū0(ω) =

(

1,
γ3

γ1γ3 − γ2α3
,

α3

γ1γ3 − γ2α3

)

= ĺım
τ→0

u0(τ).
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En la Figura 3.3 se ilustran las regiones durante y después del transeúnte inicial,

y las soluciones correspondientes a:

u(τ ; ε̂) = u0(τ) +O(ε̂),

v1(τ ; ε̂) = v1,0(τ) +O(ε̂),

v2(τ ; ε̂) = v2,0(τ) +O(ε̂).

Figura 3.3: Ilustración de las soluciones u(τ), v1(τ), v2(τ) y
e

e0

(τ) = 1−[v1(τ)+v2(τ)]

En la figura anterior, la linea vertical segmentada que divide las regiones ilustra

el tiempo τ en el que la condición de matching entre las soluciones singulares y no

singulares se da. También se observa el comportamiento esperado para la reacción

enzimática con cooperatividad: en la región del transeúnte inicial la concentración

de sustrato u se mantiene constante e igual a su valor inicial, mientras que las con-

centraciones v1 y v2 para los complejos-enzima aumentan bruscamente desde v1 = 0

y v2 = 0, respectivamente, hasta los valores

v1 =
γ3

γ1γ3 − γ2α3
y v2 =

α3

γ1γ3 − γ2α3
.

Por otra parte, la concentración de la enzima, calculada mediante la ecuación consti-

tutiva de conservación, disminuye desde el valor inicial e0 = 1 hasta un valor mínimo

justo en el tiempo en el que se tiene la condición de matching. Finalmente, después

del transeúnte inicial y a partir del tiempo en que la condición de matching se da, la
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concentración del sustrato disminuye bruscamente desde u = 1 y tendiendo asintóti-

camente a cero tal como lo hacen las concentraciones de los complejos-enzima desde

el valor límite correspondiente al tiempo de matching. Por su lado la concentración

de la enzima aumenta desde su valor mínimo consistentemente con lo que se espera

que sucesada bioquímicamente y como lo establece el mecanismo de la reacción con

cooperatividad.

3.5.3. Sobre las soluciones asintóticas de orde O(ε̂)

En muchos estudios de análisis cinético, desde el punto de vista matemático de

la teoría de perturbación, se ha encontrado que las soluciones asintóticas a orden

O(1) validan las hipótesis de la QSSA, y además reproducen el comportamiento

real de la reacción bioquímica descrito por el mecanismo correspondiente [7]. En

efecto, para el caso particular de la reacción enzimática con cooperatividad, este

hecho se ha probado en la secciones anteriores. Por otro lado, muchos autores (ver

por ejemplo [8]) señalan que la contribución de términos a mayor orden en ε̂ puede

llegar a ser despreciable, y la solución completa del sistema se puede describir bien

sólo con las soluciones asintóticas de orden O(1). En esta sección se ilustra, mediante

cálculo numérico, que en el caso de la reacción bioquímica con cooperatividad bajo

la restricción de los parámetros que se están considereando, las soluciones asintóticas

a orden O(ε̂) son despreciables frente a las de orden O(1). Será suficiente ilustrarlo

para las soluciones externas, pues para las internas se procede de manera similar

y también se verifica, aún más, que éstas no contribuyen significativamente en la

expansión.

Considerando el sistema de ecuaciones a orden O(ε̂) dado en (3.26), y conocidas

las soluciones asintóticas a orden O(1), se pueden obtener las expresiones para v1,1

y v2,1 como función de u0, v1,0, v2,0 y u1. Posteriormente, a partir de estas expre-

siones algebraicas, se obtiene una ecuación diferencial ordinaria para u1 con lado

derecho sólo dependiente de (u1(τ), τ) (ver deducción en el Apéndice C). En efectos

las expresiones mencionadas y la EDO vienen dadas por:






















v1,1(τ) = ϕ1(τ) + ϕ2(τ)u1(τ),

v2,1(τ) = ϕ3(τ) + ϕ4(τ)u1(τ),

du1

dτ
= ̺1(τ)u1(τ) + ̺2(τ),

(3.35)
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en donde ϕℓ, para cada ℓ = 1, 2, 3 y ̺ℓ′ para cada ℓ′ = 1, 2 son funciones de τ

conocidas. Si de manera natural se impone la condición inicial u1(0) = 1, de manera

natural, nuevamente es obvio que no se satisfacen las condiciones iniciales vi,1 = 0,

para cada i = 1, 2. En efecto, en τ = 0 se tiene que v1,1(0) = ϕ1(0) y v2,1(0) = ϕ2(0)

que necesariamente no tienen porque ser idénticamente igual a cero; sin embargo se

pueden considerar válidas para τ > 0 alejado del transeúnte inicial.

Una observación importante, gracias a que las funciones ̺1 y ̺2 son bien regulares

para todo τ en el intervalo de trabajo, es que la ecuación diferencial en (3.35) admite

un factor de integración que proporciona una forma cerrada para u1 dada por:

u1(τ) =

{[
∫

(

exp

(

−
∫

̺1(τ) dτ

))

̺2(τ) dτ

]

+
ˆ̂
C

}

exp

(
∫

̺1(τ) dτ

)

, (3.36)

en donde ˆ̂
C es la constante de integración que se determina haciendo uso de la con-

dición inicial u1(0) = 1. El problema aquí, desafortunadamente contrario al caso de

las soluciones asintóticas a orden O(1), es que las integrales que aparecen involucra-

das en la expresión (3.36) no se pueden realizar de manera exacta, y por lo tanto

se recurrió a un método de integración numérica para obtener de manera aproxima-

da la solución u1(τ). Muchos de estos métodos estándares son bien conocidos en la

literatura (ver detalles, por ejemplo, en [5]). En este trabajo se realizó una imple-

mentación del método de Runge-Kutta: Para un entero estrictamente positivo n, se

divide el intervalo [0, T ] en n + 1-subintervalos [τi, τi+1] de longitud fija δτ = T/n,

con τi = iδτ . Se cálcula la solución aproximada ui+1
1 ≈ u1(τi+1), de (3.36), conocido

el valor aproximado ui
1 ≈ u1(τi) para cada i = 0, . . . , n de la manera siguiente:

ui+1
1 = ui

1 +

δτ

(

Φ1 + 2Φ2 + 2Φ3 + Φ4

)

6
, (3.37)

en donde














































Φ1 = ̺1(τi)u
i
1 + ̺2(τi),

Φ2 = ̺1(τi + δτ/2)

(

ui
1 + δτΦ1/2

)

+ ̺2(τi + δτ/2),

Φ3 = ̺1(τi + δτ/2)

(

ui
1 + δτΦ2/2

)

+ ̺2(τi + δτ/2),

Φ4 = ̺1(τi + δτ)

(

ui
1 + δτΦ3

)

+ ̺2(τi + δτ)

(3.38)
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Las expresiones de aproximación (3.37) se van empleando reiterativamente para ob-

tener en cada τi el valor correspondiente de v1,1 y v2,1:

v1,1(τi) ≈ vi
1,1 = ϕ1(τi) + ϕ2(τi)u

i
1 y v1,1(τi) ≈ vi

2,1 = ϕ3(τi) + ϕ4(τi)u
1
1.

En las siguiente figura se ilustran las soluciones aproximadas para las ecuaciones a

orden O(ε̂).

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

tau

u1
, v

11
, v

21

Figura 3.4: Soluciones: u1(τ) (linea azul), v1,1(τ) (linea roja), v2,1(τ) (linea verde)
para τ ∈ [0, 0.5k1e0 ∗ 40]
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Como se observa en la figura anterior, las soluciones asintóticas u1, v1,2 y v2,1 nun-

ca sobrepasan la unidad ni presentan ningún comportamiento oscilatorio monótono

creciente, por lo tanto para ε̂≪ 1 se tiene que

u(τ ; ε̂) = u0(τ) + ε̂u1(τ) ∼= u0(τ) +O(1),

v1(τ ; ε̂) = v1,0(τ) + ε̂v1,1(τ) ∼= v1,0(τ) +O(1),

v2(τ ; ε̂) = v2,0(τ) + ε̂v2,1(τ) ∼= v2,0(τ) +O(1).

En la gráfica siguiente se ilustra el comportamiento de estas soluciones en donde en

efecto se ve que coinciden con las soluciones asintóticas a orden O(1); con lo cual

se concluye que la contribución a O(ε̂) no es apreciable para el caso considerado en

este trabajo.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

tau

u,
 v

1,
 v

2

Figura 3.5: Soluciones: u(τ) (linea azul), v1(τ) (linea roja), v2(τ) (linea verde) para
τ ∈ [0, 0.5k1e0 ∗ 40]
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Capítulo 4

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se analizó la cinética de una reacción enzimática coope-

rativa haciendo uso de la aproximación al pseudo estado estacionario (QSSA). Para

esto se planteó un modelo matemático de la evolución temporal de las concentracio-

nes de sustrato y complejos-enzimas que intervienen en el mecanismo de reacción.

La estructura matemática del modelo presentó la forma de un Problema de Cauchy

(de condiciones iniciales) para un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias

(EDO’s) altamente no lineales. Para las variables de evolución consideradas y los pa-

rámetros del modelo restringidos a valores biológicamente realistas, se demostró que

el modelo es un problema matemático bien planteado: tiene una única solución que

depende continuamente de la condición inicial. Por lo tanto, el modelo matemático

planteado es viable para analizar la cinética de la reacción enzimática con coopera-

tividad. Dos escalas de tiempos en las que transcurre el mecanismo de la reacción

enzimática con cooperatividad fueron determinadas, una fue identificada como la

región en donde todos los tiempos están muy cercanos a cero (transeunte inicial),

y la otra fue identificada como la región en donde los tiempos están significativa-

mente alejados de cero. Estas escalas de tiempo están separadas por un parámetro

pequeño para el cual las hipótesis de la QSSA es válida. Consistentemente con las

hipótesis de la QSSA, se propusieron variables y parámetros adimensionales a partir

de los cuales se planteó un problema de perturbación singular respecto al paráme-

tro que separa las escalas de tiempo. Para ambas escalas de tiempo se plantearon

expansiones asintóticas a orden O(1) y a O(ε̂). Para ambas escalas de tiempo se

encontró que la contribución de soluciones a orden O(ε̂) no es significativa respecto

a las de orden O(1). La aproximación asintótica de la soluciones en ambas escalas

de tiempo reproducen el comportamiento de las concentraciones de sustrato, enzima

y complejos-enzima que describe el mecanismo de la reacción enzimática. Por esta

razón, los resultados obtenidos mediante el análisis de perturbación asintótico sirven
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para describir la cinética enzimática de la reacción bioquímica con cooperatividad

presentada en este trabajo.
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Apéndice A

PRUEBA DE LA PROPOSICIÓN 1.1

La prueba de este resultado es inmediata verificando las condiciones de los Teore-

mas de existencia, unicidad y estabilidad de soluciones a EDO’s (ver [17]). En efecto,

al considerar por cada componente i = 1, 2, 3,uj ∈ {s, c1, c2} fijas, el problema escalar

Las derivadas vienen dadas por










dui

dt
= fi(ui), ∀t ∈ (0, T ]

ui(0) = u0
i ,

(A.1)

basta verificar que cada función fi : Ω̄ → R es continua Lipschitz. Al respecto, la

siguiente proposición establece cotas para las derivadas.

Proposición A.1. Las derivadas parciales, ∂fi/∂uj, uj = s, c1, c2, de las funciones a

valores reales fi : Ω̄→ R componentes del campo vectorial de direcciones f , existen,

son continuas y están acotadas para toda u ∈ Ω̄.

Demostración. Por un lado, gracias a la estructura de cada función fi la existencia

de las derivadas parciales se tiene. En efecto

∂f1

∂s
= −k1e0 + (k1 − k3)c1 + k1c2,

∂f1

∂c1

= k−1 + (k1 − k3)s,
∂f1

∂c2

= k−3 + k1s

∂f2

∂s
= k1e0 + (k1 + k3)c1 − k1c2,

∂f2

∂c1
= k1Km + (k1 + k3)s,

∂f2

∂c2
= k3K

′
m − k1s

∂f3

∂s
= k3c1,

∂f3

∂c1
= k3s,

∂f3

∂c2
= k−3K

′
m

estas derivadas están bien definidas y para todo punto u ∈ ω están acotadas. Es

decir, existen constantes Cj
i > 0 con i = 1, 2, 3, j = s, c1, c2 tales que

∣

∣

∣

∣

∂fi

∂uj

∣

∣

∣

∣

≤ Cj
i
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Mediante simple manipulaciones algebraicas, considerando el dominio de validez de

cada variable de estado, encontramos explícitamente que

Cs
1 = (e0 + Ĉ2), Cc1

1 = k−1, Cc2
1 = (k−3 + s0).

Cs
2 = (e0 + Ĉ2) + 2Ĉ1, Cc1

2 = Km + 2s0, Cc2
2 = (K ′

m + s0).

Cs
3 = Ĉ1, Cc1

3 = s0, Cc2
3 = K ′

m.
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Apéndice B

DESARROLLO DE LAS EXPANSIONES ASINTÓTICAS

B.1. Expansiones Asintóticas Después del Transeúnte Inicial

En el transeúnte para τ > 0 los términos de O(1) y O(ε) se obtienen haciendo en

(3.25) u = u0+ ε̂u1, v1 = v1,0+ ε̂v1,1, v2 = v2,0+ ε̂v2,1, luego en el sistema (3.16)-(3.18)

du0

dτ
+ ε̂

du1

dτ
=

(

−u0 + (α1 + (1− α3)u0)v1,0 + (α4 + u0)v2,0

)

+ ε̂

(

(−1 + (1− α3)v1,0 + v2,0)u1 + ((1− α3)u0 + α1)v1,0 + (α4 + v2,0)v2,1

)

+ ε̂2

(

(1− α3)u1v1,0 + u1v2,1

)

(B.1)

Análogamente para v1 y v2 se tiene

ε̂
dv1,0

dτ
+ ε̂2dv1,1

dτ
=

(

u0 − (α1 + α2 + (1 + α3)u0)v1,1 + (α4 + α5 − u0)v2,0

)

+ ε̂

(

1− (1 + α3)v1,0 − v2,0)u1 − (α1 + α2 + (1 + α5)u0)v1,1 + (α4 + α5 − u0)v2,1)

)

+ ε̂2

(

−(1 + α3)u1v1,1 − (u1v2,1)

)

(B.2)

ε̂
dv2,0

dτ
+ ε̂2dv2,1

dτ
=

(

α3u0v1,0 − (α4 + α5)v2,0

)

+ ε̂

(

α3v1,0u1 + α3u0v1,1 − (α4 + α5)v2,1

)

+ ε̂2

(

α3u1v1,1

)

(B.3)

de lo que resultan las expansiones a O(1) y O(ε) respectivamente
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





















du0

dt
= −u0 + (α1 + (1− α3)u0)v1,0 + (α4 + u0)v2,0

0 = u0 − (α1 + α2)v1,0 − (1 + α3)u0v1,0 + (α4 + α5)v2,0 − u0v2,0

0 = α3u0v1,0 − (α4 + α5)v2,0

(B.4)

De la misma manera los terminos de orden O(ε̂) en (3.26) son


























du1

dt
= −u1 + (α1 + (1− α3)u0)v1,1 + (α4 + u0)v2,1 + (1− α3 + v2,0)u1

dv1,0

dt
= (1− (1 + α3)v1,0 − v2,0)u1 − (α1 + α2 + (1 + α3)u0)v1,1 + (α4 + α5 − u0)v2,1

dv2,0

dt
= α3(u0v1,1 + u1v1,0)− (α4 + α5)v2,1

(B.5)

B.2. Expansiones Asintóticas con la escala ω = τ/ε̂

En el transeúnte para ω > 0 los términos de O(1) y O(ε̂) se obtienen haciendo

el cambio ū = ū0 + ε̂ū1, v̄1 = v̄1,0 + ε̂v̄1,1, v̄2 = v̄2,0 + ε̂v̄2,1 en (3.34) y agrupando los

terminos comparables, tenemos

dū0

dω
+ ε̂

dū1

dω
= ε̂

(

−ū0 + (α1 + (1− α3)ū0)v̄1,0 + (α4 + ū0)v2,0

)

+ ε̂2

(

(1− (1− α3)v̄1,0

+ v̄2,0)ū1 + ((1− α3)ū0 + α1)v̄1,1 + (α4 + ū0)v2,1

)

+ ε̂3

(

(1− α3)ū1v̄1,1 + ū1v̄2,0)

)

(B.6)

Similarmente para v̄1 y v̄2

dv̄1,0

dω
+ ε̂

dv1,1

dω
=

(

ū0 − (α1 + α2 + (1 + α3)ū0)v̄1,0 + (α4 + α5 − ū0)v̄2,0

)

+ ε̂

(

1− (1 + α3)v̄1,0 − v̄2,0)ū1 − (α1 + α2 + (1 + α3ū0)v̄1,1)

)

+ ε̂2

(

−(1 + α3)ū1v̄1,1 − ū1v̄2,1

)

(B.7)

dv̄2,0

dω
+ ε̂

dv̄2,1

dω
=

(

α3ū0v̄1,0 − (α4 + α5)v̄2,0

)

+ ε̂

(

α3v̄1,0ū1 + α3ū0v̄1,0(α4 + α5)v̄2,1

)

+ ε̂2

(

α3ū1v̄1,1

)

(B.8)
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Luego nos queda para O(1) y O(ε̂) las expresiones



























dū0

dω
= 0,

dv̄1,0

dω
= ū0 − (α1 + α2 + (1 + α3)ū0)v̄1,0 + (α4 + α5 − ū0)v̄2,0

dv2,0

dω
= α3ū0v̄1,0 − (α4 + α5)v̄2,0,

(B.9)

Similarmente para los términos O(ε̂)



























dū1

dω
= −ū0 + (α1(1− α3)ū0)v1,0 + (α4 + ū0)v̄2,0,

dv̄1,1

dω
= (1− (1 + α3)v̄1,0 − v̄2,0)ū1 − (α1 + α2 + (1 + α3)ū0)v̄1,1 + (α4 + α5 − ū0)v̄2,1

dv2,1

dω
= α3v̄1,0ū1 + α3ū0v̄1,1 − (α4 + α5)v̄2,1,

(B.10)
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Apéndice C

DEDUCCIÓN DE LAS SOLUCIONES A O(ε̂)

En primer lugar resolvemos las ecuaciones a O(1), de donde encontramos de

manera explícita: v2,0 = v2,0(u0) y v1,0 = v1,0(u0) y por tanto
du0

dτ
= r(u0) con

condición inicial u0(0) = 1. Esta EDO se puede resolver y se encuentra de manera

explicita: u0 = u0(τ) luego podemos intentar resolver la ecuaciones a O(ε). Por un

lado tenemos en (3.35):

v2,1 = (
α3

α4 + α5
v1,0)u1 + (

α3

α4 + α5
u0)v1,1 −

1

α4 + α5

dvv2,0

dτ
(C.1)

Luego sustituyendo (C.1) en la segunda EDO

dv1,0

dτ
= (1− (1 + α3)v1,0 − v2,0)u1 − (α1 + α2 + (1 + α3)u0)v1,1

+ (α4 + α5 − u0)((
α3

α4 + α5
v1,0)u1 + (

α3

α4 + α5
u0)v1,1 −

1

α4 + α5

dvv2,0

dτ
)

(C.2)

Sean

h1(u0) = α3

(

α4 + α5 − u0

α4 + α5

)

u0, h2(u0) =
α4 + α5 − u0

α4 + α5

h3(u0, v1,0, v2,0) = α3

(

α4 + α5 − u0

α4 + α5

)

v1,0 + ((1 + α3)v1,0 + v2,0 − 1)

Despejando v1,1 de la expresión tenemos

v1,1 = (
h2

h1
)
dv2,0

dτ
+ (

1

h1
)
dv1,0

dτ
+ (

h3

h1
)u1 (C.3)

Sustituyendo (C.3) en (C.1) tenemos

v2,0 = (
α3

α4 + α5
v1,0 +

α3

α4 + α5

h3

h1
u0)u1 + (

α3

α4 + α5

h2

h1
u0

− 1

α4 + α5
)
dv2,0

dτ
+

1

h1

dv1,0

dτ

(C.4)

Sean

ϕ1 =

(

h2

h1

dv2,0

dτ
+

1

h1

dv1,0

dτ

)

(u0), ϕ2 =

(

h3

h1

)

(u0)
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ϕ3 =

(

(
α3

α4 + α5

h2

h1
u0−

1

α4 + α5
)
dv2,0

dτ
+

1

h1

dv1,0

dτ
)

)

u0 ϕ4 =

(

α3

α4 + α5
v1,0+

α3

α4 + α5

h3

h1
u0

)

(u0)

Así que podemos escribir: v1,1 = ϕ1(τ) + ϕ2(τ)u1 y v2,1 = ϕ3 + ϕ4v2,1. Sustituyendo

estas expresiones en la EDO para du1/dτ nos queda

du1

dτ
=

(

(1− α3)v1,0 + v2,0 − 1 + ϕ2(α1 + (1− α3)u0) + ϕ4

)

u1

+ ϕ1

(

α1 + (1− α3)u0) + ϕ3(α4 + u0

) (C.5)

Ahora definamos

̺1(τ) =

(

(1−α3)v1,0+v2,0−1+ϕ2(α1+(1−α3)u0)+ϕ4

)

(τ), ̺2(τ) =

(

ϕ1(α1+(1−α3)u0)+ϕ3(α4+u0

)

Luego se tiene la siguiente EDO

du1

dτ
= ̺1(τ)u1(τ) + ̺2(τ) (C.6)

Con la condicion inicial: u1(0) = 0 cuya solución esta dada por

u1(τ) = e
R

̺1(τ)dτ

(

∫

̺2(τ)e−
R

̺1dτdτ

)

+ ĉe
R

̺1dτ
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