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Resumen

Sea M una matriz doblemente infinita de números complejos:













α00 α01 ... α0n ...

α10 α11 ... α1n ...

:
αm0 αm1 ... αmn ...

:













Dada una sucesión (sn) en un espacio de Banach E, se definirá otra sucesión
(σm)m≥0 mediante la formula

σm =

∞
∑

n=0

αmnsn y m = 0, 1, 2, ...

Si σm → s en E diremos que (sn)
(

ó la serie cuya sucesión de sumas
parciales es (sn)

)

es sumable a s por medio de la matriz M o que es
M-sumable a s.

Nos preguntamos que condiciones sobre la matriz M garantizarán que si
la sucesión (sn) converge en E y ĺım

n→∞
sn = s, entonces (sn) es M-sumable a

s.
Diremos que la matriz M es un Método regular de sumabilidad sobre E si
se cumple que para toda sucesión (sn) que converge a s en E se tiene que
(sn) es M-sumable a s.
En este trabajo estudiaremos y desarrollaremos detalladamente la sección
12.5 de [5] pero adaptando los resultados a espacios de Banach arbitrarios.
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1
Introducción

El propósito de este trabajo especial de grado es extender la teoŕıa de
Métodos de sumabilidad en el plano complejo a los espacios de Banach. Como
por ejemplo el Método de Cesáro y de Abel para lo cuales se redefinirán y
demostraran en espacios de Banach algunos teoremas tales como:

Teorema

Sean (E, ‖.‖) un espacio de Banach, (sn)n≥0 una sucesión en E, M una
matriz infinita y (σm)m≥0 en E donde esta se definirá en el caṕıtulo 3.

Si las componentes de la matriz M cumple lo siguiente:

1. Existe B > 0, tal que (

+∞
∑

n=0

|αmn|) ≤ B, para todo m ∈ N.

2. ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=0

αmn = 1.

3. Para todo n ∈ N; ĺım
m→+∞

αmn = 0.

Entonces M es un Método regular de sumabilidad.

Teorema

Sea

+∞
∑

n=0

un una serie de elementos de E. Si

+∞
∑

n=0

un es no tangencial Abel

sumable con suma s, entonces tal serie es Abel sumable con suma s.

Teorema de Abel-Stolz

Si la serie

+∞
∑

n=0

un de elementos de E converge a s ∈ E, entonces

+∞
∑

n=0

un es

no tangencial Abel sumable y Abel sumable con suma s.

1
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Teorema

Si

+∞
∑

k=0

uk es una serie de elementos de E sumable por el Método de Cesáro

con suma s ∈ E, entonces
+∞
∑

k=0

uk es Abel sumable y no tangencial Abel

sumable con suma s.

Teorema Tauberiano

Si una serie

+∞
∑

n=1

un de elementos en E es Abel sumable con suma s ∈ E

y un = o( 1

n
) cuando n → +∞, entonces

+∞
∑

n=1

un converge a s.

Adicionalmente veremos un ejemplo de serie no convergente, la cual es
Cesáro Sumable, por tanto Abel sumable y Abel no tangencial sumable y
otro ejemplo en donde no hay convergencia usual de una serie, sin embargo
es no tangencial Abel sumable.



2
Preliminares

El objetivo de este caṕıtulo es presentar el marco conceptual sobre el que
se ubica el trabajo. A continuación introduciremos un conjunto de defini-
ciones y algunas propiedades de los objetos matemáticos que lo sustentan:
teoŕıa de espacios de Banach y nociones elementales de series y sucesiones.
Gran parte de las demostraciones de los enunciados son omitidas; las mismas
pueden encontrarse en libros de topoloǵıa de espacios métricos y de series y
sucesiones en espacios de Banach, por ejemplo [6] y [9].

2.1. Espacios vectoriales

Definición 2.1. Sea E un conjunto no vaćıo. Diremos que E es un espacio
vectorial sobre el campo K, si existen dos operaciones binarias + : E×E → E

y · : K × E → E, con las siguientes propiedades algebraicas:

(1) E es un grupo abeliano con respecto a la suma, es decir:

(1.1) Para todo x, y ∈ E: x + y = y + x.

(1.2) Para todo x, y, z ∈ E: (x + y) + z = x + (y + z).

(1.3) Existe un único ⊘ ∈ E, tal que para todo x ∈ E se cumple:
x + ⊘ = x = ⊘ + x.

(1.4) Para todo x ∈ E, existe un único −x ∈ E, tal que:
x + (-x) = ⊘ = (-x) + x.

(2) La multiplicación por escalar verifica:

(2.1) Para todo x ∈ E y para todo α, β ∈ K: α(β.x) = (α.β)x.

(2.2) Para todo x ∈ E: 1. x = x = x.1,(1 la identidad en K).

(2.3) Para todo x ∈ E y para todo α, β ∈ K: x(α + β) = x.α + xβ.

(2.4) Para todo x, y ∈ E y todo α ∈ K: α(x + y) = α.x + α.y.

3
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Adicionalmente un espacio vectorial E cumple;

Para todo x ∈ E, 0.x = ⊘ = x.0 (0 es el elemento neutro de K.)

Por otro lado, siempre que no se especifique el campo K, entenderemos que
se trata de C o R.

Ejemplo 2.1. El conjunto R, sobre el campo R es un espacio vectorial con
las operaciones usuales de suma y multiplicación por escalar.

Ejemplo 2.2. El conjunto C, sobre el campo C es un espacio vectorial con
las operaciones usuales de suma y multiplicación por escalar.

2.2. Espacios métricos

Definición 2.2. Un espacio métrico es un par (M, d), donde M es un con-
junto no vaćıo y d : M × M → R una función llamada métrica en M que
satisface los siguientes axiomas:

(1) d(x, y) ≥ 0 para todo x, y ∈ M .

(2) d(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

(3) d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈ M .

(4) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) para todo x, y, z ∈ M .

Se dice que el axioma (3) es la propiedad de simetŕıa que debe tener
cualquier noción de distancia; y el axioma (4) se conoce como desigualdad
triangular.

Ejemplo 2.3. La métrica euclidiana sobre Rn (n≥1) se define como

de(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2.

donde x = (x1, x2, · · · , xn) y y = (y1, y2, · · · , yn).
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2.2.1. Espacios normados

Definición 2.3. Un espacio normado es un par (E, ‖.‖) formado por un
espacio vectorial E y una función ‖.‖ : E → R, llamada norma con las
siguientes propiedades:

1. ‖x‖ ≥ 0, para todo x ∈ E.

2. ‖x‖ = 0 si y sólo si x = ⊘.

3. ‖α.x‖=|α|.‖x‖, para todo x ∈ E y todo escalar α.

4. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖, para todo x, y ∈ E.

La propiedad (4) se conoce como desigualdad triangular. Ahora ilustraremos
esta definición con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.4. Rn (n≥1) es un espacio normado con la norma euclidiana
que se define como sigue,

‖x‖e =
√

x2
1 + · · ·+ x2

n.

Donde x = (x1, x2, · · · , xn).

Ejemplo 2.5. C0([a, b]) el conjunto de las funciones continuas definidas so-
bre [a, b] a valores en R, es un espacio normado con norma,

‖f‖= máx{|f(x)| : x ∈ [a, b]}

Ejemplo 2.6. Todo espacio normado (E, ‖.‖) es métrico, donde la métrica
a considerar es d : E × E → R dada por, d(x, y) = ‖x − y‖.

2.3. Sucesiones

Definición 2.4. Sea M un conjunto no vaćıo. Una sucesión en M es una
función X : N → M , donde N = {0, 1, 2...., n...}. Además, cada elemento
X(n) es denotado por xn y a tal sucesión la denotaremos como (xn)n≥0.

Definición 2.5. La restricción de una sucesión a un subconjunto infinito
N1 ⊂ N es llamada subsucesión de (xn)n≥0.
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2.3.1. Convergencia de Sucesiones

Definición 2.6. Sean (M, d) un espacio métrico, (xn)n≥0 una sucesión en
M y b ∈ M . Diremos que (xn)n≥0 Converge a b o que b es ĺımite de (xn)n≥0,
denotado como ĺım

n→+∞
xn = b o xn → b, si cumple lo siguiente:

∀ǫ > 0, ∃k = k(ǫ) ∈ N : n ≥ k ⇒ d(xn, b) < ǫ.

Observación 2.1. Si ĺım
n→+∞

xn = b, entonces b es único y lo llamaremos

el ĺımite de la sucesión, además diremos que una sucesión (xn)n≥0 en M es
convergente en M , si existe un b ∈ M tal que xn → b.

Definición 2.7. Una sucesión (xn)n≥0 en un espacio métrico (M, d) es acota-
da si existe un B > 0, tal que para todo n, m ∈ N se tiene que d(xn, xm) ≤ B.

Proposición 2.1. Toda sucesión convergente es acotada.

Definición 2.8. Sean f : (M, d1) → (N, d2) una función y a ∈ M . Diremos
que f es continua en a si,

∀ǫ > 0, ∃δ = δ(ǫ, a) > 0 : x ∈ M , d1(x, a) < δ ⇒ d2(f(x), f(a)) < ǫ.

Teorema 2.1. Sean f : (M, d1) → (N, d2) una función y b ∈ M . f es
continua en b si y sólo si (f(xn))n≥0 converge a f(b), para toda sucesión
(xn)n≥0 en M convergente a b.

La prueba se puede ver con detalles en [6] (página 125).

Definición 2.9. Sean f : (M, d1) → (N, d2) una función, a ∈ M y b ∈ N .
Diremos que b es ĺımite de f(x) cuando x tiende a a, denotado por
ĺım
x→a

f(x) = b si:

∀ǫ > 0, ∃δ = δ(ǫ) > 0 : x ∈ M , 0 < d1(x, a) < δ ⇒ d2(f(x), b) < ǫ.

Proposición 2.2. Sean f : (M, d1) → (N, d2) una función, a ∈ M y b ∈ N .
ĺım
x→a

f(x) = b, si y sólo si (f(xn))n≥0 converge a b, para toda sucesión (xn)n≥0

en M con ĺımite a.

La prueba es analoga a la del teorema (2.1).
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Definición 2.10. Sea (xn)n≥0 una sucesión en un espacio métrico (M, d).
Diremos que (xn)n≥0 es de Cauchy si,

∀ǫ > 0, ∃N = N(ǫ) ∈ N : n, m ≥ N ⇒ d(xn, xm) < ǫ.

Teorema 2.2. Toda sucesión convergente es de Cauchy.

Proposición 2.3. Sean (xn)n≥0 una sucesión en un espacio métrico (M, d)
y b ∈ M . (xn)n≥0 converge a b si y sólo si (x2n)n≥0 y (x2n+1)n≥0 convergen a
b.

Definición 2.11. Sean (xn)n≥1 una sucesión en un espacio normado (E, ‖.‖)
y (yn)n≥1 en K donde yn 6= 0 para todo n ≥ 1. Diremos que xn = o(yn),

cuando n → +∞ si ĺım
n→+∞

xn

yn

= ⊘.

Proposición 2.4. Sean (sk
n)n≥0 y bk con k ∈ A = {1, 2, 3...m} sucesiones y

elementos respectivamente en un espacio normado (E, ‖.‖). Si (sk
n)n≥0 con-

verge a bk para todo k ∈ A, entonces ĺım
n→+∞

m
∑

k=1

sk
n =

m
∑

k=1

bk.

Demostración: De la definición de convergencia de una sucesión obtene-
mos para cada k ∈ A lo que sigue, dado ǫ > 0 existe Nk = Nk(ǫ) ∈ N, tal
que para n ≥ Nk se cumple,

‖sk
n − bk‖ <

ǫ

m
.

Ahora, como A es finito, entonces tomando N=máx{Nk : k ∈ A} se tiene
que, dado ǫ > 0 existe N = N(ǫ) ∈ N tal que para n ≥ N se cumple,

‖

m
∑

k=1

sk
n −

m
∑

k=1

bk‖ = ‖

m
∑

k=1

sk
n − bk‖

≤

m
∑

k=1

‖sk
n − bk‖

<

m
∑

k=1

ǫ

m

= m
ǫ

m
= ǫ.
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Aśı, ĺım
n→+∞

m
∑

k=1

sk
n =

m
∑

k=1

bk.

2.4. Completitud

Definición 2.12. Un espacio métrico (M, d) se dice completo, si toda suce-
sión de Cauchy en M es convergente en M .

Definición 2.13. Un espacio vectorial normado (E, ‖.‖) se dice que es de
Banach, si E es completo con la métrica inducida por la norma ‖.‖.

Ejemplo 2.7. C0([a, b]) el conjunto de las funciones continuas definidas so-
bre [a, b] a valores en R, es un espacio de Banach con la norma,

‖f‖= máx{|f(x)| : x ∈ [a, b]}.

Ejemplo 2.8. C0([0, 1]) el conjunto de las funciones continuas definidas so-
bre [0, 1] a valores en R, no es un espacio de Banach con la norma,

‖f‖ =

∫

1

0

|f(x)|dx.

Ejemplo 2.9. El espacio Cn y Rn con (n ≥ 1) es de Banach con la norma
euclidiana.

Ejemplo 2.10. Sea (M, d) un espacio métrico donde d es la métrica cero
uno que se define como sigue,

d(x, y) =

{

0 si x = y

1 si x 6= y

Entonces M no es completo.

2.5. Series

Definición 2.14. Sea (xn)n≥0 una sucesión en un espacio vectorial E. Lla-

maremos serie de los xn al śımbolo

+∞
∑

n=0

xn.
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Ahora dado k ∈ N definamos a sk =

k
∑

n=0

xn, entonces diremos que (sk)k≥0

es la sucesión de sumas parciales de la serie

+∞
∑

n=0

xn .

2.5.1. Convergencia de series

Definición 2.15. Una serie
+∞
∑

n=0

xn en un espacio vectorial E, converge (o

tiene como suma) a b ∈ E, si la sucesión de sumas parciales (sn)n≥0 converge

a b, en tal caso escribiremos
+∞
∑

n=0

xn = b.

Observación 2.2. Sea C el conjunto de las series convergentes en un espa-
cio vectorial normado (E, ‖.‖) sobre el campo K, entonces C es un espacio
vectorial sobre el campo K.

Definición 2.16. Sea
+∞
∑

n=0

xn una serie en un espacio vectorial normado

(E, ‖.‖). Se dice que la serie

+∞
∑

n=0

xn converge absolutamente en E si la serie

+∞
∑

n=0

‖xn‖ converge en R.

Teorema 2.3. Sea (E, ‖.‖) un espacio vectorial normado. E es un espacio
de Banach si y sólo si toda serie absolutamente convergente es convergente.

Para la prueba ver [10] (página 49)

Teorema 2.4 (Producto de Cauchy en E). Sea E un espacio de Banach

sobre un campo K y sean
+∞
∑

k=0

ak una serie de elementos de E y
+∞
∑

k=0

bk una

serie de elementos en el campo K, las cuales convergen a A ∈ E y B ∈ K

respectivamente. Si una de esta series converge absolutamente,

entonces
+∞
∑

n=0

cn converge, donde cn =
n

∑

k=0

akbn−k y además
+∞
∑

n=0

cn = AB.
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Demostración: Supongamos sin perdida generalidad que la serie

+∞
∑

k=0

ak

converge absolutamente, es decir

+∞
∑

k=0

‖ak‖ = D > 0, luego definamos

An =

n
∑

k=0

ak, Bn =

n
∑

k=0

bk, Cn =

n
∑

k=0

ck, dn = B − Bn y en =

n
∑

k=0

akdn−k.

Entonces,

Cp =

p
∑

n=0

n
∑

k=0

akbn−k

=

p
∑

n=0

n
∑

k=0

fn(k).

donde

fn(k) =

{

akbn−k si n ≥ k

0 si n < k

Aśı, desarrollando la doble suma que define a Cp obtenemos que,

Cp =

p
∑

k=0

p
∑

n=k

fn(k) =

p
∑

k=0

p
∑

n=k

akbn−k

=

p
∑

k=0

ak

p
∑

n=k

bn−k =

p
∑

k=0

ak

p−k
∑

m=0

bm

=

p
∑

k=0

akBp−k =

p
∑

k=0

ak(B − dp−k)

=

p
∑

k=0

akB −

p
∑

k=0

akdp−k = ApB − ep.

Para completar la demostración, es suficiente probar que ĺım
p→+∞

ep = 0.

Por otro lado, como la sucesión (dn)n≥0 converge a 0, entonces (dn)n≥0

es acotada, es decir existe M > 0 tal que, |dn| ≤ M para todo n ∈ N.

También por la convergencia de la sucesión (dn)n≥0 se tiene para
ǫ

2D
que

existe N1(ǫ) tal que para todo n ≥ N1 se cumple, |dn| <
ǫ

2D
; mientras que
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por la convergencia absoluta de la serie

+∞
∑

k=0

ak obtenemos para
ǫ

2M
que existe

N2(ǫ) tal que para n ≥ N2 se cumple que,

|

+∞
∑

k=0

‖ak‖ −

n
∑

k=0

‖ak‖| =

+∞
∑

k=n+1

‖ak‖

<
ǫ

2M
.

Luego, tomando N = N(ǫ) = máx{N1, N2} obtenemos,

p > 2N ⇒ ‖ep‖ ≤
N

∑

k=0

‖akdp−k‖ +

p
∑

k=N+1

‖akdp−k‖

<
ǫ

2D

N
∑

k=0

‖ak‖ + M

p
∑

k=N+1

‖ak‖

≤
ǫ

2D

+∞
∑

k=0

‖ak‖ + M

+∞
∑

k=N+1

‖ak‖

< ǫ.

Esto demuestra que ĺım
p→+∞

ep = ⊘. Por tanto,

+∞
∑

n=0

cn = AB.

Proposición 2.5. Sea
+∞
∑

n=0

zn una serie de elementos en C. Entonces,

+∞
∑

n=0

zn =
1

1 − z
, para todo |z| < 1.
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3
Métodos de Sumabilidad en Espacios de

Banach

En este caṕıtulo trataremos métodos de sumabilidad, para ello considere-
mos un espacio de Banach (E, ‖ · ‖). Ahora, antes de introducir los métodos
enunciaremos y demostraremos un teorema general, para esto necesitamos la
siguiente información.

Dada una matriz infinita

M =





























α00 α01 . . . α0n . . .

α10 α11 . . . α1n . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

αm0 αm1 . . . αmn . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .





























donde αmn ∈ C para m, n ∈ N y (sn)n≥0 una sucesión en E, entonces defina-
mos a la sucesión (σm)m≥0 por,

σm =
+∞
∑

n=0

αmnsn, para todo m ∈ N. (3.1)

Definición 3.1. Sean (sn)n≥0 una sucesión en E, M una matriz infinita
y (σm)m≥0 definida como antes. Se dice que (sn)n≥0 es sumable con ĺımi-
te s por medio de la matriz M , siempre que σm ∈ E para todo m ∈ N y
ĺım

m→+∞
σm = s ∈ E.

Definición 3.2. Una serie

+∞
∑

k=0

uk de elementos de E es sumable con suma

s por medio de la matriz M , si la sucesión (sn)n≥0 de sumas parciales de tal
serie es sumable con ĺımite s por medio de la matriz M .

13
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Definición 3.3. Sean M una matriz con componentes αmn donde m, n ∈ N y
E un espacio de Banach. Se dice que M es un Método regular de sumabilidad
sobre E, si toda sucesión (sn)n≥0 convergente con ĺımite s ∈ E, es sumable
por medio de la matriz M con ĺımite s.

Ahora, enunciaremos el siguiente teorema general.

Teorema 3.1. Sean (E, ‖.‖) un espacio de Banach y M una matriz infinita
con componentes αmn y m, n ∈ N. Ahora, supongamos que las componentes
de la matriz M cumplen lo siguiente:

1. Existe B > 0, tal que (
+∞
∑

n=0

|αmn|) ≤ B, para todo m ∈ N.

2. ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=0

αmn = 1.

3. Para todo n ∈ N; ĺım
m→+∞

αmn = 0.

Entonces M es un Método regular de sumabilidad sobre E.

Demostración: Sea (sn)n≥0 una sucesión en E que converge a s ∈ E y
demostremos que la sucesión (σm)m≥0 definida como en (3.1) converge a s.
Probemos primero que (σm)m≥0 es una sucesión en E. En efecto, por la
definición de la sucesión (σm)m≥0 obtenemos para cada m ∈ N,

σm =

+∞
∑

n=0

αmnsn.

De aqúı y del hecho que E es un espacio vectorial se obtiene para cada m ∈ N

que σm es una serie de elementos de E.
Ahora, sea m ∈ N fijo pero arbitrario. Luego, de las propiedades de norma

y de la definición de σm tenemos,

+∞
∑

n=0

‖αmnsn‖ =
+∞
∑

n=0

|αmn|‖sn‖. (3.2)

Además, de la convergencia de (sn)n≥0 obtenemos que la sucesión es acota-
da. Es decir, existe K > 0 tal que, para todo n ∈ N se cumple que ‖sn‖ ≤ K.
De esto y de la ecuación (3.2) se tiene que,
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+∞
∑

n=0

‖αmnsn‖ =
+∞
∑

n=0

|αmn|‖sn‖

≤
+∞
∑

n=0

|αmn|.K

= K

+∞
∑

n=0

|αmn|.

Aśı,

+∞
∑

n=0

‖αmnsn‖ ≤ K.

+∞
∑

n=0

|αmn|. De acá y de la hipótesis 1,

+∞
∑

n=0

‖αmnsn‖ ≤

+∞
∑

n=0

|αmn|.K

≤ B.K

< +∞.

Por tanto, la serie
+∞
∑

n=0

αmnsn converge absolutamente. Esto y la completitud

de E implican la convergencia de la serie

+∞
∑

n=0

αmnsn en E, es decir σm ∈ E

para todo m ∈ N, aśı (σm)m≥0 es una sucesión en E.
Ahora, demostremos que la sucesión (σm)m≥0 converge a s, para esto

reescribimos a sn como sigue;

sn = s + en, para todo n ∈ N.

Donde la sucesión (en)n≥0 esta dada por en = sn − s, para todo n ∈ N.
De aqúı, y de la convergencia de la sucesión (sn)n≥0 a s, concluimos que la
sucesión (en)n≥0 converge a ⊘. Por tanto, (en)n≥0 es acotada. Es decir, existe
K1 > 0 tal que ‖en‖ ≤ K1, para todo n ∈ N.
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Luego, de la hipótesis 1 y del hecho que (en)n≥0 es acotada obtenemos,

+∞
∑

n=0

‖αmnen‖ =

+∞
∑

n=0

|αmn|.‖en‖

≤
+∞
∑

n=0

|αmn|.K1

≤ B.K1

< +∞.

Por consiguiente,

+∞
∑

n=0

‖αmnen‖ converge. Por otro lado, de la hipó-

tesis 1 y del hecho que s ∈ E se obtiene,

+∞
∑

n=0

‖αmn.s‖ =
+∞
∑

n=0

|αmn|.‖s‖

= ‖s‖

+∞
∑

n=0

|αmn|

≤ B.‖s‖

< +∞.

Por tanto,

+∞
∑

n=0

αmn.s,

+∞
∑

n=0

αmnen convergen absolutamente, entonces obtene-

mos que
+∞
∑

n=0

αmn.s y
+∞
∑

n=0

αmnen convergen en E. Aśı, de la convergencia de

dichas series se tiene que

+∞
∑

n=0

αmn.(s + en) converge y además,

+∞
∑

n=0

αmn.(s + en) =

+∞
∑

n=0

αmn.s +

+∞
∑

n=0

αmnen.
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De acá y del hecho que sn = s + en para todo n ∈ N obtenemos lo que sigue,

σm =

+∞
∑

n=0

αmn.sn

=
+∞
∑

n=0

αmn.(s + en)

=
+∞
∑

n=0

αmn.s +
+∞
∑

n=0

αmn.en.

Dado que m es arbitrario, entonces σm =

+∞
∑

n=0

αmn.s +

+∞
∑

n=0

αmn.en para todo

m ∈ N.
Además, la hipótesis 2 y el hecho que s es fijo tienen como consecuencia que,

ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=0

αmn.s = s ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=0

αmn

= s.1

= s.

Ahora, demostremos que ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=0

αmn.en = ⊘, para esto definamos para

cada m ∈ N a pm =

+∞
∑

n=0

αmn.en, entonces por la convergencia de la sucesión

(en)n≥0 a ⊘ tenemos que dado ǫ > 0, existe N0 = N0(ǫ) ∈ N tal que para
n ≥ N0 se cumple,

‖en‖ <
ǫ

2B
.

En lo sucesivo se utilizará el ǫ anterior. Por otra parte, consideremos para
cada m ∈ N a

βm =

N0
∑

n=0

αmn.en y γm =

+∞
∑

n=N0+1

αmn.en.



18 Yhon Meza

Aśı,

pm =

+∞
∑

n=0

αmn.en

=

N0
∑

n=0

αmn.en +

+∞
∑

n=N0+1

αmn.en

= βm + γm.

Por tanto pm = βm + γm para todo m ∈ N. Además, de la propiedades de
norma,

‖γm‖ = ‖

+∞
∑

n=N0+1

αmn.en‖

≤
+∞
∑

n=N0+1

‖αmn.en‖

=
+∞
∑

n=N0+1

|αmn|.‖en‖.

Aśı, ‖γm‖ ≤

+∞
∑

n=N0+1

|αmn|.‖en‖ para todo m ∈ N. De aqúı y del hecho que

‖en‖ <
ǫ

2B
, para todo n ≥ N0 obtenemos,

‖γm‖ ≤

+∞
∑

n=N0+1

|αmn|.‖en‖

<

+∞
∑

n=N0+1

|αmn|.
ǫ

2B

=
ǫ

2B

+∞
∑

n=N0+1

|αmn|

≤
ǫ

2B

+∞
∑

n=0

|αmn|.
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Luego, ‖γm‖ <
ǫ

2B

+∞
∑

n=0

|αmn| para todo m ∈ N. Esta última desigualdad en

conjunto con la hipótesis 1 implican,

‖γm‖ <
ǫ

2B

+∞
∑

n=0

|αmn|

≤
ǫ

2B
.B

=
ǫ

2
.

Aśı, para todo m ∈ N se cumple que ‖γm‖ <
ǫ

2
.

Por otro lado, de la definición de la sucesión (βm)m≥0, de la hipótesis 3
y de la proposición (2.4) se obtiene que (βm)m≥0 converge a ⊘. Entonces,
existe N = N(ǫ) ∈ N, tal que para m ≥ N se tiene,

‖βm‖ <
ǫ

2
.

De esto y del hecho que ‖γm‖ <
ǫ

2
para todo m ∈ N, se concluye que,

m ≥ N ⇒ ‖pm‖ = ‖βm + γm‖

≤ ‖βm‖ + ‖γm‖

<
ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ.

Es decir, ĺım
m→+∞

pm = ⊘. Por tanto, ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=0

αmn.en = ⊘ y en consecuencia:

ĺım
m→+∞

σm = ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=0

αmn.(s + en)

= ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=0

αmn.s + ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=0

αmn.en

= s + ⊘

= s.



20 Yhon Meza

Aśı, ĺım
m→+∞

σm = s, por tanto (sn)n≥0 es sumable por medio de la matriz M

con suma s y como (sn)n≥0 es arbitraria en E, entonces M es un Método
regular de sumabilidad.

Observación 3.1. Notemos que la hipótesis 2 del teorema (3.1) se uti-
lizó unicamente en la demostración de,

ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=0

αmn.s = s.

Entonces en el caso que una sucesión (sn)n≥0 sea convergente a s = ⊘, la
hipótesis 2 no es necesaria para probar que (sn)n≥0 sea sumable por medio
de una matriz M , siempre y cuando la matriz cumpla las hipótesis 1 y 3 del
teorema anterior.

Definición 3.4. Sea H una matriz con componentes αmn y m, n ∈ N. Se
dice que H es positiva, si αmn ≥ 0, para todo m, n ∈ N.

Observación 3.2. Si la matriz M del teorema (3.1) es positiva, entonces la
hipótesis 1 se obtiene de la hipótesis 2. Esto se debe a lo siguiente, sabemos

por la hipótesis 2 que la sucesión (km)m≥0, donde km =
+∞
∑

n=0

αmn para todo

m ∈ N, es convergente con ĺımite 1, esto implica que (km)m≥0 es acotada, es
decir, existe un L > 0 tal que | km |≤ L para todo m ∈ N. De aqúı, y del
hecho que M es positiva obtenemos para cada m ∈ N lo siguiente:

+∞
∑

n=0

| αmn | = |
+∞
∑

n=0

αmn |

= | km |

≤ L.

Aśı,

+∞
∑

n=0

| αmn |≤ L para todo m ∈ N. Esto último es la hipótesis 1 del

teorema (3.1).

Observación 3.3. Si una matriz A con componentes αmn y m, n ∈ N es
positiva, entonces por la observación (3.2) basta probar que A satisface las
condiciones (2) y (3) del teorema (3.1) para mostrar que A es un Método
regular de sumabilidad.
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A continuación se presentarán algunos métodos de sumabilidad en espa-
cios de Banach. En las siguientes secciones cada vez que se mencione E, se
considerará como espacio de Banach.

3.1. Método de las Medias Aritméticas

Sean E un espacio de Banach y (sn)n≥0 una sucesión en E. Consideremos
la sucesión (σm)m≥0 de las medias aritméticas de la sucesión (sn)n≥0, la cual

está definida para cada m ∈ N por σm =
1

m + 1

m
∑

n=0

sn. Definamos la siguiente

matriz;

H =





























1 0 0 . . 0 0 . . .
1

2

1

2
0 . . 0 0 . . .

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .
1

m+1
. . . 1

m+1
0 . . .

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .





























.

H es una matriz con componentes αmn y m, n ∈ N, donde αmn = 1

m+1
si

n ≤ m y αmn = 0 si n > m. Probemos que las componentes de la matriz H

satisfacen las condiciones 2 y 3 del teorema (3.1). En efecto,
Probemos (2):
De acuerdo a la definición de la matriz H se tiene para m ∈ N que,

+∞
∑

n=0

αmn =

m
∑

n=0

1

m + 1
+

+∞
∑

n=m+1

0

=
1

m + 1

m
∑

n=0

1

=
m + 1

m + 1
= 1.
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Aśı, la sucesión (lm)m≥0, donde lm =

+∞
∑

n=0

αmn para todo m ∈ N, es cons-

tantemente igual a 1. Por tanto, ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=0

αmn = 1.

Probemos(3):
Sea n ∈ N fijo pero arbitrario sabemos que αmn = 0 si m < n y
αmn = 1

m+1
si m ≥ n. Además de la propiedad arquimediana sabemos que

dado un ǫ > 0 existe un N = N(ǫ) ∈ N tal que 1

N
< ǫ. Entonces, tomando

k=k(ǫ,n)=máx{n,N} obtenemos que,

m ≥ k ⇒ |αmn| = |
1

m + 1
|

=
1

m + 1

<
1

N + 1

<
1

N
< ǫ.

Esto es, ĺım
m→+∞

αmn = 0 y del hecho que n es fijo pero arbitrario. Se tiene
que,

ĺım
m→+∞

αmn = 0, para todo n ∈ N.

Por tanto del hecho que H es positiva y de la observación (3.3) obtenemos
que H es un Método regular de sumabilidad.
Además por la definición de H ,

+∞
∑

n=0

αmnsn =

m
∑

n=0

αmnsn +

+∞
∑

n=m+1

αmnsn.

=
m

∑

n=0

1

m + 1
sn +

+∞
∑

n=m+1

0.sn

=
1

m + 1

m
∑

n=0

sn

= σm.



Trabajo Especial de Grado 23

Aśı,

σm =
+∞
∑

n=0

αmnsn, para todo m ∈ N. (3.3)

Definición 3.5. Una sucesión (sn)n≥0 (o una serie

+∞
∑

n=0

un) de elementos en

E es sumable por el Método de las medias aritméticas (o Cesáro sumable)

con ĺımite (o suma) s, si (sn)n≥0 (o
+∞
∑

n=0

un )es sumable con ĺımite (o suma)

s por medio de la matriz H anteriormente definida.

Observación 3.4. Si en el Método de las medias aritméticas consideramos
la sucesión (sn)n≥0 en E, donde tal sucesión son las sumas parciales de una

serie
+∞
∑

k=0

uk, entonces obtenemos para cada m ∈ N,

σm =
1

m + 1

m
∑

n=0

sn =
1

m + 1
(s0 + s1 · · · + sm)

=
1

m + 1
(u0 +

1
∑

k=0

uk + · · ·+
m

∑

k=0

uk)

=
1

m + 1
[(m + 1)u0 + (m)u1 + · · · + um]

=
1

m + 1

m
∑

k=0

((m + 1) − k)uk

=

m
∑

k=0

(1 −
k

m + 1
)uk.

Esto es, σm =

m
∑

k=0

(1 −
k

m + 1
)uk.
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Por lo tanto,

sm − σm =

m
∑

k=0

uk −

m
∑

k=0

(1 −
k

m + 1
)uk

=

m
∑

k=0

[uk −
((m + 1) − k)uk

m + 1
]

=
1

(m + 1)

m
∑

k=0

[(m + 1) − (m + 1) + k]uk

=
1

(m + 1)

m
∑

k=0

kuk

Luego, para todo m ∈ N

σm =
m

∑

k=0

(1 −
k

m + 1
)uk (3.4)

y

sm − σm =
1

m + 1

m
∑

k=0

kuk. (3.5)

3.2. Método de Abel

Sea
+∞
∑

k=0

uk una serie de elementos en E y consideremos la función

f : [0, 1) → E dada por,

f(r) =

+∞
∑

k=0

ukr
k.

Si f(r) converge para todo r ∈ [0, 1) y ĺım
r→1−

f(r) = s, entonces diremos que

+∞
∑

k=0

uk es Abel sumable o simplemente A-sumable con suma s.
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Proposición 3.1. Sea (uk)k≥0 una sucesión en E y hagamos sn =
n

∑

k=0

uk

para todo n ∈ N. La convergencia de una de las siguientes series
+∞
∑

n=0

unz
n,

+∞
∑

n=0

snzn para algún z en el disco unitario D, implica la de la otra y además

+∞
∑

n=0

unzn = (1 − z)
+∞
∑

n=0

snzn.

Demostración: Fijemos z ∈ D.
Caso 1:

Supongamos que

+∞
∑

n=0

unz
n converge, como |z| < 1, la serie

+∞
∑

n=0

zn converge

absolutamente y además,

+∞
∑

n=0

zn =
1

1 − z
. (3.6)

Entonces, la convergencia absoluta de

+∞
∑

n=0

zn y la convergencia de

+∞
∑

n=0

unz
n,

implican por el teorema (2.4) que el producto de Cauchy entre tales series
converge y además,

+∞
∑

n=0

cn =

+∞
∑

n=0

unz
n

+∞
∑

n=0

zn. (3.7)

Donde cn =
n

∑

k=0

ukz
kzn−k, para todo n ∈ N.
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Aśı, de las igualdades (3.6), (3.7) y del hecho que sn =
n

∑

k=0

uk tenemos que,

1

1 − z

+∞
∑

n=0

unz
n =

+∞
∑

n=0

n
∑

k=0

ukz
kzn−k

=

+∞
∑

n=0

n
∑

k=0

ukz
n

=
+∞
∑

n=0

zn

n
∑

k=0

uk

=

+∞
∑

n=0

znsn.

De acá,
+∞
∑

n=0

snzn converge y

(1 − z)

+∞
∑

n=0

snzn =

+∞
∑

n=0

unz
n.

Caso 2:

Supongamos que la serie

+∞
∑

n=0

snzn converge, entonces

(1 − z)

+∞
∑

n=0

snzn =

+∞
∑

n=0

snzn − z

+∞
∑

n=0

snzn

=

+∞
∑

n=0

snzn −

+∞
∑

n=0

snzn+1

=
+∞
∑

n=0

snzn −
+∞
∑

n=1

sn−1z
n.

De esto y de la convergencia de

+∞
∑

n=0

snzn, se tiene que

+∞
∑

n=1

sn−1z
n converge
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y además

(1 − z)
+∞
∑

n=0

snzn = s0 +
+∞
∑

n=1

snzn −
+∞
∑

n=1

sn−1z
n

= s0 +

+∞
∑

n=1

(sn − sn−1)z
n

= uo +

+∞
∑

n=1

unzn

=
+∞
∑

n=0

unzn.

Aśı,
+∞
∑

n=0

unzn converge y

+∞
∑

n=0

unzn = (1 − z)

+∞
∑

n=0

snzn.

Luego de los casos 1 y 2 obtenemos la proposición (3.1).

Definición 3.6. Sea f : D → E, donde D es el disco unitario. Se dice que
f(z) tiende a s ∈ E conforme z → 1 en forma no tangencial, si existe c ≥ 1
tal que ĺım

z∈Dc,z→1
f(z) = s, donde

Dc =

{

z ∈ D :
|1 − z|

1 − |z|
≤ c

}

.

Ahora ilustraremos la región Dc para algunos valores de c.

Figura 3.1: c = 1 Figura 3.2: c = 1,01
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Figura 3.3: c = 1,2

Figura 3.4: c = 10

Figura 3.5: c = 1,6

Figura 3.6: c = 15

Observación 3.5. Si c ≥ 1 entonces para r ∈ [0, 1) obtenemos,

|1 − r|

1 − |r|
=

1 − r

1 − r

= 1

≤ c.

Aśı, r ∈ Dc y por tanto [0, 1) ⊂ Dc.
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Definición 3.7. Sea

+∞
∑

n=0

un una serie de elementos en E. Diremos que

+∞
∑

n=0

un

es no tangencial Abel sumable con suma s ∈ E. Si para todo z ∈ D,

+∞
∑

n=0

unz
n

converge en E y además existe c ≥ 1 tal que,

ĺım
z∈Dc,z→1

(

+∞
∑

n=0

unzn
)

= s.

Teorema 3.2. Sea
+∞
∑

n=0

un una serie de elementos en E. Si
+∞
∑

n=0

un es no

tangencial Abel sumable con suma s, entonces

+∞
∑

n=0

un es Abel sumable con

suma s.

Demostración: Sea f : [0, 1) → E, dada por f(r) =
+∞
∑

n=0

unr
n y probemos

que:

1. f(r) ∈ E, para todo r ∈ [0, 1).

2. ĺım
r→1−

f(r) = s.

Probemos 1:

Sabemos por hipótesis que
+∞
∑

n=0

un es no tangencial Abel sumable con suma

s ∈ E, entonces para todo z ∈ D la serie

+∞
∑

n=0

unzn converge. De esto y del

hecho que [0, 1) ⊂ D, se sigue que
+∞
∑

n=0

unr
n converge para todo r ∈ [0, 1).

Aśı queda probado 1.
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Probemos 2:

Por ser
+∞
∑

n=0

un no tangencial Abel sumable con suma s se tiene que existe

c ≥ 1 tal que,

ĺım
z∈Dc,z→1

(

+∞
∑

n=0

unz
n
)

= s.

Esto es,

∀ǫ > 0, δ = δ(ǫ) > 0 : z ∈ Dc, 0 < |z − 1| < δ ⇒ ‖
(

+∞
∑

n=0

unzn
)

− s‖ < ǫ.

Ahora por la obsevación (3.5) obtenemos que,

∀ǫ > 0, δ = δ(ǫ) > 0 : r ∈ [0, 1), 0 < |r − 1| < δ ⇒ ‖
(

+∞
∑

n=0

unrn
)

− s‖ < ǫ.

Aśı,

ĺım
r→1−

f(r) = ĺım
r→1−

(

+∞
∑

n=0

unr
n
)

= s.

Por tanto de 1 y 2 se obtiene que
+∞
∑

n=0

un es Abel sumable con suma s.

Proposición 3.2. Sean c ≥ 1 y (zm)m≥0 una sucesión en Dc que converge a
1. Definamos la matriz M con componentes αmn = (1 − zm)zn

m y m, n ∈ N,
entonces la matriz M es Método regular de sumabilidad.

Demostración: Para demostrar que M es un Método regular de sumabili-
dad, basta probar que M cumple las tres condiciones del teorema (3.1).
Condición 1:
Ya que (zm)m≥0 es una sucesión en Dc se cumple para todo m ∈ N,

|1 − zm|

1 − |zm|
≤ c y |zm| < 1. (3.8)

Aśı,
+∞
∑

n=0

|zm|
n =

1

1 − |zm|
. (3.9)
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Luego, de (3.8) y (3.9) se obtiene,

+∞
∑

n=0

|αmn| =
+∞
∑

n=0

|(1 − zm)zn
m|

= |1 − zm|
+∞
∑

n=0

|zm|
n

=
|1 − zm|

1 − |zm|
≤ c.

Por lo tanto,
+∞
∑

n=0

|αmn| ≤ c para todo m ∈ N.

Condición 2:
Nuevamente como | zm |< 1 obtenemos que,

+∞
∑

n=0

zn
m =

1

1 − zm

, para todo m ∈ N. (3.10)

Entonces,

+∞
∑

n=0

αmn =

+∞
∑

n=0

(1 − zm)zn
m

= (1 − zm)
+∞
∑

n=0

zn
m

=
1 − zm

1 − zm

= 1.

De acá,

+∞
∑

n=0

αmn = 1 para todo m ∈ N, esto implica que ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=0

αmn = 1.
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Condición 3:
Sea n ∈ N fijo, por hipótesis (zm)m≥0 converge a 1, entonces por continuidad
se tiene que ĺım

m→+∞
zn

m = 1. Aśı,

ĺım
m→+∞

αmn = ĺım
m→+∞

(1 − zm)zn
m

= ĺım
m→+∞

(1 − zm). ĺım
m→+∞

zn
m

= 0. 1

= 0.

Como n es arbitrario tenemos que,

ĺım
m→+∞

αmn = 0, para todo n ∈ N.

Por lo tanto del teorema (3.1) se obtiene que M es Método regular de suma-
bilidad.

Teorema 3.3 (Abel-Stolz). Si la serie
+∞
∑

n=0

un de elementos en E converge

a s ∈ E, entonces

+∞
∑

n=0

un es no tangencial Abel sumable y Abel sumable con

suma s.

Demostración: Definamos f : D → E, por f(z) =

+∞
∑

n=0

unz
n y veamos que

f(z) ∈ E para todo z ∈ D. En efecto, por hipótesis se tiene que la sucesión

(sn)n≥0 de sumas parciales de la serie

+∞
∑

n=0

un converge a s, esto implica que

(sn)n≥0 es acotada; es decir, existe un M > 0 tal que ‖sn‖ ≤ M , para todo
n ∈ N.

Por otro lado, para z ∈ D tenemos,

+∞
∑

n=0

|z|n =
1

1 − |z|
.
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De esto y del acotamiento de la sucesión (sn)n≥0 se sigue que,

+∞
∑

n=0

‖snzn‖ =
+∞
∑

n=0

‖sn‖|z|
n

≤

+∞
∑

n=0

|z|nM

= M

+∞
∑

n=0

|z|n

= M
1

1 − |z|
< +∞.

Aśı

+∞
∑

n=0

snzn converge absolutamente en E y como E es de Banach la

serie
+∞
∑

n=0

snzn converge en E. Luego de la proposición (3.1) la serie
+∞
∑

n=0

unz
n

converge y ya que z es arbitrario entonces f(z) ∈ E para todo z ∈ D. Además
por la misma proposición (3.1)

+∞
∑

n=0

unzn = (1 − z)

+∞
∑

n=0

snzn, para todo z ∈ D. (3.11)

Fijemos c ≥ 1 y demostremos que ĺım
z∈Dc,z→1,

f(z) = s. Para ello considere-

mos una sucesión (zm)m≥0 arbitraria en Dc, tal que zm → 1 y definamos la
matriz infinita A con componentes αmn = (1−zm)zn

m donde m, n ∈ N. Luego,
por la proposición (3.2) la matriz A es un Método regular de sumabilidad.
De esto y de la definición (3.3) aplicada a la sucesión (sn)n≥0 se concluye que

ĺım
m→+∞

((1 − zm)
+∞
∑

n=0

zn
msn) = s.

De acá y de la ecuación (3.11) se tiene que,

ĺım
m→+∞

f(zm) = ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=0

unz
n
m = ĺım

m→+∞
(1 − zm)

+∞
∑

n=0

zn
msn.
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Por lo tanto, ĺım
m→+∞

f(zm) = s y como (zm)m≥0 es arbitraria en Dc entonces

por la proposición (2.2), ĺım
z∈Dc,z→1

f(z) = s. Es decir
+∞
∑

n=0

un es no tangencial

Abel sumable con suma s y por el teorema 3.2,

+∞
∑

n=0

un también es Abel

sumable con suma s.

Lema 3.1. Si z ∈ D, entonces (1 − z)2

+∞
∑

n=0

(n + 1)zn = 1

Demostración: Primero definamos

g(z) =

+∞
∑

n=0

zn, para todo z ∈ C.

Es fácil ver que g es una serie de potencias con radio de convergencia 1.
Por tanto es infinitamente diferenciable en D, además para todo z ∈ D se
cumplen las siguientes igualdades;

+∞
∑

n=0

zn =
1

1 − z
. (3.12)

g′(z) =

+∞
∑

n=1

nzn−1. (3.13)

Ahora como la derivada de
1

1 − z
es

1

(1 − z)2
en D, entonces de (3.12) y

(3.13) se puede concluir que

1

(1 − z)2
=

+∞
∑

n=1

nzn−1.

De aqúı, 1 = (1 − z)2

+∞
∑

n=1

nzn−1. Haciendo un cambio de ı́ndice obtenemos

que,

1 = (1 − z)2

+∞
∑

n=0

(n + 1)zn.
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Proposición 3.3. Sea (zm)m≥0 una sucesión en Dc, tal que ĺım
m→+∞

zm = 1 y

definamos la matriz B con componentes,

αmn = (1 − zm)2(n + 1)zn
m.

Donde m, n ∈ N, entonces B es un Método regular de sumabilidad.

Demostración: Para demostrar que B es un Método regular de sumabili-
dad basta probar que M cumple las tres condiciones del teorema (3.1).
Condición 1:
Fijemos m ∈ N, como (zm)m≥0 es una sucesión en Dc entonces se tiene que,

+∞
∑

n=0

|αmn| =

+∞
∑

n=0

|(1 − zm)2(n + 1)zn
m|

= |(1 − zm)2|
+∞
∑

n=0

|(n + 1)||zn
m|

=
|1 − zm|

2

(1 − |zm|)2
(1 − |zm|)

2

+∞
∑

n=0

(n + 1)|zm|
n

=

(

|1 − zm|

1 − |zm|

)2 [

(1 − |zm|)
2

+∞
∑

n=0

(n + 1)|zm|
n

]

(lema 3.1)

=

(

|1 − zm|

1 − |zm|

)2

.1

≤ c2.1

= c2 < +∞.

Aśı del hecho que m es fijo pero arbitrario se obtiene que,

+∞
∑

n=0

|αmn| ≤ c2, para todo m ∈ N.

Por tanto la condición 1 se cumple.
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Condición 2:
Sabemos que Dc ⊂ D, luego por el lema (3.1) se tiene para cada m ∈ N,

+∞
∑

n=0

αmn =
+∞
∑

n=0

(1 − zm)2(n + 1)zn
m

= (1 − zm)2

+∞
∑

n=0

(n + 1)zn
m

= 1.

Esto implica que ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=0

αmn=1. Por tanto la condición 2 se cumple.

Condición 3:
Sea n∈ N fijo, por hipótesis ĺım

m→+∞
zm = 1, entonces

ĺım
m→+∞

zn
m = 1.

Ahora,

ĺım
m→+∞

αmn = ĺım
m→+∞

[

(1 − zm)2(n + 1)zn
m]

= ĺım
m→+∞

(1 − zm)2.
[

(n + 1) ĺım
m→+∞

zn
m]

= 0.(n + 1).1

= 0.

Luego, por ser n arbitrario se tiene que ĺım
m→+∞

αmn = 0, para todo n ∈ N. Por

tanto del teorema (3.1) obtenemos que la matriz B es un Método regular de
sumabilidad.

Ahora se enunciará un lema que servirá para demostrar que toda serie
+∞
∑

k=0

uk de elementos de E sumable por el Método de las medias aritméticas

con suma s ∈ E, es no tangencial Abel sumable y Abel sumable con suma s.



Trabajo Especial de Grado 37

Lema 3.2. Si

+∞
∑

k=0

uk es una serie de elementos en E, sumable por el Método

de las medias aritméticas con suma s ∈ E, entonces para todo z ∈ D se

obtiene que

+∞
∑

n=0

unz
n converge y además,

+∞
∑

n=0

unz
n = (1 − z)

+∞
∑

n=0

zn(n + 1)σn.

Donde (σn)n≥0 es la sucesión de las medias aritméticas de la sucesión de las

sumas parciales de

+∞
∑

k=0

uk.

Demostración: Sea (sn)n≥0 la sucesión de sumas parciales de la serie

+∞
∑

k=0

uk,

entonces (sn)n≥0 es Cesáro sumable con ĺımite s, esto es σn ∈ E donde

σn =
1

n + 1

n
∑

k=0

sk, para todo n ∈ N y además ĺım
n→+∞

σn = s.

Ahora, la convergencia de (σn)n≥0 implica que tal sucesión es acotada; es
decir existe un M > 0 tal que ‖ σn ‖≤ M , para todo n ∈ N.
Por otro lado, del hecho que (σn)n≥0 es acotada se tiene para cada z ∈ D

que,

+∞
∑

n=0

‖(1 − z)2zn(n + 1)σn‖ =
+∞
∑

n=0

|(1 − z)|2|z|n(n + 1)‖σn‖

= |1 − z|2
+∞
∑

n=0

|z|n(n + 1)‖σn‖

≤ |1 − z|2
+∞
∑

n=0

|z|n(n + 1)M

= M
|1 − z|2

(1 − |z|)2

[

(1 − |z|)2

+∞
∑

n=0

|z|n(n + 1)

]

= M
|1 − z|2

(1 − |z|)2
.1 (lema 3.1)
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Por tanto

+∞
∑

n=0

‖ (1 − z)2zn(n + 1)σn ‖ converge y como E es un espacio de

Banach entonces la serie

+∞
∑

n=0

(1 − z)2zn(n + 1)σn converge en E. Luego de la

definición de (σn)n≥0 se tiene,

+∞
∑

n=0

(1 − z)2zn(n + 1)σn = (1 − z)2

+∞
∑

n=0

zn(n + 1)(
1

n + 1

n
∑

k=0

sk)

= (1 − z)2

+∞
∑

n=0

zn

n
∑

k=0

sk.

Ahora, sea tn =

n
∑

k=0

sk para todo n ∈ N, entonces de las igualdades ante-

riores se obtiene

(1 − z)2

+∞
∑

n=0

zn(n + 1)σn = (1 − z)2

+∞
∑

n=0

tnzn (3.14)

Esto implica que (1− z)2

+∞
∑

n=0

tnzn converge en E. De acá y de la proposición

(3.1) tenemos que (1 − z)
+∞
∑

n=0

snz
n converge y además,

(1 − z)

+∞
∑

n=0

snz
n = (1 − z)2

+∞
∑

n=0

tnzn. (3.15)

Luego, la convergencia de (1− z)
+∞
∑

n=0

snzn y nuevamente la proposición (3.1)

tiene como consecuencia que la serie

+∞
∑

n=0

unzn converge y que,

+∞
∑

n=0

unz
n = (1 − z)

+∞
∑

n=0

snzn. (3.16)
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De (3.14), (3.15), (3.16) y del hecho que z es arbritrario concluimos, para

todo z ∈ D que la serie
+∞
∑

n=0

unz
n converge y además

+∞
∑

n=0

unz
n =

+∞
∑

n=0

(1 − z)2zn(n + 1)σn.

Teorema 3.4. Si

+∞
∑

k=0

uk es una serie de elementos de E sumable por el

Método de las medias aritméticas con suma s ∈ E, entonces
+∞
∑

k=0

uk es no

tangencial Abel sumable y Abel sumable con suma s.

Demostración: Probemos que
+∞
∑

k=0

uk es no tangencial Abel sumable con

suma s. Para esto definamos la función g : D −→ E, por

g(z) =
+∞
∑

n=0

unz
n y probemos que,

1. g(z) ∈ E para todo z ∈ D.

2. ĺım
z∈Dc,z→1

g(z) = s.

Probemos 1.:

Para z ∈ D se tiene por el lema (3.2) que
+∞
∑

n=0

unzn converge ya que
+∞
∑

n=0

un es

Cesáro sumable. Por tanto g(z) ∈ E para todo z ∈ D.
Probemos 2:
Fijemos c ≥ 1 y consideremos una sucesión arbitraria (zm)m≥0 en Dc tal que
ĺım

m→+∞
zm = 1, también definamos la matriz H con componentes

αmn = (1 − zm)2(n + 1)zn
m donde m, n ∈ N. Luego, por la proposición (3.3)

obtenemos que H es un Método regular de sumabilidad, entonces por la
definición (3.3) aplicada a la sucesión (σn)n≥0 se obtiene que,

ĺım
m→+∞

[

+∞
∑

n=0

(1 − zm)2zn
m(n + 1)σn] = s. (3.17)
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Ahora por el lema (3.2) se obtiene para todo z ∈ D,

+∞
∑

n=0

unzn = (1 − z)
+∞
∑

n=0

zn(n + 1)σn.

De acá y de (3.17),

ĺım
m→+∞

g(zm) = ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=0

unz
n
m

= ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=0

(1 − zm)2zn
m(n + 1)σn

= s.

Por tanto ĺım
m→+∞

g(zm) = s y como (zm)m≥0 es arbitraria en Dc, entonces por

la proposición (2.2) obtenemos que ĺım
z∈Dc,z→1

g(z) = s. Aśı de 1 y 2 concluimos

que
+∞
∑

k=0

uk es no tangencial Abel sumable con suma s y por el teorema (3.2)

la serie

+∞
∑

k=0

uk también es Abel sumable con suma s.

Ejemplo 3.1. Sea la serie

+∞
∑

k=0

(−1)k en R, sabemos que ĺım
k→+∞

(−1)k no existe,

aśı la serie
+∞
∑

k=0

(−1)k diverge. Ahora, tomemos la sucesión (sn)n≥0 de las

sumas parciales de la serie

+∞
∑

k=0

(−1)k y notemos que,

(sn)n≥0 = (1, 0, 1, ...). Luego, s2k = 1 y s2k+1 = 0, para todo k ∈ N. Por otro
lado, consideremos la sucesión (σm)m≥0 de las medias aritméticas de (sn)n≥0,

esto es, σm =
1

m + 1

m
∑

n=0

sn para todo m ∈ N. Observemos que

(σm)m≥0 = (1, 1

2
, 2

3
, 1

2
, 3

5
, 1

2
, ...). Por tanto, σ2n+1 =

n + 1

2n + 1
y σ2n =

1

2
.
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Luego se tiene que,

ĺım
n→+∞

σ2n+1 = ĺım
n→+∞

n + 1

2n + 1

=
1

2
.

Aśı, (σ2n)n≥0 y (σ2n+1)n≥0 convergen a
1

2
y por la proposición (2.3) obtenemos

que (σm)m≥0 converge a
1

2
. Entonces por la definición (3.5) la serie

+∞
∑

k=0

(−1)k

es Cesáro sumable con suma
1

2
y por el teorema (3.4) se obtiene que tal serie

es no tangencial Abel sumable con suma
1

2
.

Ejemplo 3.2. Sea la serie
+∞
∑

k=0

(k + 1)(−1)k, como ĺım
k→+∞

| (k + 1)(−1)k |

no existe . Entonces la serie

+∞
∑

k=0

(k + 1)(−1)k diverge. Ahora, tomemos la

sucesión (sn)n≥0 de sumas parciales y observemos que,
(sn)n≥0 = (1,−1, 2,−2, 3,−3, ...), además consideremos la sucesión (σm)m≥0

de las medias aritméticas de (sn)n≥0, dada por σm =
1

m + 1

m
∑

n=0

sn, para todo

m ∈ N. Luego se tiene que (σm)m≥0 = (1, 0, 2

3
, 0, 3

5
, 0, ...). Por tanto,

σ2n =
n + 1

2n + 1
y σ2n+1 = 0. De esto obtenemos que,

ĺım
n→+∞

σ2n = ĺım
n→+∞

n + 1

2n + 1

=
1

2

y

ĺım
n→+∞

σ2n+1 = ĺım
n→+∞

0

= 0.
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Aśı (σm)m≥0 no converge y por tanto la serie

+∞
∑

k=0

(k + 1)(−1)k no es Cesáro

sumable. Por otro lado, fijemos c ≥ 1 y definamos a

f(z) =

+∞
∑

n=0

(−1)nzn, para todo z ∈ C.

Entonces, es fácil ver que f es una serie de potencias con radio de convergen-
cia 1 y por tanto infinitamente diferenciable en D. Además, para todo z ∈ D

se cumplen las siguientes igualdades;

+∞
∑

n=0

(−z)n =
1

1 + z
. (3.18)

f ′(z) =

+∞
∑

n=1

(−1)nnzn−1. (3.19)

Ahora como la derivada de
1

1 + z
es −

1

(1 + z)2
en D, entonces por (3.18) y

(3.19) concluimos que,

−
1

(1 + z)2
=

+∞
∑

n=1

n(−1)nzn−1.

De aqúı,
1

(1 + z)2
=

+∞
∑

n=1

n(−1)n−1zn−1. Haciendo un cambio de ı́ndice nos

queda que,

1

(1 + z)2
=

+∞
∑

n=0

(n + 1)(−1)nzn

.
Aśı,

1. para todo z ∈ D la serie

+∞
∑

n=0

(n + 1)(−1)nzn converge.

2. ĺım
z∈Dc,z→1

+∞
∑

n=0

(n + 1)(−1)nzn = ĺım
z∈Dc,z→1

1

(1 + z)2
=

1

4
.
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Por tanto de 1 y 2 se concluye que la serie

+∞
∑

k=0

(k + 1)(−1)k es no tangencial

Abel sumable con suma
1

4
y por tanto Abel sumable con suma

1

4
.

Proposición 3.4. Sean (rm)m≥1 una sucesión en [0, 1) tal que, rm = 1−
1

m

para todo m ≥ 1 y H una matriz infinita con componentes αmn = −
1

n
rn
m si

n > m y αmn =
1

n
(1−rn

m) si n ≤ m, con m, n ∈ N−{0}, entonces H cumple

las condiciones 1 y 3 del teorema (3.1).

Demostración: Primero demostremos la condición 1 del teorema (3.1),
Condición 1:
Fijemos m ≥ 1, luego

(1 − rn
m) = (1 − rm)(1 + rm + · · · + rn−1

m )

≤ (1 − rm)(1 + 1 + · · ·+ 1)

≤ (1 − rm)n, ∀n ≥ 1.

De esto se tiene que,

+∞
∑

n=1

|αmn| =
m

∑

n=1

|
1

n
(1 − rn

m)| +
+∞
∑

n=m+1

| −
1

n
rn
m|

≤
m

∑

n=1

1

n
(1 − rm)n +

+∞
∑

n=m+1

1

n
rn
m

=

m
∑

n=1

(1 − rm) +

+∞
∑

n=m+1

1

n
rn
m

≤ m(1 − rm) +

+∞
∑

n=m+1

1

m + 1
rn
m

≤ m(1 − rm) +
1

m + 1

+∞
∑

n=0

rn
m.

Por tanto,
+∞
∑

n=1

|αmn| ≤ m(1 − rm) +
1

m + 1

+∞
∑

n=0

rn
m.
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De acá y de la definición de (rm)m≥1 obtenemos,

+∞
∑

n=1

|αmn| ≤ m(1 − rm) +
1

m + 1

+∞
∑

n=0

rn
m

= m(1 − rm) +
1

(m + 1)(1 − rm)

= m(1 − (1 −
1

m
)) +

1

(m + 1)(1 − (1 − 1

m
))

= 1 +
m

m + 1
≤ 2.

Ahora como m es arbitrario,
+∞
∑

n=1

|αmn| ≤ 2 para todo m ≥ 1. Aśı la condición

1 se cumple.
Condición 3:
Fijemos n ≥ 1. Ahora, como ĺım

m→+∞
rm = 1, entonces por continuidad se tiene

que ĺım
m→+∞

rn
m = 1, luego

ĺım
m→+∞

(1 − rn
m) = 0. (3.20)

Ahora tomando m ≥ n se tiene que,

αmn =
1

n
(1 − rn

m).

De esto y de (3.20) obtenemos que ĺım
m→+∞

αmn = 0 y como n es arbitrario,

entonces la condicion 3 se cumple.

Teorema 3.5 (Tauberiano). Si una serie

+∞
∑

n=1

un de elementos en E es Abel

sumable con suma s ∈ E y un = o( 1

n
) cuando n → +∞, entonces

+∞
∑

n=1

un

converge a s.
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Demostración: Primero escribamos nun = ǫn, para n ≥ 1. Luego, por
hipótesis tenemos que un = o( 1

n
), cuando n → +∞, esto implica que

ĺım
n→+∞

(
un

1

n

) = ⊘. Aśı

ĺım
n→+∞

ǫn = ĺım
n→+∞

nun

= ⊘.

Sean (sm)m≥1 la sucesión de sumas parciales de la serie

+∞
∑

n=1

un y

f : [0, 1) → E, dada por f(r) =
+∞
∑

n=1

unrn. También definamos la sucesión

(rm)m≥1 en [0, 1) por rm = 1 −
1

m
para todo m ≥ 1 y la matriz infinita

H con componentes αmn =
1

n
(1 − rn

m) si n ≤ m y αmn = −
1

n
rn
m si n > m.

Ahora, obtenemos que,

sm − f(rm) =

m
∑

n=1

un −

+∞
∑

n=1

unrn
m

=
m

∑

n=1

ǫn

n
−

+∞
∑

n=1

ǫn

n
rn
m

=
m

∑

n=1

ǫn

n
−

m
∑

n=1

ǫn

n
rn
m −

+∞
∑

n=m+1

ǫn

n
rn
m

=

m
∑

n=1

1

n
(1 − rn

m)ǫn −

+∞
∑

n=m+1

ǫn

n
rn
m

=

m
∑

n=1

αmnǫn +

+∞
∑

n=m+1

αmnǫn

=
+∞
∑

n=1

αmnǫn.

Por tanto,

sm − f(rm) =

+∞
∑

n=1

αmnǫn. (3.21)
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Por otra parte de la proposición (3.4) obtenemos que la matriz H cumple las
condiciones 1 y 3 del teorema (3.1), entonces del hecho que (ǫn)n≥1 converge
a ⊘ y de la observación (3.1) se tiene que la sucesión (ǫn)n≥1 es sumable con
ĺımite ⊘ por medio de la matriz H . Por tanto,

ĺım
m→+∞

+∞
∑

n=1

αmnǫn = ⊘.

De esto y de (3.21) obtenemos que ĺım
m→+∞

(sm − f(rm)) = ⊘.

También, tenemos por hipótesis que

+∞
∑

n=1

un es Abel sumable, esto implica que

ĺım
r→1−

f(r) = s y como ĺım
m→+∞

rm = 1 entonces,

ĺım
m→+∞

f(rm) = s.

De aqúı se tiene que,

ĺım
m→+∞

sm = ĺım
m→+∞

[sm − f(rm) + f(rm)]

= ⊘ + s

= s.

por tanto
+∞
∑

n=1

un = s.

Colorario 3.1. Si

+∞
∑

n=1

un es sumable por el Método de Cesáro con suma

s ∈ E y un = o( 1

n
), cuando n → +∞, entonces

+∞
∑

n=1

un converge a s.

Demostración: Sabemos por hipótesis que

+∞
∑

n=1

un es Cesáro sumable con

suma s, entonces por el teorema (3.4)
+∞
∑

n=1

un es no tangencial Abel sumable

con suma s y por tanto Abel sumable con suma s y además por hipótesis
un = o( 1

n
), cuando n → +∞, entonces por el teorema Tauberiano obtenemos

que

+∞
∑

n=1

un = s
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Proposición 3.5. Sean (sm)m≥1 la sucesión de sumas parciales de la serie
+∞
∑

n=1

un de elementos en E y la sucesión de (σm)m≥1 de la medias aritméticas

de la sucesión (sm)m≥1. Si existe c, A > 0 tal que ‖σm‖ ≤ c y ‖un‖ ≤
A

n
,

para todo m, n ∈ N − {0}, entonces (sm)m≥1 es acotada.

Demostración: Sea m ≥ 1 fijo, luego por la ecuación (3.5) y las propieda-
des de módulo se tiene lo que sigue,

‖sm‖ − c ≤ ‖sm‖ − ‖σm‖

≤ ‖sm − σm‖

= ‖
1

m + 1

m
∑

n=1

nun‖

≤
1

m + 1

m
∑

n=1

n‖un‖

≤
1

m + 1

m
∑

n=1

n
A

n

=
1

m + 1

m
∑

n=1

A

=
m

m + 1
A

≤ A.

Luego, ‖sm| ≤ c+A y como m es arbitrario, entonces (sm)m≥1 es acotada.
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