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Resumen

Sea M una matriz doblemente infinita de niimeros complejos:

Qoo Q1 Qon,
Qy9 Q11 Qqp
Uy Oyl [0 75%79)

Dada una sucesién (s,) en un espacio de Banach E, se definird otra sucesién
(0m)m>0 mediante la formula
[e.e]

Oy, = Zamnsn y m=0,1,2,...
n=0

Si 0,, — s en E diremos que (s,) ( 6 la serie cuya sucesion de sumas
parciales es (sn)) es sumable a s por medio de la matriz M o que es
M-sumable a s.

Nos preguntamos que condiciones sobre la matriz M garantizaran que si
la sucesion (s,) converge en E'y nh—{go s, = s, entonces (s,) es M-sumable a
s.
Diremos que la matriz M es un Método regular de sumabilidad sobre F si
se cumple que para toda sucesién (s,) que converge a s en F se tiene que
(sn) es M-sumable a s.
En este trabajo estudiaremos y desarrollaremos detalladamente la seccién
12.5 de [5] pero adaptando los resultados a espacios de Banach arbitrarios.



VI

Yhon Meza




Indice general

Dedicatoria
Agradecimientos
Resumen

1. Introduccién

2. Preliminares
2.1. Espacios vectoriales . . . . . . . .. ... ... L.
2.2. Espacios métricos . . . . . ... ...
2.2.1. Espacios normados . . . . . . .. ... ... ... ...
2.3. Sucesiones . . .. ...
2.3.1. Convergencia de Sucesiones . . . . . . ... ... ...
24. Completitud . . . . . . ...
2.5, Series. . ...
2.5.1. Convergencia de series . . . . . . . ... ... .. ...

3. Métodos de Sumabilidad en Espacios de Banach
3.1. Método de las Medias Aritméticas . . . . . . . . .. ... ...
3.2. Métodode Abel . . . . . . . . ...

VII



VIII Yhon Meza




1
Introduccidon 1

El propédsito de este trabajo especial de grado es extender la teoria de
Métodos de sumabilidad en el plano complejo a los espacios de Banach. Como
por ejemplo el Método de Cesaro y de Abel para lo cuales se redefiniran y
demostraran en espacios de Banach algunos teoremas tales como:

Teorema

Sean (E, ||.||) un espacio de Banach, (s,),>0 una sucesién en E, M una
matriz infinita y (0,,)m>0 en E donde esta se definird en el capitulo 3.
Si las componentes de la matriz M cumple lo siguiente:

+oo
1. Existe B > 0, tal que (Z |otmn|) < B, para todo m € N.

n=0

3. Para todon € N; lim «,,, =0.

m—-+00

Entonces M es un Método regular de sumabilidad.

Teorema
+00 +oo
Sea Z u, una serie de elementos de E. Si Z u, es no tangencial Abel

sumable con suma s, entonces tal serie es Abel sumable con suma s.

Teorema de Abel-Stolz

+00 +oo
Si la serie g u, de elementos de E converge a s € F/, entonces g Uy, €S

n=0 n=0
no tangencial Abel sumable y Abel sumable con suma s.
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Teorema

+00
Si Z ug, es una serie de elementos de E sumable por el Método de Cesaro

k=0
—+00

con suma s € F, entonces Zuk es Abel sumable y no tangencial Abel
k=0

sumable con suma s.
Teorema Tauberiano

“+00
Si una serie g u,, de elementos en E es Abel sumable con suma s € E

n=1
+o00
Yy u, = o(=) cuando n — +o0, entonces E u, converge a s.
n=1

Adicionalmente veremos un ejemplo de serie no convergente, la cual es
Cesaro Sumable, por tanto Abel sumable y Abel no tangencial sumable y
otro ejemplo en donde no hay convergencia usual de una serie, sin embargo
es no tangencial Abel sumable.



2
Preliminares 1

El objetivo de este capitulo es presentar el marco conceptual sobre el que
se ubica el trabajo. A continuaciéon introduciremos un conjunto de defini-
ciones y algunas propiedades de los objetos matematicos que lo sustentan:
teoria de espacios de Banach y nociones elementales de series y sucesiones.
Gran parte de las demostraciones de los enunciados son omitidas; las mismas
pueden encontrarse en libros de topologia de espacios métricos y de series y
sucesiones en espacios de Banach, por ejemplo [6] y [9].

2.1. Espacios vectoriales

Definicién 2.1. Sea E un conjunto no vacio. Diremos que E es un espacio
vectorial sobre el campo K, si existen dos operaciones binarias + : EXE — E
y-:Kx E— FE, con las siguientes propiedades algebraicas:
(1) E es un grupo abeliano con respecto a la suma, es decir:

(1.1) Para todo x,y € E: x + y =y + <.

(1.2) Para todo x,y,z € E: (x +y) +2=12+ (y + 2).

(1.3) Eziste un unico @ € E, tal que para todo x € E se cumple:
T+Q=x=0 + T

(1.4) Para todo x € E, existe un tinico —x € E, tal que:

T+ () =0 = (-x) +

(2) La multiplicacion por escalar verifica:

(2.1) Para todo x € E y para todo o, f € K: a(f.2) = (a.3).
(2.2) Para todo v € E: 1. x = x = x.1,(1 la identidad en K).

(2.8) Para todo x € E y para todo o, f € K: z(a+ ) = x.a0 + x5.
(2.4) Para todo x,y € E y todo a € K: a(z +vy) = .z + a.y.
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Adicionalmente un espacio vectorial E cumple;
Para todo x € E, 0.z = @ = 2.0 (0 es el elemento neutro de K.)

Por otro lado, siempre que no se especifique el campo K, entenderemos que
se trata de C o R.

Ejemplo 2.1. El conjunto R, sobre el campo R es un espacio vectorial con
las operaciones usuales de suma y multiplicacion por escalar.

Ejemplo 2.2. El conjunto C, sobre el campo C es un espacio vectorial con
las operaciones usuales de suma y multiplicacion por escalar.

2.2. Espacios métricos

Definicién 2.2. Un espacio métrico es un par (M,d), donde M es un con-
gunto no vacio y d : M x M — R una funcion llamada métrica en M que
satisface los siguientes axiomas:
(1) d(z,y) > 0 para todo x,y € M.
(2) d(z,y) =0 siy solo si x=y.
(3) d(z,y) = d(y,x) para todo x,y € M.
(4) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) para todo x,y,z € M.

Se dice que el axioma (3) es la propiedad de simetria que debe tener
cualquier nocién de distancia; y el axioma (4) se conoce como desigualdad

triangular.

Ejemplo 2.3. La métrica euclidiana sobre R™ (n>1) se define como

de(:)s,y) = \/(xl - y1)2 +oot (xn - yn)2'

donde x = (21,2, ,n) YY = (Y1,Y2, "+, Yn)-
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2.2.1. Espacios normados

Definicién 2.3. Un espacio normado es un par (E,|.||) formado por un
espacio vectorial E y una funcion ||.|| : E — R, llamada norma con las
siguientes propiedades:

1. ||z|| >0, para todo x € E.

2. ||x|| =0 siy solo si x = .

3. ||e.z||=|a|.||z||, para todo x € E y todo escalar «.
4- Nz +yll < llzll +lyll, para todo x,y € E.

La propiedad (4) se conoce como desigualdad triangular. Ahora ilustraremos
esta definicion con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.4. R" (n>1) es un espacio normado con la norma euclidiana
que se define como sigue,

lzlle = Vi + - + a3
Donde x = (z1,x9, - ,xy).

Ejemplo 2.5. Cy([a,b]) el conjunto de las funciones continuas definidas so-
bre [a,b] a valores en R, es un espacio normado con norma,

[fll= mdz{|f ()] : = € [a, b]}

Ejemplo 2.6. Todo espacio normado (E,|.||) es métrico, donde la métrica
a considerar es d : E X E'— R dada por, d(x,y) = ||z — y||.

2.3. Sucesiones

Definicién 2.4. Sea M un conjunto no vacio. Una sucesion en M es una
funcion X : N — M, donde N = {0,1,2....,n...}. Ademdas, cada elemento

X (n) es denotado por x, y a tal sucesion la denotaremos como (x,)n>0-

Definicién 2.5. La restriccion de una sucesion a un subconjunto infinito
Ny C N es llamada subsucesion de (T,)n>0.
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2.3.1. Convergencia de Sucesiones

Definicién 2.6. Sean (M,d) un espacio métrico, (T,)n>0 una sucesion en
M ybe M. Diremos que (x,)n>0 Converge a b o que b es limite de (,,)n>0,

denotado como lim x, =0b o x, — b, si cumple lo siguiente:
n——+o0o

Ve >0, 3k =k(e) eN:n>k=d(x,,b) <e.

Observacién 2.1. i lim x, = b, entonces b es unico y lo llamaremos
n——+00

el limite de la sucesion, ademds diremos que una sucesion (T,)n>0 en M es
convergente en M, si existe un b € M tal que x,, — b.

Definicién 2.7. Una sucesion (x,,)n>0 en un espacio métrico (M, d) es acota-
da si existe un B > 0, tal que para todo n,m € N se tiene que d(z,, z,,) < B.

Proposicion 2.1. Toda sucesion convergente es acotada.

Definicién 2.8. Sean f: (M,d;) — (N,dy) una funcion y a € M. Diremos
que f es continua en a s,

Ve > 0,30 =d(e,a) >0:x € M, di(z,a) < 0= do(f(2), f(a)) <e.

Teorema 2.1. Sean f : (M,d;) — (N,dy) una funcion y b € M. f es
continua en b si y solo si (f(x,))n>0 converge a f(b), para toda sucesion
(Zn)n>0 en M convergente a b.

La prueba se puede ver con detalles en [6] (pagina 125).
Definicién 2.9. Sean f : (M,dy) — (N,dy) una funcion, a € M yb € N.
Diremos que b es limite de f(x) cuando x tiende a a, denotado por
lim f(x) = b si:
Ve>0,30=0(e) >0:2 €M, 0<di(x,a) <= da(f(x),b) <e.

Proposicién 2.2. Sean f: (M,d,) — (N,d2) una funcion, a € M yb e N.
lim f(x) =0, siy sdlo si (f(x,))n>0 converge a b, para toda sucesion (T,)n>0

en M con limite a.

La prueba es analoga a la del teorema (2.1).
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Definicién 2.10. Sea (x,,),>0 una sucesion en un espacio métrico (M, d).
Diremos que (x,,)n>0 es de Cauchy si,

Ve>0,dN =N(¢) e N: nym > N = d(z,, z,) < €
Teorema 2.2. Toda sucesion convergente es de Cauchy.

Proposicién 2.3. Sean (x,)n,>0 una sucesion en un espacio métrico (M, d)
ybe M. (x,)n>0 converge a b siy s6lo si (Ton)n>0 Y (Tant1)n>0 cOnvergen a

b.

Definicién 2.11. Sean (x,),>1 una sucesion en un espacio normado (E, ||.||)
Y (Yn)n>1 en K donde y, # 0 para todo n > 1. Diremos que x, = o(yy),

S T,
cuandon — +oo si lim — = Q.
n—-+o0o yn

Proposicién 2.4. Sean (sF),>0 y by con k € A= {1,2,3...m} sucesiones y
elementos respectivamente en un espacio normado (E,|.|]). Si (s%),>0 con-

verge a by para todo k € A, entonces lim Z sfb = Z by..
k=1 k=1

n—-4oo

Demostracion: De la definicién de convergencia de una sucesién obtene-
mos para cada k € A lo que sigue, dado e > 0 existe Ny = Ni(e) € N, tal
que para n > Nj se cumple,

€
Ik — il < <

Ahora, como A es finito, entonces tomando N=max{N}, : k € A} se tiene
que, dado € > 0 existe N = N(¢) € N tal que para n > N se cumple,

m m m
||ZSIZ—Zbk|| = ||Zsﬁ—bk||
k=1 =1 =1
m
< > |Isk = bl

k=1

NE

€
m

=
Il
—

|
3
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m m
Asi, lim § sk = § by O
n—-+4oo
k=1 k=1

2.4. Completitud

Definicién 2.12. Un espacio métrico (M, d) se dice completo, si toda suce-
sion de Cauchy en M es convergente en M.

Definicién 2.13. Un espacio vectorial normado (E, ||.|) se dice que es de
Banach, si E es completo con la métrica inducida por la norma ||.||.

Ejemplo 2.7. Cy([a,b]) el conjunto de las funciones continuas definidas so-
bre [a,b] a valores en R, es un espacio de Banach con la norma,

[flI= mda{[f(x)] : = € [a, 0]},

Ejemplo 2.8. Cy([0,1]) el congunto de las funciones continuas definidas so-
bre [0,1] a valores en R, no es un espacio de Banach con la norma,

1l = / (@) d.

Ejemplo 2.9. El espacio C" y R™ con (n > 1) es de Banach con la norma
euclidiana.

Ejemplo 2.10. Sea (M,d) un espacio métrico donde d es la métrica cero
uno que se define como sigue,

d(z,y) 0six=y
x? - .
Y lsiz#y

Entonces M no es completo.

2.5. Series

Definicién 2.14. Sea (z,)n>0 una sucesion en un espacio vectorial E. Lla-
+oo

maremos serie de los x,, al simbolo E T,

n=0
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k
Ahora dado k € N definamos a s, = Z Ty, entonces diremos que (Sg)k>0
n=0
+0o0
es la sucesion de sumas parciales de la serie an .
n=0
2.5.1. Convergencia de series
+00
Definicién 2.15. Una serie an en un espacio vectorial E, converge (o
n=0
tiene como suma) a b € E, si la sucesion de sumas parciales (Sy,)n>0 converge
+00
a b, en tal caso escribiremos Z T, =b.
n=0

Observacién 2.2. Sea C' el conjunto de las series convergentes en un espa-
cio vectorial normado (E,||.||) sobre el campo K, entonces C es un espacio
vectorial sobre el campo K.

+o0o
Definicién 2.16. Sea E Tn una serie en un espacio vectorial mormado
n=0
+o0
(EL||.|). Se dice que la serie g x, converge absolutamente en E si la serie
n=0

+oo
Z |n|| converge en R.

n=0

Teorema 2.3. Sea (E, ||.||) un espacio vectorial normado. E es un espacio
de Banach si y solo si toda serie absolutamente convergente es convergente.

Para la prueba ver [10] (pagina 49)

Teorema 2.4 (Producto de Cauchy en E). Sea E un espacio de Banach

+00 +00
sobre un campo K y sean E ay una serie de elementos de E y E b una
k=0 k=0

serie de elementos en el campo K, las cuales convergen a A € E y B € K

respectivamente. Si una de esta series converge absolutamente,
“+oo

n +o00
entonces g ¢, converge, donde ¢, = E apb,_1 y ademds E ¢, = AB.
k=0 n=0

n=0
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+00
Demostracion: Supongamos sin perdida generalidad que la serie Zak
k=0
“+oo
converge absolutamente, es decir Z lag|| = D > 0, luego definamos
k=0

An = Zn:aka Bn = Zn:bka Cn = ancka dn = B — Bn Yy €én = Zn:a'kdn—lv
k=0 k=0 k=0 k=0

Entonces,

P n
Cp = Z Z akbn_k

n=0 k=0
n=0 k=0

donde
fa(k) =

apb,_r sin >k
Osin<k

Asi, desarrollando la doble suma que define a C), obtenemos que,

Cp = Zan(k):ZZakbn—k

k=0 n=k k=0 n=k
P P P p—k

= E ay E by—i = E ay E b,
k=0 =k k=0  m=0

p p
= Z akBp_k = Z ak(B — dp_k)
k=0 k=0

p p
= Z CLkB — Z akdp_k = ApB — €p.
k=0 k=0

Para completar la demostracién, es suficiente probar que lim e, = 0.
p—+oo

Por otro lado, como la sucesion (d,),>o converge a 0, entonces (d,)n>0
es acotada, es decir existe M > 0 tal que, |d,|] < M para todo n € N.
€

También por la convergencia de la sucesion (d,,),>o se tiene para o) que

. € .
existe NV;(e) tal que para todo n > Nj se cumple, |d,| < Yol mientras que
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+00
€
por la convergencia absoluta de la serie Z ay, obtenemos para 2L que existe
k=0
Ns(e) tal que para n > Ny se cumple que,

+oo n —+00
> llaell =D llaelll = > laxll
k=0 k=0

k=n+1
€

< —.
2M
Luego, tomando N = N(e) = méx{Ny, N2} obtenemos,

p

N
p>2N= el < ) llardpill + D llard, sl
k=0

k=N-+1
€ w &
< ﬁZH%H*‘M Z | ax|
k=0 k=N+1
+0o0o +oo
€
< ﬁZH%H*‘M Z | ax|
k=0 k=N+1
< e

Esto demuestra que lim e, = @. Por tanto,

p—+o0
“+oo
E ¢, = AB.
n=0
U
“+oo
Proposicion 2.5. Sea E 2" una serie de elementos en C. Entonces,
n=0
+oo

1
Zz" = ——, para todo |z| < 1.
11—z

n=0
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3

Métodos de Sumabilidad en Espacios de
Banach

En este capitulo trataremos métodos de sumabilidad, para ello considere-
mos un espacio de Banach (E, || - ||). Ahora, antes de introducir los métodos
enunciaremos y demostraremos un teorema general, para esto necesitamos la
siguiente informacion.

Dada una matriz infinita

o (070} .. . Qpp

10 a1 N 0 AT
M =

Amo Am1 - - . Oyp

donde ayy,, € C para m,n € Ny (s,),>0 una sucesiéon en £, entonces defina-
mos a la sucesion (0,,)m>0 por,

“+oo

O = Zamnsn, para todo m € N. (3.1)

n=0

Definicién 3.1. Sean (S,)n>0 una sucesion en E, M wuna matriz infinita
Y (Om)m>0 definida como antes. Se dice que (Sy)n>0 €s sumable con limi-
te s por medio de la matriz M, siempre que o, € E para todo m € N y
lim o,,=s€ L.
m—-+00
+oo
Definicién 3.2. Una serie Zuk de elementos de E es sumable con suma

k=0
s por medio de la matriz M, si la sucesion (sp)n>0 de sumas parciales de tal

serie es sumable con limite s por medio de la matriz M.

13
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Definicién 3.3. Sean M una matriz con componentes &, dondem,n € Ny
E un espacio de Banach. Se dice que M es un Método reqular de sumabilidad
sobre E, si toda sucesion (s,)n>0 convergente con limite s € E, es sumable
por medio de la matriz M con limite s.

Ahora, enunciaremos el siguiente teorema general.

Teorema 3.1. Sean (E,|.||) un espacio de Banach y M una matriz infinita
con componentes Qyy, y m,n € N. Ahora, supongamos que las componentes
de la matriz M cumplen lo siguiente:

+o0o
1. Existe B > 0, tal que (Z |amn|) < B, para todo m € N.

n=0

m—-+00

+o00o
2. Mm >, = 1.
n=0

3. Para todon € N; lim ay,, = 0.

m— 00

Entonces M es un Método reqular de sumabilidad sobre E.

Demostracion: Sea (s,),>o una sucesion en E que converge a s € E y
demostremos que la sucesion (o,,)m>o definida como en (3.1) converge a s.
Probemos primero que (0,,)m>0 es una sucesién en E. En efecto, por la
definicién de la sucesion (0,,)m>0 obtenemos para cada m € N,

—+00
Om — E XynSn -
n=0

De aqui y del hecho que E es un espacio vectorial se obtiene para cada m € N
que o, es una serie de elementos de F.

Ahora, sea m € N fijo pero arbitrario. Luego, de las propiedades de norma
y de la definicién de o, tenemos,

+oo +o0o
Z [ Ctmnsnll = Z |t | S| (3:2)
n=0 n=0

Ademés, de la convergencia de (s,),>0 obtenemos que la sucesion es acota-
da. Es decir, existe K > 0 tal que, para todo n € N se cumple que ||s,| < K.
De esto y de la ecuacién (3.2) se tiene que,
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+oo

+00
ZHamnan = Z|amn|”$n”
n=0

n=0
+oo

Z |V | I

n=0

“+oo
= K)ol
n=0

IN

+o0o +oo
Asi, Z |tmnsa|| < K. Z |atmn|. De acd y de la hipotesis 1,

n=0 n=0
“+o00 “+o00
D llamnsall <D ] K
n=0 n=0
< BK
< +o0.
400
Por tanto, la serie Z Qmn Sy converge absolutamente. Esto y la completitud
n=0
+oo
de E implican la convergencia de la serie Zamnsn en F, es decir 0, € F
n=0

para todo m € N, asi (0,,)m>0 €s una sucesion en E.
Ahora, demostremos que la sucesion (o,,)m>o converge a s, para esto
reescribimos a s, como sigue;

S, = S + e,, para todo n € N.

Donde la sucesion (e,),>o esta dada por e, = s, — s, para todo n € N.
De aqui, y de la convergencia de la sucesion (s,),>0 a s, concluimos que la
sucesion (e, ),>o converge a @. Por tanto, (e,),>0 es acotada. Es decir, existe
Ky > 0 tal que ||e,|| < K;, para todo n € N.
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Luego, de la hipétesis 1 y del hecho que (e,,),>0 es acotada obtenemos,

“+oo +00
Z [Ctmnenll = Z |- [len]|
n=0 n=0

“+00

fg j{:‘chnnL}(l
n=0

< B.K;

< +o0.

+00
Por consiguiente, E |atmnen|| converge. Por otro lado, de la hipé-

n=0
tesis 1 y del hecho que s € E se obtiene,

“+00 “+00
§ Q-] = § |- |||
“+00
= [l [l
n=0
< B/|s|
< +o0.
“+00 “+00
Por tanto, g Q- S, g Qmn€n convergen absolutamente, entonces obtene-
—+00 “+00
mos que g Qnn-S Y E Qmnen convergen en F. Asi, de la convergencia de
n=0 n=0
+00
dichas series se tiene que E Q- (S + €,,) converge y ademas,
n=0

400 “+o00 —+00
E Q- (8 + €,) = E QS + E Qi €n-
n=0 n=0 n=0
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De aca y del hecho que s, = s+ ¢, para todo n € N obtenemos lo que sigue,

—+00
Om = E Xmn -Sn,

n=0
400

= E Q- (8 + €5)
n=0
400 “+o00

= E Dy S + E Omn-Cn

“+o00 “+o00
Dado que m es arbitrario, entonces o,, = E Qyn - S + E Qmn-€n, Para todo

n=0 n=0
m € N.

Ademas, la hipdtesis 2 y el hecho que s es fijo tienen como consecuencia que,

“+00 “+00
lim E Qpn-S = S lim E Qyn
m——+00 m—-+00
n=0 n=0
= s.1
s.
—+00
Ahora, demostremos que 11'1}3 E Qmn-€n = @, para esto definamos para
m—--+0o0
n=0
“+o00
cada m € N a p,, = E Qmn-€n, €ntonces por la convergencia de la sucesion
n=0

(en)n>0 & @ tenemos que dado € > 0, existe Ny = Ny(e) € N tal que para
n > Ny se cumple,

€
nll < ==-
leall < 5

En lo sucesivo se utilizara el € anterior. Por otra parte, consideremos para
cadam € N a

No

—+00
ﬁm: E Omn-Cn Y TYm = E AXn-Cn-
n=0

n=Np+1
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Asi,

Por tanto p,, = B + vm para todo m € N. Ademas, de la propiedades de
norma,

+o0o
el = 11 Y ctneeal

n=Np+1
+oo
< Z | - |
n=Np+1
—+00

= Z |- [|€n]]-

n=Np+1

“+oo
Ast ||yl < Z |Qtnn |- |len]] para todo m € N. De aqui y del hecho que
n=Np+1
€
llen|l < 5 Para todo n > Ny obtenemos,

+oo
[ymll < Z | Q|| €]l
n=Np+1
+o0 ¢
n=Np+1
—+00

= % Z (e

n=Np+1

€ <%
o5 > ot
n=0

IN
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+00
Luego, [|vm]] < % Z |tn| para todo m € N. Esta tltima desigualdad en

n=0
conjunto con la hipotesis 1 implican,

—+00
€
Il < 55 > laml
n=0

€
—.B
2B

€

5

IN

Asi, para todo m € N se cumple que |[|y,,]| < g

Por otro lado, de la definicién de la sucesion (5,,)m>0, de la hipdtesis 3
y de la proposicién (2.4) se obtiene que (5,,)m>0 converge a @. Entonces,
existe N = N(e) € N, tal que para m > N se tiene,
€
Wl < =.
15l < &

€
De esto y del hecho que ||| < 5 bara todo m € N, se concluye que,

m 2N = lpmll = 8m + ¥ml
< N Bunll + I
< E_+.E

2 2

€.

400
Es decir, lim p,, = ©. Por tanto, lim E Qmn -6, = @ Y €n consecuencia:
n=0

m—-+00 m— 00

+00
lm o0, = lim E Q- (8 + €5)
m—-+00 m— 00

n=0
+oo +00

= lim E Qyn-S + 1M E Clyn -Cn,

m—-+00 m——+00

n=0 n=0

= s+0

= S.
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Asi, lim o, = s, por tanto (s,),>¢ €s sumable por medio de la matriz M

m—-—4o0
con suma s y como (S,)n,>o es arbitraria en E, entonces M es un Método
regular de sumabilidad. O

Observacién 3.1. Notemos que la hipétesis 2 del teorema (3.1) se uti-
liz6 unicamente en la demostracion de,

—+00
lim g Qyn -8 = S.
m— 00

n=0

Entonces en el caso que una sucesion (S,)n>0 sea convergente a s = @, la
hipdtesis 2 no es necesaria para probar que (s,)n>o0 sea sumable por medio
de una matriz M, siempre y cuando la matriz cumpla las hipotesis 1 y 3 del
teorema anterior.

Definicién 3.4. Sea H una matriz con componentes o, y m,n € N. Se
dice que H es positiva, $i tyy, > 0, para todo m,n € N.

Observacion 3.2. Si la matriz M del teorema (3.1) es positiva, entonces la
hipotesis 1 se obtiene de la hipotesis 2. Esto se debe a lo siguiente, sabemos

+o0

por la hipdtesis 2 que la sucesion (kny,)m>o, donde k,, = Zamn para todo
n=0

m € N, es convergente con limite 1, esto implica que (kp)m>o es acotada, es

decir, existe un L > 0 tal que | k,, |< L para todo m € N. De aqui, y del
hecho que M es positiva obtenemos para cada m € N lo siguiente:

+o00 +o0
Z‘O‘mn| = ‘Zamn|
n=0 n=0

= |k5m|

< L.

“+oo
Asi, Z | @ |< L para todo m € N. Esto tltimo es la hipdtesis 1 del

n=0
teorema (3.1).

Observacién 3.3. Si una matriz A con componentes i, y m,n € N es
positiva, entonces por la observacion (8.2) basta probar que A satisface las
condiciones (2) y (3) del teorema (3.1) para mostrar que A es un Método
reqular de sumabilidad.
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A continuacién se presentaran algunos métodos de sumabilidad en espa-
cios de Banach. En las siguientes secciones cada vez que se mencione FE, se
considerara como espacio de Banach.

3.1. Meétodo de las Medias Aritméticas

Sean E un espacio de Banach y (s,),>0 una sucesién en E. Consideremos
la sucesion (0,,)m>0 de las medias aritméticas de la sucesion (s,)n>0, la cual

1 m
esté definida para cadam € Npor g,, = —— Z S,. Definamos la siguiente
m+1 =

matriz;
1 0 0 0 0
% % 0 .0 0
H =
1 1
e S =

H es una matriz con componentes a,,, vy m,n € N, donde o, = m+r1 si

n<my qpy, =0 sin >m. Probemos que las componentes de la matriz H
satisfacen las condiciones 2 y 3 del teorema (3.1). En efecto,

Probemos (2):

De acuerdo a la definicién de la matriz H se tiene para m € N que,

400 m 1 o0
;amn - ;m—i_l_'_n:;i-lo
1 m
e
. om+1
 om+1

= 1
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“+oo
Asi, la sucesion (y,)m>o, donde [, = Z Qmn Para todo m € N, es cons-

n=0

—+00
tantemente igual a 1. Por tanto, lim Z O, = 1.
n=0

m—-+00
Probemos(3):
Sea n € N fijo pero arbitrario sabemos que «,,, =0sim <ny
Qpn = —— si m > n. Ademds de la propiedad arquimediana sabemos que

m+1
dado un € > 0 existe un N = N(¢) € N tal que % < €. Entonces, tomando

k=k(e,n)=max{n,N} obtenemos que,

1
B 1
 om+1
- 1
N+1
- 1
N
< €.

Esto es, lim «,,, = 0 y del hecho que n es fijo pero arbitrario. Se tiene
m—-+00
que,

lim «,,, =0, para todon € N.
m—-+00

Por tanto del hecho que H es positiva y de la observacién (3.3) obtenemos
que H es un Método regular de sumabilidad.
Ademas por la definicién de H,

—+00 m “+oo
E AmnSn = E Qi Sp, + E X Sn-

n=m-+1
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Asi,
+o0o
O = Zamnsn, para todom € N. (3.3)
n=0
+o0o
Definicién 3.5. Una sucesion (S,)n>0 (0 una serie Zun) de elementos en
n=0
E es sumable por el Método de las medias aritméticas (o Cesdro sumable)
+oo
con limite (o suma) s, si (Sp)n>0 (0 Zun )es sumable con limite (o suma)

n=0
s por medio de la matriz H anteriormente definida.

Observacién 3.4. Si en el Método de las medias aritméticas consideramos
la sucesion (s,)n>0 en E, donde tal sucesion son las sumas parciales de una

“+oo
serie Z ug, entonces obtenemos para cada m € N,
k=0
1 & 1
Um—mgsn = _'_1(50“‘81 ‘I‘Sm)
1 1 m
= (o + Y wp+-+ Y w)
m+ 1 k=0 k=0
1
= m[(m + 1)U0 + (m)u1 + -+ Um]
1 m
k=0
- k
B S
— m+1
FEsto es, o, = zm:(l __k Yy,
m+1

k=0
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Por lo tanto,
k=0 k=0
m m+1)—k)u
m—+1

Luego, para todo m € N

3.2. Método de Abel

+oo

Sea E uy, una serie de elementos en E y consideremos la funcién

k=0

f:[0,1) — E dada por,

LS m 1) = (m+ 1) + Kl

(3.4)

(3.5)

Si f(r) converge para todo r € [0,1) y lim f(r) = s, entonces diremos que

—+00

Z uy, es Abel sumable o simplemente A-sumable con suma s.

k=0

r—1-
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n
Proposicién 3.1. Sea (ug)g>o una sucesion en E y hagamos s, = E U
k=0

+o0o
para todo n € N. La convergencia de una de las siguientes series g Up2",

n=0
—+00

Z Sp2" para algun z en el disco unitario D, implica la de la otra y ademds

n=0

+o0o +o0o
Zunz" =(1-2) Z Sp2".
n=0 n=0
Demostracion: Fijemos z € D.
Caso 1:
+0o0o +oo
Supongamos que Zunz” converge, como |z| < 1, la serie Zz" converge
n=0 n=0
absolutamente y ademas,
o0 . 1
d = (3.6)
—~ 1—=z
+oo +0o0o
Entonces, la convergencia absoluta de Z 2" y la convergencia de Z Up 2",
n=0 n=0

implican por el teorema (2.4) que el producto de Cauchy entre tales series
converge y ademas,

+00 +00 “+oo
ch = Zunz"Zz". (3.7)
n=0 n=0 n=0

n
Donde ¢, = Z up 22" para todo n € N.
k=0
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Asi, de las igualdades (3.6), (3.7) y del hecho que s, = Z u, tenemos que,

k=0
—+00 +o0o n
1 n n
1 E U2 = E E Upz 2
-z
n=0 n=0 k=0
+o0o N
= D> > u
n=0 k=0
“+oo n
n
DI I
n=0 k=0
+oo
= E 2"s,,
n=0
+oo
'Y n
De ac4, E s,2" converge y
n=0
+oo +oo
(1—2) E Sp2"t = E Up 2",
Caso 2:
—+00
Supongamos que la serie E s, 2" converge, entonces
n=0

“+oo “+oo “+oo
(1—2) Z P — Z St — 2 Z Sp2"
n=0 n=0 n=0
“+oo “+oo
= Z S 2" — Z s, 2"
n=0 n=0
+oo +oo
= anz” - an_lz”.
n=0 n=1

+00 +00
De esto y de la convergencia de E spz", se tiene que E Sn_17" converge

n=0 n=1
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y ademas
+o0o +oo +oo
(1—2) E $,2" = s9+ g S — g Sp_12"
n=0 n=1 n=1
+oo
n
= 50+ g (S — Sn—1)z
n=1
+0o0o
= U, + E U 2"
n=1
+00
= E Up 2"
n=0
+o0o
Asi, E u,z" converge y
n=0
+0o0o +0o0o
E up 2" = (1 —2) g Sp2"
n=0 n=0
Luego de los casos 1 y 2 obtenemos la proposicién (3.1). 0

Definicién 3.6. Sea f : D — FE, donde D es el disco unitario. Se dice que
f(2) tiende a s € E conforme z — 1 en forma no tangencial, si existe ¢ > 1
tal que lim  f(z) = s, donde

2€D¢,z—1
D,=dzeD-: =2
1—|z|

Ahora ilustraremos la regién D, para algunos valores de c.

Figura 3.1: ¢ =1 Figura 3.2: ¢ =1,01
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Figura 3.3: ¢ = 1,2

Figura 3.4: ¢ =10

Figura 3.5: ¢ =1,6

Figura 3.6: ¢ =15

Observacién 3.5. Si ¢ > 1 entonces para r € [0,1) obtenemos,

[1—r|
1—|r]

Ast, r € D, y por tanto [0,1) C D..

IN

1—7r
1—r
1

c.
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—+00 +oo
Definicién 3.7. Sea Z u, una serie de elementos en E. Diremos que Z Uy,
n=0 n=0
—+00
es no tangencial Abel sumable con suma s € E. St para todo z € D, Z Up 2"
n=0

converge en E y ademds existe ¢ > 1 tal que,

“+00
lim ( E unz") =s.
2€Dc,z—1
n=0
“+00 “+00
Teorema 3.2. Sea E u, una serie de elementos en E. Si E U, €S No

“+oo

tangencial Abel sumable con suma s, entonces Zun es Abel sumable con

n=0
suma S.

“+oo
Demostracion: Sea f:[0,1) — E, dada por f(r) = Zunr" y probemos

n=0
que:

1. f(r) € E, para todo r € [0, 1).
2. lim f(r) =s.

r—1-

Probemos 1:
+oc0

Sabemos por hipotesis que Z u, es no tangencial Abel sumable con suma

n=0
+oo

s € E, entonces para todo z € D la serie Zunz" converge. De esto y del

n=0
+oo

hecho que [0,1) C D, se sigue que Zunr" converge para todo r € [0,1).

n=0

Asi queda probado 1.
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Probemos 2:

+00
Por ser Zun no tangencial Abel sumable con suma s se tiene que existe
n=0
c > 1 tal que,
“+oo
zegcl,rzl—& (ZO Unz ) =S
Esto es,
+00
Ve>0,0=06()>0:2€ D, 0<|z— 1] <d=[[(D un") —sl| <.
n=0
Ahora por la obsevacién (3.5) obtenemos que,
+o0
Ve>0,0=0()>0:7€[0,1),0<|r—1] <d=[[(D us") —s| <e
n=0
Asi,
+00
If — i ) =,
Jim 707) = Jim (2 wr®) =
“+oo
Por tanto de 1 y 2 se obtiene que Z u, es Abel sumable con suma s.
n=0

O

Proposicién 3.2. Sean ¢ > 1 y (2n)m>0 una sucesion en D. que converge a
1. Definamos la matriz M con componentes Qyy, = (1 — 2z,)2% y m,n € N,
entonces la matriz M es Método reqular de sumabilidad.

Demostracion: Para demostrar que M es un Método regular de sumabili-
dad, basta probar que M cumple las tres condiciones del teorema (3.1).
Condicioén 1:

Ya que (z,)m>0 €s una sucesion en D, se cumple para todo m € N,

Asi,
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Luego, de (3.8) y (3.9) se obtiene,
+o0o +oo
Z‘O‘mn| = Z‘(l—zm)zm
n=0 n=0

+o0o
= [1— 2y Z |2 |"
n=0

|1 — 2z,
1 — |zm]
< c
+oo
Por lo tanto, Z |atmn| < ¢ para todo m € N.
n=0

Condicién 2:
Nuevamente como | z,, |< 1 obtenemos que,

+0c0 1
Z 2 = , para todo m € N. (3.10)
1— 2z,
n=0
Entonces,
“+oo “+oo
Z Oy = Z(l — Zm)Zm,
n=0 n=0
+00
= (1—2zp) Z 2y,
n=0
_ l=2zy
C1—z,
= 1.
+00 +o0
De aca, ZO mn = 1 para todo m € N esto implica que ml—l>I-Ii-loo ZO Qmn = 1.
n= n—
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Condicion 3:
Sea n € N fijo, por hipdtesis (2,)m>0 converge a 1, entonces por continuidad
se tiene que lim z) = 1. Asi,

m——+00

lim ap, = lm (1 —2z,)2),
m— 00 m—-+00
’ z. n
= lim (1-2z,). lim 2z
m—-+00 m—-—+0oo
0.1
0.

Como n es arbitrario tenemos que,

lim «,,, =0, para todo n € N.
m——+00

Por lo tanto del teorema (3.1) se obtiene que M es Método regular de suma-
bilidad.

O

+oo
Teorema 3.3 (Abel-Stolz). Sila serie Z uy, de elementos en E converge

n=0

“+oo
as € L, entonces Zun es no tangencial Abel sumable y Abel sumable con
suma s. =0
+0o0o
Demostracion: Definamos f: D — E, por f(z) = Z u,z" y veamos que

n=0
f(2) € E para todo z € D. En efecto, por hipdtesis se tiene que la sucesién
+00

(Sn)n>0 de sumas parciales de la serie Zun converge a s, esto implica que
n=0

(sn)n>0 €s acotada; es decir, existe un M > 0 tal que ||s,|| < M, para todo

n € N.

Por otro lado, para z € D tenemos,

S = L
1—|z|
n=0
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De esto y del acotamiento de la sucesién (s,,),>0 se sigue que,

+oo +o0
D llsaz"ll = D lisalllel”
n=0 n=0

+0o0
e
n=0
+oo
= MY |
n=0
= M < +400.
1— ]
+0o0
Asi anz" converge absolutamente en £ y como F es de Banach la
n=0
+o0o +oo
serie Z spz" converge en E. Luego de la proposicién (3.1) la serie Z Up 2"

n=0 n=0
converge y ya que z es arbitrario entonces f(z) € E paratodo z € D. Ademds

por la misma proposicién (3.1)
+0o0o +oo
Zunz" =(1-2) Z sp2", para todo z € D. (3.11)
n=0 n=0

Fijemos ¢ > 1 y demostremos que Dh’m ) f(2) = s. Para ello considere-
z€Dc,z—1,

mos una sucesion (z,)m>o arbitraria en D., tal que z, — 1y definamos la
matriz infinita A con componentes o, = (1—2z,,)2" donde m,n € N. Luego,
por la proposicién (3.2) la matriz A es un Método regular de sumabilidad.
De esto y de la definicién (3.3) aplicada a la sucesion (s, ),>o se concluye que

+00
lim ((1 — z,) Zzlflsn) =s.
n=0

m——+0o0

De acd y de la ecuacién (3.11) se tiene que,

+00

+00
lim f(z,)= lm Zunzfn = lim (1—=2,)) 2zIs,.
m——+00 n%++a3n:0 m——+00 S
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Por lo tanto, lim f(z,,) = sy como (z,)m>0 es arbitraria en D, entonces

m——+00
+o0o
por la proposicién (2.2), lim f(z) = s. Es decir Zun es no tangencial
2€D¢,z—1 p—
+o00
Abel sumable con suma s y por el teorema 3.2, Zun también es Abel
sumable con suma s. i
O
+o0
Lema 3.1. Si z € D, entonces (1 — 2)? Z(n +1)z" =1
n=0
Demostracion: Primero definamos
+o00
g(z) = Z 2", para todo z € C.
n=0

Es facil ver que ¢ es una serie de potencias con radio de convergencia 1.
Por tanto es infinitamente diferenciable en D, ademas para todo z € D se
cumplen las siguientes igualdades;

o0 1

d = — (3.12)

n=0

g(z) = an"‘l. (3.13)

1 1
Ahora como la derivada de es en D, entonces de (3.12) y
11—z (1 —2)?

(3.13) se puede concluir que

: f
n—1
(ESERD L
(1—-2) #

+oo
De aqui, 1 = (1 — 2)? an"_l. Haciendo un cambio de indice obtenemos
que, e
+oo
1=(1-2)? Z(n +1)2".
n=0
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Proposicién 3.3. Sea (2,,)m>0 una sucesion en D., tal que lim 2z, =1y
- m—-+00

definamos la matriz B con componentes,
Donde m,n € N, entonces B es un Método reqular de sumabilidad.

Demostracion: Para demostrar que B es un Método regular de sumabili-
dad basta probar que M cumple las tres condiciones del teorema (3.1).
Condicioén 1:

Fijemos m € N, como (z,,)m>0 €s una sucesiéon en D, entonces se tiene que,

+00 “+oo
D olamnl = D 11— z0) (0 + 1)z
n=0 n=0

= |(1- Zm)2IZ\(n+ Dllznl

- f’“:) (1= [onl)? :§°§<n+1>|zm|"

_ (1 |Z::) [1—|zm|)2§(n—l—l)|2m|n} (lema 3.1)
- (21 \:D

AT

Asi del hecho que m es fijo pero arbitrario se obtiene que,

+oo
Z |tmn| < ¢, para todo m € N.
n=0

Por tanto la condicién 1 se cumple.
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Condicion 2:
Sabemos que D. C D, luego por el lema (3.1) se tiene para cada m € N,

+o0o +o0o
Zamn = Z(l — 2m)?(n +1)20,
n=0 n=0
+oo
= (1 —zm)22(n+1)z:‘n
n=0
= 1

+00
Esto implica que lim Zamnzl. Por tanto la condiciéon 2 se cumple.
m—-+00 o

Condicion 3:
Sea ne N fijo, por hipdtesis lim z,, = 1, entonces

m——+o00

7z n __
lim 2z, =1.

m——+00
Ahora,
1{ i 1—2zn)? 1)z"
i, o =l (= ) 1)z
= lim (1—2z,)% 1) lim 2
im (1= z,)% [(n+1) lim 2]
= 0.(n+1).1
= 0.
Luego, por ser n arbitrario se tiene que 11’111 Qmn = 0, para todo n € N. Por
tanto del teorema (3.1) obtenemos que la matriz B es un Método regular de
sumabilidad. O

Ahora se enunciard un lema que servird para demostrar que toda serie
“+oo

Z uy de elementos de E sumable por el Método de las medias aritméticas

k=0
con suma s € F, es no tangencial Abel sumable y Abel sumable con suma s.
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“+oo
Lema 3.2. §i Z ug es una serie de elementos en E, sumable por el Método

k=0
de las medias aritméticas con suma s € E, entonces para todo z € D se
+0o0o

obtiene que E up2" converge y ademds,
n=0

+00 “+oo
Zunz" =(1-2) Zz"(n +1)o
n=0 n=0

Donde (0,)n>0 es la sucesion de las medias aritméticas de la sucesion de las

—+00
sumas parciales de Z U,
k=0
400
Demostracion: Sea (s,),>o lasucesiéon de sumas parciales de la serie Z U,

k=0
entonces (S,)n>0 es Cesdro sumable con limite s, esto es o, € E donde

Z sg, para todon € N y ademas lim o, = s.

Op =
n 1 n—+0o00
+1:=

Ahora, la convergencia de (0,),>0 implica que tal sucesién es acotada; es
decir existe un M > 0 tal que || o, ||[< M, para todo n € N,

Por otro lado, del hecho que (0,),>0 es acotada se tiene para cada z € D
que,

“+oo —+00
Y=z A+ Dol = D H(1=2)Pl2]"(n+ 1)on]
n=0 n=0
+oo
= [1=2> 2" (n+ Dowll
n=0
—+00
|1—ZIQZ|Z|"(H+1)M
1 — 2
_ M(‘ ﬂ [1—|z| Z|Z| n+1]

11— 2

(1= 12[)?

IN

= M 1 (lema 3.1)
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+00
Por tanto Z | (1 —2)%2"(n+ 1), || converge y como E es un espacio de
n=0
+o0o
Banach entonces la serie Z(l — 2)%2"(n + 1)o, converge en E. Luego de la
n=0

definicién de (0,,),>0 se tiene,

400 o0 n
1
Y (1=22(n+ Do, = (1-2)*) 2"(n+ 1) )
n+1
n=0 n=0 k=0
+oo n
.
n=0 k=0
Ahora, sea t, = Z s para todo n € N, entonces de las igualdades ante-
k=0
riores se obtiene
+00 +oo
(1=2) 2"(n+ Doy =(1-2"> t,2" (3.14)
n=0 n=0
+oo
Esto implica que (1 — 2)? Z t,z" converge en E. De acd y de la proposicién
n=0
+o0
(3.1) tenemos que (1 — z) Z spz" converge y ademads,
n=0

400 +00
(L=2)) suz" =(1=2)7> t,2". (3.15)
n=0 n=0

+oo

Luego, la convergencia de (1 — z) E sp2" y nuevamente la proposicién (3.1)
n=0
+00
tiene como consecuencia que la serie E u, 2" converge y que,
n=0

+oo “+oo
Z up 2" = (1 —2) Z Sp2". (3.16)
n=0 n=0
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De (3.14), (3.15), (3.16) y del hecho que z es arbritrario concluimos, para

—+00
todo z € D que la serie Z u, 2" converge y ademas
n=0
“+oo —+00
Zunz" = Z(l —2)%2"(n+ 1)o,.
n=0 n=0
U
“+oo
Teorema 3.4. 5i Zuk es una serie de elementos de E sumable por el
k=0
+oo
Método de las medias aritméticas con suma s € E, entonces Zuk es no
k=0

tangencial Abel sumable y Abel sumable con suma s.

+oo
Demostracion: Probemos que E ug es no tangencial Abel sumable con

suma s. Para esto definamos la funciéon g : D — FE, por
+00

g(z) = Z u,z" y probemos que,

n=0

1. g(z) € E para todo z € D.

2. lim g(z) =s.

2E€D¢,z—1

Probemos 1.:

+00 +oo
Para z € D se tiene por el lema (3.2) que Z u,z" converge ya que Z Uy, s
n=0 n=0
Cesaro sumable. Por tanto ¢g(z) € E para todo z € D.
Probemos 2:
Fijemos ¢ > 1 y consideremos una sucesién arbitraria (z,)m>0 en D, tal que

lim 2z, =1, también definamos la matriz H con componentes
m——+00

O = (1 = z,)%(n + 1)2", donde m,n € N. Luego, por la proposicién (3.3)
obtenemos que H es un Método regular de sumabilidad, entonces por la
definicién (3.3) aplicada a la sucesion (0,,),>0 se obtiene que,

+oo

mﬁrﬂm[z“ — 2n)22" (0 + 1)o,] = s. (3.17)
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Ahora por el lema (3.2) se obtiene para todo z € D,

+oo +oo
Zunz” =(1-2) Z Z"(n+1)o,.
n=0 n=0
De acéd y de (3.17),
+o0o
R
+oo
= I 1—zp)°2) 1oy,
m—l}—ir-loo;( Zm) 2z (n+1)o
= s

Por tanto lim g¢(z,,) = sy como (z,,)m>0 es arbitraria en D., entonces por

m— 00

la proposicién (2.2) obtenemos que zell)inzl—>1 g(z) = s. Asi de 1 y 2 concluimos
. e
que Z uy, es no tangencial Abel sumable con suma s y por el teorema (3.2)
k=0
+0o0o
la serie Z uy, también es Abel sumable con suma s.
k=0
0
+oo
Ejemplo 3.1. Sea la serie Z(—l)k en R, sabemos que klﬁf (—=1)* no existe,
. k=0
asi la serie Z(—l)k diverge. Ahora, tomemos la sucesion (s,)n>o de las
k=0
+00
sumas parciales de la serie Z(—l)k y notemos que,

k=0
(Sn)n>0 = (1,0,1,...). Luego, So = 1 y Sop41 = 0, para todo k € N. Por otro
lado, consideremos la sucesion (0y,)m>0 de las medias aritméticas de (S,)n>o0,

1 m
esto es, o, = — Sn para todo m € N. Observemos que
" 1 1
n+
(Om)m>0 = (1, %, %, %, g, %, ...). Por tanto, 09,41 = Y oo = 5

2n +1
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Luego se tiene que,

i n+1
im 09,41 = lim
n—too 2T n—+oo 2N + 1
1
= 5

Ast, (09n)n>0 Y (Tant1)n>0 convergen a 5 ypor la proposicion (2.3) obtenemos
1 B

que (o) m>0 converge a 3" Entonces por la definicion (3.5) la serie Z(—l)
k=0

k

1
es Cesdro sumable con suma 5 y por el teorema (3.4) se obtiene que tal serie

es no tangencial Abel sumable con suma 3

+oo
Ejemplo 3.2. Sea la serie Z(k +1)(=1)*, como klim | (k+ 1)(=1)F |
—4-00
k=0
+o0o
no existe . Entonces la serie Z(k + 1)(=1)* diverge. Ahora, tomemos la

k=0
sucesion (Sy)n>0 de sumas parciales y observemos que,

(Sn)n>0 = (1,—1,2,—-2,3, -3, ...), ademds consideremos la sucesion (0 )m>0

de las medias aritméticas de (s, )n>0, dada por o, = —— Sn, para todo
(8n)n>0 p 1 z:% p

m € N. Luego se tiene que (0m)m>o0 = (1,0, %,0, %,O, ...). Por tanto,

n+1
Oop = Oons1 = 0. De esto obtenemos que,
2 on 1 Y Oon+1 q
i n+1
im oy, = m
n—-—4oo 2 n——+oo 2N -+ 1
1
2
Y
lim 09,47 = 1lim 0
n—-+4oo n—-+4oo
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+o0o
Ast (0m)m>0 no converge y por tanto la serie Z(l{: +1)(—=1)* no es Cesdro
k=0
sumable. Por otro lado, fijemos ¢ > 1 y definamos a
+oo

f(z) = Z(—l)"z”, para todo z € C.

n=0

Entonces, es facil ver que f es una serie de potencias con radio de convergen-
cia 1y por tanto infinitamente diferenciable en D. Ademds, para todo z € D
se cumplen las siguientes igualdades;

+00 1
)" = _ 1
> ()" =1 (3.18)
n=0
“+oo
fiz)=> (=1)"nz""". (3.19)
n=1
Al la derivada de — ! D, ent (3.18)
ora como la derivada de es — en D, entonces por (3.
1+ 2 (14 2)? ’ b Y
(8.19) concluimos que,
1 =
n n—1
- 2~ Zn( 1)"
(142)> 4
+o0o
De aquz, ! = Zn(—l)"‘lzn_l. Haciendo un cambio de indice nos
(1422 &=
queda que,
1 =
e DUV
n=0
Ast,
“+oo
1. para todo z € D la serie Z(n + 1)(—=1)"2" converge.
n=0
- 1 1
2' zegj};ﬂlz(n _'_ 1)<_1> = zegcl,rzl—& (1 —|— 2)2 - 1
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+00
Por tanto de 1 y 2 se concluye que la serie Z(k +1)(=1)* es no tangencial
k=0
1
Abel sumable con suma 1y por tanto Abel sumable con suma i
1
Proposicién 3.4. Sean (r,,)m>1 una sucesion en [0,1) tal que, rp, =1 — —
= m
1
para todo m > 1 y H una matriz infinita con componentes oy, = ——r,, Si
n

1
n>my Qpm, =—(1—r) sin <m, conm,n e N—{0}, entonces H cumple
n

las condiciones 1 y 3 del teorema (3.1).

Demostracion: Primero demostremos la condicién 1 del teorema (3.1),
Condicién 1:
Fijemos m > 1, luego

(1—rp)

G A e N S
(I—rp)(1+14-- +1)
(1 —=rp)n, Vn>1.

IA A

De esto se tiene que,

—+00 m 1 “+oo 1
D ol = Zlg(l—r N+ > |——rnl
n
n=1 n=1 n=m+1
m 1 —+00 1
< - o ~an
< Zn(l Tm)N + Z ~Tm
n=1 n=m-+1
m “+oo 1
- Su-n+ 3
n=1 n=m-+1
+00 1
< 1—r, "
< m(l=7m) + Z m+1 "™
n=m-+1
1 =
< 1—r,)+ —— n
< m(l—ry,)+ +1;rm
Por tanto,
“+oo 1 +o0
S letmal < (1= 1) +
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De acd y de la definicién de (r,,)m>1 obtenemos,

+00 1 100
D amnl < om(l—rp) +——>
~ m—+1 —
(1= 1)+ ———
= m(l—-r,
(m+1)(1—ry)
1
= m(l—-(1-—
G0 G na—a— 1))
m
= 14—
m+1
< 2.
“+oo
Ahora como m es arbitrario, Z |tmn| < 2 para todo m > 1. Asi la condicién
n=1

1 se cumple.
Condicién 3:

Fijemos n > 1. Ahora, como lim r,, = 1, entonces por continuidad se tiene
m—-+00

que lim 7, =1, luego
m——+00

lfm (1—7r")=0. (3.20)

m——+00

Ahora tomando m > n se tiene que,

1
O, = ﬁ(l — ).
De esto y de (3.20) obtenemos que mlirfm Q= 0y como n es arbitrario,
entonces la condicion 3 se cumple. O
+oo
Teorema 3.5 (Tauberiano). Si una serie Zun de elementos en E es Abel
n=1

+o0o
sumable con suma s € E y u, = o(+) cuando n — +oo, entonces E U,

n=1
converge a s.
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Demostracion: Primero escribamos nu,
hipétesis tenemos que u, = of

lim (
n—-+o0o

Sean (sm,)m>1 la sucesién de sumas parciales de la serie g Up ¥

Unp,

1

n

)

= Q. Asi

1

n

lim e,

n—-—+00

—+00

lim nu,
n—-+00

Q.

—+00

n=1

€n, para n > 1. Luego, por
), cuando n — +o0, esto implica que

f:10,1) — E, dada por f(r) = Zunr”. También definamos la sucesion

n=1

(rm)m>1 en [0,1) por rp, = 1 — —

H con componentes o, =

Ahora, obtenemos que,

Por tanto,

Sm — f(m)

para todo m > 1 y la matriz infinita

m
1 ny . .
—(1=r)sin<my ap, =——1r" sin>m.
n n
m “+oo
= g Uy — Up T,
n=1 n=1
m c +oo c
j : n n
n n
n=1 n=1
m m +oo
. €n En”r’” €n
- § — § —Im § —Im
n n
m “+oo
1 €
o n n n
= g —(1=r)e, — E —r
n
n=1 n=m+1
m —+00
= E Qn€n + E AOmn€n
n=1 n=m+1
—+00
- E AOmn€n
n=1
—+00
Sm f(?"m> = Zamnen (321)

n=1
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Por otra parte de la proposicién (3.4) obtenemos que la matriz H cumple las
condiciones 1y 3 del teorema (3.1), entonces del hecho que (€,),>1 converge
a @y de la observacién (3.1) se tiene que la sucesion (€,),>1 es sumable con
limite @ por medio de la matriz H. Por tanto,

De esto y de (3.21) obtenemos que lim (s, — f(r,)) = @.

m— 400
“+oo

También, tenemos por hipdtesis que Z u, es Abel sumable, esto implica que

n=1

lim f(r) = sy como lim r, =1 entonces,
r—1- m—+00

lim  f(r,) =s.

m—-+0o0

De aqui se tiene que,

Hr_ir_l Sm = h/I_Ii_l [Sm - f(rm) + f(rm)]
= O+s
= s.
—+00
por tanto Z U, = S. U
n=1
+oo
Colorario 3.1. Si Zun es sumable por el Método de Cesdro con suma
n=1
—+00

s € E yu,=o0(+), cuando n — 400, entonces Zun converge a s.
n=1
+oo
Demostracion: Sabemos por hipdtesis que Zun es Cesaro sumable con

n=1
“+oo

suma s, entonces por el teorema (3.4) Z u, es no tangencial Abel sumable

n=1
con suma s y por tanto Abel sumable con suma s y ademas por hipdtesis

Uy = 0(%), cuando n — 400, entonces por el teorema Tauberiano obtenemos

—+00
que E Up = S [
n=1
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Proposicién 3.5. Sean (s;,)m>1 la sucesion de sumas parciales de la serie
—+00

E u,, de elementos en E y la sucesion de (0,,)m>1 de la medias aritméticas

n=1
A

de la sucesion (Spy)m>1. St existe ¢, A > 0 tal que ||on|| < ¢y ||ua|| < —,
- n

para todo m,n € N — {0}, entonces (Sy)m>1 €s acotada.

Demostracion: Sea m > 1 fijo, luego por la ecuacién (3.5) y las propieda-
des de modulo se tiene lo que sigue,

[smll —¢ < |Ismll = [lowmll
< HSm_UmH
- m+12nunl|
Uy,
< g 2ol
1 - A
< =
1 m
M
m—+ 1
< A.

Luego, ||sm| < ¢+ Ay como m es arbitrario, entonces (s,,)m>1 €s acotada. O
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