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Resumen

En este trabajo se pretende estudiar y desarrollar el método de punto proximal con

ϕ−divergencia dada por ϕ(t) = t − log t − 1 para la minimización de funciones

cuasiconvexas sujetas a restricciones de no negatividad que fueron publicadas en un

artículo por Cunha, Da Cruz Neto y Oliveira en junio del 2006, estableciendo que la

sucesión generada por el algoritmo está bien definida en el sentido de que existe y no

es cíclica. Sin ningún tipo de hipótesis de nivel de acotación de la función objetivo,

se obtiene que la sucesión converge a un punto estacionario. También demostraremos

que cuando los parámetros de regularización van a cero, la sucesión converge a una

solución óptima.
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Introducción

Consideremos el problema de optimización cuasiconvexa

(P )
minimizar f(x)

sujeto a x ≥ 0,

donde f : Rn → (−∞, +∞] es una función cuasiconvexa apropiada (es decir,

domf := {x ∈ Rn : f(x) < +∞} 6= ∅).
La clase interesante de funciones cuasiconvexas (o eventualmente sus subclases como

las clases de funciones estríctamente o fuertemente cuasiconvexas) generaliza fun-

ciones convexas manteniendo algunas de sus propiedades más importantes. Estas

funciones disfrutan de notables propiedades de estabilidad y tiene un gran dominio

en las aplicaciones de diversos campos de las ciencias y la ingeniería tales como la

teoría económica, teoría de la localización, la teoría del control y la teoría de apro-

ximación.

El algoritmo clásico de punto proximal, para minimizar una función convexa f en

Rn, genera una sucesión {xk} por el esquema iterativo: comenzar con un punto inicial

x0 ∈ Rn y resolver

xk+1 = arg mı́n
x∈Rn

{f(x) + λk‖x− xk‖2}, (1)

donde {λk} es una sucesión de números positivos. Este método fue introducido ori-

ginalmente por Martinet [7] y desarrollado y estudiado por Rockafellar [8, 9]. La

convergencia de la sucesión generada {xk} ha atraído la atención de muchos autores

para el caso convexo.

Algunos investigadores han considerado la posibilidad de sustituir el término cuadráti-

co usual en (1) por otros tipos de medidas tales como las distancias de Bregman o
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por ϕ−divergencia.
El algoritmo de punto proximal con ϕ−divergencia fue introducido en 1992 por

Teboulle [10]. En ella, el término cuadrático de (1) es sustituido por la distancia

entropic-like

dϕ(x, y) =
n∑

i=1

yiϕ

(
xi

yi

)
,

con ϕ satisfaciendo algunas condiciones, que presentaremos en la sección 2.2. Por lo

tanto, el algoritmo de punto proximal con ϕ−divergencia para minimizar una función

convexa f en el ortante no negativo de Rn viene dado por:

x0 > 0

xk+1 = arg mı́n
x≥0

{f(x) + λkdϕ(x, xk)}, λk > 0. (2)

El algoritmo (2) se ha estudiado ampliamente para la programación convexa, ver

[4, 6, 10, 11] y sus referencias. Es importante señalar que la principal ventaja del

algoritmo (2) en relación a el algoritmo (1) es que el término dϕ se utiliza para forzar

a las iteraciones xk a permanecer en el interior del ortante no negativo de Rn, es

decir, el algoritmo (2) va a generar automáticamente una sucesión positiva {xk}.
En este trabajo se aplicará el algoritmo de punto proximal (2) con la ϕ−divergencia
dada por ϕ(t) = t− log t− 1 para resolver el problema (P).

Nuestro objetivo principal consiste en estudiar que la sucesión {xk} generada por el

algoritmo esté bien definida y converge a un punto estacionario cuando el parámetro

λk satisface

0 < λk ≤ λ̃, (3)

para algún λ̃ > 0 (lo que se incluye el caso de λk constante). Asimismo, con el

parámetro λk satisfaciendo la condición de regularidad

ĺım
k→+∞

λk = 0, (4)

obtenemos entonces la convergencia a una solución del problema (P ).

iv Br. María Luisa Cortéz Mendoza.
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Capı́tulo 1
Preliminares.

El objetivo de este capítulo es dar una breve presentación de algunos conceptos y

resultados auxiliares que nos permiten establecer las condiciones básicas para una

buena comprensión del trabajo y lograr un trabajo autocontenido.

§1.1. Convexidad.

Definición 1.1. Un conjunto S ⊂ Rn es llamado convexo si

∀x, y ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1] : λx + (1− λ)y ∈ S.

S C

Figura 1.1: S es un conjunto convexo pero C no es un conjunto con-
vexo.

Definición 1.2. Sea f una función a valores reales extendidos con dominio S ⊂ Rn.

El conjunto

epif = {(x, α) : x ∈ S, α ∈ R, α ≥ f(x)}

es llamado el epígrafo de f .

1



1.1. CONVEXIDAD. CAPÍTULO 1. Preliminares.
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Figura 1.2: epígrafo.

Definición 1.3. Sea S ⊂ Rn un conjunto convexo. Una función f : S → R es

convexa sobre S si

f(λx + (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y),

para todo 0 ≤ λ ≤ 1 y para cualesquiera x, y ∈ S.

Figura 1.3: Función convexa.

Definición 1.4. Sea S ⊂ Rn un conjunto convexo. Una función f : S → R es

estríctamente convexa sobre S si

f(λx + (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y),

para todo 0 ≤ λ ≤ 1 y para cualesquiera x, y ∈ S.

Definición 1.5. Una función convexa f es llamada propia si su epígrafo es no

vacío y no contiene rectas verticales, es decir, si f(x) < +∞ para al menos un valor

de x y f(x) > −∞ para todo valor de x. Una función convexa que no es propia es

llamada impropia.

2 Br. María Luisa Cortéz Mendoza.



1.2. REGULARIZACIÓN CAPÍTULO 1. Preliminares.

Figura 1.4: estríctamente convexa

Definición 1.6. Sea S un conjunto no vacío en Rn y sea f : S → R. Entonces, se
dice que f es diferenciable en x̄ ∈ intS si existe un vector ∇f(x̄), llamado vector

gradiente, y una función α : Rn → R tal que

f(x) = f(x̄) +∇f(x̄)t(x− x̄) + ‖x− x̄‖α(x̄; x− x̄), para cada x ∈ S,

donde ĺım
x→x̄

α(x̄; x− x̄) = 0.

§1.2. El concepto de regularización.

La idea de la regularización surge de los problemas mal planteados. Dado el problema

de la forma:

L : X −→ X

L(f) = 0, donde f ∈ X (Espacio de funciones)

y L es el operador (usualmente diferencial o integro diferencial).

Este problema se dice que está mal planteado, cuando no tiene solución o tiene más

de una solución o tiene solución única pero la solución no depende de manera con-

tinua de algunos parámetros del operador L.

La idea es reemplazar L por el operador L + λM , donde λ ∈ R y M : X → X son

tales que el problema

L(f) + λM(f) = (L + λM)(f) = 0

está bien planteado, para algún λ > 0. En tal caso tiene solución única fλ y es de

esperar que a medida que λ → 0, fλ proporcione alguna aproximación al problema

inicial dado.

3 Br. María Luisa Cortéz Mendoza.



1.3. ALGORITMO DE PUNTO PROXIMAL PARA OPTIMIZACIÓN EN RN CAPÍTULO 1. Preliminares.

Este concepto es aplicado a problemas de optimización. Por ejemplo, si tomamos

X = Rn y L = ∇f donde f : Rn → R es una función convexa, el caso inicial se

convierte en:

∇f = 0

ó equivalentemente:

mı́n
x∈Rn

f(x). (1.1)

Supongamos que f esta acotado inferiormente y tomemos g : Rn → R estríctamente

convexa y coersiva. Asi el problema inicial dado pudiera no tener solución o más de

una solución pero el problema regularizado:

mı́n
x∈Rn

f(x) + λg(x). (1.2)

Tiene solución única para cada λ > 0, porque la función f + λg es coersiva (usando

el hecho de que f es acotada inferiormente) lo cual reduce el problema a un conjunto

compacto de modo que se garantiza la existencia de soluciones y también la conve-

xidad estricta implicando la unicidad de la solución.

Este problema regularizado tiene soluciones únicas x(λ) y en algunas hipótesis razo-

nables (incluyendo la existencia de soluciones de el problema inicial) se puede probar

que cuando λ → 0+ , x(λ) existe y resuelve (1.1).

El problema de aproximar ésta regularización es que aunque es estríctamente convexa

y coersiva, para cualquier λ > 0 por pequeño que sea, esta función se comporta casi

como la f o en otras palabras, si el sistema ∇f(x) = 0 esta mal condicionado,

entonces el sistema (∇f + λg) podría estar mal condicionado cuando λ → 0 a pesar

del hecho de que éste tenga una solución única ∀λ > 0.

§1.3. Algoritmo de punto proximal para optimización en Rn.

Definición 1.7. Una sucesión {yk}k∈N en Rn es llamada Fejér convergente a un

conjunto U ⊂ Rn con respecto a la norma euclidiana si:

‖yk+1 − u‖ ≤ ‖yk − u‖, ∀k ≥ 0, ∀u ∈ U. (1.3)

4 Br. María Luisa Cortéz Mendoza.



1.3. ALGORITMO DE PUNTO PROXIMAL PARA OPTIMIZACIÓN EN RN CAPÍTULO 1. Preliminares.

Definición 1.8. Una función f : Rn → R se dice que es coersiva o coersitiva si

ĺım
||x||→+∞

g(x) = +∞.

Proposición 1.1. Si {yk}k∈N es Fejér convergente a U 6= ∅ entonces, {yk}k∈N esta

acotada. Si y es un punto en la frontera de la sucesión a lo largo de U entonces,

y = ĺım
k→∞

yk.

Demostración:

Como {yk}k∈N es Fejér convergente, por la definción se tiene que:

‖yk+1 − u‖ ≤ ‖yk − u‖, ∀ k ≥ 0,∀ u ∈ U,

Esto implica que:

‖yk+1 − u‖ ≤ ‖y0 − u‖, ∀ k ≥ 0,∀ u ∈ U.

Luego, se tiene que {yk}k∈N está contenida en una bola de centro u y radio ‖y0−u‖,
así {yk}k∈N esta acotada. Para la segunda parte, como y esta en la frontera, entonces

exíste una subsucesión {yfk}fk∈N de {yk}k∈N que converge a y. Por otra parte, como

{yk}k∈N es Fejér convergente y como y esta en U entonces {‖yk − y‖} es decreciente

y no negativa, asi se tiene que la sucesión {‖yfk − y‖} converge a cero. Entonces el

conjunto de subsucesiones convergen a cero. Así ĺım
k→∞

‖yk − y‖ = 0 implicando que

ĺım
k→∞

yk = y.

¥

Teorema 1.1. Sea f : Rn → R convexa y continuamente diferenciable. Supongamos

que el conjunto de minimizadores de f en Rn es no vacío. Entonces la sucesión {xk}
generada por:

x0 ∈ Rn (1.4)

xk+1 = arg mı́n
x∈Rn

{f(x) + λk‖x− xk‖2} (1.5)

converge a un punto x∗ ∈ U .

donde λk son números reales que satisfacen:

0 < λk 6 λ̄ ∀k ∈ N. (1.6)

5 Br. María Luisa Cortéz Mendoza.



1.3. ALGORITMO DE PUNTO PROXIMAL PARA OPTIMIZACIÓN EN RN CAPÍTULO 1. Preliminares.

para algún λ̄ > 0 y ‖.‖ es la norma euclídea.

Demostración:

La demostración se divide en 4 pasos. En el paso 1 se probará que {xk} esta bien

definida. En segunda instancia veremos que {xk} es Fejér convergente a U . En el

paso 3 se establecerá que el factor ĺım
k→∞

(xk+1 − xk) = 0, la cual se usará en el paso

4, donde se probará que el conjunto de puntos de la sucesión {xk} pertenece a U .

De esta manera con los pasos desde el 2 hasta el 4, junto con la proposición (1.1), se

obtiene la tesis del teorema.

Paso 1 La sucesión {xk} está bien definida.

Sea fk = f(x)+λk‖x−xk‖2. Asi f alcanza un mínimo, pues esta es acotada inferior-

mente, además que ĺım
‖x‖→∞

fk(x) = ∞. Luego como f es contínua y la minimización

en (1.5) reduce el problema a un conjunto compacto, se garantiza así la solución y

por lo tanto f tiene un mínimo. Por otra parte, como f es convexa y además como

λk‖x−xk‖2 es estríctamente convexa, entonces fk es estríctamente convexa y de esta

manera se garantiza que el mínimo es único y que {xk+1} son únicos, y por tanto, la

sucesión esta bien definida.

Paso 2. Veamos que: ‖xk+1− x̄‖2 ≤ ‖xk− x̄‖2−‖xk+1−xk‖2, ∀k ≥ 0 y todo x̄ ∈ U.

‖xk − x̄‖2 = ‖xk − xk+1 + xk+1 − x̄‖2

= ‖xk − xk+1‖2 + ‖xk+1 − x̄‖2 + 2〈xk − xk+1, xk+1 − x̄〉. (1.7)

Luego, como xk+1 resuelve (1.5) se tiene:

0 = ∇fk(x
k+1) = ∇f(xk+1) + 2λk(x

k+1 − xk).

De donde

2(xk+1 − xk) = − 1

λk

∇f(xk+1). (1.8)

Asi, de (1.7) y (1.8), se tiene que:

6 Br. María Luisa Cortéz Mendoza.



1.3. ALGORITMO DE PUNTO PROXIMAL PARA OPTIMIZACIÓN EN RN CAPÍTULO 1. Preliminares.

‖xk − x̄‖2 − ‖xk+1 − xk‖2 − ‖xk+1 − x̄‖2 = 2〈xk − xk+1, xk+1 − x̄〉

=
1

λk

〈∇f(xk+1), xk+1 − x̄〉

≥ 1

λk

[f(xk+1)− f(x̄)] ≥ 0. (1.9)

Ya que x̄ es el minimizador de f . Por tanto, por la última desigualdad (1.9), obte-

nemos lo deseado.

Paso 3 Veamos ahora que:

ĺım
k→∞

(xk+1 − xk) = 0. (1.10)

Del caso enterior

‖xk+1 − x̄‖2 ≤ ‖xk − x̄‖2 − ‖xk+1 − xk‖2

≤ ‖xk − x̄‖2.

Así, {‖xk − x̄‖} es decreciente, y es acotada pues al ser decreciente

0 ≤ ‖xk+1 − x̄‖2 ≤ ‖xk − x̄‖2 ≤ · · · ≤ ‖x0 − x̄‖2.

Por tanto tenemos que converge.

Para cada k ≥ 0

‖xk+1 − xk‖2 = ‖xk − x̄‖2 − ‖xk+1 − x̄‖2.

y así

ĺım
k→+∞

‖xk+1 − xk‖2 = ĺım
k→+∞

(‖xk − x̄‖2 − ‖xk+1 − x̄‖2
)

= 0.

Luego, ĺım
k→+∞

‖xk+1 − x‖2 = 0.

Paso 4. {xk} tiene puntos frontera y todos ellos pertenecen a U .

La existencia de los puntos fronteras están garantizados por el paso 2, siendo mas

explicitos, se puede observar que {xk} es Fejér convergente a un conjunto U y por

la primera parte de la proposición (1.1) tenemos que {xk} es acotada y asi queda
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garantizada la existencia de puntos frontera de la sucesión. Sea x̄ un punto clausura

de la sucesión {xk} y tomemos {xfk} una subsucesión de {xk}, tal que ĺım
k→∞

xfk = x̄.

Por (1.8):

∇f(xfk+1) = 2λjk
(xfk − xfk+1). (1.11)

Luego, por el caso 3 ĺım
k→∞

xfk+1 = ĺım
k→∞

xfk = x̄. Así, tomando límite en la igualdad

(1.11) cuando k →∞, usando λk ≤ λ̄ y además que f es contínuamente diferencia-

ble, tendríamos ∇f(x̄) = 0. Por la convexidad de f , x̄ ∈ U .

De esta forma por los casos 2,4 y la proposición (1.1) segunda parte, existe x∗ ∈ U

tal que

x∗ = ĺım
k→∞

xk.

. ¥

Definición 1.9. Diremos que ξ es un subgradiente de f en x si

〈ξ, y − x〉 ≤ f(y)− f(x), ∀y ∈ Rn. (1.12)

Denotaremos por ∂f(x) el conjunto de subgradientes de f en x, es decir,

∂f(x) = {ξ : ξ es un subgradiente de f en x}.

.

§1.4. Funciones y distancias Bregman.

Definición 1.10. Sea S un subconjunto abierto y convexo de Rn y S̄ su clausura.

Considere una función h convexa a valores reales definida en S̄ y sea Dh : S̄×S → R

dada por:

Dh(x, y) = h(x)− h(y)−∇h(y)t(x− y). (1.13)

h es llamada función Bregman, si satisface las siguientes condiciones:

1. h es continuamente diferenciable en S.

2. h es estríctamente convexa y continua en S̄.
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3. Para todo δ ∈ R los conjuntos de niveles parciales Γ1(y, δ) = {x ∈ S̄ :

Dh(x, y) ≤ δ} y Γ2(x, δ) = {y ∈ S : Dh(x, y) ≤ δ} son acotados para todo

y ∈ S y todo x ∈ S̄ respectivamente.

4. Si {yk} ⊂ S converge a y∗ entonces Dh(y
∗, yk) converge a cero.

5. Si {xk} ⊂ S̄ y {yk} ⊂ S son sucesiones tales que {xk} esta acotada, ĺım
k→∞

yk = y∗

y ĺım
k→∞

Dh(x
k, yk) = 0, entonces ĺım

k→∞
xk = y∗.

Donde Dh es dada como en (1.13) y es llamada distancia de Bregman inducida

por h y además a S se le conoce como la zona de h.

Notas

1. Dh(x, y) ≥ 0 para todo x ∈ S̄ y y ∈ S. Para garantizar tal afirmación, es

suficiente ver que h es estríctamente convexa y continuamente diferenciable en

S, de esta manera satisface que:

h(x) ≥ h(y) +∇h(y)t(x− y), ∀x. (1.14)

2. Dh(x, y) = 0 si y sólo si x=y.

Definición 1.11. Vamos a introducir dos subclases que serán usadas más adelante.

1. Una función Bregman es llamada de borde coercitivo, si {yk} ⊂ S es tal que

ĺım
k→∞

∇h(yk)t(x− yk) = −∞ para todo x ∈ S.

2. Una función Bregman es llamada de zona coercitiva, si para cada y ∈ Rn

existe un x ∈ S tal que ∇h(x) = y.

veamos algunos ejemplos de funciones Bregman.

Ejemplo 1.1. S = Rn, h(x) = xtMx, con M ∈ Rn×n simétrica y definida positiva.

En este caso Dh(x, y) = (x− y)tM(x− y) = ‖x− y‖2
M .

En efecto:
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h es una función cuadrática y asi sabemos que es continuamente diferenciable en Rn y

además, por ser definida positiva la matriz M, nos dice que la función es estríctamente

convexa en Rn. Calculemos la distancia Dh.

Dh(x, y) = h(x)− h(y)−∇h(y)t(x− y), luego por definición de h:

Dh(x, y) = xtMx− ytMy − (∇(ytMy))t(x− y)

= xtMx− ytMy − (2My)t(x− y)

= xtMx− ytMy − (2ytM t)(x− y)

= xtMx− ytM ty − 2ytM tx + 2ytM ty

= xtMx− 2ytM tx + ytM ty

= xtM tx− ytM tx + ytM ty − ytM tx

= (xt − yt)M tx + ytM t(y − x)

= (xt − yt)M tx + ytM t(y − x)

= (x− y)tM tx− (x− y)tM ty

= (x− y)tM t(x− y)

= (x− y)tM(x− y).

∴ Dh(x, y) = (x− y)tM(x− y).

Ejemplo 1.2. S = Rn
++, h(x) =

n∑
j=1

log(xj) extendido con continuidad en la frontera

usando la convención de que 0 log(0) = 0.En este caso , Dh(x, y) =
n∑

j=1

(
xj log

(
xj

yj

)
+ yj − xj

)
.

Esta función es la llamada Kullback-Leiber.

Ejemplo 1.3. Sea S = Rn
++, h(x) =

n∑
i=1

(xα
i − xβ

i ), con α ≥ 1, 0 < β < 1. Para

α = 2 y β = 1
2
se tiene:

Dh(x, y) = ‖x− y‖2 +
n∑

i=1

1

2
√

yi

(
√

xi −√yi)
2

y para α = 1 , β = 1
2
se tiene:

dh(x, y) =
n∑

i=1

1

2
√

yi

(
√

xi −√yi)
2.

Proposición 1.2. Si h es una función Bregman con zona S, entonces:

(i) Dh(x, y)−Dh(x, z)−Dh(z, y) = 〈∇h(y)−∇h(z), z − x〉.
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(ii) ∇xDh(x, y) = ∇h(x)−∇h(y) para todo x, y ∈ S.

(iii) Dh(., y) es estríctamente convexo para y ∈ S.

Demostración:

i) Por definición tenemos:

Dh(x, y)−Dh(x, z)−Dh(z, y) = h(x)− h(y)−∇h(y)t(x− y)− h(x) + h(z) +∇h(z)t(x− z)

− h(z) + h(y) +∇h(y)t(z − y)

= −∇h(y)t(x− y) +∇h(z)t(x− z)) +∇h(y)t(z − y)

= −x∇h(y)t + y∇h(y)t + x∇h(z)t − z∇h(z)t + z∇h(y)t

− y∇h(y)t

= −x∇h(y)t + x∇h(z)t − z∇h(z)t + z∇h(y)t

= x(∇h(z)t −∇h(y)t)− z(∇h(z)t −∇h(y)t)

= (∇h(z)−∇h(y))t(x− z)

= 〈∇h(y)−∇h(z), z − x〉.

∴ (i) es satisfecha.

para (ii) es trivial, basta aplicar gradiente respecto a x a (i).

(iii) Sea y fijo pero arbitrario en S y consideremos la función de una variable f(x) =

D(x, y) = h(x) − h(y) − ∇h(y)t(x − y) y veamos que para todo x, f es convexa.

Tomemos x, x̄ ∈ S̄ y la combinación αx + (1− α)x̄, con α ∈ (0, 1).

f(αx + (1− α)x̄) = h(αx + (1− α)x̄)− h(y)−∇h(y)t(αx + (1− α)x̄− y)

< αh(x) + (1− α)h(x̄)− h(y)−∇h(y)t(αx + (1− α)x̄− y)

= αh(x) + (1− α)h(x̄) + αh(y)− αh(y)− h(y)

−∇h(y)t(αx + (1− α)x̄− αy + αy − y)

= αh(x)− αh(y) + (1− α)h(x̄)− (1− α)h(y)−∇h(y)t(αx− αy)

+∇h(y)((1− α)x̄− (1− α)y)

= α(h(x)− h(y)−∇h(y)t(x− y)) + (1− α)(h(x̄)− h(y) +∇h(y)(x̄− y)

= αf(x) + (1− α)f(x̄).
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∴ f es estríctamente convexa y asi Dh(., y) es estríctamente convexa, para todo

y ∈ S.

¥

§1.5. El método de punto proximal para distancias Bregman.

El problema en interés es:

mı́n f(x) (1.15)

s.a. x ∈ S̄.

Donde S ⊂ Rn es abierto y convexo, S̄ es la clausura de S y f es una función contínua

en S̄. El método de punto proximal con distancias Bregman esta definido como:

x0 ∈ S. (1.16)

xk+1 = arg mı́n
x∈S

{f(x) + λkDh(x, xk)} (1.17)

donde h es una función Bregman con zona S y λk satisface:

0 < λk ≤ λ̄, (1.18)

para algún λ̄ > 0. Estudiemos ahora la convergencia de dicha sucesión. Asumiremos

que (1.15) tiene solución y además que f es acotada inferiormente.

Teorema 1.2. Si el problema (1.15) tiene solución y h es de borde coercivo con

respecto a S, entonces la sucesión {xk} generada por (1.16) y (1.17) converge a una

solución x∗ del problema (1.15).

Demostración:

Paso 1. La sucesión está bien definida y contenida en S.

Sea β una cota inferior para f en S̄ y sea fk(x) = f(x) + λkDk(x, xk). Entonces

fk(x) ≥ β + λkDk(x, xk) y así por definición 1.10(3) sigue que el conjunto de niveles

de fk es acotado, luego la minimización en 1.17 reduce el problema a un conjunto

compacto y asi el mínimo está logrado. Por otro lado, fk es estríctamente convexo,

pues Dk(·, xk) es estríctamente convexa por proposición 1.2(iii), asi el mínimo es
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único y {xk} estará bien definida.

Veamos ahora que la sucesión {xk+1} ⊂ S. Es fácil ver para (1.17) que {xk+1} es el

único x ∈ S̄ tal que:

λk∇h(xk) ∈ ∂(f + λkh)(x). (1.19)

Se probará bajo la definición 1.11(1), ∂(f + λkh)(x) = ∅ lo cual implica, en vista de

(1.19), que {xk+1} ⊂ S. Tomemos x ∈ ∂S y supongamos que existe ξ ∈ ∂(f+λkh)(x),

además z ∈ S y definamos:

y` = (1− ε`)x + ε`z, donde ĺım
`→∞

ε` = 0 y ε` 6= 1. (1.20)

Trabajando (1.20), podemos obtener:

y` = (1− ε`)x + ε`z ⇐⇒ y` − x = ε`(z − x). (1.21)

Luego por la definición (1.20) tenemos que y` ∈ S, por la convexidad de S y

ĺım
`→∞

y` = x. Además:

ε`ξ
t(z − x) = ξt(y` − x) (Por1.21)

≤ f(y`)− f(x) + λk(h(y`)− h(x)) (def.1.12)

≤ f(y`)− f(x) + λk∇h(y`)t(y` − x) (diferenciabilidad h)

≤ ε`(f(z)− f(x)) + λk
ε`

1− ε`

∇h(y`)t(z − y`). (1.22)

Luego de esta última desigualdad, agrupando los términos:

ε`ξ
t(z − x) ≤ ε`(f(z)− f(x)) + λk

ε`

1− ε`

∇h(y`)t(z − y`)

⇔ ε`(ξ
t(z − x)− (f(z)− f(x))) ≤ λk

ε`

1− ε`

∇h(y`)t(z − y`)

⇔ (ξt(z − x)− (f(z)− f(x))) ≤ λk
1

1− ε`

∇h(y`)t(z − y`)

⇔ 1− ε`

λk

((f(x)− f(z)) + ξt(z − x)) ≤ ∇h(y`)t(z − y`).

Veamos (1.22). Como f es convexa en S̄ tenemos que:
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f(y`)− f(x) = f((1− ε`)x + ε`z)− f(x)

≤ (1− ε`)f(x) + ε`f(z)− f(x)

= ε`(f(z)− f(x)).

y además:

y` = (1− ε`)x + ε`z ⇔y` = x− ε`x + ε`z

⇔y` − x + xε` = ε`z

⇔y` − ε`y
` − x + xε` = ε`z − ε`y

`

⇔(y` − x)(1− ε`) = ε`(z − y`)

⇔(y` − x) =
ε`

1− ε`

(z − y`).

Luego, como ĺım
`→∞

y` = x ∈ ∂S, por definición 1.11(1) implica que la parte derecha

de (1.22) tiende a −∞, cuando ` →∞, por definición; pero la parte izquierda tiene

límite finito y por tanto es una contradicción . Así, ∂(f +λkh) = ∅,∀x ∈ ∂S y además

{xk+1} ∈ S.

Paso 2. Veamos que Dh(x̄, xk+1) ≤ Dh(x̄, xk) − Dh(x
k+1, xk) para todo k y cada

solución x̄ de (1.15).

Usando la proposición 1.2(i), con x = x̄, y = xk, z = xk+1 se tiene que:

Dh(x̄, xk)−Dh(x̄, xk+1)−Dh(x
k+1, xk) = 〈∇h(xk)−∇h(xk+1), xk+1 − x̄〉. (1.23)

Por (1.17)

0 ∈ ∂[f + λDh(·, xk)](xk+1). (1.24)

Ahora, por (1.23) y proposición (1.2)(ii):

λk[∇h(xk)−∇h(xk+1)] ∈ ∂f(xk+1).

Sea yk = λk(∇h(xk) − ∇h(xk+1)). Usando, nuevamente (1.23) y la definición de
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subgradiente tenemos:

Dh(x̄, xk)−Dh(x̄, xk+1)−Dh(x
k+1, xk) = 〈 1

λk

(λk∇h(xk)−∇h(xk+1)), xk+1 − x̄〉

=
1

λk

〈yk), xk+1 − x̄〉

≥ 1

λk

(f(xk+1)− f(x̄))

≥ 0. (x̄ es minimizador de f en S)

(1.25)

∴ Dh(x̄, xk)−Dh(x̄, xk+1)−Dh(x
k+1, xk) ≥ 0.

Así,

Dh(x̄, xk+1) ≤ Dh(x̄, xk)−Dh(x
k+1, xk).

Paso 3. La sucesión {xk)} esta acotada y ĺım
k→∞

xfk = x̂ implica que ĺım
k→∞

xfk+1 = x̂.

Por el paso 2 {Dk(x̄, xk)}, es decreciente y la no negatividad de Dk(x, y) nos dice

que la sucesión {Dh(x̄, xk)} es convergente. Por la conclusión del paso 2, aplicando

límite, tenemos:

ĺım
k→∞

Dh(x
k+1, xk) = 0. (1.26)

Por otro lado, como {Dh(x̄, xk)} es decreciente, obtenemos asi que la sucesión es

acotada pues Dh(x̄, xk) ≤ Dh(x̄, x0).

∴ Por definición 1.10(3) {xk} esta acotada. Ahora si consideramos, ĺım
k→∞

xfk = x̂,

donde {xfk} es una subsucesión de xk, por definición 1.10(5) se puede concluir que:

ĺım
k→∞

xfk+1 = x̂,

por (1.23) y el hecho de que sucesión xfk+1 es también una subsucesión de xk(acotada).

Paso 4. Todos los puntos frontera de {xk} son solución de (1.15).

Tomemos un punto x̄ solución de (1.15). Sea x̂ un punto frontera de {xk} y {xfk+1}
una subsucesión de {xk}, tal que ĺım

k→∞
xfk = x̂. La existencia de x̂ sigue del paso 3.

15 Br. María Luisa Cortéz Mendoza.



1.5. MÉTODO DE PUNTO PROXIMAL PARA DISTANCIAS BREGMAN. CAPÍTULO 1. Preliminares.

0 ≤ 1

λ̄
(f(xfk+1)− f(x̄))

≤ 1

λk

(f(xfk+1)− f(x̄))

≤ Dh(x̄, xfk)−Dh(x̄, xfk+1)−Dh(x
fk+1, xfk) −→k→∞ 0 (Por1.25) (1.27)

por la convergencia de Dh(x̄, xk) y definición 1.10(5). Por (1.27) tomando límite

cuando k → ∞, f(x̂) = f(x̄). Luego, como S es cerrado y {xk} ⊂ S se tiene que x̂

resuelve (1.15).

Para terminar la prueba necesitamos el teorema de la convergencia fejér para distan-

cias Bregman, lo cual es cierto, pero se procederá de manera directa. Sea x̂ un punto

clausura de {xk} y consideramos una subsucesión {xfk} de {xk} tal que ĺım
k→∞

xfk = x̂.

Por la definición 1.10(4) ĺım
k→∞

Dh(x
fk , x̂) = 0. Pero por el paso 4, x̂ resuelve el proble-

ma (1.15)y por el paso 2 {Dh(x̂, xk)} es una sucesión no negativa y decreciente con

una subsucesión convergiendo a cero. De aca sigue que la sucesión converge a cero y

por definición 1.10(4) se tiene ĺım
k→∞

xk = x̂.

¥
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Capı́tulo 2
ϕ−divergencia.

La mayoría de los conceptos y resultados expuestos acá serán usados en el análisis

de convergencia del algoritmo, por tal razón hemos considerado que este capítulo es

de suma importancia para este trabajo, por ejemplo, presentaremos la definiciones

de funciones cuasiconvexas y ϕ−divergencia, además de algunas de sus propiedades

básicas, las cuales son utilizadas en el contexto de la optimización. Esta clase de

medida fue presentado por Csiszár [3] en 1967 como una medida de información

generalizada. En el contexto de los métodos de punto proximal, la ϕ−divergencia fue

estudiada inicialmente por Teboulle [11] en 1992, donde varias de sus propiedades

son presentadas.

§2.1. Funciones cuasiconvexas.

Definición 2.1. Sea f : Rn → R. Entonces, f es llamada cuasiconvexa, si para

todo x, y ∈ domf y λ ∈ (0, 1) se cumple que:

f(λx + (1− λ)y) ≤ máx{f(x), f(y)}.

Definición 2.2. sea f : Rn → R. Entonces, f es llamada estríctamente cuasi-

convexa, si para todo x, y ∈ domf con f(x) 6= f(y) se cumple que:

f(λx + (1− λ)y) < máx{f(x), f(y)} ∀λ ∈ (0, 1).

17
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Figura 2.1: función cuasiconvexa.

Figura 2.2: función estríctamente cuasiconvexa.

Definición 2.3. Sea f : Rn → R. Entonces, f es llamada fuertemente cuasicon-

vexa si para todo x, y ∈ domf con x 6= y, entonces:

f(λx + (1− λ)y) < máx{f(x), f(y)} ∀λ ∈ (0, 1).

Figura 2.3: fuertemente cuasiconvexa pero no convexa.

Teorema 2.1. Una función f : Rn → R es cuasiconvexa si y sólo si el conjunto de

nivel Sα := {x ∈ domf |f(x) ≤ α} es convexo ∀α ∈ R.
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Demostración:

Supongamos que f es cuasiconvexa. Sea α ∈ R cualquiera y sean x1, x2 ∈ Sα asi

que f(x1) ≤ α y f(x2) ≤ α. Sea λ ∈ (0, 1) y sea x = λx1 + (1 − λ)x2. Luego por la

cuasiconvexidad de f , f(x) ≤ máx{f(x1), f(x2)} ≤ α. Así, x ∈ Sα y Sα es convexo.

Recíprocamente, supongamos que Sα es convexo para cada α ∈ R. Sean x1, x2 ∈
dom(f) y λ ∈ (0, 1). Haciendo α = máx{f(x1), f(x2)} tenemos que x1, x2 ∈ Sα y

por la convexidad de Sα se tiene que λx1 + (1− λ)x2 ∈ Sα, es decir

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ α = máx{f(x1), f(x2)}.

Por lo tanto f es cuasiconvexa.

¥

Teorema 2.2. Sea f : Rn → R una función diferenciable. Entonces, f es cuasicon-

vexa si y sólo si 〈∇f(y), y − x〉 ≥ 0 siempre que f(x) ≤ f(y), ∀x, y ∈ Rn.

Demostración:

Sea f una función cuasiconvexa y sea x, y ∈ Rn tal que f(x) ≤ f(y). Por la diferen-

ciabilidad de f en y, y para λ ∈ (0, 1) se tiene que:

f(x̄) = f(y) +∇f(y)t(x̄− y) + ‖x̄− y‖α(y; x̄− y) ∀x̄ ∈ Rn.

donde α(y; x̄− y) → 0 cuando x̄ → y

Tomando x̄ = y − λ(y − x)

⇒f(y − λ(y − x)) = f(y) +∇f(y)t((y − λ(y − x))− y) + ‖(y − λ(y − x))− y‖+ α(y; (y − λ(y − x))− y)

⇒f(y − λy + λx) = f(y) +∇f(y)t(y − λy + λx− y) + ‖y − λy + λx− y‖+ α(y; y − λy + λx− y)

⇒f(λx + (1− λ)y) = f(y) +∇f(y)tλ(x− y) + |λ|‖x− y‖α(y; λ(x− y)).

esto implica

f(λx + (1− λ)y)− f(y) = λ∇f(y)t(x− y) + λ‖x− y‖α(y; λ(x− y)). (2.1)

Por la cuasiconvexidad de f , tenemos que:

Para todo x, y ∈ R y λ ∈ (0, 1).
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2.1. FUNCIONES CUASICONVEXAS. CAPÍTULO 2. ϕ−divergencia.

f(λx + (1− λ)y) ≤ máx{f(x), f(y)}
= f(y).

De acá,

f(λx + (1− λ)y)− f(y) ≤ 0 (2.2)

De (3.1) y (3.7), obtenemos:

λ∇f(y)t(x− y) + λ‖x− y‖α(y; λ(x− y)) ≤ 0.

Dividiendo entre λ, con λ ∈ (0, 1)

∇f(y)t(x− y) + ‖x− y‖α(y; λ(x− y)) ≤ 0. (2.3)

Aplicando límite cuando λ → 0, se tiene:

∇f(y)t(x− y) ≤ 0, puesto que ĺım
λ→0

α(y; λ(x− y)) = 0

⇒ ∇f(yt)(y − x) ≥ 0.

Así, 〈∇f(y), y − x〉 ≥ 0.

Supongamos que para todo x, y ∈ Rn se tiene que f(x) ≤ f(y) implica que 〈∇f(x), y − x〉 ≥
0. Queremos probar que f es cuasiconvexa. Sean x, y ∈ R cualesquiera.

Sea L = {x̄ : x̄ = λx+(1−λ)y, para algún λ ∈ (0, 1) y f(x̄) > f(y)}. Probemos que

L es vacío, usando reducción al absurdo.

Tomemos x̃ ∈ L.

Por tanto, x̃ = λx + (1 − λ)y para algún λ ∈ (0, 1) y f(x̃) > f(y). Como f es

diferenciable, entonces f es continua. Sea γ = ‖x̃− y‖. Entonces, existe ε ∈ (0, γ) tal

que f(x) > f(y), para todo x ∈ Bε(x̃).

Afirmacion 1. xε = (1− ε
γ
)x̃ + ε

γ
y ∈ ∂Bε(x̃).
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2.1. FUNCIONES CUASICONVEXAS. CAPÍTULO 2. ϕ−divergencia.

En efecto,

xε =

(
1− ε

γ

)
x̃ +

ε

γ
y ⇒ xε = x̃− ε

γ
x̃ +

ε

γ
y

⇒ xε = x̃ +
ε

γ
(y − x̃)

⇒ xε − x̃ =
ε

γ
(y − x̃)

⇒ ‖xε − x̃‖ =

∥∥∥∥
ε

γ
(y − x̃)

∥∥∥∥
⇒ ‖xε − x̃‖ =

ε

γ
‖y − x̃‖

⇒ ‖xε − x̃‖ =
ε

γ
γ

⇒ ‖xε − x̃‖ = ε.

Supongamos que f(xε) ≥ f(x̃), para todo ε ∈ (0, γ).

Luego,

ĺım
ε→γ

f(xε) ≥ f(x̃) ⇒ f(y) ≥ f(x̃), ya que ĺım
ε→γ

f(xε) = f(y).

Lo cual contradice que f(x̃) > f(y). Así, existe ε ∈ (0, γ) tal que f(x) > f(y), para

todo x ∈ Bε(x̃) y f(xε) < f(x̃).

Por otro lado, haciendo δ = 1− ε
γ

f(xε) = f(δx̃ + (1− δ)y) < f(x̃). (2.4)

Ahora , probemos que ∀µ ∈ (δ, 1], xµ = µx̃ + (1− µ)y ∈ Bε(x̃).

xµ − x̃ = µx̃ + (1− µ)y − x̃ ⇒ xµ − x̃ = (µ− 1)x̃ + (1− µ)y

⇒ xµ − x̃ = (1− µ)(y − x̃)

⇒ ‖xµ − x̃‖ = ‖(1− µ)(y − x̃)‖
⇒ ‖xµ − x̃‖ = (1− µ)‖y − x̃‖
⇒ ‖xµ − x̃‖ = (1− µ)γ < (1− δ)γ, (δ < µ ≤ 1)

⇒ ‖xµ − x̃‖ <
ε

γ
γ

⇒ ‖xµ − x̃‖ < ε.

Por lo tanto, ∀µ ∈ (δ, 1], xµ ∈ Bε(x̃). Así, que

f(xµ) > f(y), para todo µ ∈ (δ, 1]. (2.5)
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Por la inecuación (2.4) y el teorema de valor medio, se tiene:

0 < f(x̃)− f(δx̃ + (1− δ)y) = (1− δ)∇f(x̂)t(x̃− y), (2.6)

donde x̂ = µ̂x̃ + (1− µ̂) para algún µ̂ ∈ (δ, 1].

De (2.5), tenemos que f(x̂) > f(y).

Dividiendo (2.6) por 1−δ > 0, se deduce que ∇f(x̂)t(x̃−y) > 0, que a su vez implica

que:

∇f(x̂)t(µ̂x̃ + (1− µ̂)y − y) > 0 ⇒ ∇f(x̂)t(µ̂x̃ + y − µ̂y − y) > 0

⇒ ∇f(x̂)t(µ̂(x̃− y)) > 0

⇒ µ̂∇f(x̂)t(x̃− y) > 0

⇒ ∇f(x̂)t(x̃− y) > 0, (µ̂ ∈ (δ, 1])

⇒ ∇f(x̂)t(λx + (1− λ)y − y) > 0, (λ ∈ (0, 1))

⇒ ∇f(x̂)t(λx + y − λy − y) > 0

⇒ ∇f(x̂)t(λ(x− y)) > 0

⇒ λ∇f(x̂)t(x− y) > 0

⇒ ∇f(x̂)t(x− y) > 0. (2.7)

Por otra parte, f(x̂) > f(y) ≥ f(x).

Veamos que x̂ es una combinación convexa de x y y. En efecto,

x̂ = µ̂x̃ + (1− µ̂)y ⇒ x̂ = µ̂(λx + (1− λ)y) + (1− µ̂)y

⇒ x̂ = µ̂(λ(x− y) + y) + y − µ̂y

⇒ x̂ = µ̂λ(x− y) + µ̂y + y − µ̂y

⇒ x̂ = µ̂λx− µ̂λy + y

⇒ x̂ = µ̂λx + (1− µ̂λ)y

⇒ x̂ = λ̂x + (1− λ̂)y, (haciendo λ̂ = µ̂λ ∈ (0, 1)).

Por hipótesis y dado que f(x̂) > f(x), se tiene que ∇f(x̂)t(x − x̂) ≤ 0 y de esta
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2.2. ϕ−DIVERGENCIA CAPÍTULO 2. ϕ−divergencia.

manera se obtiene:

0 ≥ ∇f(x̂)t(x− x̂) ⇒ 0 ≥ ∇f(x̂)t(x− (µ̂x̂ + (1− µ̂)y))

⇒ 0 ≥ ∇f(x̂)t(x− (µ̂(λx + (1− λ)y) + y − µ̂y))

⇒ 0 ≥ ∇f(x̂)t(x− µ̂λx− µ̂y + µ̂λy − y + µ̂y)

⇒ 0 ≥ ∇f(x̂)t((1− µ̂λ)x− (1− µ̂λ)y)

⇒ 0 ≥ ∇f(x̂)t((1− µ̂λ)(x− y))

⇒ 0 ≥ (1− µ̂λ)∇f(x̂)t(x− y)

⇒ 0 ≥ (1− λ̂)∇f(x̂)t(x− y), λ̂ = µ̂λ ∈ (0, 1)

⇒ 0 ≥ ∇f(x̂)t(x− y). (2.8)

Pero la inecuación anterior contradice a (2.7).

Así L es vacío.

Por lo tanto, f(λx + (1− λ)y) ≤ f(y) = máx{f(x), f(y)}, ∀x, y ∈ Rn.

Por consiguiente, f es cuasiconvexa.

¥

§2.2. ϕ−divergencia

Sea ϕ : R++ → R una función propia, convexa y cerrada que sastifacen las siguientes

condiciones:

(Φ1) ϕ es dos veces continuamente diferenciable en int(domϕ) = (0, +∞).

(Φ2) ϕ es estríctamente convexa en este dominio.

(Φ3) ϕ(1)=ϕ′(1) = 0 y ϕ′′(1) > 0.

(Φ4) ĺım
t→0+

ϕ′(t) = −∞.

Esta clase de funciones son de mucha utilidad en la definición de las ϕ−divergencias.

Definición 2.4. En el resto de este trabajo se denotará por Φ la clase de funciones

que satisfaga (Φ1)− (Φ4). Definamos ahora dos subclases de Φ.

Φ1 = {ϕ ∈ Φ : ϕ′(t) ≤ ϕ′′(1) ln(t), ∀t > 0} (2.9)
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y

Φ2 =

{
ϕ ∈ Φ : ϕ′′(1)

(
1− 1

t

)
≤ ϕ′(t) ≤ ϕ′′(1) ln(t), ∀t > 0

}
. (2.10)

Observación 2.1. Como sabemos que ln(t) ≤ t − 1 para todo t > 0 y como por

definición (2.4) ϕ′′(1) > 0, así se tiene que Φ2 ⊂ Φ1 ⊂ Φ.

Definición 2.5. Si ϕ ∈ Φ, entonces dϕ : Rn
++ ×Rn

++ ⇒ R definida por:

dϕ(x, y) =
n∑

i=1

yiϕ

(
xi

yi

)
, (2.11)

es llamado ϕ− divergencia.

Ejemplos 2.1. Consideremos las siguientes funciones:

ϕ1(t) = t ln(t)− t + 1, domϕ = [0, +∞).

ϕ2(t) = − ln(t) + t− 1, domϕ = (0, +∞].

Veamos que cada ϕi, i = {1, 2} están en Φ2, pues ϕ′1(t) = ln(t) y asi, como ϕ′′1(t) =
1

t
entonces ϕ′′1(1) = 1, por tanto se tiene que:

(1 − 1

t
) ≤ ϕ′′ ≤ ϕ′′(1) ln(t) = ln(t), ∀t > 0, asi se tiene que ϕ1 ∈ Φ2. De manera

análoga podemos ver que ϕ′2(t) = −1

t
+1 = 1− 1

t
con lo cual sabiendo que ϕ′′2(1) = 1

se tiene

1− 1

t
= 1− 1

t
≤ ln(t) y de esta manera ϕ2 ∈ Φ2. Más aún por la observación (2.1)

se tiene que ϕ1, ϕ2 ∈ Φ1.

La función ϕ1 juega un papel importante en el análisis de convergencia que será

estudiado en sección 3.2. Esta función ϕ1 genera una cuasidistancia llamada también

kullback − Leibler o distancia entrópica y es dada por:

H(x, y) = dϕ(x, y) =
n∑

j=1

xjln

(
xj

yj

)
+ yj − xj. (2.12)

Donde el dominio puede ser extendido continuamente a Rn
+ × Rn

++, usando como

convención que 0 ln(0) = 0.
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Observación 2.2. Nuestra atención estará centrada en:

ϕ(t) := ϕ2(t) = t− log t− 1. (2.13)

En este caso,

dϕ(x, y) := d(x, y) =
n∑

i=1

(
yiln

(
yi

xi

)
+ xi − yi

)
, (2.14)

Donde el dominio puede ser extendido continuamente a Rn
++ × Rn

+, usando como

convención que 0 ln(0) = 0. En otras palabras, d admite a cero en su segundo argu-

mento.

Proposición 2.1. Sea ϕ ∈ Φ, entonces

(a) ϕ(t) ≥ 0 y ϕ(t) = 0 si y sólo si t = 1;

(b) ϕ(t) es decreciente en (0, 1) y creciente en (1, +∞);

(c) ĺım
t→+∞

ϕ(t) = +∞;

(d) Si ϕ(t) := ϕ2(t) = t− log t− 1, entonces ĺım
t→0+

ϕ(t) = +∞.

Demostración:

Sea ϕ ∈ Φ cualquiera. Por (Φ3) se tiene que ϕ(1) = 0 es un mínimo local de ϕ y

junto con (Φ2) tenemos que ϕ(1) es un mínimo global de ϕ, así que (a) y (b) se

cumplen pues dom(ϕ) = (0, +∞]. Por (b) y por (Φ2) se obtiene (c), la parte (d) es

directa. ¥

Lema 2.3. Sea d definida como en (2.14). Entonces se tienen los siguientes resul-

tados:

(a) El conjunto de nivel de d(·, y) es acotado para todo y ∈ Rn
+;

(b) Si {yk} ⊂ Rn
++ converge a y ∈ Rn

+, entonces ĺım
k→+∞

d(yk, y) = 0;

(c) Si {zk} ⊂ Rn
+,{yk} ⊂ Rn

++ son sucesiones tales que {zk} esta acotada, ĺım
k→+∞

yk = y,

y además ĺım
k→+∞

d(yk, zk) = 0, entonces ĺım
k→+∞

zk = y.
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2.2. ϕ−DIVERGENCIA CAPÍTULO 2. ϕ−divergencia.

Demostración:

Parte (a). Tomemos:

Γ1(y, δ) = {x ∈ Rn
+ : d(x, y) ≤ δ} (2.15)

=

{
x ∈ Rn

+ :
n∑

i=1

(
yiln

(
yi

xi

)
+ xi − yi

)
≤ δ

}
. (2.16)

(2.17)

Supongamos que Γ1 no es acotado.

Luego, existe {xn} ⊂ Rn
+ tendiendo a +∞, tal que:

y ln

(
y

xn

)
+ xn − y ≤ δ, ∀n.

Lo que implica que,

xn

(
y

xn

ln

(
y

xn

)
+ 1

)
− y ≤ δ (2.18)

pero xn

(
y

xn
ln

(
y

xn

)
+ 1

)
− y → +∞ cuando n → +∞.

Lo que contradice (2.16)

así, Γ1 es acotado para todo y ∈ Rn
+.

Parte (b). Usando la hipótesis y la definición de d se tiene:

ĺım
k→+∞

d(y, yk) = ĺım
k→+∞

n∑
i=1

(
yiln

(
yi

yk
i

)
+ yk

i − yi

)

=
n∑

i=1

ĺım
k→+∞

(
yiln

(
yi

yk
i

)
+ yk

i − yi

)
.

Si yi = 0, entonces

yi ln

(
yi

yk
i

)
+ yk

i − yi = 0 ln(0) + yk
i = yk

i

y así

ĺım
k→+∞

[
yi ln

(
yi

yk
i

)
+ yk

i − yi

]
= yi = 0.

Si yi 6= 0, entonces

yiln

(
yi

yi

)
+ yi − yi = yiln(1) + yi − yi = yi0 + 0 = 0.
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Por lo tanto, ĺım
k→+∞

d(y, yk) = 0.

Parte (c). Sea {zk} ⊂ Rn
+ acotado. Podemos escoger una subsucesión de {zk} con-

vergente, digamos {zkj} con {zkj} → ẑ.

Sea i ∈ {1, ..., n} cualquiera.

Si yk
i → yi = 0, debemos probar que zkj

i → 0. Supongamos que zkj
i 9 0, es decir,

ẑi > 0.

Así que

ĺım
j→+∞

(
zkj

i ln

(
zkj

i

ykj
i

)
+ ykj

i − zkj
i

)
= −∞

lo cual contradice que ĺım
k→+∞

d(yk, zk) = ĺım
k→+∞

∑

k→+∞

(
zkj

i ln

(
zkj

i

ykj
i

)
+ ykj

i − zkj
i

)
= 0.

Por lo tanto zkj
i → 0 o bien ẑi = 0 si yi = 0.

Si yk
i → yi > 0, entonces

0 = ĺım
j→+∞

(
zkj

i ln

(
zkj

i

ykj
i

)
+ ykj

i − zkj
i

)
= ẑi ln

(
ẑi

yi

)
+ yi − ẑi.

Como zkj
i ln

(
zkj
i

ykj
i

)
+ ykj

i − zkj
i → 0 entonces ẑi ln

(
ẑi

yi

)
+ yi − ẑi = 0.

Luego,

yi

(
ẑi

yi

ln

(
ẑi

yi

)
+ 1− ẑi

yi

)
= 0 ⇒ ẑi

yi

ln

(
ẑi

yi

)
− ẑi

yi

+ 1 = 0

⇒ ϕ

(
ẑi

yi

)
= ϕ1

(
ẑi

yi

)
= 0

⇒ ẑi

yi

= 1, (Por proposición 2.1(a))

⇒ ẑi = yi.

Por lo tanto, toda subsucesión convergente de {zk} converge a y. (∗)
Supongamos que {zk} no es convergente.

Como {zk} ⊂ Rn
+ es acotada, entonces existen dos subsuceciones convergentes a dos

puntos distintos. Lo cual contradice (∗). Por consiguiente, {zk} es convergente.

Así, por (∗) {zk} converge a y.

¥
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Lema 2.4. Para todo x, y ∈ Rn
++ y z ∈ Rn

+, se tiene que:

(a) Si ϕ ∈ Φ2, entonces H(z, x) − H(z, y) ≥ (ϕ
′′
(1))−1

n∑
i=1

(zi − yi)ϕ
′
(

yi

xi

)
, donde

H está dada por (2.12).

(b) Si ϕ(t) = t− ln(t)− 1, entonces d(x, z)− d(y, z) ≥
n∑

i=1

(zi − yi)ϕ
′
(

yi

xi

)
, donde

d está dada por (2.14).

Demostración:

Parte (a)

H(z, x)−H(z, y) =
n∑

i=1

[
zi log

(
zi

xi

)
+ xi − zi

]
−

n∑
i=1

[
zi log

(
zi

yi

)
+ yi − zi

]

=
n∑

i=1

zi log

(
zi

xi

)
+

n∑
i=1

xi −
n∑

i=1

zi −
n∑

i=1

zi log

(
zi

yi

)
−

n∑
i=1

yi +
n∑

i=1

zi

=
n∑

i=1

zi

(
log

(
zi

xi

)
− log

(
zi

yi

))
+

n∑
i=1

(xi − yi)

=
n∑

i=1

zi log

(
yi

xi

)
+

n∑
i=1

(xi − yi)

=
n∑

i=1

zi log

(
yi

xi

)
+

n∑
i=1

yi

(
xi

yi

− 1

)

≥ [ϕ
′′
(1)]−1

n∑
i=1

ziϕ
′
(

yi

xi

)
− [ϕ

′′
(1)]−1

n∑
i=1

yiϕ
′
(

yi

xi

)

= [ϕ
′′
(1)]−1

n∑
i=1

(zi − yi)ϕ
′
(

yi

xi

)
.

Parte (b). Sea ϕ(t) = t− log t− 1. Entonces, ϕ
′′
(1) = 1.

d(x, z)− d(y, z) =
n∑

i=1

[
zi log

(
zi

xi

)
+ xi − zi

]
−

n∑
i=1

[
zi log

(
zi

yi

)
+ yi − zi

]

= H(z, x)−H(z, y)

≥ [ϕ
′′
(1)]−1

n∑
i=1

(zi − yi)ϕ
′
(

yi

xi

)
(por parte (a))

=
n∑

i=1

(zi − yi)ϕ
′
(

yi

xi

)
.

¥
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Capı́tulo 3
Análisis de Convergencia.

§3.1. Un algoritmo punto proximal con ϕ−divergencia.

En esta sección analizaremos el algoritmo punto proximal con ϕ − divergencia e

introduciremos las hipótesis básica y determinaremos que el algoritmo está bien

definido, el cual abreviaremos por DPM.

Algoritmo DPM:

Inicialización: Sea x0 ∈ Rn, x0 > 0 y un criterio de parada

k = 0

mientras el criterio de parada no se cumpla

Si ∇f(xk) = 0 → parar

Tk+1 = {z ∈ Rn
+ : z = arg mı́n{f(x) + λkd(x, xk), x ∈ Rn

+}}
tomar xk+1 ∈ Tk+1

k = k + 1

fin (fin del mientras)

fin Algoritmo DPM

donde d(x, y) está dado por (2.14).

Recordemos que:

d(x, y) =
n∑

i=1

yiϕ

(
xi

yi

)
=

n∑
i=1

[
yi ln

(
yi

xi

)
+ (xi − yi)

]
. (3.1)

Así que,

(∇1d(x, y))i = ϕ
′
(

xi

yi

)
= −yi

xi

+ 1. (3.2)
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donde ∇1 representa la derivada respecto a la primera variable.

Vamos a considerar dos hipótesis básicas sobre f que son necesarias para probar los

siguientes resultados:

Suposición 1: f es continuamente diferenciable, es decir, f ∈ C1;

Suposición 2: (P ) tiene un conjunto solución no vacío X∗.

Tal como se indica en el algoritmo, denotaremos:

Tk+1 = {z ∈ Rn
+ : z = arg mı́n fk(x), x ∈ Rn

+} para todo k ≥ 0, (3.3)

donde fk(x) := f(x) + λkd(x, xk). Haremos T0 = {x0}.
Se establece así la buena definición del algoritmo de DPM a través de dos resultados.

En la primera, se garantiza la existencia de xk en cada iteración xk y, además, que

xk > 0 para cada k ∈ N, es decir, tenemos un algoritmo de punto interior. El segundo

resultado demuestra que dos cualesquiera iterados son distintos, es decir, xk1 6= xk2

siempre que k1 6= k2. Por lo tanto, el algoritmo DPM tiene la propiedad no cíclica.

Teorema 3.1. Para todo k ≥ −1, Tk+1

⋂
Rn

++ 6= ∅. Equivalentemente, existe xk+1 ∈
Tk+1 con xk+1 > 0, para todo k ≥ −1.

Demostración:

Procedemos por inducción. Sabemos que x0 ∈ T0 y x0 > 0. Probemos que xk > 0

implica que existe xk+1 ∈ Tk+1 con xk+1 > 0.

Sea x∗ ∈ X∗ 6= ∅. Entonces
fk(x) = f(x) + λkd(x, xk) ≥ f(x∗) + λkd(x, xk) ≥ f(x∗), ∀x ∈ Rn

++,

debido a que d(x, xk) ≥ 0 y λk > 0.

Así, fk esta acotada inferiormente por f(x∗).

Puesto que xk
i > 0 y usando las partes (c) y (d) de la proposición (2.1), se tiene que:

xk
i ϕ

(
xi

xk
i

)
→ +∞ cuando xk

i → 0+ xk
i → +∞.

De ese modo,

λkd(x, xk) = λk

n∑
i=1

xk
i ϕ

(
xi

xk
i

)
→ +∞ cuando x → ∂Rn

++. (3.4)
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Dado que λk > 0 y debido a la positividad de xk
i y ϕ, cada una de las partes de la

suma es no negativa. Ahora, dado que X∗ 6= ∅, f es acotado inferiormente y (3.4) se

cumple, entonces:

fk(x) = f(x) + λkd(x, xk) → +∞ cuando x → ∂Rn
++,

Puesto que f es continua, acotada inferiormente y sastiface que fk(x) → +∞ cuando

x → ∂Rn
++, esto garantiza que fk alcanza su mínimo en un punto x̂ > 0. Por

consiguiente, existe xk+1 ∈ Tk+1 con xk+1 > 0, para todo k ≥ −1. ¥

Observación 3.1. Tk+1

⋂
∂Rn

++ = ∅, para todo k ≥ −1.

Proposición 3.1. Si z ∈ Tk+1, entonces ∇f(z) = −λk∇1d(z, xk), para todo k ≥ 0.

En particular, la sucesión {xk} generado por el algoritmo DPM sastiface ∇f(xk+1) =

−λk∇1d(xk+1, xk), para todo k ≥ 0.

Demostración:

Sea k ≥ 0. Las condiciones de optimalidad necesarias para minimizar fk(x) = f(x)+

λkd(x, xk) bajo x ≥ 0 se expresan como:

x ≥ 0,∇fk(x) ≥ 0 y xi(∇fk(x))i = 0, i = 1, ..., n.

Si z ∈ Tk+1 entonces, por Teorema 3.1, z es una solución óptima para fk y z > 0.

Así, se tiene ∇fk(z) = 0. Es decir, ∇f(z)+λk∇1d(z, xk) = 0. Por lo tanto, ∇f(z) =

−λk∇1d(z, xk). En particular, hemos tomado en el algoritmo xk+1 ∈ Tk+1, por lo que

se tiene que ∇f(xk+1) = −λk∇1d(xk+1, xk). ¥

Lema 3.2. Tk+1

⋂
Tk = ∅, para todo k ≥ 0. De manera equivalente, la suseción {xk}

generado por el algoritmo DPM sastiface xk+1 6= xk, para todo k ≥ 0, es decir, dos

iteraciones consecutivas son distintas.

Demostración:

Sea k ≥ 0. Supongamos que ∇f(xk) 6= 0, es decir, el algoritmo continúa. Tomemos

xk+1 ∈ Tk+1 y supongamos que xk+1 = xk. Entonces, por Proposición 3.1, se tiene

∇f(xk+1) = −λk∇1d(xk+1, xk) = −λk∇1d(xk, xk) = 0.

De ahí, ∇f(xk) = ∇f(xk+1) = 0. Pero esto contradice la hipótesis de que ∇f(xk) 6=
0.

Por lo tanto, xk+1 6= xk, para todo k ≥ 0. ¥
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Teorema 3.3. Tk+1

⋂
Tl = ∅, para todo k ≥ 0 y para todo l, 0 ≤ l ≤ k, es decir,

xk+1 6= xl, para todo k ≥ 0 y para todo l, 0 ≤ l ≤ k, es decir, la sucesión {xk}
generada por el algoritmo DPM no es un ciclo.

Demostración:

El caso l = k ≥ 0 corresponde al Lema 3.2. Entonces, hacemos k ≥ 1 y l < k.

Puesto que

xk+1 = arg mı́n
x≥0

fk(x) = arg mı́n
x≥0

{f(x) + λkd(x, xk)},
se tiene,

f(xk+1) + λkd(xk+1, xk) ≤ f(xk) + λkd(xk, xk) = f(xk). (3.5)

Por otro lado, usando el Lema 3.2, d(xk+1, xk) > 0, para todo k ≥ 0. Así, (3.5) nos

proporciona

f(xk+1) < f(xk).

Por consiguiente, la sucesión {f(xk)} es estrictamente decreciente, es decir,

f(x0) > f(x1) > ... > f(xk) > f(xk+1) > ...

Supongamos que xk+1 = xl para algún k ≥ 1 y l < k. Esto implica que f(xl) +

λkd(xl, xk) ≤ f(xk). Dado que, xl = xk+1 6= xk y λk > 0, tenemos que λkd(xl, xk) > 0.

Así que, f(xl) < f(xk) y esto contradice el hecho de que {f(xk)} es estríctamente

decreciente. Por tanto, xk+1 6= xl, para todo k ≥ 0 y para todo l, 0 ≤ l ≤ k. ¥

§3.2. Análisis de Convergencia

En esta sección, vamos a demostrar que la sucesión {xk} generado por el algoritmo

DPM es acotada y, además, que converge a un punto estacionario del problema (P ).

Por último, bajo la condición de ĺım
k→+∞

λk = 0, vamos a mostrar la convergencia con

una solución del problema (P ).

Lema 3.4. Sea {xk} la suseción generada por el algoritmo DPM. Entonces,

(a) 0 < λkd(xk+1, xk) ≤ f(xk)− f(xk+1), para todo k ≥ 0;
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(b) {f(xk)} es una sucesión estrictamente decreciente y convergente;

(c)
∞∑

k=0

λkd(xk+1, xk) < ∞, así, ĺım
k→+∞

λkd(xk+1, xk) = 0.

Demostración:

Parte (a). Dado que xk+1 6= xk y λk > 0, para todo k ≥ 0, de ello se deduce que

λkd(xk+1, xk) > 0 ∀k ≥ 0. Para demostrar la segunda desigualdad, observemos que

xk+1 ∈ Tk+1.

Luego, tenemos que

f(xk+1) + λkd(xk+1, xk) ≤ f(xk) + λkd(xk, xk) = f(xk).

Así,

λkd(xk+1, xk) ≤ f(xk)− f(xk+1).

Parte (b). Es consecuencia directa de la parte (a) y el hecho de que X∗ 6= ∅.

Parte (c). Por la parte (a), se tiene

K∑

k=0

λkd(xk+1, xk) ≤
K∑

k=0

[f(xk)− f(xk+1)]

= f(x0)− f(xK+1)

≤ f(x0)− f(x∗)

< +∞,

donde x∗ ∈ X∗.

Luego,
∞∑

k=0

λkd(xk+1, xk) = ĺım
K→+∞

K∑

k=0

λkd(xk+1, xk) < +∞.

¥

Teorema 3.5. Si f es cuasiconvexa y λk sastiface (3), la sucesión {xk} generada

por el algoritmo DPM es acotada.
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Demostración:

Sea x∗ ∈ X∗ 6= ∅. De ahí, f(x∗) ≤ f(xk+1). Tomando x = xk, y = xk+1 y z = x∗ en

la parte (b) del Lema 2.4, se obtiene

d(xk, x∗)− d(xk+1, x∗) ≥
n∑

i=1

(x∗i − xk+1
i )ϕ′

(
xk+1

i

xk
i

)

=
〈∇1d(xk+1, xk), x∗ − xk+1

〉
(por (3.2))

=
〈−λ−1

k ∇f(xk+1), x∗ − xk+1
〉

(por (3.1))

= λ−1
k

〈∇f(xk+1), xk+1 − x∗
〉
. (3.6)

Puesto que λk > 0, f es cuasiconvexa y f(x∗) ≤ f(xk+1), usando Teorema 2.2, se

tiene:

λ−1
k

〈∇f(xk+1), xk+1 − x∗
〉 ≥ 0. (3.7)

De (3.6) y (3.7), d(xk+1, x∗) ≤ d(xk, x∗). De tal modo, la sucesión {d(xk, x∗)} es

decreciente, es decir,

d(x0, x∗) ≥ d(x1, x∗) ≥ ... ≥ d(xk, x∗) ≥ d(xk+1, x∗) ≥ ....

Por lo tanto,

{xk} ⊂ {x ∈ Rn
++ : d(x, x∗) ≤ d(x0, x∗)}.

Ahora, usando la parte (a) del Lema 2.3, los conjuntos de nivel de d(·, x∗) son aco-

tadas y entonces, {xk} es acotada. ¥

Teorema 3.6. Si f es cuasiconvexa y λk sastiface (3) , la sucesión {xk} generada

por el algoritmo DPM converge a un punto estacionario de (P ).

Demostración:

Sea x̄ ∈ Rn
+ un punto límite de {xk}, el cual existe por el Teorema 3.5. De la parte

(b) del Lema 3.4,f(xk+1) ≤ f(xk), para todo k ∈ N, se procede, por la continuidad

de f , que f(x̄) ≤ f(xk), para todo k ∈ N. Ahora, usando el mismo argumento que

el de la prueba anterior, se tiene que {d(xk, x̄)} es decreciente. Por otro lado, ya

que x̄ es un punto límite de {xk}, existe una subsucesión {xpk} de {xk} tal que

ĺım
k→+∞

xpk = x̄. Por la parte (b) del Lema 2.3, tenemos que ĺım
k→+∞

d(xpk, x̄) = 0. Por
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consiguiente, {d(xk, x̄)} es una sucesión no negativa y decreciente que posee una

subsucesión convergente a 0. Por tanto, toda la sucesión debe converger a 0, es decir,

ĺım
k→+∞

d(xk, x̄) = 0. (3.8)

Ahora bien, sea x̃ otro punto límite de {xk}. Entonces, existe una subsucesión {xqk}
de {xk} de tal manera que ĺım

k→+∞
xqk = x̃. De (3.8), también tenemos ĺım

k→+∞
d(xqk, x̄) = 0.

Tomando yk = xqk,y = x̃ y zk = x̄ en la parte (c) del Lema 2.3, tenemos entonces

que x̄ = x̃. Por lo tanto, la sucesión {xk} tiene un único punto límite, es decir, la

sucesión {xk} converge.

Vamos a mostrar, ahora, que x̄ es un punto estacionario del problema (P ), que es

x̄ ≥ 0, ∇f(x̄) ≥ 0 y x̄i(∇f(x̄))i = 0, i = 1, ..., n. (3.9)

Sea

I(x̄) = {i ∈ {1, ..., n} : x̄i = 0} y J(x̄) = {i ∈ {1, ..., n} : x̄i > 0}.

La primera condición en (3.9) es obvia, ya que ĺım
k→+∞

xk = x̄ y xk > 0. Para mejorar

las demás condiciones de (3.9), vamos a considerar dos casos.

Caso (i): Si i ∈ I(x̄), vamos probar que (∇f(x̄))i ≥ 0.

Sea i ∈ I(x̄). Supongamos que (∇f(x̄))i < 0. Por la diferenciabilidad continua de f ,

tenemos que (∇f(xk+1))i → (∇f(x̄))i < 0. De ese modo, (∇f(xk+1))i < 0 para k

suficientemente grande. De la Proposición 3.1 y la ecuación (3.2), se tiene

(∇f(xk+1))i = −λk(∇1d(xk+1, xk))i = −λkϕ
′
(

xk+1
i

xk
i

)
.

Dado que λk > 0, ϕ′
(

xk+1
i

xk
i

)
> 0 para k suficientemente grande. Ahora, por las

propiedades de ϕ(t) de la sección 2.2, obtenemos que xk+1
i > xk

i para k suficiente-

mente grande. Por otra parte, la sucesión completa {xk
i } converge a x̄i y x̄i = 0. Lo

cual contradice el hecho de que xk+1
i > xk

i > 0 para k suficientemente grande. En

conclusión, (∇f(x̄))i ≥ 0, para todo i ∈ I(x̄).

35 Br. María Luisa Cortéz Mendoza.



3.2. ANÁLISIS DE CONVERGENCIA CAPÍTULO 3. Análisis de Convergencia.

Caso (ii): Si i ∈ J(x̄), probaremos que (∇f(x̄))i = 0.

Sea i ∈ J(x̄). Dado que ĺım
k→+∞

xk
i = x̄i > 0, se tiene ĺım

k→+∞
xk+1

i

xk
i

= 1. Nuevamente, de

las propiedades de ϕ(t) en la sección 2.2, se obtiene ϕ′
(

xk+1
i

xk
i

)
→ ϕ′(1) = 0. Además,

de la Proposición 3.1 y la ecuación (3.2), tenemos que

(∇f(xk+1))i = −λkϕ
′
(

xk+1
i

xk
i

)
.

Por ello, (∇f(xk))i → (∇f(x̄))i = 0, para todo i ∈ J(x̄).

De los casos (i) y (ii), concluimos que:

∇f(x̄) ≥ 0 y x̄i(∇f(x̄))i = 0, i = 1, ..., n.

Por lo tanto, x̄ es un punto estacionario del problema (P ).

¥

Teorema 3.7. Si f es cuasiconvexa y los parámetros λk sastifaciendo (3) y (4), la

sucesión {xk} generada por el algoritmo DPM converge a una solución de (P ).

Demostración:

De (3.3), tenemos que:

xk+1 ∈ arg mı́n{f(x) + λkd(x, xk), x ∈ Rn
+}.

Entonces,

f(xk+1) + λkd(xk+1, xk) ≤ f(x) + λkd(x, xk), ∀x > 0.

Usando que ĺım
k→+∞

λk = 0 por (4), los conjuntos de nivel de d(·, xk) son acotados por

la parte (a) del Lema 2.3 y ĺım
k→+∞

λkd(xk+1, xk) = 0 por la parte (c) del Lema 3.4,

tenemos, tomando k → +∞,

f(x̄) ≤ f(x), ∀x > 0, (3.10)

donde x̄ es tal que ĺım
k→+∞

xk = x̄. Sea x∗ ∈ X∗ 6= ∅ y tomemos una sucesión yk ∈ Rn
++

de tal manera que ĺım
k→+∞

yk = x∗. De (3.10), se obtiene
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f(x̄) ≤ f(yk), ∀k > 0.

Tomando nuevamente k → +∞, tenemos

f(x̄) ≤ f(x∗).

Sin embargo, esto es posible únicamente si x̄ ∈ X∗.

¥
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