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Resumen

En este trabajo se pretende estudiar y desarrollar el método de punto proximal con
p—divergencia dada por ¢(t) = t — logt — 1 para la minimizaciéon de funciones
cuasiconvexas sujetas a restricciones de no negatividad que fueron publicadas en un
articulo por Cunha, Da Cruz Neto y Oliveira en junio del 2006, estableciendo que la
sucesion generada por el algoritmo estéa bien definida en el sentido de que existe y no
es ciclica. Sin ningun tipo de hipotesis de nivel de acotacion de la funcién objetivo,
se obtiene que la sucesion converge a un punto estacionario. También demostraremos
que cuando los parametros de regularizacion van a cero, la sucesiéon converge a una

solucion 6ptima.

ii



Introduccion

Consideremos el problema de optimizacién cuasiconvexa

minimizar f(z)

sujeto a x>0,
donde f : R" — (—o0,+00]| es una funcion cuasiconvexa apropiada (es decir,
domf :={x e R": f(z) < 400} # 0).
La clase interesante de funciones cuasiconvexas (o eventualmente sus subclases como
las clases de funciones estrictamente o fuertemente cuasiconvexas) generaliza fun-
ciones convexas manteniendo algunas de sus propiedades mas importantes. Estas
funciones disfrutan de notables propiedades de estabilidad y tiene un gran dominio
en las aplicaciones de diversos campos de las ciencias y la ingenieria tales como la
teoria economica, teoria de la localizacion, la teoria del control y la teoria de apro-
ximacion.
El algoritmo clasico de punto proximal, para minimizar una funcién convexa f en
R", genera una sucesion {xk} por el esquema iterativo: comenzar con un punto inicial

2% € R™ y resolver
gFl = argzrg]%%{f(x) + Ml — =)%Y, (1)

donde {)\;} es una sucesion de nimeros positivos. Este método fue introducido ori-
ginalmente por Martinet [7] y desarrollado y estudiado por Rockafellar [8, 9|. La
convergencia de la sucesion generada {z*} ha atraido la atencién de muchos autores
para el caso convexo.

Algunos investigadores han considerado la posibilidad de sustituir el término cuadréti-

co usual en (1) por otros tipos de medidas tales como las distancias de Bregman o

il



por p—divergencia.
El algoritmo de punto proximal con ¢—divergencia fue introducido en 1992 por
Teboulle [10]. En ella, el término cuadratico de (1) es sustituido por la distancia

entropic-like

n z;
i=1 v

con ¢ satisfaciendo algunas condiciones, que presentaremos en la seccion 2.2. Por lo
tanto, el algoritmo de punto proximal con p—divergencia para minimizar una funcién

convexa f en el ortante no negativo de R™ viene dado por:

20 >0

2T = arg m;gl{f(x) + My (2, 2F) ), A > 0. (2)

El algoritmo (2) se ha estudiado ampliamente para la programacion convexa, ver
[4, 6, 10, 11| y sus referencias. Es importante senalar que la principal ventaja del
algoritmo (2) en relacion a el algoritmo (1) es que el término d, se utiliza para forzar

a las iteraciones x*

a permanecer en el interior del ortante no negativo de R”", es
decir, el algoritmo (2) va a generar automaticamente una sucesién positiva {z*}.
En este trabajo se aplicara el algoritmo de punto proximal (2) con la p—divergencia
dada por ¢(t) =t — logt — 1 para resolver el problema (P).

Nuestro objetivo principal consiste en estudiar que la sucesién {2*} generada por el
algoritmo esté bien definida y converge a un punto estacionario cuando el parametro

A, satisface

0< X\ <A, (3)

para algun A >0 (lo que se incluye el caso de A\, constante). Asimismo, con el

parametro A\ satisfaciendo la condicién de regularidad

obtenemos entonces la convergencia a una solucion del problema (P).

iv Br. Maria Luisa Cortéz Mendoza.
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Capitulo

Preliminares.

El objetivo de este capitulo es dar una breve presentacion de algunos conceptos y
resultados auxiliares que nos permiten establecer las condiciones bésicas para una

buena comprension del trabajo y lograr un trabajo autocontenido.

§1.1. Convexidad.

Definicion 1.1. Un conjunto S C R" es llamado convexo si

Ve,y € S;VA€[0,1]: e+ (1 — Ny € S.

FIGURA 1.1: § ES UN CONJUNTO CONVEXO PERO C NO ES UN CONJUNTO CON-
VEXO.

Definicion 1.2. Sea f una funcion a valores reales extendidos con dominio S C R™.
El conjunto
epif ={(z,a):2 €S, acR, a>f(x)}

es llamado el epigrafo de f.



1.1. CONVEXIDAD. CAPITULO 1. Preliminares.

FIGURA 1.2: EPIGRAFO.

Definicion 1.3. Sea S C R™ un conjunto convero. Una funcion f : S — R es

convezxa sobre S si

fQz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y),

para todo 0 < X\ < 1 y para cualesquiera x,y € S.

" ® )
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FIGURA 1.3: FUNCION CONVEXA.

Definicion 1.4. Sea S C R™ un conjunto convexo. Una funcion f : S — R es

estrictamente convexa sobre S si

fz+ (1= Ny) <Af(z) + (1 =N f(y),
para todo 0 < X\ < 1 y para cualesquiera x,y € S.

Definicion 1.5. Una funcion convexa f es llamada propia si su epigrafo es no
vacio y no contiene rectas verticales, es decir, si f(x) < 400 para al menos un valor

de x y f(x) > —o0 para todo valor de x. Una funcidn convera que no es propia es

llamada tmpropia.

2 Br. Maria Luisa Cortéz Mendoza.



1.2. REGULARIZACION CAPITULO 1. Preliminares.

FIGURA 1.4: ESTRICTAMENTE CONVEXA

Definicion 1.6. Sea S un conjunto no vacio en R"™ y sea f : S — R. Entonces, se
dice que f es diferenciable en T € intS si existe un vector V f(Z), llamado vector
gradiente, y una funcion o : R" — R tal que

f(@) = f(Z)+ Vf(@)(x—2)+ ||z — Z||a(Z;x — T), para cada x € S,
donde lim a(Z; 2 — ) = 0.

T—T

§1.2. El concepto de regularizacion.

La idea de la regularizacion surge de los problemas mal planteados. Dado el problema
de la forma:
L:X—X
L(f) =0, donde f € X (Espacio de funciones)

y L es el operador (usualmente diferencial o integro diferencial).

Este problema se dice que estda mal planteado, cuando no tiene solucién o tiene més
de una solucién o tiene solucién tnica pero la solucién no depende de manera con-

tinua de algunos parametros del operador L.

La idea es reemplazar L por el operador L + AM, donde A € Ry M : X — X son

tales que el problema
L(f) + AM(f) = (L+AM)(f) = 0

estd bien planteado, para algin A > 0. En tal caso tiene soluciéon tnica f) y es de
esperar que a medida que A — 0, f\ proporcione alguna aproximaciéon al problema

inicial dado.

3 Br. Maria Luisa Cortéz Mendoza.



1.3. ALGORITMO DE PUNTO PROXIMAL PARA OPTIMIZACION EN RN CAPITULO 1. Preliminares.

Este concepto es aplicado a problemas de optimizaciéon. Por ejemplo, si tomamos
X =R"y L =Vfdonde f: R" — R es una funcién convexa, el caso inicial se

convierte en:

V=0
6 equivalentemente:
{ . 1.1
min f(x) (1.1)

Supongamos que f esta acotado inferiormente y tomemos g : R — R estrictamente
convexa y coersiva. Asi el problema inicial dado pudiera no tener solucién o mas de

una solucién pero el problema regularizado:

min f(x) + Ag(z). (1.2)

zeR"™
Tiene solucién tnica para cada A > 0, porque la funcion f + Ag es coersiva (usando
el hecho de que f es acotada inferiormente) lo cual reduce el problema a un conjunto
compacto de modo que se garantiza la existencia de soluciones y también la conve-

xidad estricta implicando la unicidad de la solucion.

Este problema regularizado tiene soluciones tnicas x(A) y en algunas hipdtesis razo-
nables (incluyendo la existencia de soluciones de el problema inicial) se puede probar
que cuando A — 07 | z(\) existe y resuelve (1.1).

El problema de aproximar ésta regularizacion es que aunque es estrictamente convexa
y coersiva, para cualquier A > 0 por pequeno que sea, esta funcién se comporta casi
como la f o en otras palabras, si el sistema Vf(x) = 0 esta mal condicionado,
entonces el sistema (V f + A\g) podria estar mal condicionado cuando A — 0 a pesar

del hecho de que éste tenga una solucién tnica VYA > 0.

61.3. Algoritmo de punto proximal para optimizacién en R".

Definicion 1.7. Una sucesion {y*}rew en R™ es llamada Fejér convergente a un

conjunto U C R™ con respecto a la norma euclidiana si:

Iy = ull < ly* —ull, k=0, Vuel. (13)

4 Br. Maria Luisa Cortéz Mendoza.



1.3. ALGORITMO DE PUNTO PROXIMAL PARA OPTIMIZACION EN RN CAPITULO 1. Preliminares.

Definiciéon 1.8. Una funcion f : R" — R se dice que es coersiva o coersitiva si

lim g(x) = +o0.
||z|| =00

Proposicion 1.1. Si {y/*}ren es Fejér convergente a U # () entonces, {y*}ren esta
acotada. Sty es un punto en la frontera de la sucesion a lo largo de U entonces,

y = lim y*.

k—o0

Demostracion:

Como {y*}rew es Fejér convergente, por la defincion se tiene que:
Iy =l < ly* —ull, ¥k >0,V uel,
Esto implica que:
|y — || < |ly° —ull, V& >0,YueU.

Luego, se tiene que {y*}rew estd contenida en una bola de centro u y radio ||y° —ul|,
asi {yk}kem esta acotada. Para la segunda parte, como y esta en la frontera, entonces
existe una subsucesion {y/*} , e de {y*}rew que converge a y. Por otra parte, como
{y¥}rew es Fejér convergente y como y esta en U entonces {||y* — y||} es decreciente
¥ no negativa, asi se tiene que la sucesion {|ly* — y||} converge a cero. Entonces el
conjunto de subsucesiones convergen a cero. Asi ]}Lr]glo ¥ — y|| = 0 implicando que
Jin =

|
Teorema 1.1. Sea f : R"” — R conveza y continuamente diferenciable. Supongamos

que el conjunto de minimizadores de f en R™ es no vacio. Entonces la sucesion {z*}

generada por:

% € R" (1.4)
" = arg mlan{f(:c) + M|l — 2|]?} (1.5)
reR™

converge a un punto x* € U.

donde A\ son nimeros reales que satisfacen:

0<M <\ Vke. (1.6)

5 Br. Maria Luisa Cortéz Mendoza.



1.3. ALGORITMO DE PUNTO PROXIMAL PARA OPTIMIZACION EN RN CAPITULO 1. Preliminares.

para algin X > 0 y ||.|| es la norma euclidea.

Demostracion:

La demostracion se divide en 4 pasos. En el paso 1 se probara que {z*} esta bien
definida. En segunda instancia veremos que {z*} es Fejér convergente a U. En el
paso 3 se establecerd que el factor klgglo (gr;kJrl — a;k) =0, la cual se usara en el paso
4, donde se probara que el conjunto de puntos de la sucesion {z*} pertenece a U.
De esta manera con los pasos desde el 2 hasta el 4, junto con la proposicion (1.1), se

obtiene la tesis del teorema.
Paso 1 La sucesion {z*} estd bien definida.

Sea fr = f(x)+ M|z —2F||%. Asi f alcanza un minimo, pues esta es acotada inferior-

mente, ademéas que | lﬁ’m fr(x) = co. Luego como f es continua y la minimizacion
Z||—00

en (1.5) reduce el problema a un conjunto compacto, se garantiza asi la solucion y

por lo tanto f tiene un minimo. Por otra parte, como f es convexa y ademas como

Ai||z —2%||? es estrictamente convexa, entonces fj, es estrictamente convexa y de esta

manera se garantiza que el minimo es tinico y que {2*"!} son tnicos, y por tanto, la

sucesion esta bien definida.
Paso 2. Veamos que: ||z¥ —Z||2 < ||2* — 7||2 — ||2* T — 2*||?, VK > 0 y todo 7 € U.
l2% — 2* = [|a* — 2 Ft + 2t — 7|2

— ka . karlHQ + kaJrl _ i.HZ 4 2<xk _ karl,karl . f> (17)

k+

Luego, como z*! resuelve (1.5) se tiene:

0= ka($k+1) — Vf($k+1) + 2)\k($k+1 _ xk)

De donde

2(zMt — b)) = —/\in(xk“). (1.8)
k

Asi, de (1.7) y (1.8), se tiene que:

6 Br. Maria Luisa Cortéz Mendoza.



1.3. ALGORITMO DE PUNTO PROXIMAL PARA OPTIMIZACION EN RN CAPITULO 1. Preliminares.

||fl?k . i,H2 . ||$k+1 _ xk||2 . ka-}—l _ j||2 — 2<$k _ $k+1,xk+1 . f)
1

— _<Vf(l,k+1>’l,k+1 _ i’)

ziﬁ@“%—f@nzo (1.9)

Ya que Z es el minimizador de f. Por tanto, por la ultima desigualdad (1.9), obte-

nemos lo deseado.
Paso 3 Veamos ahora que:

lim ("™ — 2*) = 0. (1.10)

k—o0

Del caso enterior
Iz = 2* < fla® — 2* — [|l2"* — 2
< [l=* — 2%,
Ast, {||2* — Z||} es decreciente, y es acotada pues al ser decreciente
0.< la* — 3ll* < fla* — 3P < - < Ja° —

Por tanto tenemos que converge.

Paracada k>0

k+1 kaZ _

= [la" = Z|]* — [|l="* — 7",

|2

y asi

lfm ka—i—l . l’k||2 — lm (ka . gj"||2 . ||$k+1 . j||2) = 0.
k—+o0 —+00

Luego, lim |z"™ —z|> =0.
k—+o0

Paso 4. {z*} tiene puntos frontera y todos ellos pertenecen a U.
La existencia de los puntos fronteras estan garantizados por el paso 2, siendo mas

explicitos, se puede observar que {z*} es Fejér convergente a un conjunto U y por

la primera parte de la proposicion (1.1) tenemos que {z*} es acotada y asi queda

7 Br. Maria Luisa Cortéz Mendoza.



1.4. FUNCIONES Y DISTANCIAS BREGMAN. CAPITULO 1. Preliminares.

garantizada la existencia de puntos frontera de la sucesion. Sea z un punto clausura

de la sucesion {2*} vy tomemos {2/*} una subsucesion de {2*}, tal que klim e = 7.
—00

Por (1.8):

Vf(aleth) = 2\, (zfF — 2kt (1.11)

Luego, por el caso 3 kh’m gt = klim o/ = Z. Asi, tomando limite en la igualdad
—00 —00
(1.11) cuando k& — oo, usando A\, < X\ y ademéas que [ es continuamente diferencia-

ble, tendriamos V f(z) = 0. Por la convexidad de f, & € U.

De esta forma por los casos 2,4 y la proposicion (1.1) segunda parte, existe z* € U

tal que
¥ = lim 2.
k—o0
|
Definiciéon 1.9. Diremos que & es un subgradiente de f en x si
(y—a) < fly) = f(z), VyeR™ (1.12)

Denotaremos por Of (x) el conjunto de subgradientes de f en x, es decir,

Of(x) = {¢ : £ es un subgradiente de f en x}.

§1.4. Funciones y distancias Bregman.

Definicién 1.10. Sea S un subconjunto abierto y convero de R™ y S su clausura.
Considere una funcion h conveza a valores reales definida en S y sea D, : Sx S — R

dada por:
Dy(z,y) = h(z) — h(y) — Vh(y)'(z — y). (1.13)

h es llamada funcion Bregman, si satisface las siguientes condiciones:

1. h es continuamente diferenciable en S.

2. h es estrictamente convexa y continua en S.

8 Br. Maria Luisa Cortéz Mendoza.



1.4. FUNCIONES Y DISTANCIAS BREGMAN. CAPITULO 1. Preliminares.

3. Para todo 6 € R los conjuntos de niveles parciales T'1(y,0) = {x € S :
Dy(z,y) < 0} y Iy(x,d8) = {y € S : Dp(x,y) < §} son acotados para todo
y €S ytodox e S respectivamente.

4. Si{y*} C S converge a y* entonces Dy(y*,y*) converge a cero.

*

5. Si{xk} € Sy {y*} C S son sucesiones tales que {x*} esta acotada, ka Y=y

Y kh’m Dy (2%, y*) = 0, entonces klfrn zF =y

Donde Dy, es dada como en (1.13) y es llamada distancia de Bregman inducida

por h y ademds a S se le conoce como la zona de h.
Notas

1. Dy(x,y) > 0 para todo z € Sy y € S. Para garantizar tal afirmacion, es
suficiente ver que h es estrictamente convexa y continuamente diferenciable en

S, de esta manera satisface que:

h(z) > h(y) + Vh(y)(z —y), Vz. (1.14)

2. Dp(x,y) =0 siy solo si x=y.

Definicion 1.11. Vamos a introducir dos subclases que serdn usadas mds adelante.

1. Una funcion Bregman es llamada de borde coercitivo, si {y*} C S es tal que

kh’m Vh(y")(x — y*) = —o00 para todo x € S.

2. Una funcion Bregman es llamada de zona coercitiva, si para cada y € R”

existe un x € S tal que Vh(z) = y.
veamos algunos ejemplos de funciones Bregman.

Ejemplo 1.1. S =R", h(z) = 2*Mx, con M € R™" simétrica y definida positiva.
En este caso Dy(x,y) = (x —y)'M(z —y) = ||z — y||%-

En efecto:

9 Br. Maria Luisa Cortéz Mendoza.



1.4. FUNCIONES Y DISTANCIAS BREGMAN. CAPITULO 1. Preliminares.

h es una funcion cuadrética y asi sabemos que es continuamente diferenciable en R" y
ademas, por ser definida positiva la matriz M, nos dice que la funcién es estrictamente
convexa en R"™. Calculemos la distancia Dj,.

Dp(z,y) = h(z) — h(y) — VRh(y)'(z — y), luego por definicion de h:

Dy(z,y) = a'Mz—y'My— (V(y'My))(z —y)
= a'Mz —y'My — (2My)'(z — y)
= o'Ma —y'My — 2y'M*)(x — y)
= a'Mzx —y' Mty — 2y' M'z + 2y My
= a'Mz —2y' Mz + y* My
— gt Mtz — yt Mtz + gt Mty — yt Mtz
(@' =y )M’z +y'M'(y — x)
= (@' =y )Mz + y'M'(y — x)
= (@—y)'M'az—(z—y)'My
= (
= (

8

r—y) Mz —y)
r—y)M(x—vy).

" Dp(z,y) = (v —y)'M(z —y).

Ejemplo 1.2. S =R"_, h(z) = Z log(x;) extendido con continuidad en la frontera
j=1

usando la convencion de que 0log(0) = 0.En este caso , Dy(z,y) = Zn: (xj log (Z ) +y; — ) .
Esta funcion es la llamada Kullback-Leiber. = ’
Ejemplo 1.3. Sea S = R}, h(z) = i(m? —2P), cona >1,0 < < 1. Para
a=2ypf= —se tiene: .

Duly) = e =yl + 3 5o (Vi — Vi)

y para o =1, ﬁ:% se tiene:

n

a0) =3 5 V)

Proposicion 1.2. Si h es una funcion Bregman con zona S, entonces:

(i) Du(z,y) — Dn(z,2) — Dip(2,y) = (VA(y) — Vh(2), 2 — z).

10 Br. Maria Luisa Cortéz Mendoza.
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(it) V.Dy(z,y) = Vh(z) — Vh(y) para todo x,y € S.
(iit) Dy(.,y) es estrictamente convexo para y € S.

Demostracion:

i) Por definicién tenemos:

Dy(x,y) = Dy(2, 2) = Dy(2,y) = h(x) — h(y) = Vh(y)'(x — y) — h(z) + h(z) + Vh(2)'(z - 2)
— h(z) + h(y) + Vh(y)'(z — y)
= —Vh(y)'(z —y) + Vh(2)'(z - 2)) + VA(y)'(z - y)
= —2Vh(y)' + yVh(y)' + 2Vh(z)" — 2Vh(z)" + 2Vh(y)"

— yVh(y)’
= —aVh(y)' + 2Vh(z)" — 2Vh(2)" + 2Vh(y)*
= 2(Vh(2)' = Vh(y)") — 2(Vh(2)' — Vh(y)")

= (Vh(z) = Vh(y))'(z — 2)
= (Vh(y) — Vh(z),z — x).

*. (1) es satisfecha.
para (it) es trivial, basta aplicar gradiente respecto a = a (i).

(17i) Sea y fijo pero arbitrario en S y consideremos la funcion de una variable f(z) =
D(z,y) = h(z) — h(y) — Vh(y)'(z — y) y veamos que para todo z, f es convexa.
Tomemos z,Z € S y la combinaciéon ax + (1 — )z, con a € (0,1).
flaz + (1 —a)z) = h(az + (1 — @)T) — h(y) — Vh(y)(az + (1 — a)T — y)
<ah(z) + (1 = a)h(z) = h(y) — Vh(y)'(az + (1 — a)T —y)
= ah(z) + (1 — )h(Z) + ah(y) — ah(y) — h(y)
— Vh(y)(az+ (1 —a)z — ay + ay —y)
= ah(z) — ah(y) + (1 — a)h(z) — (1 — a)h(y) — VA(y)' (az — ay)
+ Vh(y) (1 — )z — (1 —a)y)
= a(h(z) = h(y) — Vh(y)'(z —y)) + (1 — &) (h(2) — h(y) + VA(y)(z — y)
=af(x)+ (1 —-a)f(7)

@)
)
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. f es estrictamente convexa y asi Dp(.,y) es estrictamente convexa, para todo
y € S.
]

61.5. El método de punto proximal para distancias Bregman.

El problema en interés es:

min f(x) (1.15)

s.a. T &€ 5*‘

Donde S C R" es abierto y convexo, S es la clausura de S y f es una funcién continua

en S. El método de punto proximal con distancias Bregman esta definido como:

2’ € S. (1.16)

" = argmin{f(x) + A\ Dy (x, 2%)} (1.17)
xeS

donde h es una funcién Bregman con zona S y \; satisface:
0< M\ <A, (1.18)

para algin A > 0. Estudiemos ahora la convergencia de dicha sucesién. Asumiremos

que (1.15) tiene solucion y ademas que f es acotada inferiormente.

Teorema 1.2. Si el problema (1.15) tiene solucion y h es de borde coercivo con
respecto a S, entonces la sucesion {x*} generada por (1.16) y (1.17) converge a una

solucion x* del problema (1.15).

Demostracion:

Paso 1. La sucesion esté bien definida y contenida en S.

Sea 3 una cota inferior para f en S y sea fi(z) = f(z) + A\eDi(z,2%). Entonces
fe(x) > B+ M\Dy(x, 2%) y asi por definicion 1.10(3) sigue que el conjunto de niveles
de fi es acotado, luego la minimizaciéon en 1.17 reduce el problema a un conjunto
compacto y asi el minimo esté logrado. Por otro lado, fj es estrictamente convexo,

pues Dy (-, 2%) es estrictamente convexa por proposicién 1.2(iii), asi el minimo es
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tinico y {z*} estara bien definida.

Veamos ahora que la sucesion {z*T1} C S. Es facil ver para (1.17) que {z**'} es el

tinico x € S tal que:

MV h(z®) € O(f + M\eh) (). (1.19)

Se probaré bajo la definicion 1.11(1), 9(f + A\¢h)(z) = 0 lo cual implica, en vista de
(1.19), que {z**} C S. Tomemos x € 0S y supongamos que existe & € I(f+\.h)(z),

ademés z € S y definamos:
Yt = (1 —ep)x + &4z, donde Eh’m ee=0ye¢e # 1. (1.20)
Trabajando (1.20), podemos obtener:

Yy =(1—c)r+epz =y —x=rci(z—2). (1.21)
Luego por la definicién (1.20) tenemos que y* € S, por la convexidad de S y

Iim y* = z. Ademas:

{—o00

e (z — ) = &'y — o) (Por1.21)
< fY") = f(2) + Me(h(y") — h()) (def.1.12)
< fy") = fx) + MVh(y) (v = 2) (di ferenciabilidad h)
< el f(z) = (@) + M=o Vh) (2 = o). (1.22)

Luego de esta ultima desigualdad, agrupando los términos:

&y

el (z —x) < elf(z) = f@) + My gewl(ye)t(z — ')

& alf(z—2) = (f(2) = f(2))) < Mg
"z =) = (f(2) = f(2)) < A

1—65
& (@)~ £E) + 6~ ) < VAW - o)

i

Veamos (1.22). Como f es convexa en S tenemos que:
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FW) = f@) = f((0 =) +ep2) — f(2)
< (I—e)f(z) +euf(z) — fla)
= e(f(2) = f(2)).

y ademas:

=1 —e)z+epz ey =x—cmw+ep2
@ye — T+ xEp = E42
<:>y€ — agye — T+ T =97 — 5@3/6
Sy —2)(1—e) =elz —y)

(= 9).

e —o) =12

Luego, como Elirglo y* =2 € dS, por definicién 1.11(1) implica que la parte derecha
de (1.22) tiende a —oo, cuando ¢ — oo, por definicion; pero la parte izquierda tiene
limite finito y por tanto es una contradiccion . Asi, I(f+M\h) = 0,V € 9S y ademés
{xFH1} € S.

Paso 2. Veamos que Dy (z,2") < Dy (z,2%) — Dy, (2", 2%) para todo k y cada

solucion = de (1.15).

k k+1

Usando la proposicion 1.2(i), con z = Z,y = x", z = "' se tiene que:

Dy(z,2%) — Dy(z, 2" — Dy (21 2%) = (Vh(2F) — Vh(z*TY), 25 — 7). (1.23)
Por (1.17)

0 € ALf + ADy(-, 2] (a" ). (1.24)

Ahora, por (1.23) y proposicion (1.2)(ii):

Me[Vh(zF) = Vh(z*T)] € af (™).

Sea y* = A\,(Vh(z*) — Vh(2"™)). Usando, nuevamente (1.23) y la definiciéon de
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1.5. METODO DE PUNTO PROXIMAL PARA DISTANCIAS BREGMAN. CAPITULO 1. Preliminares.

subgradiente tenemos:

Dy (%, 2%) — Dy(z, 2" — Dy (a1 2%) = (— (AN VA(2F) — VA(2FTh)), 25 — 7)

i

<yk)’ karl . j’>

v

(f@) = f(@)

: (z es minimizador de f en S)

(1.25)

1
1
A
1
A
0

v

. Dp(z,2%) — Dy (7, 28) — Dy (2, 2%) > 0.
Asi,

Dh(j7xk+1) S Dh<j7xk> - Dh(xk+1axk)'

Paso 3. La sucesion {z*)} esta acotada y kh’m 2 = & implica que lim 2+ = 7.

—00 k—oo
Por el paso 2 {Dy(Z,2%)}, es decreciente y la no negatividad de Dy(x,y) nos dice
que la sucesion {Dy (7, 2%)} es convergente. Por la conclusiéon del paso 2, aplicando

limite, tenemos:

lim Dy,(z"*!, 2%) = 0. (1.26)

k—o0
Por otro lado, como {D,(Z,2*)} es decreciente, obtenemos asi que la sucesion es
acotada pues Dy, (Z, z%) < Dy(z,2°).
.. Por definicién 1.10(3) {2*} esta acotada. Ahora si consideramos, lim z/* = 7,

k—o0

donde {x/¥} es una subsucesion de z*, por definicion 1.10(5) se puede concluir que:

lim af**!

= (i’)
k—o0

por (1.23) y el hecho de que sucesion z/+ 1 es también una subsucesion de z*(acotada).
Paso 4. Todos los puntos frontera de {z*} son solucién de (1.15).

Tomemos un punto Z solucion de (1.15). Sea Z un punto frontera de {x*} y {z/++1}

una subsucesion de {2}, tal que lim z/* = #. La existencia de # sigue del paso 3.
k—o0
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0= () - (@)
< () - (@)
k
< Dy(z,27%) — Dy (7, 275 — Dy (a5 2fk) — 00 (Porl.25)  (1.27)

por la convergencia de Dy (Z,2*) y definicion 1.10(5). Por (1.27) tomando limite
cuando k — oo, f(#) = f(z). Luego, como S es cerrado y {zF} C S se tiene que &

resuelve (1.15).

Para terminar la prueba necesitamos el teorema de la convergencia fejér para distan-
cias Bregman, lo cual es cierto, pero se procederé de manera directa. Sea & un punto
clausura de {z*} y consideramos una subsucesion {z/+} de {2*} tal que Jim e =3,
—00
Por la definicion 1.10(4) 1}1_{20 Dy (2%, 2) = 0. Pero por el paso 4, & resuelve el proble-
ma (1.15)y por el paso 2 {Dy,(Z,2")} es una sucesiéon no negativa y decreciente con
una subsucesion convergiendo a cero. De aca sigue que la sucesion converge a cero y
k

por definicion 1.10(4) se tiene lim z" = 7.

k—o0
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Capitulo

p—divergencia.

La mayoria de los conceptos y resultados expuestos aca serdn usados en el anélisis
de convergencia del algoritmo, por tal razén hemos considerado que este capitulo es
de suma importancia para este trabajo, por ejemplo, presentaremos la definiciones
de funciones cuasiconvexas y p—divergencia, ademés de algunas de sus propiedades
bésicas, las cuales son utilizadas en el contexto de la optimizacion. Esta clase de
medida fue presentado por Csiszéar [3] en 1967 como una medida de informacion
generalizada. En el contexto de los métodos de punto proximal, la p—divergencia fue
estudiada inicialmente por Teboulle [11] en 1992, donde varias de sus propiedades

son presentadas.

§2.1. Funciones cuasiconvexas.

Definicion 2.1. Sea f : R" — R. Entonces, f es llamada cuasiconvezxa, si para

todo x,y € domf y X € (0,1) se cumple que:

fQz + (1= N)y) <maz{f(z), f(y)}.

Definicion 2.2. sea f : R" — R. Entonces, f es llamada estrictamente cuasi-

convezxa, si para todo x,y € domf con f(x) # f(y) se cumple que:
fz+ (1= Ay) <maz{f(z), f(y)} VA € (0,1).

17



2.1. FUNCIONES CUASICONVEXAS. CAPITULO 2. p—divergencia.

FIGURA 2.1: FUNCION CUASICONVEXA.

FIGURA 2.2: FUNCION ESTRICTAMENTE CUASICONVEXA.

Definicion 2.3. Sea f: R® — R. Entonces, f es llamada fuertemente cuasicon-

vexa si para todo x,y € domf con x #y, entonces:

fO+ (1= Ny) <maz{f(x), f(y)} VA € (0,1).

v

FIGURA 2.3: FUERTEMENTE CUASICONVEXA PERO NO CONVEXA.

Teorema 2.1. Una funcion f: R" — R es cuasiconveza si y solo si el conjunto de

niwel S, == {x € domf|f(z) < a} es convexo Va € R.
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Demostraciéon:

Supongamos que f es cuasiconvexa. Sea a € R cualquiera y sean x1,zs € S, asi
que f(z1) <ay f(ry) < a.Sea X € (0,1) y sea x = A\x; + (1 — \)xo. Luego por la
cuasiconvexidad de f, f(z) < max{f(z1), f(z2)} < a. Asi, x € S, y S, es convexo.
Reciprocamente, supongamos que S, es convexo para cada o € R. Sean x1,1z5 €
dom(f) y A € (0,1). Haciendo o« = méx{f(z1), f(x2)} tenemos que z1,29 € S, y

por la convexidad de S, se tiene que Az; + (1 — A)zy € S,, es decir

fOz+ (1= Naxg) < a=max{f(x1), f(z2)}.

Por lo tanto f es cuasiconvexa.

Teorema 2.2. Sea f: R" — R una funcion diferenciable. Entonces, f es cuasicon-

veza si y solo si (Vf(y),y —x) >0 siempre que f(z) < f(y), Vo,y € R™.

Demostraciéon:
Sea f una funciéon cuasiconvexa y sea x,y € R™ tal que f(z) < f(y). Por la diferen-

ciabilidad de f en y, y para A € (0,1) se tiene que:

f@) =f)+Viw)' @ -y + |z -ylaly;z —y) VzeR"

donde a(y;z — y) — 0 cuando T — y

Tomando Z =y — A(y — x)

=fly—My—2)=f) +VIiW'((y—=ANy—2) —y) + Iy = My —2)) —yll + aly; (y = My — z),
Sfly—My+ )= fy) + Vi)' (y— y+Ar—y) +ly — Ay + v —yl| +aly;y — Ay + Az — y)
=fAz+ (1= Ny) = fy) + VI ) ANz —y) + Mz — yllaly; Az —y)).

esto implica
fOz+ (1 =Ny) = fly) = AVf(y)' (@ —y) + Az —yllaly: Az —y)).  (2.1)

Por la cuasiconvexidad de f, tenemos que:
Para todo z,y € R y A € (0,1).
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fOz+ (1= Ny) <maz{f(z), f(y)}
= f(y).

De aca,

fOz+ (1 =Ny) = fly) <0 (2.2)

De (3.1) y (3.7), obtenemos:
AV ) (x —y) + Mz = ylla(y; Mz - y)) <0.
Dividiendo entre ), con A € (0,1)
Vi)' (@ —y) + [z = ylla(y; Mz —y)) <0. (2.3)

Aplicando limite cuando A — 0, se tiene:

Vf(y)'(z —y) <0, puesto que lim a(y; A(z —y)) = 0

= Vi(y)(y—x)>0.

Ast, (Vf(y),y —x) > 0.

Supongamos que para todo x,y € R" se tiene que f(x) < f(y) implica que (V f(z),y — z) >
0. Queremos probar que f es cuasiconvexa. Sean z,y € R cualesquiera.

Sea L ={z:7=Xx+(1—\)y, paraalgain A\ € (0,1) y f(z) > f(y)}. Probemos que

L es vacio, usando reduccion al absurdo.

Tomemos = € L.

Por tanto, & = Az + (1 — M)y para algin A € (0,1) y f(Z) > f(y). Como f es
diferenciable, entonces f es continua. Sea v = ||Z — y||. Entonces, existe € € (0,~) tal

que f(z) > f(y), para todo z € B.().

Afirmacion 1. z. = (1 — £)Z + Ty € 0B.(%).
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En efecto,
€\ . € . €_ €
$e=(1——>x+—y:x5:x—— + —y
Y Y Y
€ ~
=2 =T+ —(y—1)
g
= i’—f(y—:i)
‘ gl
€ ~
= ||ze =2l = || = (y — )
~ € ~
= ||lze — 2| = —[ly — Z|
. €
= |Jze — 2] = =~
= ||z — Z|| = e

Supongamos que f(x.) > f(&), para todo € € (0,7).
Luego,
lim f(ze) 2 f(7) = fy) 2 /(7), ya que lim f(zc) = f(y)-

€E—7y

Lo cual contradice que f(Z) > f(y). Asi, existe € € (0,7) tal que f(z) > f(y), para
todo x € B(%) y f(z.) < f(T).

Por otro lado, haciendo 6 =1 — %

flxe) = f(02 + (1 = d)y) < f(Z). (2.4)
Ahora , probemos que Yu € (0,1], 2, = pz + (1 — p)y € B(7).
sy —T=pr+(l—ply—i=x,—T= -1+ (1 —-py
=2, =7 =(1=p)(y—17)
= [lzy — 2 = [[(1 = w)(y — D)l
= oy — 2l = (1= plly — 2|
=z, =2 = -py <=0 ((<p<l)
s €
= [lzy — 2] < ot
= o — 3l <
Por lo tanto, Vu € (6,1], z, € B.(Z). Asi, que

f(x,) > f(y), para todo p € (6,1]. (2.5)
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Por la inecuacion (2.4) y el teorema de valor medio, se tiene:

0 < £(7) — (67 + (1 - 0)y) = (1 — §)VF(2)'(@ — ), (2.6)

donde & = iz + (1 — 1) para algin i € (9, 1].
De (2.5), tenemos que f(z) > f(y).
Dividiendo (2.6) por 1—4§ > 0, se deduce que V f(2)"(Z—y) > 0, que a su vez implica

que:

= VF(@)(x—y)>0. (2.7)

Por otra parte, f(z) > f(y) > f(z).

Veamos que Z es una combinacion convexa de x y y. En efecto,

T=pr+(1—py==2=pr+ 1=y + (1 -y
=& =Mz —y) +y)+y— iy
=& =Nz —y)+ iy +y— iy
= T =\t — A \y +y
= &= padr+(1— Ny
= &= x4 (1— Ny, (haciendo X = fix € (0,1)).

Por hipétesis y dado que f(&) > f(z), se tiene que Vf(Z)'(z —2) < 0y de esta
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manera se obtiene:

= 02> (1 -V f(@)(z—y)
=0>(1=AVf@) ' (z—y), A=pre(0,1)
= 0> V(@) (z—y). (2.8)

Pero la inecuacion anterior contradice a (2.7).
Asi L es vacio.
Por lo tanto, f(Az + (1 = A)y) < f(y) = maz{f(z), f(y)}, Yo,y € R".

Por consiguiente, f es cuasiconvexa.

§2.2. p—divergencia

Sea ¢ : R, — R una funcién propia, convexa y cerrada que sastifacen las siguientes

condiciones:

(®1) ¢ es dos veces continuamente diferenciable en int(domey) = (0, 4+00).
(d2) ¢ es estrictamente convexa en este dominio.

(®3) p(1)=¢'(1) =0y ¢"(1) > 0.

(®4) lim (1) = —oo.

Esta clase de funciones son de mucha utilidad en la definicién de las p—divergencias.

Definicion 2.4. En el resto de este trabajo se denotard por ® la clase de funciones

que satisfaga (®1) — (P4). Definamos ahora dos subclases de P.

O ={ped:(t) <¢"(1)In(t), Vt>0} (2.9)
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By = {go €D (1) (1 - %) < Q) < () In(t), Vi > o} | (2.10)

Observacion 2.1. Como sabemos que In(t) < t — 1 para todo t > 0 y como por

definicion (2.4) ¢"(1) > 0, ast se tiene que $o C &1 C P.

Definicion 2.5. Si ¢ € @, entonces d, : R, x R} = R definida por:

dy(z,y) = iw <x—) , (2.11)

i=1 Yi
es llamado ¢ — divergencia.

Ejemplos 2.1. Consideremos las siguientes funciones:
o1(t) =tn(t) —t+1, domp = [0,+00).
wa(t) = —In(t) +t —1, domp = (0,+00].

1
Veamos que cada ¢;,i = {1,2} estan en ®,, pues ¢ (t) = In(t) y asi, como ¢/ (t) = n

entonces ¢//(1) = 1, por tanto se tiene que:
1
(1—-) <¢" <¢"(1)In(t) = In(t), Vt > 0, asi se tiene que ¢; € $3. De manera

t
1 1
analoga podemos ver que @h(t) = 7 +1=1- S con lo cual sabiendo que ¢45(1) =1

se tiene
1 1 o .
1-— ;= 1— n < In(t) y de esta manera ¢y € ®5. Més atin por la observacion (2.1)

se tiene que 1, o € Py.

La funcién ¢; juega un papel importante en el anélisis de convergencia que sera
estudiado en seccion 3.2. Esta funcion ¢, genera una cuasidistancia llamada también

kullback — Letbler o distancia entropica y es dada por:

H(z,y) =dy(z,y) = ijln (y—j) +y; — ;. (2.12)
=1 !

Donde el dominio puede ser extendido continuamente a R’ x R ., usando como

convencion que 01n(0) = 0.
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2.2. ¢—DIVERGENCIA CAPITULO 2. p—divergencia.

Observacion 2.2. Nuestra atencion estard centrada en:

o(t) == pa(t) =t —logt — 1. (2.13)

En este caso,

do(z,y) = d(z,y) = i (yiln <i—) +oay— yz) , (2.14)

i=1 g

Donde el dominio puede ser extendido continuamente a R, x R, usando como

convencion que 01n(0) = 0. En otras palabras, d admite a cero en su sequndo argu-

mento.
Proposicion 2.1. Sea ¢ € @, entonces
(a) o(t) >0y p(t)=0siysdlosit=1;
(b) o(t) es decreciente en (0,1) y creciente en (1,400);

(c) lim p(t) = +oo;

t——+00

(d) Sip(t):=pa(t) =t —logt—1, entonces lim ¢(t) = +o0.

t—0t+

Demostracion:

Sea ¢ € ® cualquiera. Por (®3) se tiene que ¢(1) = 0 es un minimo local de ¢ y
junto con (P2) tenemos que (1) es un minimo global de ¢, asi que (a) y (b) se
cumplen pues dom(yp) = (0,400]. Por (b) y por ($2) se obtiene (c¢), la parte (d) es
directa. |

Lema 2.3. Sea d definida como en (2.14). Entonces se tienen los siguientes resul-

tados:
(a) El conjunto de nivel de d(-,y) es acotado para todo y € R ;

(b) Si{y*} C R, converge ay € R", entonces lim d(y",y) = 0;

k—+4o00

(c) Si{z*} Cc R% {y*} C R, son sucesiones tales que {z*} esta acotada, kh’rf Yyt =y,

y ademds lim d(y*, 2*) =0, entonces lim 2% =y.

k—+o0 k——+o0
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2.2. ¢—DIVERGENCIA CAPITULO 2. p—divergencia.

Demostracion:

Parte (a). Tomemos:

Fl(y76) = {ZL‘ S Ri : d([L’,y) S 5}

— {xERﬁ:Z(yiln <%) +Ii_yz‘) §5}-
i=1 ‘

Supongamos que ['; no es acotado.

Luego, existe {z,} C R} tendiendo a 400, tal que:

yIn (i) +x, —y <9, Vn.
x

n

T (iln<i> —|—1> —y <9
T, T,

pero z, (ﬁ In (%) + 1) —y — 400 cuando n — 4o0.

Lo que implica que,

Lo que contradice (2.16)

asi, I'y es acotado para todo y € R}

Parte (b). Usando la hipotesis y la definicion de d se tiene:

. o e N (o (Y k.
Jim dy.y*) = lim > (W” (y> I y@)

i=1 i

= Z lim (yiln (y_;> + oy — yi) .
k—+o00 Y;

n
i=1

Si y; = 0, entonces

yiIn (y—k) +yl —yi =0I(0) +yf =y

y asi
lim {yl- In (%) + yf — yi:| =y;=0.

k—+o00 i

Si y; # 0, entonces

yiln (%) +yi —yi = yiln(l) +yi —yi =40+ 0=0.

1

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)
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2.2. ¢—DIVERGENCIA CAPITULO 2. p—divergencia.

Por lo tanto, k;lirf d(y,y") = 0.

Parte (c). Sea {2*} C R" acotado. Podemos escoger una subsucesion de {z*} con-
vergente, digamos {z%} con {2} — 2.
Sea i € {1,...,n} cualquiera.

Si y¥ — y; = 0, debemos probar que zzk 0. Supongamos que zf 7 %0, es decir,

kj
/ . Z. . .
m 29I |2 | +¢¥ -2 ) = —0
oo ) kj 1 [
Yi

‘ ki . )
lo cual contradice que ka d(yk, zk) = lim (zfj In (%) + yf] - zfj> = 0.
k——4o00 Y

Asi que

—+00 k—+o00 A
(2
kj . .
Por lo tanto z;” — 0 o bien 2; = 0 si y; = 0.

Si y¥ — y; > 0, entonces

. ij . . Z.
0= lim zfjln - +yf]—zf] =z 1In (i)+yi—2i.
jtos yb vi

kj

Como zfj In <;Zj> + yfj — zfj — 0 entonces z; In <ﬁ> +y; — 2 =0.

Yi
Luego,

Por lo tanto, toda subsucesién convergente de {z*} converge a y. (*)
Supongamos que {z*} no es convergente.
Como {z"} C R" es acotada, entonces existen dos subsuceciones convergentes a dos
puntos distintos. Lo cual contradice (). Por consiguiente, {z*} es convergente.
Asi, por () {z*} converge a .
|
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2.2. ¢—DIVERGENCIA CAPITULO 2. p—divergencia.

Lema 2.4. Para todo x,y € R, y 2 € RY, se tiene que:

n

(a) Sip € g, entonces H(z,x) — H(z,y) > (¢ (1)) (zi —ui)p (%)7 donde

1

(2

H estd dada por (2.12).

3

(b) Si(t)=t—In(t) — 1, entonces d(z,2) —d(y,2) > > (zi —v:)¢ (g—), donde

=1

d estd dada por (2.14).

Demostracion:

Parte (a)

e )= )= 3 s (2) 00 2] =35 [ (2) 0]

=1 1=
n

:Zzzlog< )+sz Zzz Zzzlog(> Zyﬁ—Zzz

=1

_ iz (log (;—> — log (;—» + i(m — ;)

n

:Zzﬂog( ) > (=)

=1

Parte (b). Sea ¢(t) =t — logt — 1. Entonces, ¢ (1) = 1.

d(z, ) — d(y, 2) = Xn: [z log (x) +oa— } - zn: {z log (;—) +yp— z]

1=1
7
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Capitulo 3

Analisis de Convergencia.

§3.1. Un algoritmo punto proximal con y—divergencia.

En esta seccion analizaremos el algoritmo punto proximal con ¢ — divergencia e
introduciremos las hipotesis bésica y determinaremos que el algoritmo esta bien
definido, el cual abreviaremos por DPM.

Algoritmo DPM:

Inicializacién: Sea 2° € R", 2° > 0 y un criterio de parada

k=0

mientras el criterio de parada no se cumpla

Si Vf(2*) =0 — parar

Tit1 = {z € R? : z = argmin{ f(z) + \ed(z,2"),z € R" }}

tomar ¥ € T)

k=k+1

fin (fin del mientras)

fin Algoritmo DPM

donde d(z,y) esta dado por (2.14).

Recordemos que:

& Z; . Yi
d(z,y) = v (y_) = |:yz In (a:_) + (2 — yi):| : (3.1)
i=1 v i=1 v
Asi que,

X

(Vad(z,y))i = ¢ (-) =-Z (3.2)

Yi Z;
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3.1. ALGORITMO PUNTO PROXIMAL CON ¢—DIVERGENCIA CAPITULO 3. Analisis de Convergencia.

donde V; representa la derivada respecto a la primera variable.

Vamos a considerar dos hipotesis basicas sobre f que son necesarias para probar los
siguientes resultados:
Suposicién 1: f es continuamente diferenciable, es decir, f € C*;

Suposicién 2: (P) tiene un conjunto solucién no vacio X,.
Tal como se indica en el algoritmo, denotaremos:

Tis1 ={z € R} : z = argmin fy(z),z € R} } para todo k > 0, (3.3)
donde fi.(z) := f(z) + \xd(z, 2*). Haremos Ty = {2°}.
Se establece asi la buena definicion del algoritmo de DPM a través de dos resultados.
En la primera, se garantiza la existencia de z* en cada iteracion z* y, ademaés, que
z¥ > 0 para cada k € IN, es decir, tenemos un algoritmo de punto interior. El segundo
resultado demuestra que dos cualesquiera iterados son distintos, es decir, z*1 # 22

siempre que ki # ko. Por lo tanto, el algoritmo DPM tiene la propiedad no ciclica.

Teorema 3.1. Para todo k > —1, Ty11 (R, # 0. Equivalentemente, existe 2 €
Thy1 con 21 >0, para todo k > —1.

Demostracion:
Procedemos por induccién. Sabemos que 2° € Ty y 2° > 0. Probemos que z* > 0
implica que existe 2! € T, con zF*! > 0.
Sea z* € X, # (). Entonces

fe(z) = f(z) + M\ed(z, 2%) > f(2*) + Md(z,2%) > f(z¥), VreRL,,
debido a que d(z,2*) >0y A\ > 0.

Asi, fj esta acotada inferiormente por f(x*).

Puesto que ¥ > 0 y usando las partes (c) y (d) de la proposicién (2.1), se tiene que:

I.
zFp (—;) — 400 cuando zF — 0 ¥ — 4o0.
€T:
(2

De ese modo,

Md(z, 2F) = N Zx ® (—;) — 400 cuando x — JOR] . (3.4)
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3.1. ALGORITMO PUNTO PROXIMAL CON ¢—DIVERGENCIA CAPITULO 3. Analisis de Convergencia.

Dado que A\ > 0 y debido a la positividad de ¥ y ¢, cada una de las partes de la
suma es no negativa. Ahora, dado que X, # 0, f es acotado inferiormente y (3.4) se

cumple, entonces:

fu(@) = f(z) + Md(z,2") — 400  cuando = — IRT,,

Puesto que f es continua, acotada inferiormente y sastiface que fi(z) — 400 cuando
n . . A
r — ORY_, esto garantiza que f alcanza su minimo en un punto £ > 0. Por

consiguiente, existe z*t1 € T}, con z**1 > 0, para todo k > —1. [
Observacion 3.1. Ti1 (OR%, =0, para todo k > —1.

Proposicion 3.1. Si z € Ty, entonces Vf(z) = —\Vid(z,2%), para todo k > 0.
En particular, la sucesion {z*} generado por el algoritmo DPM sastiface V f (z*+1) =

— A\ Vid(2* 2%), para todo k > 0.

Demostracion:
Sea k > 0. Las condiciones de optimalidad necesarias para minimizar fy(z) = f(z)+

Aed(z, 2%) bajo x > 0 se expresan como:

Si z € Ty, entonces, por Teorema 3.1, z es una soluciéon 6ptima para fr y z > 0.
Asi, se tiene V fi(z) = 0. Es decir, V f(z) + \.V1d(z, 2%) = 0. Por lo tanto, Vf(z2) =
—A\eV1d(z, 2%). En particular, hemos tomado en el algoritmo z*** € T}, por lo que
se tiene que V f(zF*1) = =\, V d(a*+E oF). |

Lema 3.2. T}, (Tx = 0, para todo k > 0. De manera equivalente, la susecion {x"*}
generado por el algoritmo DPM sastiface x*T' # z*, para todo k > 0, es decir, dos

iteraciones consecutivas son distintas.

Demostracion:
Sea k > 0. Supongamos que V f(z*) # 0, es decir, el algoritmo contintia. Tomemos

k+1

2**1 € Ty, y supongamos que ¢! = 2. Entonces, por Proposicion 3.1, se tiene

V(@) = —AVd(@ 2k) = — A\ Vad(zF, 2) = 0.

De ahi, Vf(2*) = V f(2**!) = 0. Pero esto contradice la hipétesis de que V f(z*) #
0.
Por lo tanto, z¥*! # 2, para todo k > 0. |
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3.2. ANALISIS DE CONVERGENCIA CAPITULO 3. Anilisis de Convergencia.

Teorema 3.3. Ty 1 (1), = 0, para todo k > 0 y para todo 1, 0 < I < k, es decir,
FtL £ 2l para todo k > 0 y para todo 1, 0 < 1 < k, es decir, la sucesion {x*}

generada por el algoritmo DPM no es un ciclo.

Demostracion:

El caso [ = k > 0 corresponde al Lema 3.2. Entonces, hacemos k > 1y [ < k.

Puesto que
! = argmin fi(x) = argmin{ f(z) + And(z, 2¥)},
se tiene,
f(a:kﬂ) —|—)\kd($k+1,xk) < f(a:k) —l—)\kd(ajk,xk) - f(xk?) (3.5)

Por otro lado, usando el Lema 3.2, d(z**!, z*) > 0, para todo k& > 0. Asi, (3.5) nos

proporciona

fa™) < fah).

Por consiguiente, la sucesion { f(z%)} es estrictamente decreciente, es decir,

f@%) > f(zh) > o> f(2®) > fa"T) >

M1 — 2! para algin k > 1 y [ < k. Esto implica que f(z') +

Supongamos que x
Med (2!, 2%) < f(2%). Dado que, 2! = 2¥*1 £ 2% y Ay > 0, tenemos que \pd(z!, 2%) > 0.
Asf que, f(x') < f(z) y esto contradice el hecho de que {f(z")} es estrictamente

decreciente. Por tanto, ! #£ 2!, para todo k > 0 y para todo [, 0 <1 < k. |

63.2. Analisis de Convergencia

En esta seccién, vamos a demostrar que la sucesion {2*} generado por el algoritmo
DPM es acotada y, ademés, que converge a un punto estacionario del problema (P).
Por dltimo, bajo la condicién de lim A, = 0, vamos a mostrar la convergencia con

k—+o00
una solucion del problema (P).

Lema 3.4. Sea {x*} la susecion generada por el algoritmo DPM. Entonces,

(a) 0 < \pd(z"T1 2F) < f(a®) — f(2*Y), para todo k > 0;
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3.2. ANALISIS DE CONVERGENCIA CAPITULO 3. Anilisis de Convergencia.

(b) {f(z")} es una sucesion estrictamente decreciente y convergente;

(c) Z)\kd(ﬂckﬂ,xk) < 00, ast, lim Md(z* 2%) = 0.
k=0

k——4o00

Demostracion:

Parte (a). Dado que zF*t1 # 2 y Ay > 0, para todo k > 0, de ello se deduce que
Aed(2FH 2%) > 0 Vk > 0. Para demostrar la segunda desigualdad, observemos que
ot e Ty

Luego, tenemos que
FEY) 4+ Npd(2M 2%) < F(a) + Md (", 2b) = f(2b).

Asi,
)\kd(l‘k+1,l‘k) < f(.Tk) _ f(l‘k+1).

Parte (b). Es consecuencia directa de la parte (a) y el hecho de que X, # ().

Parte (c). Por la parte (a), se tiene

K K
> Ned(@ ) < 3 [f(aR) = fat)
k=0 k=0
= f(a%) = f(="*)
< f(a”) = f(z%)
< +00,
donde 2* € X,.
Luego,
[e%S) K
D hd(z* k) = Jim Aed (2% 2F) < oo
k=0 =

Teorema 3.5. Si f es cuasiconveza y N\, sastiface (3), la sucesion {x*} generada

por el algoritmo DPM es acotada.
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Demostracion:
Sea x* € X, # 0. De ahi, f(2*) < f(z*1). Tomando z = 2%, y = 2F*1 y 2 = 2" en

la parte (b) del Lema 2.4, se obtiene

d($k ZE*) . d([Ek+1 [E*) > zn:($* . SB’-H—l)(p/ ($§+1)
5 ) - 7 7 .I‘k
=1 ?

= (Vid(2", %), 2" — 2™T) (por (3.2))
= (=A\'V (@), 2 =M (por (3.1))
=N (VFE), M —a) (3.6)

Puesto que \; > 0, f es cuasiconvexa y f(z*) < f(z*'!), usando Teorema 2.2, se

tiene:

AV f(M), 2F T — ) > 0. (3.7)

De (3.6) y (3.7), d(z*!,2*) < d(2*,z*). De tal modo, la sucesion {d(z*,z*)} es

decreciente, es decir,
d(z°, ") > d(z', x*) > ... > d(2F, %) > d(z* ) >

Por lo tanto,

{a"} c {z e R, :d(z,2*) < d(2",2")}.

Ahora, usando la parte (a) del Lema 2.3, los conjuntos de nivel de d(-, z*) son aco-

tadas y entonces, {*} es acotada. |

Teorema 3.6. Si f es cuasiconvera y N\ sastiface (3) , la sucesion {x*} generada

por el algoritmo DPM converge a un punto estacionario de (P).

Demostracion:

Sea T € R” un punto limite de {2*}, el cual existe por el Teorema 3.5. De la parte
(b) del Lema 3.4,f(z**!) < f(2%), para todo k € IN, se procede, por la continuidad
de f, que f(z) < f(z%), para todo k € IN. Ahora, usando el mismo argumento que
el de la prueba anterior, se tiene que {d(z*,Z)} es decreciente. Por otro lado, ya
que T es un punto limite de {z*}, existe una subsucesion {zP*} de {z*} tal que

lim 2P = Z. Por la parte (b) del Lema 2.3, tenemos que lim d(z"*, %) = 0. Por
k—4o00 k—4o00
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consiguiente, {d(z*,7)} es una sucesién no negativa y decreciente que posee una

subsucesion convergente a (. Por tanto, toda la sucesiéon debe converger a 0, es decir,

lim d(z*,z) = 0. (3.8)

k—+o00

Ahora bien, sea Z otro punto limite de {z*}. Entonces, existe una subsucesion {x%}
de {z*} de tal manera que l_1>15rnOo 2% = 7. De (3.8), también tenemos kl_l}gloo d(z% %) = 0.
Tomando y* = 2%y = 7 y 2 = T en la parte (c) del Lema 2.3, tenemos entonces
que T = Z. Por lo tanto, la sucesién {2*} tiene un tnico punto limite, es decir, la
sucesion {x*} converge.

Vamos a mostrar, ahora, que Z es un punto estacionario del problema (P), que es

>0, Vfz)>0 y z(Vf(®);=0 1i=1,..n. (3.9)

Sea
Iz)={ie{l,.,n}:2;,=0} vy J@) ={ie{l,..,n}:z; >0}

La primera condicién en (3.9) es obvia, ya que lim z* =z y 2* > 0. Para mejorar
k——+o0

las demas condiciones de (3.9), vamos a considerar dos casos.

Caso (i): Sii € I(x), vamos probar que (V f(Z)); > 0.
Sea i € I(Z). Supongamos que (V f(z)); < 0. Por la diferenciabilidad continua de f,
tenemos que (Vf(z*™)); — (Vf(z)); < 0. De ese modo, (Vf(z"*)); < 0 para k

suficientemente grande. De la Proposicion 3.1 y la ecuacion (3.2), se tiene

(Vf(xk+1))z _ _)\k(vld(xk—i-l’xk))i = _)\kSO/ (I};zl) .

%

B

Dado que Ay > 0, ¢ (%k

x

) > (0 para k suficientemente grande. Ahora, por las
k+1

propiedades de ¢(t) de la seccién 2.2, obtenemos que xi™' > 2% para k suficiente-

mente grande. Por otra parte, la sucesién completa {z¥} converge a z; y z; = 0. Lo
k+1
i

conclusion, (V f(z)); > 0, para todo i € I(Z).

cual contradice el hecho de que x > z¥ > 0 para k suficientemente grande. En
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Caso (ii): Sii € J(z), probaremos que (Vf(z)); = 0.
ket

Sea i € J(Z). Dado que lim zF = ; > 0, se tiene lim = 1. Nuevamente, de
k=00 k—+oco I
k+1

las propiedades de ¢(t) en la seccion 2.2, se obtiene ¢’ ( ¥ ) — ¢'(1) = 0. Ademas,

k

de la Proposicion 3.1 y la ecuacion (3.2), tenemos que

= -n ().

%

Por ello, (Vf(z%)); — (Vf(Z)); = 0, para todo i € J(Z).
De los casos (i) y (it), concluimos que:

Viz)>0 vy z(Vf(z));=0, i=1,..,n

Por lo tanto, Z es un punto estacionario del problema (P).
|

Teorema 3.7. Si [ es cuasiconveza y los parametros Ay, sastifaciendo (3) y (4), la

sucesion {x*} generada por el algoritmo DPM converge a una solucion de (P).

Demostracion:

De (3.3), tenemos que:

1 ¢ argmin{ f(x) + M\d(z, 2%), z € R" }.

Entonces,

FE) + Apd (2 2P < () + Med(2,2%), Vo > 0.

Usando que kh’m A\t = 0 por (4), los conjuntos de nivel de d(-, z¥) son acotados por
——400

la parte (a) del Lema 2.3 y lim A\ed(2"*', 2%) = 0 por la parte (c) del Lema 3.4,

k—+oco
tenemos, tomando k£ — 400,

f(@) < flx), Va>0, (3.10)

k

donde Z es tal que lim 2" = z. Sea 2* € X, # () y tomemos una sucesion y* € R |

k—-+o0

de tal manera que khm y* = 2*. De (3.10), se obtiene
— 400
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f(@) < fy*), Vk>o.

Tomando nuevamente £ — +00, tenemos

f(x) < f(a").

Sin embargo, esto es posible tnicamente si & € X,.
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