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“UNA CASIDISTANCIA HOMOGENEA DE SEGUNDO
ORDEN PARA PROGRAMACION CUASI-CONVEXA”

RESUMEN

El algoritmo de punto proximal para minimizar una funcién convexa f(z) en R"

genera una sucesion {z¥}reny C R™, dada por el siguiente esquema:

zhtt = arérélin{f(x) + Xellz — 2}, (1)

donde \; es una sucesion de nimeros positivos y ||.|| denota la norma euclideana
en R". Este método fue originalmente introducido por Martinet. El algoritmo de pun-
to proximal fue posteriormente estudiado y desarrollado por Rockafellar. En adelante,
se estudiaran 2 tipos de algoritmos de puntos proximales no cuadraticos pero reem-
plazando la distancia cuadratica (1) por una distancia de Bregman o casi distancia
entropica. Entre los tipos de casi distancia entropicas esta la casidistancia inducida

por la ¢ — divergencia y viene expresada como:

dy(z,y) = Z vip(i/yi), (2)

donde ¢ : R — (—00,+00) es una funciéon propia y estrictamente convexa que
satisface ciertas propiedades.

Una opcion de ¢ es el caso en que ¢(t) = tIn(t) —t + 1, la cual, con la correspon-
diente d,, es conocida como la funcion Kullback-Leibler entropica, para estadistica y

terminologia entrépica.

El algoritmo proximal basando en @-divergencia esta originalmente designado
para una funcién convexa sujeto a constantes no negativas x > 0, la cual genera una

sucesion definida como:

2% >0
okt = argggin{f(x) + Medy(x, 2¥)}.

il
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La intencion es enfocarnos, en clases de algoritmos proximales de la forma (3)

pero con una casidistancia homogénea de segundo orden, definida por:
i=1

donde ¢ se define como el Kernel y esta definida con 2 tipos de ¢ y una funciéon

cuadratica, es decir:

O(t) = uplt) + S(t = 1% (5)

donde los pardmetros > 0y v > 0.

Esta funcion ¢ satisface ciertas propiedades que son desarrolladas para la mini-

mizaciéon y la convergencia del siguiente problema:

min  f(z

)
s.a. x =0,

(6)

en el cual, f : R — R es una funcién propia, cuasi-convexa, semicontinua
inferior. Asi, es claro que no necesitamos la convexidad de la funcién y ademas la

sucesion que se genera es de la forma:

¥ >0
okl = ar%%lin {f(x) + Mdy(z, 2%)},

(7)

donde \; es dada como en (1). El objetivo principal de este trabajo es establecer
la convergencia global de la sucesion generada por (7) y bajo ciertas hipotesis resolver

el problema (6) definido anteriormente.
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Capitulo

Introduccion.

A continuaciéon presentaremos un poco el desarrollo del paper de Shaohua Pan y
Jein-Shan Chen, publicado en el anio 2007. La intencién es hacer una regularizacion,
la cual surge principalmete de los problemas mal puestos. Dado el problema de la

forma:

L. X—X
L(f) =0, donde f € X (Espacio de funciones)

y L es el operador (usualmente diferencial o integro diferencial).

Este problema se dice que esta mal puesto, cuando no tiene solu-
cién o tiene mas de una solucién o tiene solucién tnica, pero la soluciéon no depende

de manera continua de algunos parametros del operador L.
La idea de este concepto, es reemplazar el problema inicial por el operador: L +
AM, donde A € Ry M : X — X es tal que el problema:
L(f) + AM(f) = (L + AM)(f),
esté bien puesto para algin A > 0.
En adelante, se utilizara una regularizacion de este tipo y se probara bajo ciertas

hipotesis la convergencia de dos métodos de puntos proximales con casidistancias

para resolver un determinado problema primal.



Capitulo

Preliminares

En este capitulo se definiran algunos conceptos basicos para ser ultilizados en
el desarrollo del trabajo, asi como la convergencia de un par de métodos de punto
proximal, uno con la distancia euclideana y otro con Distancias de Bregman, los
cuales nos orientaran hacia la convergencia de los 2 métodos principales de este

trabajo.

§2.1. El algoritmo de punto proximal para optimizacién en

R"™ con la distancia euclideana

DEFINICION 2.1. Una sucesion {yk}keN es Fejér convergente en un conjunto no
vacio U C R™, con respecto a una funcion casi distancia d(-,-), si para cada u € U,
tenemos que d(u,y**1) < d(u,y*). Cuando d es la distancia euclidea, {y*}rew se
llama Fejér convergente en U y en este caso se tiene:

Iy ' = ull < lly* —ull, V&> 0. (2.1)

DEFINICION 2.2. Dada una funcion real extendida f : R™ — R U {400}, deno-

taremos su dominio por:
domf :={rx e R": f(x) < 400}
y su epigrafo como:

epif = {(x,8) €R" x R : f(z) < B}.
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Ademds, [ se dice que es propia si domf # 0 y f(x) > —oo para cualquier z € domf.
f se dird que es una funcion semicontinua inferior si epif es un subconjunto cerrado

de R" x R.

DEFINICION 2.3. Una funcidn f : R™ — R se dice que es coerciva si y solo si

lim f(z) = +o0.
||| =00

PROPOSICION 2.1. Si {y*}rew es Fejér convergente en U # () entonces, {y*}ren
estd acotada. Siy es punto de acumulacion de {y*}rew a lo largo de U entonces,

y = lim y*.

k—o0

Demostracion. Como {y*}ren es Fejér convergente, por la defincion 2.1 se tiene
que:
ly** —ull <[y —ul, VE>0,Yuel,

esto implica que:

Iy = ull < lly® = ul|, Yu € U.

Luego, se tiene que {y*}rew esta contenida en una bola de centro u y radio ||y° —ul|,
ast {y*}rew esta acotada. Para la segunda parte de la pueba, como y es punto de
acumulacion entonces existe una subsucesion {y/*}; e de {y*}rew que converge a
y. Por otra parte, debido a que {y*}ren es Fejér convergente y como y esta en U
entonces {||y* — y||}rew es decreciente y no negativa, asi se tiene que la subsucesion
{lly" — y||} s.ew converge a cero. Entonces el conjunto de subsucesiones convergen a

cero. Asf, lim [|y* — y|| = 0 implicando que lim y* = . ]
k—o0 k—o0

Ahora, definamos el algoritmo de punto proximal y su convergencia. El problema

de interés es el siguiente:

min f(z) (2.2)
sa r€S9, '

donde f es una funciéon convexa y continuamente diferenciable. Ahora se define,

la convergencia del algoritmo de minimizaciéon con el siguiente teorema.

TEOREMA 2.1. Sea f: R" — R convexa y continuamente diferenciable. Suponga-
mos que el conjunto U de minimizadores de f en R™ es no vacio. Entonces la sucesion

{2*}rew dada por:
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22 e R
P = arg min () + Al — ), (2.3

donde A\ son numeros reales que satisfacen:

0<M <A\ VEeEN, (2.4)
para algin X > 0. Converge a un punto x* € U.

Demostracion. Para el desarrollo de la demostraciéon vamos a considerar 4 pasos.
En el primer paso, se probara que la sucesion definida en (2.3) esté bien definida. En
segunda instancia veremos que {2*}ren es Fejér convergente en U. En el paso 3 se
definira el factor kh_}rrolo (zFt1 — %) = 0, el cual se usara en el paso 4, donde se probaré
que el conjunto de puntos de la sucesion {z*}ren pertenecen a U. Finalmente, los
pasos desde el 2 hasta el 4 y conjuntamente con la proposicion (2.1) se obtiene la

prueba del teorema.

Paso 1 La sucesion {z*},en esta bien definida.

Procedamos por induccion. Para & = 0, se satisface pues simplemente se toma
un punto en R". Para los términos k + 1, sea fi(z) = f(x) + \|lz — 2F||%. Luego,
por hipétesis f alcanza un minimo, ya que f estd acotada inferiormente, ademas el
término cuadrético A\ |z — 2¥||? nos dice que lim  f(z) = +o00; por continuidad

[|z|| =400
de f, fr es continua y ademéas por la minimizacién en (2.2) reduce el problema a
un conjunto compacto, garantizandose asi solucion a fi. Por otra parte como f es
convexa y el término ||z — 2*||? es estrictamente convexo entonces fi, serd una
funcién estrictamente convexa para algin \; y de esta manera se garantizara que el

minimo generado en cada término de la sucesién {#*71} o es tnico.
Paso 2. En este caso se probara que:
2 — Z)|? < ||2* — Z|* = |2 — 2%, VE > 0y todo z € U. (2.5)

Para ello:

k k Ik—l—l + xk—l—l _ ]_5”2

_ Hﬂfk . ka—HHQ + ||33k+1 . jHQ + 2<.Tk . xk-l—l’xk:-i-l . _i"> (26)
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Luego, como x¥*! resuelve (2.3) se tiene:

0= ka<xk+1) — Vf(a:k+1> + 2)\k(l’k+1 _ l’k)
1

= 2(:L‘k+1 o :L‘k)
Ak

Vf (2R, (2.7)

asi, de (2.6) y (2.7) se tiene que:

||Ik o ‘7_:||2 . ||Ik+1 . $k||2 o ka-i-l o jHZ — 2<ZEk . Ik+1,1‘k+1 . i‘>

1 1 1 =
= )\—k<Vf([L’k+ )>$k+ - [E)
> Aikmx’f“) _f@)z0, (28

Puesto que ¥ es el minimizador de f. Por tanto, reagrupando los términos en la

ultima desigualdad (2.8) obtenemos lo deseado.

Paso 3 Veamos ahora que:

lim (" — 2*) = 0. (2.9)

k—o0

A partir de la conclusion del paso 2 se puede obtener:

k+1 _ 2112 <« k+l_ka2

2 o e E:

Asi, {||2* — Z||}ren es decreciente y acotada pues:
0< [la5 — 2| < Jl2* — 2| < --- < J|2° — Z].

Por tanto, la sucesién converge, es decir {||z* — Z||} — 0, con lo cual se tiene (2.9).
Paso 4. {2"}en tiene puntos de acumulacion y todos ellos pertenecen a U.

La existencia de los puntos de acumulacion estardn garantizados por el paso 2,
pues en ese caso se obtuvo la fejér convergencia de {z*}ren v usando esa condicion

en la proposicion (2.1) tenemos que {2*},c es acotada, quedando asi garantizada
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los puntos de acumulacion sucesién. Sea T un punto de acumulacién de la sucesion

{2*}rew v tomemos {27 }ren una subsucesion de {2*} e, tal que lim z/* = z. Por
k—o00

(2.7):

V(a1 = 2\, (o — pfeth), (2.10)
Luego, por el paso 3, lim 2/**! = lim 2/t = #. Asi, tomando limite cuando
fk—o0 fk—oo

fk — oo en la igualdad (2.10), usando \;;, < A y ademas que f es continuamente

diferenciable, tendriamos V f(z) = 0. Por tanto, por la convexidad de f, z € U.

De esta forma por los casos 2-4 y la proposicion (2.1), existe z* € U tal que

2* = lim 2",
k—o0

DEFINICION 2.4. £ es un subgradiente de f en x si y solo si

(&y—z) < fly) - flx), VyeR" (2.11)

El conjunto de subgradiente Of (x) = {£ : £ es un subgradiente de f en x}. se define

como el subdiferencial de f en x.

>¢

\ G,
0 S=tan(g)

f(x)

[ T I PR

FIGURA 2.1: SUBGRADIENTE
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§2.2. Funciones y Distancias Bregman

DEFINICION 2.5. Sea S un subconjunto abierto y convezo de R™ y S su clausura.
Considere una funcion h convexa de valores reales definida en S y sea Dy, : SxS — R

dada por:
Dy(x,y) = h(z) — h(y) — VA(y)'(z — y). (2.12)

h es llamada funcion Bregman, si satisface las siguientes condiciones:
1. h es continuamente diferenciable en S.
2. h es estrictamente convexa y continua en S.

3. Para todo § € R el conjunto de niveles parciales T'y(y,8) = {x € S : Dy(z,y) <
0}, To(x,0) = {y € S : Dp(x,y) < 6} son acotados para todo y € S y todo

x € S, respectivamente.

4. Si{y*} C S converge a y* entonces Dy(y*,y*) converge a cero.

5.8 {a*} c Sy {y*} C S son sucesiones tales que {x*}renw estd acotada,
lim y* = y* y lim Dy(2",y*) = 0 entonces lim z* = y*.
k—oo k—o0 k—o0

Donde Dy, es dada como en (2.12) y es llamada distancia de Bregman inducida

por h y ademds a S se le conoce como la zona de h.

OBSERVACIONES 2.1.

1. Dy, >0 para todo x € S yy € S.
Para tal afirmacion, es suficiente ver que h es estrictamente convexa y conti-

nuamente diferenciable en S, pues de esta manera, satisface que:
h(z) = h(y) + Vh(y)(z —y), Vz. (2.13)

2. Dy(z,y) =0 si y solo si z=y.
(=) Dp(x,y) = 0 entonces por definicion:
h(z)—h(y) = (Vh(y))(x—y) Asi, usando la diferenciabilidad y converidad de

h se tiene que y=ux.

(<) Sea z=y entonces:
Dy(z,y) = Dy(x,x) = h(z) — h(z) — Vh(z)(x —2) = 0 — Vh(z)"(0) = 0.
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DEFINICION 2.6. Vamos a introducir dos subclases para ser usadas mds adelante.

1. Una funcion Bregman es llamada coerciva en la frontera, si {y*} C S es tal

que kh’m Vh(y*)(z — y*) = —c0 para todo x € S.
—00

2. Una funcion Bregman es llamada de Zona coerciva, si para cada y € R en-

tonces existe un x € S tal que Vh(z) = y.

Veamos algunos ejemplos de funciones Bregman.

EJEMPLO 2.1. S = R", h(z) = 2'Mz, con M € R™ " simétrica y definida positiva.

En este caso, Dy(x,y) = (x —y)'M(z —y) = ||z — y||%-

Solucion. h es una funciéon cuadratica, luego es continuamente diferenciable en R™ y

ademas por ser M definida positiva, nos dice que la funcién es estrictamente convexa

en R”. Calculemos la distancia Dy, por definicién de h:
Di(z,y) = a'Mz—y'My— (V(y'My))"(z —y)
= a'Mz —y'My — (2My)"(z — y)
= a'Mz —y'My — (2y'M")(z — y)
= x'Mx — y*Mby — 2y Mtz + 2y* My
= x'Mx — 2y* Mtz + y' My
=ao'M'x —y'M'z +y'M'y — y'M'x
ot —y )Mz + y'M'(y — x)

= (

= (o' =y )M'z + y'M'(y — 2)
= (z—y)'M'z — (x —y)'M'y
= (z —y)'M'(z —y)

= (z —y)'M(z —y).

" Di(,y) = (v —y)'M(z —y).

EJEMPLO 2.2. S = R}, h(z) = > z;log(z;) extendido con continuidad en la
=1

frontera y usando la convencion de que 0log(0) = 0. Luego, Dy (z,y) =

y; — x;). Esta funcion es la llamada Kullback-Leiber.

n

> (2 log (%) +

Jj=1
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Solucion. Sean z,y € R}, Luego:
Dy(z,y) =Y _ x;log(z;) — yilog(y:) — (1 +log(y:))(zi — u:))
i=1
= wilog(w:) — yilog(ys) — mi + yi — i log(yi) — yi log(y:)
i=1

= ZIZ log(w;) — x;log(yi) +yi —

=1

= Z i log(wi/yi) + yi — i

=1

PROPOSICION 2.2. Si h es una funcion bregman con zona S entonces:

i) Du(x,y) — Di(x,2) — Dp(z,y) = (Vh(y) — Vh(2), 2z — x) para todo x € S;y,z € S.
1) ViDp(x,y) = Vh(z) — Vh(y) para todo xz,y € S.

i) Dp(.,y) es estrictamente convero para y € S.

Demostracion.

i) Por definicién tenemos:
Dy(w,y) = Dy(2, 2) = Dy(2,y) = h(x) — h(y) = Vh(y)'(x — y) — h(z) + h(z) + Vh(2)'(z - 2)

— h(z) + h(y) + Vh(y)'(z — y)

= —Vh(y)'(z —y) + Vh(2)'(z — 2) + VA(y)'(z - y)

= —2Vh(y)' + yVh(y)' + 2Vh(z)" — 2Vh(z)" + 2Vh(y)"
—yVh(y)'

= —aVh(y)' + aVh(z)' — 2Vh(2)" + 2Vh(y)*

= 2(Vh(2)" = Vh(y)") — 2(Vh(2)" = Vh(y)")

= (Vh(2) = Vh(y))'(z - 2)

= (Vh(y) — Vh(z2),z — x)

*. (i) es satisfecha.

(71) Basta aplicar gradiente respecto de x a la definicion (2.12).
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(7i1) Sea y fijo pero arbitrario en S y consideremos la funcién de una variable
f(z) = D(.,y) = h(z) — h(y) — Vh(y)'(x — y) y veamos que para todo z, f es

convexa. Tomemos x,Z € S y la combinacién az + (1 — a)Z, con a € (0, 1).

flaz + (1 —a)x) = h(az + (1 — a)Z) — h(y) — Vh(y) (az + (1 — a)T — y)
< ah(@) + (1= a)h(x) = h(y) — Vh(y)'(az + (1 — a)z —y)
= ah(x) + (1 — a)h(z) + ah(y) — ah(y) — h(y)
— Vh(y)(az+ (1 - )T —ay+ ay —y)
= ah(z) — ah(y) + (1 — )h(z) — (1 — a)h(y) — Vh(y)'(az — ay)
+Vh(y)((1 —a)z = (1 —a)y)

= a(h(x) = h(y) = Vh(y)'(z —y)) + (1 = &) (h(Z) = h(y) + Vh(y)(z -

= af(z) + (1 - a)f(z)

.. [ es estrictamente convexa y asi Dy(.,y) es estrictamente convexa,Vy € S.

§2.3. El método de punto proximal para distancias Breg-

man

El problema de interés es:

min f(z) (2.14)
s.a. r € g,
donde S C R”" es abierto y convexo, S es la clausura de S y f es una funcién

continua y convexa en S. El método de punto proximal con distancias Bregman esta

definido como:

%€ S
2" = argmin{ f(x) + A\ Dp(x, 2%)}, (2.15)
zeS

donde h es una funcién Bregman con Zona S y A satisface:

0< A <A, (2.16)

)



Ervis M. RODRIGUEZ T. 11

para algin A > 0. Estudiemos ahora la convergencia de dicha sucesién. Para esto,

asumiremos que (2.14) tiene solucion y ademas que f es acotada inferiormente en S.

TEOREMA 2.2. Si el problema (2.14) tiene solucion y h es coerciva en la frontera
con respecto al conjunto S entonces la sucesion {x*}ren generada por (2.15) converge

a una solucion x* del problema (2.14) pero usando la distancia de Bregman.

Demostracion. Para la demostracion de este teorema, se procederd de manera

analoga a la demostracion del teorema de punto proximal para R”

Paso 1 La sucesion esta bien definida y contenida en S.

Sea 3 una solucion para el problema (2.14) en Sy sea fi(x) = f(z)+ M\ Dy(x, 2%).
Entonces:

B < flx) <= B+ MDp(z,2%) < f(2) + MeDyp(z, %)
= B+ MDi(,2%) < fi().

Definamos ahora el conjunto de niveles de fj por:

Ly (v) ={x € R" : fe(x) <7} (2.17)
Ahora veamos que Ly, C I'y donde I'y es como en la definicion 2.5 (3).
x € Ly = fiu(z) <7
— f(x) + M Dp(z,2%) < v
= B+ M Dy(z,2%) < v
— A\ Dy(z, :ck) <v-p
= Dy(w,2%) < (v = B)(M) ™

:>I'€F1

. Lfk cly

Asi, usando la definicion 2.5 parte (3) se sigue que el conjunto de niveles de fj
es acotado, luego la minimizacion en (2.15) reduce el problema a un conjunto com-
pacto y asi el minimo esta logrado. Por otro lado, f; es estrictamente convexa, pues

Dy (-, 2%) es estrictamente convexa por proposicion 2.2 (ii4), asi el minimo es tnico
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v {7¥}rew estard bien definida.

Veamos ahora que la sucesion {z""'}ren € S. Es facil ver para (2.15) que

{2%*1} e es el tnico x € S tal que:

MV h(z®) € O(f + M\eh) (). (2.18)

Se probara bajo la definicion 2.6 (1) que O(f + Axh)(z) = 0 para todo z € 9(5) lo
cual implica en vista de (2.15), que {z*'},cn € S. Tomemos = € dS y supongamos

que existe £ € O(f + A\ph)(z), ademés z € S y definamos:
y' = (1 — &)z + &4, donde éh’m er=0ye #1. (2.19)
— 00
Trabajando (2.19), podemos obtener:

Yy =(1—c)r+epz =y —x=rci(z—2). (2.20)

Por otro lado, por la convexidad de f en S tenemos que:

F') = f@) =f(1 = e0)z +e02) — f(x)
S =eo)f(z) +ef(z) = flz)
=e(f(2) = f(x)) (2.21)

y ademas:

y=(1—e)z+epz ey =x—cmw+ep2
@ye — T+ xEp = E42
<:>y€ — ggye — T+ Ty =Epz — 5@3/
S o)1 —e) = ez — )

Y (2.22)

oW —0) =12

Luego por la definicién (2.19) tenemos que y* € S, por la convexidad de S y

lim y* = z. Ademaés:
{—00
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elf'(z—x) =&Y —x) (Por 2,20)
< f() = f(@) + Me(h(y") — h(x)) (definicion 2,4)
< f(Y°) = flz) + MVA(y) (y — ) (diferenciabilidad h)
< el f(2) = F(@) + M —Vh(y)(z = o). (por2,21y2,22)

1—¢ ¢
Esta ultima desigualdad, agrupando los términos obtenemos:

€y

ez —2) Self(2) = f@) + Mg EﬁVh(ye)t(z — ")

& el —a) = (f(2) = f(2))) < Mg ifgth(yﬁ)t(z — ')

(€' =) = (f(z) = f(@)) S M7= VA) (= = 9)
1-— Ey ‘

N (f@) = f() + 8z —2)) < Vh(y")(z — ).

¢

Ahora bien, como Zh’m y* = x € 95, por definicion 2.6(1) implica que la parte
—00

derecha de la ultima desigualdad tiende a —oo,cuando ¢ — oo por definicion; pero, la

parte izquierda de la misma tiende a un ntmero finito, por tanto es una contradiccion.

Asi, O(f + M\h) = 0,Vz € S y con esto se concluye que {xF 1}y € S

Paso 2 Veamos que Dy, (7, 2*"1) < Dy, (z, 2%)— Dy, (2%, 2%) para todo k y cada solucion
7 de (2.14).

Usando la proposiciéon 2.2(i), con x = z,y = 2, 2 = 2! se tiene que:

Dy(z,2%) — Dy(z, 25 — Dy (a1, 2%) = (Vh(aF) — Vh(2FTh), 25 — 7). (2.23)
Por (2.15) como x**1 es solucion se tiene:

0 € O[f + ADy (-, 2™)](2F1). (2.24)

Ahora, por (2.24) y proposicion 2.2(ii):

Me[Vh(zF) — Vh(z*Th)] € af (™).

Sea y* = \p(Vh(z*) — VA(2*1)). Usando, nuevamente (2.23) y la definicion de

subgradiente (2.4) tenemos:
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Du(z,3%) = Da(a,71) = D™, %) =(5-Owh(*) — Vh(e)), 24! — )

I TR
1
>A—k(f($k+1) - f(2)) (2.25)
>0 (z es minimizador de f en S)

asi:
Dy (%, 2" < Dy (7, 2%) — Dy (2t o) (2.26)

Paso 3 La sucesion {2%},cn esta acotada y lim z/* = 7 implica que lfm 2/+! = 7.
k—o00 k—o00

Por el paso 2, se puede ver que {Dy(Z,2*)} es decreciente y ademés por la no
negatividad de Dy(x,%) se obtiene que la sucesion {Dy,(Z,2%)} esta acotada y en
consecuencia es convergente. Ahora, en (2.26), aplicando limite a ambos lados de la

desigualdad y el hecho de que h es continua se tiene:

lim Dy (2T 2%) = 0. (2.27)
k—o0

Luego, por la definicion 2.5(3) {x*}ren estd acotada. Ahora si consideramos,
kh'm ofv = 7 donde {2/*} es una subsucesion de z¥, y ademas lo obtenido en (2.27)
—00
se satisfacen las hipotesis de la definicion 2.5(5) y de esta manera se puede concluir
que:

fetl

lim x =7.

k—o0
Paso 4. La sucesion {2*} tiene todos los puntos frontera y cada uno son soluciones de
(2.14).

Tomemos un punto Z solucién de (2.14). Sea T un punto en la clausura de {z*} e
v {x/*} una subsucesion de {z*}ren, tal que ka x/* = 2. La existencia de 7 sigue
—00

del Caso3 donde también aseguramos que lim x/**! = Z. Ahora, por (2.25)

k—o00
0 < L(faht) - f(@)
< (flahr) - f(@)) (2.28)
< Da(#, %) — Dy(@, 21 = Dy(alt, afe) 3 0,
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Lo cual se obtiene por la convergencia de Dy(Z,2%) y (2.27). Luego, tomando
limite cuando k — oo en (2.28), se concluye que f(Z) = (7). Asi, como S es cerrado

y {z*} C S se tiene 7 resuelve (2.14).

Para terminar la prueba necesitamos el teorema de la convergencia Fejér para
distancias Bregman, lo cual es cierto, pero se procedera de manera directa. Sea T
un punto clausura de {z*},en v consideremos una subsucesion {z/*} de {z*} e tal
que lim z/* = Z. Por la definicion 2.5(4) lim Dy(z/* ) = 0; Pero por el paso 4,

k—o0 k—o0
7 resuelve el problema (2.14) y por los pasos 2 y 3 {D,(Z,2*)} es una sucesién no
negativa, decreciente y con una subsucesion convergiendo a cero. De acé sigue que

k

toda sucesion converge a cero y por definicion 2.5(4) se tiene kh’m v =1 [ |
—00

DEFINICION 2.7. Sea f : R" — R U {+o0} una funcion propia semicontinua
inferior. Para cada x € domf, el subdiferencial de Fréchet para f en z, denotado por

5f(m), es el conjunto de vectores s € R™ tal que:
Y=oyt ly — |

Si x ¢ domf, entonces Of (x) = 0. El vector s que satisface la desigualdad (2.29)

también es llamado subgradiente reqular de f en x.

> 0. (2.29)

No es dificil ver que la desigualdad (2.29) es equivalente a f(y) = f(z)+(s,y — z)+
o(lly — I,

donde:
- ollly — =)

=0.
oo ly —zf

Pues:
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fly) 2f(@) + (s,y —x) +o(lly — z[)

= fly) = f(@) = (s,y —x) Zo(ly — )
N ﬂw—f@%—ﬁw—x>>dm—wm7vy%x
|y — || ly — x|
éﬁmmfﬂw—f@%—ﬁw—w>>mnmfﬁm—xm
v yte |y — || voeyte |y — x|
:iﬁmﬂﬁf@)—f@0—<&y—x>>0
=Tyt |y — ||

DEFINICION 2.8. Suponga que [ : R" — R es una funcion diferenciable. Entonces:

(a) Para el problema de optimizacion sin restricciones de minimizar una funcion

f(x) sobre x € R™,z* es llamado punto estacionario, si V f(z*) = 0.

(b) Para un problema de optimizacon con restriciones de minimizar una funcion

f(z) sobre C, donde C' es un subconjunto no vacio de R"™, z* es llamado punto

estacionario, Si:

Vi) (x—2*) >0, Vo € C.

DEFINICION 2.9. Sea f : R — R una funcion propia. Entonces, f es llamada

cuasi-conveza, si para todo x,y € domf y B € (0,1) se cumple que:

f(Br + (1 = B)y) < max{f(x), f(y)}

FIGURA 2.2: CUASI-CONVEXA



Ervis M. RODRIGUEZ T. 17

DEFINICION 2.10. sea f : R™ — R una funcion propia. Entonces, [ es llamada

estrictamente cuasi-convexa, si Vx,y € domf con f(x) # f(y) se cumple que:

f(Bz + (1= B)y) < maz{f(x), f(y)} VB € (0,1). (2.30)

AVA

FIGURA 2.3: CUASI-CONVEXA ESTRICTA

DEFINICION 2.11. Sea f : R™ — R una funcion propia. Entonces, f es llamada

fuertemente Cuasi-convexa si para todo x,y € domf con x # y, entonces:

f(Bz + (1= B)y) < maz{f(x), f(y)} VB € (0,1).

FIGURA 2.4: FUERTEMENTE CUASI-CONVEXA

PROPOSICION 2.3. La funcion propia f: R™ — R es cuasi-convexa si y solo si el
conjunto de niveles L¢(a) :={x € domf : f(z) < a} es convero Va € R.

Demostracion. Supongamos que f es cuasi-convexa, y sea 21, T2 € Ly asi existen,
a1y ag tales que f(x1) < a1y f(xs) < g yseaa = max{ay, as}. Sea A € (0, 1),y sea
r = A\x1+(1—\)zy. Luego, por la cuasi-convexidad de f, f(x) < max{f(z1), f(z2)} <
a. Asi, x € Ly y asi Ly es convexo. Reciprocamente, supongamos que Ly es convexo
para cada nimero real o. Sean x1,xo € dom(f)y A € (0,1). Es claro que x; y x2

estan en Ly(a) para a = max{f(z1), f(z2)}. Tomemos x = Ax; + (1 — A)zy y por la
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convexidad de L¢(«) tenemos = € L¢(o) , asi, f(z) < a = max{f(z1), f(z2)}. Por

tanto f es cuasi-convexa. n

LEMA 2.1. Sea f : R" — RU{+400} una funcion propia inferiormente semicontinua

Y é\f(x) los subdiferenciales de f en x, entonces:
(a) of (x) es un conjunto cerrado y convexo.

(b) Si f es diferenciable en x 6 en una vecindad de x, entonces, Of (z) = {V f(z)},
donde V f(x) es el gradiente de f.

(c) Sig= f+h con f finito en x y h diferenciable en una vecindad de z, entonces,

dg(x) = Of (x) + Vh(z).
(d) Si f tiene un minimo lacal en T, entonces 0 € 5f(x)

Demostracion.

Para detalles de la demostracion, ver capitulo 8 de [5].

PROPOSICION 2.4. Sea f : R"™ — R una funcion propia estrictamente cuasi-
convexa. Considere el problema de minimizar f(zx) sujeto a x € C, donde C' es un
conjunto convexo no vacio de R". Si T es una solucion optima local, entonces T es

una solucion optima global.

Demostracion. Supongamos por absurdo que existe un = € C' tal que f(Z) < f(z).
Por otro lado por la convexidad del conjunto C'; A= + (1 — A\)z € C para cada
A € (0,1). Luego como T es un minimo local por hipdtesis tenemos que f(z) <
f(AZ+(1—\)Z) para todo A € (0,0) para algin ¢ € (0,1); por otra parte, como f es
estrictamente cuasi-convexay f(z) < f(Z), se tiene que f(AZ+(1—\)z) < f(Z), para
cada A € (0, 1) pues, max{f(z), f(Z)} = f(Z) y este ultimo contradice la optimalidad

de 7.

LEMA 2.2. Sea C' un conjunto convexo no vacio de R™ y f : C' — R estrictamente

cuasi-convexa e inferiormente semicontinua. Entonces f es cuasi-convexa.
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Demostracion. Sean z1 y xo € C. Si f(x1) # f(x2), entonces como f es estric-
tamente cuasi-convexa se tiene f(Az; + (1 — AN)aa) < méx{f(z1), f(x2)} para cada
A € (0,1) y asi estaria probado. Ahora, supongamos que f(z1) = f(z2). Probemos
que f es cuasi convexa, para ello verifiquemos que f(Ax; + (1 — N)zo) < f(z1) para
cada A € (0,1). Supongamos por absurdo que f(ux; + (1 — p)xe) > f(x1) para
algin 0 < u < 1y sea x = pxy + (1 — p)za. Ahora, por hipotesis f es inferiormente

semicontinua, asi existe a € (0, 1) tal que:

f(@) > fQar+ (1= Nz) > f(21) = f(x2). (2.31)

‘ —Dominio d |a funcin ‘

b

1 o Xk (1= )%

FIGURA 2.5: PUNTOS DEL DOMINIO DE F.

Por otra parte, observemos que x también puede ser representado como una
combinacién convexa entre xo y Ax; + (1 — A)z ver figura(2.5), esto es, existe un
B € (0,1) tal que:

r = Pas+ (1 —F)[Azy + (1 — N)z].

Ahora, por la cuasi convexidad estricta de f, aplicando la definicion (2.10) sobre

la dltima igualdad se tiene:

flz) = f(Bxe+ (1 = B)[Ax1 + (1 = N)z]) <méax {f(x2), f(Ax; + (1 — N)z)}
=f(Ar1+ (1 — N)x)

con lo cual se obtiene f(z) < f(az; 4+ (1 — a)z) lo cual contradice (2.31).
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§2.4. p—divergencia

DEFINICION 2.12 (p—divergencia). Sea ¢ : R — (—o0, +00] una funcion propia,

conveza y cerrada. Con dome # () y domp C (0, +00], diremos que:
(i) ¢ es dos veces continuamente diferenciable en int(domep) = (0, +00).
(11) @ es estrictamente convera en este dominio.

(iit) tlirg}r o' (t) = —o0.

() p(1)=¢'(1) =0 y "(1) > 0.

FIGURA 2.6: FUNCION ¢ DIVERGENCIA

DEFINICION 2.13. En lo que sigue, se denotard por ® la clase de funciones que

satisfaga (i) — (iv). Definamos ahora dos subclases de ®.

By = {ped: o (1)(1— %) <AB <L), vE>0)  (232)
)
By = {p e @ ' (1)(1 %) <AB) <P ((t—1), V> 0} (2.33)

OBSERVACION 2.1. Como sabemos que In(t) <t —1 para todo t > 0 y por defini-
cion (2.12) ¢"(1) > 0, se tiene que &1 C Py C .

EJEMPLOS 2.1. Consideremos las siguientes funciones:
o1(t) =tln(t) —t+1, domp = [0,+00).

po(t) = —In(t) +t —1, domep = (0,+00].
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1
Veamos que cada ¢;, con ¢ = {1,2} estan en ®, pues ¢} (t) = In(t) y ©{(t) =
entonces ¢/(1) = 1, por tanto se tiene que:
1
(1-— ;) <lIn(t) = In(t), YVt >0,
) . ) , 1 1
asi se tiene que p; € ®;. De manera analoga podemos ver que @5 (t) = _Z+1 =1- n

lo cual sabiendo que ¢5(1) = 1 obtenemos:

1 1

De esta manera s € ®1. Mas atn por la observacion (2.1) se tiene que @1, o € Ps.

La funcién ¢, juega un papel importante en el analisis de convergencia. Esta
funcién ¢; es llamada tambien Kullback — Leibler o funcién entrépica y define la

siguiente casi distancia

H(z,y) = Zngo(%) Zx]ln )+ — 5, (2.34)

donde el dominio puede ser extendido continuamente a R’ x R’} , usando como

convencion que 01n(0) = 0.

LEMA 2.3. Sea H(-,-) definido como en (2.34). Entonces se tienen los siguientes

resultados.
(a) El conjunto de niveles de H(x,-) es acotado para todo x € R’}
(b) Si{y*} C R, converge ay € R, entonces ka H(y,y*) = 0.
—+00

(c) Si{z"} Cc R" {y*} C R, son sucesiones tales que {z*} estd acotada,

Iim y* =y, y ademds hm H(2*,y*) =0, entonces el lim 2% =y.
k— 400 k—4o00

Demostracion. (a). Definamos los conjuntos de nivel por:

['(6) ={y : H(z,y) <0}, (2.35)

para todo 0 € R,. Pero, probar que (2.35) es acotado es probar que:

[*(6) = {y: : H(wi,y:) <0}, (2.36)
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paraizl ...,ny 6 € Ry, es acotado ya que H(z,y) >0,V (z,y) € R xR%,.
Asi, sean 1 <7 < nyademds z y ¢ fijos en R"} y Ry respectivamente. Y supongamos
por absurdo que I'*(§) no es acotado, asi por definiciéon tenemos que:

VM > 0, 3y, € T tal que y; > M, en otras palabras, y; — oco. Por otro lado,
como y; € T™* entonces se tiene que H(x;,y;) < 0§, pero por definicion de H y ¢ se

tiene:

6> H(xi,y,) = yip (%) Y oo

Lo cual es una contradiccion. Por tanto, I'*(d) es acotado para todo i =1,...,n
y asi, T'(9) es acotado.
(b). Usando la hipotesis y la definicion de H se tiene:

k——+o0 k—+o00 <
J=1

. y
— lim (y;ln (yj) —i—yj —y;)

k—4o00
J=1 J

lim H(y,y*) = lim (y;ln (y ) —i—yj —y;)
j

—Zyjln< )+y] v;) lya que y* —y]
= Z (y;in(1) +y; — y;)

= ;(yjo +0)

- g«n

=0.

(c). Por hipotesis tenemos:
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lim H(z" y*) = If k
fm H(z",y") 0=>kgg(>;yzso1

k—o0

k
= lim ¢ (Z—’ =0. yr 40 (2.37)

= lim 2z} = lim yF
k—ro0 k—ro0

= lim 2} = .
k—ro0

La desigualdad anterior también es valida, pues en el caso en que y = 0, retoman-

do la parte izquierda de la desigualdad (2.37) se tiene:

k zf
1i } -
Jin i (%)

7

tiene forma indeterminada 0.co debido a que ¢ es continua, cambiando la expre-

<Z§)
Y1\ %
y
1 9
uE

sion anterior por:

lim
k—o0

ahora se tiene la forma indeterminada oo/oo, aplicando la regla de L’Hopital a

la dltima expresion:

lim il
k—o00 —

(yh)?

Por otra parte, por hipotesis se tiene que {2*}rew es acotada, entonces solo resta

e z¥
AGE) T (2
= Jim =54 ()

)

calcular:
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l/ / Z’fC
klm (101 - |-
Z; k—oo

Luego, usando la continuidad de ¢, la expresion — — +o00 y asi se tiene que

)

e

N

/ Zk
() =

7

k
2
Lo cual es una contradiccion, ya que por hipotesis kh’m Yo, <—’k) =0.
— 00 .
DEFINICION 2.14 (Kernel ¢). Sean ¢ € ® y los pardmetros p > 0, v > 0. Se
define como kernel, a la funcion propia convexa cerrada ¢ : R — (—o00,400] dada

por:
o(t) = pp(t) + 5t — 1) (2.38)

OBSERVACIONES 2.2.

1) ¢ € . Veamos que se satisfacen las 4 condiciones de la definicion (2.12).

(i) Es satisfecha, pues por hipdtesis o € ® y el término cuadrdtico (t — 1)* es un
polinomio y asi se tiene que ¢ es dos veces continuamente diferenciable.
(ii) Se cumple pues ¢ es estrictamente convezra y el término cuadrdtico es convero,

ademds como los parametos v y p son no negativos se tiene que esta funcion también

es estrictamente convezxa.

(iii) Es vdlida para ¢ pues la derivada del término cuadrdtico (t —1)* tiende a -2 por

la continuidad y como ¢'(t) — —oo cuando t — 07 entonces se tiene que

lim ¢'(t) = Um [up'(t) + v(t — 1)] = —oc.

t—0+ t—0+

) v
Ademds ¢(1) = pp(1) + 5 (1= 1)* = pp(1) = 0 = p'(1) +v(1 = 1) = pe(1) y
" (t) = p" (t) + v > 0 pues v > 0. Con lo cual se satisface (iv) y asi ¢ € P.

2) ¢ es fuertemente conveza, si v > 0. Sabemos las siguientes caracterizaciones para
funciones convexas en R. Si f es dos veces continuamente diferenciable y el dominio

es la recta real, entonces podemos caracterizar de la siguiente manera:

1. f convexa si y solo si para todo f"(x) > 0.



Ervis M. RODRIGUEZ T. 25

2. f estrictamente conveza si f"(x) > 0 para todo x.

3. f fuertemente convexa si y solo si f"(x) = m > 0 para todo x.

Asi, como ¢ es estrictamente convexa entonces ¢"(t) = 0 para todo t y asi ¢ (t) =
pe”(t) +v = v >0 para todo t con lo cual se tiene que ¢ es estrictamente conveza

por la caracterizacion (3) enumerada anteriormente.

3) La funcion objetivo del problema inicial
)+ A )2 | — 2.39
xS () (2.30)
Puede ser estrictamente conveza en R, para algin \ suficientemente grande, a
pesar de que f sea cuasi-convera.

DEFINICION 2.15. Para la definicion dada en (2.14) se define la casi distancia:

dg(w,y) = i(yi)% (x—)

i=1 Yi

LEMA 2.4. Sea ¢ € ¢, los parametros n > 0, v > 0, y ¢ el kernel definido como en
(2.14) y dy(-,-) la funcion inducida por ¢ dada en (2.15). entonces:

(a) dy es una funcion homogénea de sequndo orden.

(b) Paray € R}, fijo, la funcion dy(-,y) es estrictamente convexa sobre R . Si

adicionamos, v > 0, entonces dg(-,y) es fuertemente convera en R, .
(c) Para cada (x,y) € R} x R%Y,, dy(z,y) 20 y dg(z,y) =0 siy solo si x=y.

(d) Para cada z € R’ fijo, el conjunto de niveles L(z,v) := {x € R, : dg(x,2) <
v} son acotados para todo vy > 0.

(e) Sip € 1 6 Dy, y {y/Ihen C R}, converge a § € R™, entonces para algin

x € R fijo, la sucesion {dy(x, y*)}rew estd acotada.

Demostracion. (a) Por definicién de dy se tiene:



Ervis M. RODRIGUEZ T. 26

= a?dy(,y).

(b)Sea y fijo en R? , ademas sabemos que ¢ es estrictamente convexa por la
observacion (2.2)(i7). Luego, usando la definicién de d,, se tiene, para z arbitrario y
ae (0,1):

s (1) = Yoot (22005

i=1 Yi

Znycb <aﬁ+(1—a)ﬁ>

Yi Yi

- Z; Z;
-y [yfozaﬁ (—) (11— e (—)]

im1 Yi Yi
OWACIEIER WA EY

i=1 Yi i=1 Yi
= ady(z,y) + (1 — a)dy(z, ).
Asi, obtenemos que dy(-,y) es estrictamente convexa.

(c) Por la observacion (2.2) (i) se tiene que ¢ € ® y por tanto es estrictamente
convexa. Ademas como la derivada de ¢'(1) = ¢(1) = 0 se tiene un minimo global,

es decir:

o(t) = ¢(1) =0, Vit

Luego, se tiene que ¢(t) = 0 si y solo si t = 1.

Sodg(w,y) 2 0,V(r,y) en R}, x R}, y ademas al ser una suma de niimeros no

negativos, se tiene que dy(x,y) = 0 si y solo si z = y.
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(d). Para probar este resultado, solo es necesario considerar el caso unidimen-
sional, es decir, probar que he(t) = 5%(%), V¢ > 0y ver si el conjunto de niveles esta
acotado, pero esto a su vez, es ver que ¢ tiene un conjunto de niveles acotado, pues
¢ es fijo. Pero por definicion se tiene que {t : ¢(t) < 0} = {1}. Utilizando el corolario
8.7.1 de [4]. se tiene que el conjunto de niveles de ¢ es acotado y por tanto se tiene

lo deseado.

(e) Por las definiciones de ¢ y dy se tiene que:

do(z,y*) = .nl [“(y’k)zw (%) + 50l (;_’“ i 1)2]

Z {M(yf)% (x—) + g(ﬂ:i - yf)g] :

Yk

)=

1

(2

Luego si ¢ esta acotada para todo ¢ > 0 no tendriamos nada que probar, pues
por la continuidad del término cuadratico se tendria lo deseado. Veamos ahora los 2

casos siguientes:

Caso i. si ; > 0 para todo i = {1,--- ,n}. Entonces como por hipotesis se tiene que
{yF}rew — y¥, para cada i. entonces por la continuidad de ¢ se tiene la prueba

directamente.

Caso ii. Si existiera un indice ig € {1,--- ,n} tal que y;, = 0 sera suficiente probar que

ZL)} esta acotada.

la sucesion {(yf )%o( ;g
ig

Para cada k € IN, al usar la convexidad, diferenciabilidad y el hecho de que

(1) = 0. se tiene que:

e (i) + () (=) =0z () +# () (-32).
v vk vl v Vi Vi
(2.40)

Asi, multiplicando (2.40) por (yfo )? y reordenando un poco los términos, se tiene:
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<Jobe (5) -t (2.41)
io
Por otro lado, si ¢ € ®5 entonces sigue de (2.33) que
" yfo 1o Li 7 Ti " k yiko k 4o Li "
"(1)(A==2) < () <" —1) © "Dy (1-=2) < o' () <" (D(@i—y;
‘/L‘l yiO yiO I‘Z yio
Ahora, multiplicando por (z; — yf ) tenemos:
Caso 1: (z; —yf) >0
vi k2 k k Li k\2
”(1) :EZO <x'l - yzo) ~N yzo(l‘l yzo)w/(y_]{;) < (70//(]‘)('7)1 ylo)
i io

k
Z; Y;
) < @"(1)=2 (2 =yl )?

" (V) (i — yr)® < yk (z; — yi)@'(y—k -
) ?

.. Al considerar ambos casos y (2.41) podemos concluir que:

k
ZT; , Y,
o) <m0 = o () 22— o
10 )
Asi, junto con las hipotesis dadas anteriormente se obtiene que {(yf )24,0(57)},
%0
estd acotado para todo ¢ € ®5 y en consecuencia la sucesion {dy(z, y*)}ren esta
acotada. Por otra parte, como sabemos que ®; C ®, tenemos asi que la sucesion

{dy(z,y")}ren es acotada para ¢ € ;. ]

DEFINICION 2.16. En analogia con la distancia euclideana, se puede definir la
proyeccion de un punto y, denotado por T(y), al conjunto convexo cerrado S C R"

con respecto a dgy, como la solucion del siguiente problema

inf{dy(x,y) : x € S}.

La existencia de T(y) estd garantizada por el lema 2.4 (d).



Ervis M. RODRIGUEZ T. 29

DEFINICION 2.17. Un vector x* se dice que es normal a un conjunto convezo C
en un punto a € C' si:

(x —a,2") <0, Voxedl.

LEMA 2.5. Sea S un subconjunto convexo cerrado de R™, y € S¢. entonces Z(y) es

la proyeccion de y en S con respecto a dy si y solo si

(x —2(y), —Vdgs(Z(y),y)) <0, Vrelbs. (2.42)

Demostracion. El problema descrito en la definicion (2.16) se puede reescribir como
inf{dy(z,y) +0(z | S) : € R"}, donde §(z | S) denota la funcién indicadora de el
conjunto S. Ahora, por teorema 27.4 de [4] y como por hipotesis Z(y) es solucion de

ese problema se tiene:
0 € H{dy(x,y) +0(z | §)} <= 0 € {Vdy(z,y) + 00(x | §)}

<= —Vdy(z,y) € 0(x | 5) (2.43)

Ahora, por definicion de subgradiente, aplicandola a la funcién indicadora y

tomando en cuenta (2.43) se obtine:

(r —2(y), =Vdy(Z(y),y)) <0, Vres

Lo cual, por la definicion (2.17) obtenemos lo deseado. ]

LEMA 2.6. Dado ¢ € ® y los parametros i > 0, v > 0, sea ¢ el kernel definido
como en (2.14). Entonces, para todo a,b € R, y c € R, se tienen los siguientes

resultados:
(a) Siv>0yype by, entonces
(e = b, Vidy(b. @) < (1) miix {a;} H(e,a) — H{c, )],
ISN
(b) Siv>=up’(1) >0y e e dy, entonces

"
1
(¢ = b, Vidy(b,a)) < O([lc — al* — e = b]]*),  donde 0 = HMTW
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Demostracion.

(a). Por definicion, si ¢ € ®; entonces:
¢'(t) <¢"(1)In(t), Vt>0.

b
Tomando ahora, ¢t = -2 y multiplicando por (c;a;), la desigualdad anterior te-

a .

Nnemos: ’

b; b;
cjajw'(j) < ¢ja;"(1) ln(j), j=12,...,n. (2.44)
J J

Ahora, tomando la otra parte de la desigualdad de la definicion (2.32) tenemos:

a;
17 Y5 " a;
() < ()1 - )
J J

a;

con lo cual se obtiene:

b, :
— ajbjw/(i) < —aj"(1)(bj—aj) j=1,2,...,n. (2.45)
j

Definamos:

b bo \ "
Y (a,b) = <a1¢'(a—11),...,an¢<a—)) , Va,beR,.

Probemos ahora por definicién que p)’(a,b) = Vidy (b, a).

i=1

=V, Xn:(yi)% v (x—>]

Li=1 Yi

[ T1 ;[ T2 1 [ Tn g
= |y ¥ — | HY2 @ — )y HYn @ - .
n Y2 Yn

Vidg(z,y) = Vi Z(yi)%(:ci/yi)]
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Asi evaluando en (b,a) se tiene:

b b b\ \©
Vidg(b,a) = (/wl ¢’ (—1)  pas ¢ (—2) cee g ¢ (—))
aq a9 Qp

=u ' (a,b). (2.46)

Ahora usando las desigualdades (2.44), (2.45), sobre cada i = 1,...,n se tiene:

(e = b,/ (a,b)) = Zn:(ci ~ba (b_)

= "(1) 1H<1?<}2{a2} Z ¢i(In(b;) — In(a;) — In(¢;) + In(c;)) + a; — by + ¢; — Ci]

n

= ¢"(1) méx{a;} | Y ci(ln(e) — n(a;) — [Ine;) = n(b)]) + a; = b; +¢; — ci]

1<in
=1
_ S (G e
_¢(1)11£1i};{a2} 201111(%) cﬂn(bz)—i-al b; + ¢; cZ]

— gﬁ);{@}Z{CJH( )—i—al—cl] — [czln (bl>+b —Cl:|
o /
= '( 1H<1?<}%{a2 [ZHca cb)] .

Luego al multiplicar por p y usando la igualdad (2.46) se tiene lo deseado.

(b) Como ¢ € ®, por (2.33) se tiene:
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) <e"(D(t-1), VE>0.
Luego, sustituyendo ¢t = Z— y multiplicando por ¢; se tiene:

bi

b;
Ciai()p/< a

) <and @) (2 1) —ap'Ob-a) i=lon @0

Ahora usando (2.47) y (2.45) y la definicion de ', sobre i = 1,...,n tenemos:

(e = b, (a,b)) = 2; (Ci‘“‘o/ (2_) st (Z_D

n

<Y U - a) — a" (Db — a)

=¢"(1) Z ci (bi — ai) — aj(bi — a;)
=" (1){c—a,b—a).

Como por hipétesis v # 0 , se tiene que Vidy(b,a) = pu)'(a,b) —v(b—a), usando

este resultado en la tltima desigualdad se tiene:

(¢ —b,Vidy(a,b)) < pe”(1){c —a,b—a) + v(c—b,b—a). (2.48)

Haciendo uso de las siguentes igualdades:

1
(c=a,b—a) =5 (le—al* = lle=b]" + [Ib = al*)

1
(c=bb—a)=S(le—al® = lle =" = [[o—al")

Sustituyendo en (2.48) obtenemos:
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1
(¢ =b, Vidy(b,a)) < 5(lle = all® = [le = BI* + [b = al*)ue" (1)+

(5 le = alP = fle = bl = s~ o)
= " () + 0)llle = all* = fle = BIF] = 502 — g (1) — )

1 "
=0(lc —al* = lle = bI*) = 5 (v — pe" (16— all*)

< O(lle — al* = fle = b]*) [Pues v = pp"(1)].



Capitulo

Métodos de punto proximal

En este capitulo se consideran dos clases de algoritmos de puntos proximales,
basados en la funcién casi distancia homogénea d de segundo orden para el problema
(5) de optimizacion cuasi-convexa. Estos algoritmos son descritos bajo las siguientes

hipotesis:

§3.1. Meétodo Proximal Interior(IPM)

Sea ¢ como en la definicion (2.14), con p > 0, v = 0y ¢ € Py, generando la

sucesion {z*}ren dada en el esquema (6).

§3.2. Método Proximal Interior Regularizado (RIPM)

Sea ¢ definido como en (2.14), con u > 0,v > up”(1) y ¢ € ®,, generando la

sucesion {z*}ren dada en el esquema (6).

Con el fin de establecer la convergencia de los métodos, se tomaran las siguientes

hipotesis para el problema de optimizacion cuasi-convexa (5):

(A1) domf(\RZ, #0.

(A2) El conjunto 6ptimo del problema (5), el cual denotamos por X* es no vacio y

acotado.

En lo siguiente, se probara la convergencia de los métodos (IPM) y (RIPM).

34
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Veamos entonces que la sucesion generada por (6) esté bien definida; esto es conse-

cuencia del siguiente lema.

LEMA 3.1. Dados it > 0, v > 0 y ¢ € ®, ademds sean ¢ y dy como en las
definiciones (2.14) y (2.15), respectivamente. Entonces, bajo las hipdtesis (A1) y

(A2), la sucesion generada por el esquema iterativo (6) estd bien definida.

Demostracion.

Se procedera por induccion. Para k = 0, es valido pues por hipotesis (A1),
domf NR™ # ). De esta manera existe z° > 0.
Veamos ahora que para el término k£ + 1 también se cumple.

Sea f* un valor 6ptimo del problema (5), luego:
< fl), Vo e RY, & [+ Mdy(z, 2%) < f(z) + Mdy(z, 2¥), Vo e R}, (3.1)
Sea Fi.(z) = f(x) + M\dy(z, %) y ast:

4 Medy(z, 2%) < Fy().

Ahora, denotemos el conjunto de nivel por:

Lp (v) ={z € R}, : Fi(x) < ~}, para todo v € R. (3.2)
Ademas, por (3.1) se tiene que:
Fy(r) <7 & f(2) + Mpdg(z,2") <y
& 4 Mdg(z, 2%) <
& dylw, ") < (v = )N
e Lt (= PN,
o Lp (v) € L(a*, A (v — 7). Luego, por el lema 2.4(d), el conjunto de niveles

L(x*, A\ Y (y— f*)) es acotado, para A\, '(y— f*) = 0 < v > f*. Por otro lado, veamos
que Ly, C X™.
Sea y € Lp,(y), luego por definicion (3.2) se tiene:

Fily) <v = fy) + Mdy(y,2") <~
= fy) < f(y) + Mdo(y, 2") <

= fly) <7 (3.3)
—ye X”
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Luego con este resultado, considerando el caso v < f*, por (3.3) se tiene que
fy) < v < f* lo cual implica que y € X* pues, f* es un valor 6ptimo. Asi, pode-
mos decir que el conjunto Lp, () es acotado para todo v € R. Por otra parte, Fj(x)
es semicontinua inferior en dom(f) y por tanto el conjunto de nivel Lg, (y) es com-

pacto para todo v € R.

Por tltimo, usando la semicontinuidad inferior de Fi(z) y la compacidad del
conjunto de nivel, obtenemos que Fj(x) tiene un minimo global, pero este no puede
ser tinico, debido a la no convexidad de f. En este caso 2! puede ser tomado de
manera arbitraria en el conjunto de minimizadores de Fy(x).

Veamos algunas propiedades para la sucesion {z¥}rcr bajo las hipotesis anteri-
ormete mencionadas para utilizarlas més adelante en la convergencia de los métodos

(IPM) y (RIPM).

DEFINICION 3.1. Definamos el siguiente conjunto el cual serd de gran utilidad para

la convergencia de los métodos.

U={reR}/f(x) < uf f(")}

Por la hipotesis (A1) y (A2), U es no vacio. Veamos que U es convexo, sea 1, Ty €

Uy e (0,1), Asi existen [, j € N tales que f(z;) < linngf(xl) v f(z2) < in]gf(xj).
S Je

, kY _ ‘ ; N 2 j NV .
Sea érelnqu(x ) = méx {lglngf(x ),Jlgﬂ%f(:c )} Ahora, por hipotesis f es cuasi

convexa luego:
FOr+ (1= X)) < mds{ (1), f(@2)} < fuf f(a")

Ademas U cerrado, pues si tomamos una sucesion en U, digamos ¥y, — = por la

semicontinuidad de f obtenemos:

f(w) liminf f(y) < liminf f(y,) < inf f(a")

Yy—x

—/(2) < fof (")

—z e U. (3.4)
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Asi, U es no vacio, convexo y cerrado.

LEMA 3.2. Sea {\}ren una sucesion arbitraria de nimeros positivos y {z*}ren la

sucesion generada por IPM. Entonces, bajo las hipdtesis (A1) y (A2):

(a) {f(2*)}ren es una sucesion decreciente y convergente.

(b) {z*}rew es Fejér convergente en el conjunto U con respecto a H definida como

en (2.34).
(¢c) Yz € U, la sucesion {H(z,2*)}ren es convergente.

Demostracion.

(a) Por la ecuacion (6), %! es una solucién éptima global del problema:

min{f(@) + Meds(a, ")},

y en consecuencia para x € R}, se tiene que:

F@) 4+ Mdy (21 2%) < F(2) + Medg(z, 25). (3.5)

Luego, sustituyendo = 2* en (3.5) tenemos:

F@) + Nd (2 %) < f(2F) + Mdy (2, 2F) = f(aP)
— 0 < Apdg(z™, 2%) < f(2*) — f(a" + 1)
= ) < f(h).

-, La sucesion { f(2¥) }ren es decreciente y ademas pues por hipotesis (A2) garan-
tiza minimo, asi la sucesion esté acotada y de acé, la sucesion es convergente, pues

toda sucesion mondtona y acotada converge.

(b) Por (3.5) y para todo € U tenemos:

FEH) — fx) < Mldy(z,2%) — dy(2"T, 27))
<

= 0.< fof f(z") = f(2) < f(@") = f@) < Muldo(z,2%) = do (™, 2%))
- 0< )\k(dd)(x,xk) — dy (2T, 2F))
— dy(w, 2%) < dy (2" 2. (3.6)
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k

Como U es convexo, por la definicion (2.16) se tiene que 2" es la tnica proyec-

cién de z* en U con respecto a dg. Luego, por el lema (2.5):

(x — 2" Vidy (a5 2F)) >0, Vrel, (3.7)

asi, aplicando el lema(2.6)(a) sustituyendo los puntos ¢ = x, a = 2% y b = 2*!

se obtiene que:
_ xk:-i-l, —V1d¢($k+l, .Z‘k)>

p" (1) mént; < jcn {5

H(r, %) - Hiz, 1) > &

Como pe”(1) lrgég( {a%} > 0y usando 3.7 podemos concluir que:
EVAW

H(z,2") > H(z, 2.

(c) Por la parte anterior tenemos que la sucesion {H (x, 2%)}rew es mondtona y

por la no negatividad de H tenemos que:

0< H(x,2") < ... < H(z, 2%

lo cual prueba que la sucesion {H(z,2")}ren es monétona y acotada, asi es

convergente.

LEMA 3.3. Sea {\}ren una sucesion arbitraria de nimeros positivos y {z*}ren la

sucesion generada por RIPM. Entonces, bajo las hipdtesis (A1) y (A2):

(a) {f(2")}renw es una sucesion decreciente y convergente.
(b) {z*}rew es Fejér convergente a el conjunto U.

(¢c) Yz € U, la sucesion {||z — z*||}xew es convergente.

Demostracion.
(a) La demostracion es exactamente igual la parte (a) del lema anterior, pues los

terminos v y p estan implicitos en dg.

(b)Siguiendo la demostracién del lema anterior podemos obtener las desigual-

dades (3.7) y (3.6). De esta manera, si utilizamos el lema 2.6 (b) y cambiando a = z*,

b= 2"y ¢ = x tenemos:
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0 < (o — o™, Vidy (2", 2%)) < O(|lo — 2% — [l — 2H?),

Vi
donde g = Y1)

asi:

, luego bajo la hipotesis de que p > 0 se tiene que 6 > 0y

0 <Oz —2** = [lo = &"H") = [lo = 2*|* 2 ||lz — "%, V2 eU.
o A{2*}renw Fejér convergente.
(c) Usando la no negatividad de la ||.|| y la parte (b) tenemos que:

0< ||z — 2" <l —2F|| ... < jz = 29,

lo cual prueba que la sucesion es acotada, por la pate (b) es monétona y de esta

manera converge.



Capitulo

Convergencia de los métodos

En este capitulo se probara la convergencia de los algoritmos (IPM) y (RIPM),

bajo las hipotesis y argumentos enunciados en los capitulos anteriores.

PROPOSICION 4.1. Supongamos que las hipotesis (A1) y (A2) son satisfechas. Sea
{ Ak }ren una sucesion arbitraria de niimeros positivos y {x*}rew la sucesion generada

por IPM. Entonces, La sucesion {x*}ren converge, y ademds:
(a) Siexiste A y A tal que 0 < A\ < A\, < X para todo k, entonces:

lim infgf >0, lim gfaf =0, Vi=1,...,n, (4.1)
k—o0 k—o0

donde g* € af(xk) y g¥ es la i-ésima componente de g*.

(b) Si kh'm M = 0, entonces {x*}rew converge a una solucion del problema (5).
—00

Demostracion. Probemos en primer lugar que la sucesion {z*}ren converge. Por el
lema 3.2(b), la sucesién {z*}.ew es Fejér convergente a el conjunto U, con respecto

a H y esto implica que:

{e"hew C {y € Ry | H(z,y) < H(z,20)}, Vo €T,

como una consecuencia del lema 2.3(a) la sucesion {z¥}ren es acotada. Luego,

i — z (Toda sucesion

existe Z y una subsucesion {2%}ren de {2F}renw tal que x
acotada posee una subsucesion convergente). Luego por la semicontinuidad inferior

de f:

40
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lim f(z*) > f(z) (Pues f es convergente),

Jj—o00

asi, junto con el lema 3.2(a) (convergencia y decrecimiento de f) implica:

f(@) < f@a"), k€N,

Con lo cual se prueba que x € U por definiciéon 3.1.
Ahora, por el lema 3.2(c) La sucesion { H(Z, 2%) } e converge y por el lema 2.3(b)

tenemos que lim;_,, H(Z,2%) = 0.

Por tanto, lim H(z,z*) = 0.

k—o0
Luego por el Lema 2.3(c), cambiando z¥ = 2* y* = z y como klim H(z,2%) =0,
—00

se tiene asi que {z*}ren converge a 7.

k+1

Probemos (a). Por el esquema iterativo (6) """ es solucion y por el lema 2.1(d):

0 € D(f(x) 4 Apdy(x, %) (2*1)),

asi, por le lema 2.1(c) tenemos que existe g"*! € af(xk“) tal que:

G N Vid(2M T 2F) = 0 = — " = A Vid (2R 2. (4.2)
Por otra parte, sabemos que:

k+1
Ly
Vld($k+1, .ff) = N"If:gpl(?)a

7

@

asi, la ecuacion 4.2 nos queda como:

_ gt = )‘kﬂxf@/(ﬁ_k% Vi=1,...,n. (4.3)

Definamos los siguientes conjuntos de indices:

() ={ie{l,2,....n} |7 >0} yJ@ ={ie{l,2.. . ,n}|5=0}

Estudiemos ahora los siguientes casos:
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Caso(i): i € I(z). En este caso:

E+1
lim +—— =1.

Es valido pues 2* — Z, usando la continuidad de ¢, el hecho de que /(1) = 0

y ademds que A\ es acotada, al aplicar limite a la igualdad (4.3) tenemos:

lim ¢"** =0, Vi€ I(z) (4.4)

k— o0
Caso(ii): 7 € J(Z). Para este se definen los siguientes conjuntos de indices:

k+1 k1
Ji—{k:m;k >1} Y Ji—{k:xik <1}.

i &y

Estudiemos Ji . Como ¢ es monétona creciente en este dominio tenemos:

LRt L
— >1:>g0'(1)<g0'(1k>
k+1

— gM <, Vke J, Vie J(z). (4.5)

Por otra parte, usando (4.3) y la hipotesis p € &; C P4 tenemos:

k41 kv it k n it
g = —Nppaie (;—k) = =\ p (1)(;7 —-1)

= i (1) — k)

(2 (2

> =" (D)(2f —ab) Vke JL. (4.6)

7

Note ademés que por la convergencia de {*}rew, limy oo (2 — 2%) = 0. Asi,

aplicando limite a (4.6) tenemos:

M > 0. (4.7)

1

lim ¢

k—o0
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Asi, de (4.5) y (4.7) podemos concluir que:

lim gt =0, Vi e JL(z). (4.8)

k—so0, kEJL
Para la otra parte, ¢/(t) < 0 para todo 0 < ¢t < 1, usando esto en (4.3) entonces
para J° |
gttt >0 Yk e JL Vi€ J(T),

luego con esta ultima igualdad queda probado que:

lim inf g¥ > 0. (4.9)

k—oo
Por tltimo, Veamos que hm gFzk = 0. Usando (4.8), (4.4) y el hecho de que

{2*}rew converge a T, solo se tlene que probar que:

lim gt =0, Vie J(z).

k—so00, keJi i

Por definicién:
lim  oFt =0, Vi J(z),
k—o0, kEJi

y ademas, por (4.9) solo se debe probar que la sucesion {gf},c;; para cada
i € J(¥) estd acotada superiormente. Asi, tomemos gy > 0y x € R}, Ndom(f) con

x; > gy para cada i. Entonces para k € J° suficientemente grande, se tiene:

zp— 2t > % Vi € J(3). (4.10)

Por la definicion (2.7) tenemos:

f(x) = (=" +ng“ — i) +o(f|lz — 2F)); (4.11)

esto implica que la sucesion {gF*'}, i es acotada para cada i € J(Z). Pues, si
suponemos lo contrario, es decir que existe un indice iy € J(Z) y una subsucesion

{gm beesi (Con hm k; = 4+00) tal que:

lim g]“”Jrl = +o0, glirl > 0.
l—>+o00
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Luego, como la sucesion {2571} ,cn es convergente, usando las ecuaciones (4.8)-
(4.11) tenemos que existe un n € R tal que para un [ suficientemente grande, donde

. . . L. k41 . . .
los terminos i # 4y y por ende los téminos ¢;'"' adquieren valores finitos se obtiene:

nglH L kl“) + o||lx — xleH) =1,
%10

y por las ecuaciones (4.10) y (4.11), obtenemos que

F@) = flahr) + Dt e,

Luego, lh’m f(xPth) > f(Z) (pues f es inferiormente semicontinua y conver-
——+00
gente), asi aplicando limite a la expresion anterior tenemos que f(x) > oo lo cual es
una contradiccion, pues x € dom(f).

b) Por la desigualdad (3.5 la no negatividad de d,, se obtiene que:
(b) g y g 69 q

F@*Y) < f(z) + Medg(z,2%), Vo € RY .,

tomando limite cuando k£ — 400 sobre la desigualdad anterior y usando la hipote-
sis de que lim A, =0, el lema (2.4)(e) y la semicontinuidad inferior de f se obtiene
k—-+00
que:

f(x) < f(2), Ve e RE,,

donde Z es tal que lim zF

k—+o00

= 7. Esto implica que z € X*.

PROPOSICION 4.2. Supongamos que las hipotesis (A1) y (A2) son satisfechas. Sea
{ Mk }rew una sucesion arbitraria de mimeros positivos y {x*}ren la sucesion generada

por RIPM. Entonces, La sucesion {z*}ren converge, y ademds:
(a) Siexiste A y X tal que 0 < A\ < A\, < \ para todo k, entonces:

lim infgF > 0, hm grab =0, Vi=1,...,n, (4.12)

k—o0
donde g* € 5]‘“(:6’“) y g¥ es la i-ésima componente de g*.

(b) Si klim M = 0, entonces {x"}rew converge a una solucion del problema (5).
—00
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Demostracion. Veamos que la sucesion {z*}ren converge. Por el lema 3.3(b), la

sucesion {z%}ren es fejér convergente a el conjunto U, lo cual implica que:

{o"hew Cly e Ry, o =yl < llo — woll} Vo e U.

Observemos que el conjunto de la derecha es acotado, para todo x € R” y asi,
la sucesion {2*},en es acotada, por tanto existe una subsucesion {z*}, € IN de

k ~ . . . e,
{z"}rew que converge a T. Usando un argumento similar al de la proposicion an-
terior se tiene que 7 € U. Luego, por el lema 3.3(c), la sucesion {||z* — Z||}ren es
convergente. En consecuencia, {ka} € R, converge a TE R’ . Por otra parte, por
la continudad de la norma, ||z% — Z|| — 0 y en consecuencia, ||z* — Z|| — 0, esto

implica que 2% — 7.
(a) Por la formula iterativa (6) y el lema 2.1(d) se tiene:

0 € O(f(x) 4 Apdy(x, %)) ("),

de esta manera, existe hF*! € 5]”(3:'““) tal que:

MV idy (T 2F) = —pA

Ahora, sustituyendo el gradiente de dg4, que para cada ¢ =1,...,n
.
R = — el () — vA(af T — af). (4.13)
x

%

Luego, para ¢ € @y se tiene por (2.33) que para cadai=1,...,n

l.]f?'i'l a:,l_ﬂ-‘rl
“inale () 2“0t (S~ 1) = e (1) — o)

i %

kel

; 7¥) a la dltima desigualdad tenemos:

restando v\ (z
R > Ap(p” (1) + v) (aF — 28T = 200, (aF — oY), i =1,... n. (4.14)

Asi considerando que la sucesion {z*}ren es convergente y ademas que A es

acotada, tomando limite cuando & — oo en (4.14) se tiene la primera parte de (4.12).
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Para la segunda parte, vamos a tomar en cuenta el lado izquierdo de la desigualdad

con la cual se definen las clases de funciones ¢ € @5, se obtiene:

k zt k k+1 xy
/ 1 4 1 -
—HART; ( o ) < p” (1) (27 — 27) <m) , 1=1,...,n

% Z;

kel _

g 7¥) a la desigualdad anterior tenemos:

Ahora, restando vy (x

k
R < pd” (1) (2F — 25 (f—;) +ue(zF — 2, i =1,... n. (4.15)
Z;

Combinando las desigualdades (4.14) y (4.15) tenemos:

k
200e(f — ) < B (udep(1) (w—) + Ak — ).

(2

k+1

Asi, multiplicando por x; ™" nos queda:

20Nk (wf — i) < B < (e (D + vhsaT) (0 — ).

7 % %

Tomando limite cuando k — oo, considerando que {z¥}ren es convergente y que
Ak es acotada, se tiene probada la parte (a).

(b) La demostracion es exactamente igual a la parte (b) de la proposicion ante-
rior, (tomando en cuenta que v y g cumplen con las hipotesis enunciadas en esta

proposicion) ya que las variables v y p estan implicitas en d.

COROLARIO 4.1. Suponga que f es una funcion cuasi-convexa, continuamente
diferenciable en R™ y supongamos que las hipdtesis (A1) y (A2) son satisfechas.
Sea {x*}ren la sucesion generada por IPM o RIPM entonces:

(a) Si existen N\ y X tales que, 0 < A < A\, < X para todo k, entonces {x*}rew

converge a un punto estacionario del problema (6).

(b) Si klim M = 0, entonces {x*}rew converge a una solucion del problema (6).
—00
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Demostracion.
(a) Por las proposiciones (4.1),(4.2), usando el hecho que sucesion {z*}.ew es
convergente y denotamos su limite por Z. Entonces, usando el Lema 2.1(b) y (4.1) 6

(4.12) tenemos:

(Vf(@)i)z: = Jim (Vf(a*))af =0, i=1,...,n,

esto implica que V f(Z)r(x — &) > 0, para todo x > 0. Por tanto, por definicién
(2.8)(a) T es un punto estacionario del problema (5).
(b) La demostracion es analoga a la parte (b) de la proposicion (4.1) 6 (4.2) y

debido a esto se omite. ]

DEFINICION 4.1. Sea 7y : R — R” tal que:

7y (2°) = argmin{||zr — 2% : x € U},

se define:

p(2°,U) = ||my(a”) — 2°].

PROPOSICION 4.3. Supongamos que las hipétesis (A1) y (A2) son satisfechas.
Sea {\p}rew una sucesion de mimeros positivos y {x*}ren la sucesion generada por

RIPM con limite . Entonces,
|l2” = Z|| < 2p(2°, V).

Demostracion. Como la sucesion {xk e es fejér convergente entonces si tomamos
r = my(2Y) obtenemos que |7y (2°) — 2¥|| < |7y (2°) — 2°||. Asi, tomando limite

cuando k — oo se tiene que:

lmy (%) = 2| < [lwr(2®) — 2.

con lo cual se obtiene que:
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2% = 2I1* < (l2° — 7y (@)l + |7 — 7w (2”)])*
)

2(l2° = my (2)1* + 17 — 7o (2°)]*)

N

2(l2° = 7w (2)* + [l2” = 7 (2")]1%)
4j2" — 7y (2]
4p*(2°,U).

NN

Por ultimo, tomando raiz cuadrada tenemos:

l2° — z]| < 2p(2", U),

Con lo cual, la prueba esta completa. [ ]



Capitulo

Conclusiones

En este trabajo, se desarrollaron dos clases de algoritmos proximales, basados en
una casi distancia homogénea de segundo orden, llamados (IPM) y (RIPM) para el
problema de optimizacién cuasi-convexa definido en (5). Las propiedades de conver-
gencia de los algoritmos fueron establecidas bajo algunas hipétesis y particularmente
se obtuvieron dos resultados de convergencia importantes, debido a la imposiciéon de
ciertas condiciones en los parametros proximales A\, (vease 4.1 y 4.2) y en particular

una consecuencia en el caso donde la funcién a minimizar sea continua.
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