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realización de éste proyecto, por explicarme y transmitirme de manera paciente

sus conocimientos y por ser más que mi tutor un buen amigo y consejero.

Al profesor Javier Hernández por explicarme latex y ayudarme con los
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Resumen

En este trabajo se extiende el Método de Máximo Descenso Euclideo en

variedades Riemanniana, donde se presenta el problema de minimizar una

función con ciertas restricciones de igualdad. Estas restricciones se reescriben

a conveniencia como una variedad y aśı se estudia sobre ella el concepto de

curva Geodésica, la cual define la longitud minimal entre dos puntos de la

variedad, de ésta manera se observa que dicha curva representa en la variedad

el papel de las rectas en el espacio Euclideo, de alĺı surge la idea de crear el

Método de Máximo Descenso a lo largo de Geodésicas, el cual es muy parecido

al Método de Máximo Descenso Euclidiano, pero éste, en lugar de hacer la

búsqueda por rectas la hace por Geodésica.
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Introducción

El propósito de este trabajo es estudiar y desarrollar el art́ıculo [2] en

el cual se extienden los métodos conocidos, relacionados con el gradiente en

la minimización sin restricciones de una función de Rn a valores reales, al

considerar el siguiente problema no lineal restringido:

mı́n{f(x)/x ∈ Rn : Ci(x) = 0; i = 1, 2, ...,m},

donde m ≤ n, f y Ci son funciones de Rn a valores reales, las cuales se suponen

diferenciables C σ (σ ≥ 2 a menos que se especifique lo contrario).

Se define C : Rn → Rm por C(x) = (C1(x), C2(x), ..., Cm(x)) y se supone

que cero es un valor regular de la función C, esto es que C ′(x) pertenece a

L (Rn,Rm) = {T : Rn → Rm/T es lineal} y es de rango completo, para todo

x ∈ M = C−1(0m) = {x ∈ Rn/C(x) = 0m}. Esta hipótesis de regularidad

implica que existe una submatriz m×m de la matriz jacobiana C en x ∈M ,

denotada por [Ax]m×n, la cual es no singular.

En el capitulo 1 se presentarán una serie de definiciones detalladas sobre

curvas diferenciables, superficies, plano tangente, primera y segunda forma

fundamental, campo vectorial, derivada covariante, transporte paralelo,

variedades diferenciables y Riemanniana, entre otras definiciones que serán de

gran ayuda para entender este trabajo.
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Resumen v

En el caṕıtulo 2 se prueba que M = C−1(0m) = {x ∈ Rn/C(x) = 0m} es

una subvariedad (n − m) dimensional de Rn, se da nuevamente el concepto

de plano tangente pero relacionado con el núcleo de la matriz [Ax]m×n y se

dota TxM con una forma bilineal positiva γx : TxM × TxM → R, la cual

se llamará métrica Riemanniana. Esta forma bilineal γx es una función suave

de x, y define una estructura Riemanniana γ en M ; luego se define el campo

gradiente de f en M y se define el método gradiente reducido de minimización

sin restricciones.

Este método consiste en la generación desde una aproximación xk a un

nuevo iterado xk+1 sobre la curva geodésica a partir de xk y tangente a una

dirección definida por el gradiente de f sobre M en xk.

En el caṕıtulo 3 se presentarán importantes resultados en la geometŕıa de

una variedad Riemanniana que se utilizan en este trabajo; también se estable-

cerán las condiciones de optimalidad sobre la variedad M ; se definirá el método

de máximo descenso a lo largo de geodésicas y serán analizada sus propiedades

de convergencia.

Br. Yorisbel Peña
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Capı́tulo 1
Preliminares de Geometŕıa

1.1. Curvas Regulares y Longitud de arco

Definición 1.1. Una curva diferenciable parametrizada es una función

diferenciable α : I → R3, donde I = (a, b) ⊂ R.

Ejemplo: (ver Figura 1.1) α(t) = (a cos t, a sin t, bt) es una curva diferen-

ciable parametrizada.

Ejemplo: (ver Figura 1.2) α : R → R2, dada por α(t) = (t3 − 4t, t2 − 4)

con t ∈ R es una curva diferenciable parametrizada.

Definición 1.2. Sea α : I → Rn una curva diferenciable parametrizada, lla-

maremos punto singular de α a todo punto t ∈ I,donde α′(t) = 0n.

Definición 1.3. Sea α : I → Rn una curva diferenciable parametrizada,diremos

que α es una curva regular si y sólo si α′(t) 6= 0n, para cualquier t ∈ I; es

decir que α no tiene puntos singulares. C = α(I) admite recta tangente en

todo punto α(t), t ∈ I.
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Resumen 2
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Figura 1.1: Hélice

0

α'(0)
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x
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Figura 1.2: El Pez

Observación 1.1. Consideremos una curva diferenciable parametrizada

α : I → Rn y observemos que α′(t) la podemos ver como la trayectoria de una

part́ıcula con rapidez S(t), dada por S(t) = ‖α′(t)‖.
Aśı, nos interesa saber ¿Qué longitud tiene el recorrido de la imagen, cuando

t varia, por ejemplo desde a hasta b, con a < b? (ver Figura 1.3)

Br. Yorisbel Peña



Resumen 3
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Figura 1.3: Longitud de una curva

Sea α : I → Rn, n = 2, 3 una curva diferenciable parametrizada y sea

[a, b] ⊂ I un intervalo cerrado.

Sea P cualquier partición del intervalo [a, b], P:a = to < t1 < ... < tn = b

[a, b] =
n⋃
k=1

[tk−1, tk].

Designemos con Π(P ) la poligonal (o curva poligonal) cuyos vertices son

α(to), α(t1), ..., α(tn), respectivamente.

Por lo tanto;

Π(P ) =
n⋃
i=1

α(ti)α(ti−1)

donde α(ti)α(ti−1), denota el segmento de recta que une α(tk) y α(tk−1).

(ver Figura 1.3)

Los lados de la poligonal Π(p) tienen longitud ‖α(t1)− α(t0)‖ ,

‖α(t2)− α(t1)‖ , ... , ‖α(tn)− α(tn−1)‖.

Aśı; la longitud Π(p) está dada por

`(Π(p)) =
n−1∑
i=1

‖α(ti)− α(ti−1)‖ = `(α, P ).

Br. Yorisbel Peña
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α(tn)

α(tk)
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α(t2)

α(to)=a

. . 
.

Figura 1.4: Poligonal

Sea P([a, b])={ P : P es una partición de [a, b]} el conjunto de las parti-

ciones de [a, b].

Definición 1.4. Sea H = {`(α, P ) : P ∈ P([a, b])}. Si existe M > 0 tal que

`(α, P ) ≤ M , para cualquier P ∈ P([a, b]), entonces diremos que la curva

C = α([a, b]) es rectificable y la longitud de arco α la indicaremos con Λ(a, b)

y esta dada por Λ(a, b) = Sup(H). Si no existe M > 0, entonces diremos que

la curva C no es rectificable.

Definición 1.5. Dado t ∈ I, la longitud de arco de una curva regular desde

t0 hasta t, se define

Λ(to, t) = S(t) =

∫ t

to

‖α′(t)‖.dt.

Ejemplo: (ver Figura 1.3) Sea α(t) = (cos t, sin t), t ∈ [0, 2π), ¿Cuál es la

longitud de arco?

Solución:

‖α′(t)‖ =
√

(− sin t)2 + (cos t)2 =
√

sin2 t+ cos2 t = 1

Luego,

Sα(t) =

∫ 2π

0

‖α′(t)‖.dt =

∫ 2π

0

1.dt = 2π

Br. Yorisbel Peña
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Figura 1.5: Circunferencia

Observemos que la curva β dada por β(t) = (cos 2t, sin 2t), t ∈ [0, 2π), tiene

la misma traza de la curva α (ver Figura 1.3), pero β′(t) = (−2 sin 2t, 2 cos 2t),

de esta manera ‖β′‖ =
√

4 sin2 t+ 4 cos2 t = 2; y se tiene que:

Sβ(t) =
∫ 2π

0
2.dt = 4π = 2Sα(t); es decir la longitud de arco de β es el doble

de la longitud de arco de α a pesar de tener el mismo gráfico.

Observación 1.2. Sea α : I → Ru, u = 2, 3 una curva diferenciable parametriza-

da regular. Si ‖α′(t)‖ = 1, entonces

S(t) =

∫ t

to

1.du = t− to.

Cuando ‖α′(t)‖ = 1, se dice que la curva α es parametrizada por longitud de

arco.

Definición 1.6. (Definición de diferenciabilidad uniforme) Una curva

α : I → Rn se dice uniformemente diferenciable cuando para cualquier

t ∈ I, existe un vector f(t) ∈ Rn con la siguiente propiedad: Dado ε > 0, se

puede encontrar δ > 0 de tal manera que si 0 < |h| < δ, t + h ∈ I entonces

‖α(t+ h)− α(t)− α′(t).h‖ < ε.|h|, para cualquier t ∈ I.

Teorema 1.1. (Teorema fundamental del cálculo para curvas) Sea

f : [a, b]→ Rn una curva de clase C 1, entonces se cumple que:∫ b

a

f ′(t).dt = f(b)− f(a)

Br. Yorisbel Peña
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Demostración: [ver [3]]

Teorema 1.2. (Teorema de la diferenciabilidad uniforme) Toda

curva α : [a, b]→ Rn, de clase C 1 en un intervalo compacto es uniformemente

diferenciable.

Demostración: Supongamos que α : [a, b]→ Rn, de clase C 1 en [a, b]; aśı,

α′ : [a, b] → Rn es continua en [a, b] y como [a, b] es compacto, entonces α′ es

uniformemente continua, de acá se tiene que: Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

t , t + h ∈ [a, b] y |h| < δ implica que ‖α′(t + h) − α′(t)‖ < ε, para cualquier

t ∈ [a, b]. Observemos que para t ∈ [a, b] fijo; vale que:∫ t+h

t

α′(t).ds = α′(t)h

Estudiemos lo siguiente:

‖α(t+ h)− α(t)− α′(t)h‖ =

∥∥∥∥∫ t+h

t

α′(s)ds−
∫ t+h

t

α′(t)ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ t+h

t

(α′(s)− α′(t))ds
∥∥∥∥

≤
∫ t+h

t

‖α′(s)− α′(t)‖ds

< ε

∫ t+h

t

ds

= ε

≤ ε|h|

De esta manera se tiene que dado ε > 0, se pudo encontrar un δ > 0 tal que

0 < |h| < δ , t+h ∈ I , entonces se cumple que ‖α(t+h)−α(t)−α′(t)h‖ < ε|h|,
para cualquier t ∈ I.

Aśı se concluye que α es uniformemente diferenciable.

Br. Yorisbel Peña
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Teorema 1.3. Sea α : I → R3 una curva diferenciable y sea [a, b] ⊂ I, un

intervalo cerrado. Para cada partición P = {a = t0 < t1 < ... < tn = b},
considérese `(α, P ) =

∑
‖α(ti) − α(ti−1)|, donde P es cualquier partición

dada. La norma ‖P‖ de una partición P es definida como ‖P‖= máx(ti−ti−1);

i = 1, 2, ..., n. Demostrar que: dado ε > 0, existe δ > 0 tal que si ‖P‖ < δ, se

tiene que: ∣∣∣∣∫ b

a

‖α′(t)‖dt− `(α, P )

∣∣∣∣ < ε.

Demostración: Sea P ∈P[a, b] , P = {a = to < t1 < ... < tn = b}.

Se define
∑

(P ) =
∑
‖α′(ti)‖(ti − ti−1).

Afirmación: Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que ,‖P‖ < δ implica que

‖α(ti)− α(ti−1)‖ < (α′(ti−1) +
ε

2(b− a)
)(ti − ti−1)

En efecto; Por la continuidad uniforme de α′ en [a, b], se tiene que:

dado ε > 0, existe δ1 > 0 tal que |h| < δ y t+h ∈ [a, b] implica que:

‖α′(t+ h)− α′(t)‖ < ε

2(b− a)
, para cualquier t ∈ [a, b]

Luego por el teorema de la diferenciabilidad uniforme tenemos que:

|h| < δ y t+ h ∈ [a, b] implica ‖α′(t+ h)− α′(t)− α′(t)h‖ ≤ ε|h|
2(b− a)

(∗)

Tomando el mismo δ1 > 0 de la continuidad uniforme de α′ y ‖P‖ < δ;

esto es que: máx{tj − tj−1 : j = 1, 2, ..., k} < δ

Sustituyendo t = ti−1 y h = ti − ti−1 en (∗) se tiene:

Br. Yorisbel Peña
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0 < |ti − ti−1| <máx{tj − tj−1 : j = 1, 2, ..., k} < δ, implica que

‖α(ti)− α(ti−1)− α′(ti−1)(ti − ti−1)‖ <
ε|ti − ti−1|
2(b− a)

Luego; ‖α(ti)− α(ti−1)‖ − ‖α′(ti−1)(ti − ti−1)‖ <
ε(ti − ti−1)

2(b− a)

Aśı: ‖α(ti)− α(ti−1)‖ < (‖α′(ti−1)‖+
ε

2(b− a)
)(ti − ti−1)

Por otro lado estudiemos lo siguiente:

`(α, P ) =
n∑
i=1

‖α(ti)− α(ti−1)‖

<
n∑
i=1

(‖α′(ti−1)‖+
ε

2(b− a)
)(ti − ti−1)

=
n∑
i=1

‖α′(ti−1)‖(ti − ti−1) +
ε

2(b− a)

n∑
i=1

(ti − ti−1)

=
n∑
i=1

‖α′(ti−1)‖(ti − ti−1) +
ε

2(b− a)
(tn − to)

=
n∑
i=1

‖α′(ti−1)‖(ti − ti−1) +
ε

2

De esta manera obtenemos: `(α, P ) <
∑n

i=1 ‖α′(ti−1)‖(ti − ti−1) +
ε

2

Ahora bien; observemos que:

`(α, P )−
∑

(P ) <
ε

2
y

∑
(P )− `(α, P ) >

−ε
2

Br. Yorisbel Peña
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Aśı tenemos que dado ε > 0, existe δ1 > 0 tal que ‖P‖ < δ1, entonces

‖`(α, P )−
∑

(P )‖ < ε

2

Por otro lado, como α es diferenciable en [a, b] (C∞), entonces α′(·) es

continua y como también se sabe que ‖ · ‖ es continua, y la compuesta de

continuas es continua, entonces ‖α′(t)‖ es continua en [a, b]; aśı
∫
‖α′(t)‖dt

existe.

Ahora bien; dado el mismo ε > 0 de la continuidad uniforme y escogiendo

ξi = ti−1 ∈ [ti−1, ti] se tiene que:∫ b

a

‖α′(t)‖dt = ĺım‖P‖→0

n∑
i=1

‖α′(ξi)‖(ti − ti−1) = ĺım‖P‖→0

∑
(P )

Esto es equivalente a decir que:

Dado ε > 0, existe δ2 > 0 tal que 0 < ‖P‖ < δ2, implica que

‖
∫ b
a
‖α′(t)‖dt−

∑
(P )‖ < ε

2

Tomando δ =mı́n{δ1, δ2}, se tiene que ‖P‖ < δ

De esta manera:∣∣∣∣∫ b

a

‖α′(t)‖dt− `(α, P )

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a

‖α′(t)‖dt−
∑

(P ) +
∑

(P )− `(α, P )

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ b

a

‖α′(t)‖dt−
∑

(P )|+ |
∑

(P )− `(α, P )

∣∣∣∣
<
ε

2
+
ε

2
= ε

Aśı, hemos probado que dado ε > 0, podemos encontrar un δ > 0 tal que si

‖P‖ < δ, entonces ∣∣∣∣∫ b

a

‖α′(t)‖dt− `(α, P )

∣∣∣∣ < ε

Br. Yorisbel Peña
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Definición 1.7. Sea α : I → R3 una curva parametrizada por longitud de

arco s ∈ I, se le llama curvatura de α en s al número real ‖α′′(s)‖ = K(s).

Observación 1.3. α : I → R3 es una linea recta si y sólo si K(s) = 0

En efecto:

Si α es una linea recta, α(s) = us+ v, donde u, v son vectores constantes,

entonces K = ‖α′′(s)‖ = 0.

Si K = ‖α′′(s)‖ = 0, entonces por integración α(s) = us+ v, y la curva es

una linea recta.

Observación 1.4. En los puntos donde K(s) 6= 0, esto es α′′(s) 6= 0, se define

n(s) =
α′′(s)

‖α′′(s)‖
, el cual es un vector unitario y además es paralelo a α′′(s) y

con el mismo sentido. Por otro lado, como α es parametrizada por longitud de

arco s, se tiene que para cualquier s ∈ I, ‖α′(s)‖ = 1.

‖α′(s)‖ = 1⇒ ‖α′(s)‖2 = 1

⇒< α′(s), α′(s) >= 1

⇒< α′′(s), α′(s) > + < α′(s), α′′(s) >= 0

⇒ 2 < α′′(s), α′(s) >= 0

⇒< α′′(s), α′(s) >= 0

Aśı concluimos que α′′(s) es perpendicular a α′(s) y como α′′(s) = K(s)n(s),

obtenemos también que n(s) es perpendicular a α′(s), para cualquier s ∈ I.

Como n(s), α′(s) son linealmente independiente (por se ortogonales), ellos

determinan un plano Πs = {x ∈ R3 : x = α(s)+λ.α′(s)+β.α′′(s), λ, β ∈ R},
el cual se llamará plano osculador en s.

Definición 1.8. Dada α : I → R3 una curva diferenciable parametrizada por

longitud de arco s. Dado s ∈ I diremos que s es un punto singular de orden

uno, si y sólo si α′′(s) = 0

Br. Yorisbel Peña



Resumen 11

En lo que sigue consideraremos curvas diferenciables parametrizadas por

longitud de arco que no tengan puntos singulares de orden uno; esto es que

α′′(s) 6= 0, para cualquier t ∈ I.

Se denotará a τ(s) = α′(s), el vector tangente unitario; aśı

τ ′(s) = α′′(s) = K(s)n(s).

Ahora bien, para cualquier s ∈ I definimos b(s) = τ(s) × n(s), el cual

es normal al plano osculador y es llamado vector binormal de s, además

‖b(s)‖ = 1. Por lo tanto, b(s) es un vector unitario y normal al plano osculador

el cual esta determinado por τ(s) y n(s).

Para cualquier s ∈ I, b(s) = τ(s)× n(s) es una función diferenciable en I.

Por lo tanto;

b′(s) =
d

dt
(τ(s)× n(s))

= τ ′(s)× n(s) + τ(s)× n′(s)

= K(s)n(s)× n(s) + τ(s)× n′(s)

= K(s)(n(s)× n(s)) + τ(s)× n′(s)

= τ(s)× n′(s)

De acá se sigue que b′(s) es perpendicular a τ(s) y que b′(s) es paralelo a n(s),

por tanto; existe τ(s) ∈ R tal que b′(s) = τ(s)n(s).

Definición 1.9. Sea α : I → R3 una curva diferenciable parametrizada por

longitud de arco s, tal que α′′(s) 6= 0 para cada s ∈ I. Al número τ(s) que

cumple que b′(s) = τ(s)n(s) es llamado la torsión de α en s.

En resumen; a cada vector s ∈ I le asociamos tres vectores unitarios τ(s),

n(s), b(s) el cual recibe el nombre del triedro de Frenet en s, (ver Figura 1.6)

además B = {τ(s), n(s), b(s)} determina una base de R3.
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τ(s)

n(s)

b(s)

α

Figura 1.6: Triedro de Frenet

1.2. La diferencial

Definición 1.10. Sea F : U ⊂ Rn → Rm una función diferenciable, para

cualquier p ∈ U asociamos una aplicación lineal dFp : Rn → Rm la cual

llamaremos diferencial de F en p, y es definida como sigue: Sea w ∈ Rn y sea

α : (−ε, ε) → U una curva diferenciable tal que α(0) = p y α′(0) = w; por la

regla de la cadena se tiene que la curva β = F ◦ α : (−ε, ε)→ Rm es también

diferenciable.(ver Figura 1.7)

dFp(w) = β′(0)

= (F ◦ α)′(0)

= [F ′(α(0))][α′(0)]

= [F ′(p)][w]

Proposición 1.1. La definición de dFp no depende de la elección de la curva

la cual pasa por p con vector tangente w, además dFp es en realidad un mapeo

lineal.

Demostración:

Nota: Trabajaremos con el caso de F : U ⊂ R2 → R3
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(                   )

τ
−ε

ε

α

β

α'(0)=w

p

F

dFp

dFp(w)=β'(0)

F(p)

R2 R3

x

y

z

Figura 1.7: La diferencial

Sea (u, v) ∈ R2 y (x, y, z) ∈ R3.

Sea e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) la base canónica de R2 y f1 = (1, 0, 0),

f2 = (0, 1, 0), f3 = (0, 0, 1) la base canónica de R3.

Sea α(t) = (u(t), v(t)); t ∈ (−ε, ε) y F (u, v) = (X(u, v), Y (u, v), Z(u, v))

Luego:

α′(0) = (u′(0), v′(0))

= u′(0)e1 + v′(0)e2

= w

β(t) = (F ◦ α)(t)

= F (u(t), v(t))

=

(
X(u(t), v(t)), Y (u(t), v(t)), Z(u(t), v(t))

)
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Aśı, usando la regla de la cadena y tomando la derivada en t = 0, obtenemos:

β′(0) = (
∂X

∂u

du

dt
+
∂X

∂v

dv

dt
,
∂Y

∂u

du

dt
+
∂Y

∂v

dv

dt
,
∂Z

∂u

du

dt
+
∂Z

∂v

dv

dt
).

Luego, podemos escribir a β′(0) como sigue:

β′(0) = (
∂X

∂u

du

dt
+
∂X

∂v

dv

dt
)f1 + (

∂Y

∂u

du

dt
+
∂Y

∂v

dv

dt
)f2 + (

∂Z

∂u

du

dt
+
∂Z

∂v

dv

dt
)f3

β′(0) =



∂X

∂u

∂X

∂v

∂Y

∂u

∂Y

∂v

∂Z

∂u

∂Z

∂u


.


du

dt

dv

dt

 = dFp(w)

Esto demuestra que dFp es representada en la base canónica de R2 en R3

por una matriz, la cual depende sólo de las derivadas parciales de p sobre las

funciones componentes de X, Y , Z sobre F . Aśı, dFp es un mapeo lineal y

claramente dFp(w) no depende de la elección de la curva α.

Teorema 1.4. (Teorema de la Función Inversa) Si F : U ⊂ Rn → Rn

es una función diferenciable (C 1,C∞) en p ∈ U , U abierto de Rn y F ′(p) es

no singular para algún punto p ∈ U , entonces existen Vp,WF (p) vecindades de

p y F (p) respectivamente tales que: F : Vp → Wp es biyectiva y su inversa

G : Wp → Vp es diferenciable (C 1,C∞).

Demostración: [ver [4]]
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Teorema 1.5. Sea U ⊂ Rk+n abierto, F : U ⊂ Rk+n → Rn de clase C r en U .

Escribir F (x, y) = F (x1, ..., xk), para y ∈ Rn, x ∈ Rk, suponga que (a, b) ∈ U
es tal que F (a, b) = 0 y

∂F

∂y
(a, b) es no singular, entonces existe B vecindad de

a ∈ Rk y una única función G : B ⊂ Rk → Rn de clase C r tal que G(a) = b

y F (x,G(x)) = 0, para cualquier x ∈ B. Además G es de clase C r en B.

Demostración: Definir f : U ⊂ Rk+n → Rk+n por f(x, y) = (x, F (x, y)).

Ver que f cumple las hipótesis del teorema de la función inversa.

f es de clase C r en U , pues F es de clase C r en U , además

f ′(a, b) =

 Ik×k 0k×k
∂F

∂x
(a, b)

∂F

∂y
(a, b)

 y como det
∂F

∂y
(a, b) 6= 0 por hipótesis, se

tiene que detf ′(a, b) 6= 0, luego usando el teorema de la función inversa se tiene

que existen vecindades C((a, b), r) y Wf(a,b) tal que la función

g = f−1 : C((a, b), r)→ Wf(a,b) es invertible.

Observemos que f(a, b) = (a, F (a, b)) = (a, 0), (pues F (a, b) = 0 para

todo a, b ∈ U), por otro lado, como W(a,0) es un abierto que contiene a (a, 0),

entonces existe C(a, 0) ⊂ W(a,0); llamemos Ba = C(a, 0) ∩Rk ⊂ Rk.

Se sabe que f(x, y) = (x, F (x, y)), ¿cómo será g = f−1?

(x, y) = g(f(x, y)) = g(x, F (x, y)), de esta manera g(x, y) = (x, h(x, y)) para

alguna función h(x, y), donde h : Rk+n → Rn y g(x, 0) = (x, h(x, 0)). Definir

G : B ⊂: Rk →: Rn por G(x) = h(x, 0) la cual es claramente C r, observemos

que:

f(a, b) = (a, 0)⇒ (a, b) = g(a, 0)

⇒ (a, b) = (a, h(a, 0))

⇒ a = a ∧ h(a, o) = b
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Además;

f(g(x, 0)) = f(x, h(x, 0)) = f(x,G(x))⇒ (x, 0) = (x, F (x,G(x, 0)))

⇒ x = x ∧ F (x,G(x)) = 0

Por lo tanto G(a) = h(a, 0) = b y F (x,G(x)) = 0, para cualquier x ∈ B.

Ahora se probará la unicidad de G

Supongamos que G1 : B ⊂ Rk → Rn, G2 : B ⊂ Rk → Rn, donde

G1(x) 6= G2(x) para cualquier x ∈ B, G1(a) = b = G2(a) y

F (x,G1(x)) = 0 = F (x,G2(x)) para cualquier x ∈ B.

g(f(x,G1(x))) = g(x, F (x,G1(x)))⇒ (x,G1(x)) = g(x, F (x,G1(x)))

⇒ (x,G1(x)) = g(x, F (x,G1(x)))

⇒ (x,G1(x)) = g(x, 0)

También se tiene que:

g(f(x,G2(x))) = g(x, F (x,G2(x)))⇒ (x,G2(x)) = g(x, F (x,G2(x)))

⇒ (x,G2(x)) = g(x, F (x,G2(x)))

⇒ (x,G2(x)) = g(x, 0)

Por lo tanto; (x,G1(x)) = g(x, 0) = (x,G2(x)), lo que implica que

G1(x) = G2(x).

Definición 1.11. Sea f : U ⊂ Rm → Rm, (m ≤ n) una aplicación diferen-

ciable, diremos que f es una inmersión śı y sólo si, para cualquier p ∈ U ,

dfp : Rm → Rm es inyectiva; es decir que el rango de [dfp] = m. Si m = n, dfp

resulta isomorfismo y por tanto f es un difeomorfismo local.
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Ejemplo: Si α : I ⊂ R→ Rn es una curva diferenciable regular, entonces

es una inmersión.

En efecto: Como α es regular, entonces

α′(t) = (α1(t), · · · , αn(t)) 6= (0, · · · , 0); es decir que el rango de [α′] = 1

1.3. Superficie regular e imagen inversa de un

valor regular

Definición 1.12. Un conjunto S ⊂ Rn es una superficie de dimensión m y

de clase C k, cuando para cualquier p ∈ S existe Up ⊂ Rn tal que Vp = Up ∩ S
es la imagen de alguna parametrización Xp : V0 ⊂ Rm → VP de dimensión m

y de clase C k.

El conjunto Vp es abierto en S y es llamado vecindad parametrizada de p.

Definición 1.13. Sea S ⊂ R3, diremos que S es una superficie regular si, para

cada p ∈ S, existe una vecindad V en R3 y una aplicación X : U → V ∩ S en

un conjunto abierto U ⊂ R2 sobre V ∩ S ⊂ R3 tal que:

1. X es diferenciable.

2. X es un homeomorfismo.

3. (condición de regularidad) Para cada q ∈ S, la diferencial dXq : R2 → R3

es inyectiva.

Proposición 1.2. Sea U ⊂ R2 abierto y f : U → R una función diferenciable;

entonces el gráfico de f que es un subconjunto de R3 dado por (x, y, f(x, y))

para (x, y) ∈ U , es una superficie regular. (ver Figura 1.8)
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x

y

z

.

.

(x,y,f(x,y))

(x,y)

X

S

U

Figura 1.8: Gráfico de una función

Demostración:

Sea X : U → S ∩R3, dada por:

X(u, v) = (u, v, f(u, v)), donde (u, v) ∈ U ⊂ R2 y

S = {(u, v, f(u, v)) : (u, v) ∈ U}

1. Claramente X es una parametrización del gráfico de f , cuya vecindad

X(U) cubre todos los puntos p ∈ S y además x(u, v) = u, y(u, v) = v,

z(u, v) = z = f(u, v) las cuales son las funciones componentes de X, y

admiten derivadas parciales continuas de todos los ordenes en U .

Por lo tanto; X es diferenciable en U .

2. X es inyectiva en U

En efecto:

Sea (u1, v1), (u2, v2) ∈ U
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X(u1, v1) = X(u2, v2)⇒ (u1, v1, f(u1, v1)) = (u2, v2, f(u2, v2))

⇒

u1 = u2

v1 = v2

⇒ (u1, v1) = (u2, v2)

Aśı concluimos que X es inyectiva, más aun X : U → X(U) ∩ S es

biyectiva, pues para cada p ∈ S; existe un único (u, v) ∈ U ; tal que

X(u, v) = (x, y, z); pues con u = x, y = v se tiene que

X(u, v) = (u, v, f(u, v)) = (x, y, z). Por lo tanto X(U) = S y como

X es diferenciable en U , entonces X es continua en U ; además existe

X−1 : S → U , dada por:

X−1(u, v, f(u, v)) = (u, v) = πxy(u, v, f(u, v))

donde πxy : R3 → R2, dado por πxy(x, y, f(x, y)) = (x, y) es continua en

R2.

Aśı, X−1 será continua en S ⊂ R3 vista como la restricción de πxy en

S.

Por lo tanto X es un homeomorfismo.

3. Probemos la condición de regularidad

Sea q = (u, v) ∈ U y consideremos la diferencial dXq : R2 → R3, la cual

es una aplicación lineal dada por:

dXq =



∂u

∂u

∂u

∂v

∂v

∂u

∂v

∂v

∂f(u, v)

∂u

∂f(u, v)

∂v


=



1 0

0 1

∂f(q)

∂u

∂f(q)

∂u


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Observemos que el determinante jacobiano

∂(x, y)

∂(u, v)
= det

(
1 0

0 1

)
= 1

Por lo tanto, dXq es inyectiva; y como ya hemos probado que se cumplen

1, 2 y 3; concluimos que S = {(u, v, f(u, v)) : (u, v) ∈ U} es una superficie

regular.

Definición 1.14. Sea U ⊂ Rn abierto y F : U ⊂ Rn → Rm una función

diferenciable. Diremos que p ∈ U es un punto critico de F cuando la diferencial

dFp : Rn → Rm no sea sobreyectiva, es decir; que el rango de [dFp] es menor

que m.

Ejemplo: Sea F : Rn → R, entonces :

dFp(v) = [DF (p)]1×n[v]n×1

=

[
∂F (p)

∂x1

∂F (p)

∂x2

· · · ∂F (p)

∂xn

]
.


v1

v2

...

vn


= 〈gradF (p), v〉

Queremos que DF (p) = gradF (p) tenga rango menor que 1; pero

DF (p) = gradF (p) es una matriz unifila. ¿Cuándo una matriz unifila tiene

rango menor que 1?, cuando cada uno de sus elementos son ceros. Por tanto,

cuando m = 1 pediremos que DF (p) = gradF (p) = [0 . . . 0]1×n

Aśı se concluye que p es un punto cŕıtico de F si el gradF (p) = 0

Observación 1.5. Si p es un punto cŕıtico de F , entonces a F (p) lo llamare-

mos valor cŕıtico.
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Definición 1.15. Sea F : U ⊂ Rn → Rm, diremos que a ∈ F (U) es un valor

regular si no es un valor cŕıtico.

Proposición 1.3. Sea f : U ⊂ R3 → R diferenciable y a ∈ f(U) un valor

regular de f , entonces f−1(a) es una superficie regular.

Demostración:

Sea p = (x, y, z) ∈ f−1(a) = {(x, y, z) ∈ R3)/f(x, y, z) = a}, donde

a ∈ f(U) es un valor regular. Como a ∈ f(U) es un valor regular; entonces dfp

es sobreyectiva, es decir el grad(f(p)) es no nulo.

grad(f(p)) = (
∂f(p)

∂x
,
∂f(p)

∂y
,
∂f(p)

∂z
) 6= 0,

Sin perder generalidad, suponga que
∂f(p)

∂z
6= 0 y defina F : R3 → R3, dada

por: F (x, y, z) = (x, y, f(x, y, z)), donde para cada (x, y, z) ∈ U su imagen

F (x, y, z) = (u, v, t).

Es claro que F es diferenciable; pues cada una de sus funciones componentes

lo es; luego la diferencial de F en p viene dada por:

dFP =



1 0 0

0 1 0

∂F (P )

∂x

∂F (P )

∂y

∂F (P )

∂z


y el det(dFp) =

∂F (P )

∂z
6= 0, de esta manera podemos usar el teorema de la

función inversa, el cual nos garantiza que existe una vecindad Vp de p y una

vecindad WF (p) tal que F : Vp → WF (p) es invertible y F−1 : WF (p) → Vp es

diferenciable C∞.
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Por lo tanto, si (x, y, z) ∈ Vp, entonces

F (x, y, z) = (x, y, f(x, y, z)) = (u, v, t) ∈ WF (p) y

F−1(u, v, t) = F−1(x, y, f(x, y, z)) = (x, y, z)

Luego; si F−1(u, v, t) = (h(u, v, t), S(u, v, t), g(u, v, t)), entonces

h(u, v, t) = x = u, S(u, v, t) = y = v, g(u, v, t) = z, son diferenciables con

(u, v, t) ∈ WF (p) (ver Figura 1.9)

x

y

z

u

v

t

V W
. .p a

F(p)

p f(p)

F

Figura 1.9: Valor Regular

Considérese la función proyección Π : R3 → R2, dada por

Π(x, y, z) = (x, y), la cual es una función continua.

Considérese también H : Π(Vp)→ Vp, dada por H(x, y) = g(u, v, a) = z la

cual es diferenciable en Π(Vp), el cual es el conjunto abierto en R2.

Ahora bien, probemos que: F (f−1(a)∩ vp) = Wf(p)∩{(u, v, t) ∈ R3/t = a}

En efecto:
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F (f−1(a) ∩ Vp) ⊂ Wf(p) ∩ {(u, v, t) ∈ R3}

ξ ∈ F (f−1(a) ∩ Vp)⇒ F−1(ξ) ∈ f−1(a) ∩ Vp
⇒ F−1(ξ) ∈ f−1(a) ∧ F−1(ξ) ∈ Vp
⇒ f(F−1(ξ)) = a ∧ ξ ∈ F (Vp) = WF (p)

⇒ ξ ∈ {(u, v, t) ∈ R3/t = a} ∧ ξ ∈ WF (p)

⇒ ξ ∈ Wf(p) ∩ {(u, v, t) ∈ R3}

Justifiquemos porque f(F−1(ξ)) = a⇒ ξ ∈ {(u, v, t) ∈ R3}

Sea ξ = (u, v, t), entonces

F−1(ξ) = F−1(u, v, t) = (u, v, g(u, v, t)) = (x, y, g(u, v, t))

Luego; f(F−1(ξ)) = f(x, y, g(u, v, t)) = a

Aśı, F (F−1(ξ)) = F (x, y, g(u, v, t)) = (x, y, f(u, v, g(u, v, t))) = (u, v, a)

y por tanto, ξ ∈ {(u, v, t) ∈ R3}

De acá, F (f−1(a) ∩ Vp) ⊂ Wf(p) ∩ {(u, v, t) ∈ R3}.

Wf(p) ∩ {(u, v, t) ∈ R3} ⊂ F (f−1(a) ∩ Vp)

ξ ∈ WF (p) ∩ {(u, v, t) ∈ R3} ⇒ ξ ∈ WF (p) ∧ ξ ∈ {(u, v, t) ∈ R3}

⇒ F−1(ξ) ∈ F−1(Wf(p)) = Vp ∧ F−1(ξ) ∈ f−1(a)

⇒ F−1(ξ) ∈ Vp ∩ f−1(a)

⇒ ξ ∈ F (Vp ∩ f−1(a))

Por lo tanto; Wf(p) ∩ {(u, v, t) ∈ R3} ⊂ F (f−1(a) ∩ Vp)

De acá concluimos que Wf(p) ∩ {(u, v, t) ∈ R3} = F (f−1(a) ∩ Vp)

Esto significa que el gráfico de H es:

f−1(a) ∩ Vp = {(x, y, z) ∈ R3/z = H(x, y), (x, y) ∈ Π(Vp)}

= {(x, y,H(x, y)) ∈ R3/(x, y) ∈ Π(Vp)}

= graf(H)
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Luego, como el graf(H) = f−1(a) ∩ Vp, entonces por la proposición 1.2,

Sp = f−1(a) ∩ Vp es una superficie regular, más aun para una vecindad coor-

denada de p (X : Π(Vp)→ Sp), dada por X(x, y) = (x, y,H(x, y)) cumple las

condiciones 2 y 3 de la definición de superficie regular.

Aśı, todo punto p ∈ S = f−1(a) puede ser cubierto por una vecindad

coordenada. Por lo tanto, S = f−1(a) es una superficie regular.

Definición 1.16. Sea S una superficie regular, V ⊂ S abierto y

f : V ⊂ S → R. Diremos que f es diferenciable en p ∈ V si y sólo si existe una

parametrización X : U ⊂ R2 → S con p ∈ X(U) ⊂ V y f ◦X : U ⊂ R2 → R

diferenciable en X−1(p). (ver Figura 1.10)

R

R3

R

2

U

V

SX(U)

p

X
-1

(p).

.

0

X

f

fOX

Figura 1.10: Diferenciabilidad de f

Definición 1.17. Diremos que f es diferenciable en V si ésta es diferenciable

para cualquier punto en V .

Definición 1.18. Sea S una superficie, S ⊂ R3 y p ∈ S. Se llamará vec-

tor tangente a S en p al vector α′(0) donde α : (−ε, ε) → S es una curva

diferenciable con α(0) = p.

Definición 1.19. Al conjunto formado por todos los vectores tangentes a S

en p, lo llamaremos plano tangente y lo denotaremos como sigue;
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TPS = {α′(0) = v : α : (−ε, ε)→ S, es una curva diferenciable con α(0) = p}
(ver Figura 1.11)

(    
     

     
     

     
    )−ε

ε

0

TpS

S

α
α'(0)=v

β'(0)=w

β

(                            )

−ε

ε

0

α
β

Figura 1.11: Definición de Plano Tangente

Proposición 1.4. Sea X : U ⊂ R2 → S una parametrización de la super-

ficie regular S, y sea q ∈ U ,entonces se tiene que el subespacio vectorial de

dimensión 2; dXq(R
2) = TpS.

Demostración:(ver Figura 1.12) Probemos que dXq(R
2) ⊂ TpS.

Sea w ∈ Xq(R
2), entonces existe v ∈ R2 tal que dXq(v) = w.

Ahora bien, consideremos r : (−ε, ε) → U dada por r(t) = q + tv, y

observemos lo siguiente:

r(0) = q , α = X ◦ r. De esta manera tenemos:

α(0) = (X ◦ r)(0) = X(r(0)) = X(q) = p
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U

R2

. q
(                )

−ε εr

dXq

X

α

.
X(q)=p

w=α'(0)

S

TpS

Figura 1.12: Plano Tangente

α′(0) = (X ◦ r)′(0) = X ′(r(0))(r′(0)) = X ′(q)v = dXq(v) = w

Aśı, tenemos que w ∈ TpS, y por tanto dXq(R
2) ⊂ TpS.

Probemos ahora que TpS ⊂ dXq(R
2).

Sea w ∈ TpS, entonces w = α′(0) para alguna curva α : (−ε, ε)→ S

diferenciable con α(0) = X(q).

Observemos que β = X−1◦α : (−ε, ε)→ U es diferenciable y que α = X◦β;

luego

α′(0) = (X ◦ β)′(0)

= X ′(β(0))β′(0)

= X ′(q)β′(0)

= dXq(β
′(0))

= w
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De acá w ∈ dXq(R
2) y por tanto TpS ⊂ dXq(R

2).

Aśı, concluimos que TpS = dXq(R
2).

Definición 1.20. Sea V un espacio vectorial, dim(V) = 2, diremos que la

aplicación lineal A : V→ V es autoadjunta si y sólo si:

〈Av,w〉 = 〈v,Aw〉, para cualquier v, w ∈ V

Ejemplo: Sea A = aij ,i, j = 1, 2 y {e1, e2} la base ortonormal de V,

entonces:

〈Ae1, e2〉 =

〈(
a11 a12

a21 a22

)
.

(
1

0

)
,

(
0

1

)〉
= a21

〈e1, Ae2〉 =

〈(
1

0

)
,

(
a11 a12

a21 a22

)
.

(
0

1

)〉
= a12

Ahora bien, por la simetŕıa del producto interno tenemos que:

〈e1, Ae2〉 = 〈Ae2, e1〉 y 〈e2, Ae1〉 = 〈Ae1, e2〉.

Luego; si A es autoadjunta , entonces a21 = 〈Ae1, e2〉 = 〈e1, Ae2〉 = a12.

De acá tenemos que si A es autoadjunta, entonces A es simétrica, esto es

aij = aji.

Por otro lado, definiendo B : V×V→ R por, B(v, w) = 〈Av,w〉, se tiene

una aplicación bilineal y simétrica; es decir que se cumple:

1. B(αv, w) = αB(v, w)

2. B(v1 + v2, w) = B(1v, w) +B(v2, w)
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3. B(v, αw) = αB(v, w)

4. B(v, w1 + w2) = B(v, w1) +B(v, w2)

5. B(v, w) = B(w, v)

Rećıprocamente se tiene que, si B : V × V → R es bilineal simétrica,

entonces A : V→ V, definida por B(v, w) = (Av,w) es autoadjunta, más aún

si B : V × V → R es bilineal simétrica y se define Q(v) = B(v, v), v ∈ V se

tiene una forma cuadrática. Además si se conoce la forma cuadrática Q que

proviene de B
1

2
[Q(u + v) − Q(u) − Q(v)] podemos obtener la forma bilineal

simétrica de la siguiente manera:

1

2
[Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)] =

1

2
[B(u+ v, u+ v)−B(u, u)−B(v, v)]

=
1

2
[B(u, u) + 2B(u, v) +B(v, v)−B(u, u)−B(v, v)]

= B(u, v)

Aśı, observamos que se puede establecer una correspondencia inyectiva en-

tre la forma cuadrática en V y la aplicación lineal autoadjunta de V.

1.4. La primera forma fundamental

Sea S ⊂ R3 una superficie regular, p ∈ S y consideremos TpS ⊂ R3. Como

en R3 tenemos el producto interno 〈, 〉 usual,entonces dado vp, wp ∈ TpS ⊂ R3

podemos calcular

〈vp, wp〉 =
3∑
i=1

viwi

Aśı, al variar p en S podemos definir 〈vp, wp〉p = 〈v, w〉.
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Ahora bien, con 〈, 〉p que es una forma bilineal, se define una forma cuadrática

Ip : TpS → R dada por:

Ip(w) = 〈wp, wp〉p = ‖w‖2 ≥ 0

A ésta le llamaremos primera forma fundamental de la superficie regular

S ⊂ R3 en el punto p ∈ S. (ver Figura 1.13)

TpS

S

v

w

vp

wp

R3

p
.

Figura 1.13: Primera Forma Fundamental

Observemos que al cambiar p, cambia Ip y expresemos la primera forma

fundamental en términos de la base {Xu, Xv} asociada a la parametrización

X(u, v) en p. Como w ∈ TpS, entonces w = α′(0) para alguna curva

α : (−ε, ε)→ S con α(0) = p; por otro lado, tenemos también que

α(t) = X(ut, vt).

Aśı, p = α(0) = X(u(0), v(0)) = X(u0, v0)

Ip(w) = Ip(α
′(0))

= 〈α′(0), α′(0)〉p
= 〈u′(0)Xu(u0, v0) + v′(0)Xv(u0, v0), u

′(0)Xu(u0, v0) + v′(0)Xv(u0, v0)〉p
= E(u′(0))2 + 2Fu′(0)v′(0) +G(v′(0))2

= g11(u
′(0))2 + 2g12u

′(0)v′(0) + g22(v
′(0))2
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Donde,

g11 = E = 〈Xu(u0, v0), Xu(u0, v0)〉p , g12 = g21 = F = 〈Xu(u0, v0), Xv(u0, v0)〉p
y g22 = G = 〈Xv(u0, v0), Xv(u0, v0)〉p.

Más adelante la métrica Riemanniana será dada aśı:

G =

(
g11 g12

g21 g22

)

Obsérvese que si p = X(u, v) varia en una vecindad coordenada, entonces

E(u, v), F (u, v), G(u, v) serán funciones diferenciables en dicha vecindad.

La importancia de la primera forma fundamental proviene del hecho de que

al conocer I, podemos tratar cuestiones métricas sobre una superficie regular

S, sin hacer referencia al espacio ambiente R3.

Como ya sabemos la longitud de arco parametrizada por la curva α : I→ S

es dada por:

S(t) =

∫ t

0

‖α′(t)‖dt =

∫ t

0

√
〈α′(t), α′(t)〉dt =

∫ t

0

√
Ip(α′(t))dt

Pero si X es una parametrización local de S, entonces α(t) = X(u(t), v(t))

e IP (α′(t)) = E(u′(t))2 + 2Fu′(t)v′(t) +G(v′(t))2; de esta manera se obtiene:

S(t) =

∫ t

0

√
Ip(α′(t))dt =

∫ t

0

√
E(u′(t))2 + 2Fu′(t)v′(t) +G(v′(t))2dt

Luego, derivando y elevando al cuadrado se tiene que:(
dS(t)

dt

)2

= E

(
du(t)

dt

)2

+ 2F

(
du(t)

dt

)(
dv(t)

dt

)
+G

(
dv(t)

dt

)2

y aśı: dS2 = E(du)2 + 2Fdu.dv +G(dv)2

Esta es la expresión del teorema de pitágoras para un triángulo sobre la

superficie S.
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Definición 1.21. Si X : U ⊂ R2 → R3 es una parametrización, se define

E = 〈Xu, Xu〉 , F = 〈Xu, Xv〉 y G = 〈Xv, Xv〉 y se le llama métrica

Riemanniana a la primera forma fundamental Ip : TpX(U)→ R dada por:

Ip = 〈wp, wp〉p

Luego, si llamamos u = x1 , v = x2 podemos escribir que:

dS2 = E(dx1)
2 + 2Fdx1dx2 +G(dx2)

2

Más aún, si llamamos g11 = E, g12 = g21 = F y g22 = G entonces

dS2 = g11(du)2 + 2g12du.dv + g22(dv)2 =
2∑

i,j=1

gijdxidxj

Aśı, se pueden representar estos términos gij en una matriz y llamar

G = (gij) =

(
g11 g12

g21 g22

)
=

(
E F

F G

)

Obsérvese que al variar el punto p = X(u, v) en la superficie, las entradas

de la matriz gij son funciones que dependen de p; aśı, para dar una métrica

Riemanniana sobre una superficie basta dar una matriz G = (gij); donde:

gij(p) = 〈 ∂
∂xi

,
∂

∂xj
〉p = 〈Xu, Xv〉p

Si la superficie tiene dimensión 2, la matriz G = (gij) será de orden 2× 2;

si la superficie tiene dimensión m, la matriz G = (gij) será de orden m×m.

Definición 1.22. Sea S ⊂ R3 una superficie y X : U ⊂ R2 → S una carta

local, entonces gij : U → R son funciones a valores reales diferenciables en U

para cualquier i, j = 1, 2; pues es claro que g11 = E = 〈Xu, Xu〉 = ‖Xu‖2 > 0,

g11 = G = 〈Xv, Xv〉 = ‖Xu‖2 > 0 y para el caso donde i 6= j será

g12 = g21 = F = 〈Xu, Xv〉 = 〈Xv, Xu〉 = ‖Xu‖‖Xv‖. cos(θ) =
√
E.F . cos(θ).
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Aśı se observa que a través de F = gij (i 6= j) se puede encontrar el ángulo

que forma Xu con Xv, por otro lado si v = v1Xu+v2Xv y w = w1Xu+w2Xv,

entonces:

〈v, w〉 = 〈v1Xu + v2Xv, w1Xu + w2Xv〉

= v1w1E + (v1w2 + v2w1)F + v2w2G

Es decir gij determina completamente el producto escalar de dos vectores.

Considérese ahora el producto vectorial de los vectores básicos.

Xu ×Xv = det



i j k

∂x1

∂u

∂x2

∂u

∂x3

∂u

∂x1

∂v

∂x2

∂v

∂x3

∂v



Y obsérvese que ‖Xu ×Xv‖ = ‖Xu‖.‖Xv‖. sin(θ) mide el área del

paralelogramo y que dicha área es igual al área del rectángulo coloreado en

azul (ver Figura 1.14).

θ θ
cat.op

Xu

Xv

Figura 1.14: Área de un paralelogramo
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sin(θ) =
cat.op

h
=
cat.op

‖Xv‖
, esto implica que cat.op = sin(θ)‖Xv‖; por otro

lado denotemos por A� el área del rectángulo; aśı

A� = ‖Xu‖‖Xv‖ sin(θ) = ‖Xu ×Xv‖ = área del paralelogramo

Ahora bien, ‖Xu ×Xv‖2 = ‖Xu‖2‖Xv‖2 sin2(θ), lo que implica

‖Xu ×Xv‖2 + 〈Xu, Xv〉2 = ‖Xu‖2‖Xv‖2 sin2(θ) + ‖Xu‖2‖Xv‖2cos2(θ)

= ‖Xu‖2‖Xv‖2

de acá se obtiene que ‖Xu ×Xv‖ =
√
EG− F 2.

Definición 1.23. Un atlas de una superficie S, es un conjunto

A = {ϕ : V0 → V/ ϕes parametrización de V y la unión de tales V cubren S }.

Definición 1.24. Dos parametrizaciones ϕ : V0 → V , ψ : W0 → W se dicen

compatibles cuando V ∩W 6= 0 y ψ−1 ◦ϕ : ϕ−1(V ∩W )→ ψ−1(V ∩W ) tiene

detJ(ψ−1 ◦ ϕ)(x) > 0, para cualquier x ∈ ϕ−1(V ∩W ).

Definición 1.25. Un atlas se dice coherente cuando todo par de parametriza-

ciones son compatibles.

Definición 1.26. Una superficie se dice orientable cuando admite un atlas

coherente.

Definición 1.27. Dado una parametrización X : U ⊂ R2 → S sobre una

superficie regular S en el punto p ∈ S. Nosotros podemos escoger un vector

normal unitario en cada punto de X(U), dado por la siguiente regla.

N(q) =
Xu ×Xv

‖Xu ×Xv‖
(q), q ∈ X(U).

Aśı, se tiene una aplicación N : X(U) ⊂→ R3 diferenciable, la cual asocia a

cada q ∈ X(U) un vector normal unitario N(q).

Definición 1.28. Sea S ⊂ R3 una superficie con orientación N ; la aplicación

N : S → R3 tiene sus valores en la esfera unitaria

S2 = {(x, y, z) ∈ R3/x2 + y2 + z2 = 1}.
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N : S → S2 ⊂ R3 se le llama función de Gauss de S, la cual es diferenciable

y dNp : TpS → TpS es lineal. Esta opera de la siguiente forma:

Dado α(t) = X
(
u(t), v(t)

)
una curva parametrizada en S con α(0) = p, y

consideremos N ◦ α(t) = N(t) en S2; luego

dNp(α
′(0)) = dNp

(
u′(0)Xu + v′(0)Xv

)
= u′(0)dNp(Xu) + v′(0)dNp(Xv)

= u′(0)Nu + v′(0)Nv

Por otro lado se tiene que 〈N,Xu〉 = 0 y 〈N,Xv〉 = 0; aśı al derivar la primera

respecto v y la segunda respecto u, se obtiene lo siguiente

〈Nv, Xu〉 = −〈N,Xuv〉 y 〈Xv, Nu〉 = −〈Xvu, N〉, pero X es C 2, entonces

Xuv = Xvu.

Por lo tanto, 〈Nv, Xu〉 = 〈Xv, Nv〉 o lo que es equivalente,

〈dNp(Xv), Xu〉 = 〈Xv, dNp(Xu)〉

De acá se concluye que dNp : TpS → TN(p)S
2 es autoadjunta, y aśı se le

puede asociar una forma cuadrática IIp : TpS → R dada por

IIp(v) = 〈dNp(Xv), v〉, la cual es llamada segunda forma fundamental.

Como TpS y TN(p)S son paralelos podemos escribir dNp : TpS → TpS en

lugar de dNp : TpS → TN(p)S
2; aśı como {Xu, Xv} es base de TpS y

Nu, Nv ∈ TpS se tiene que:

Nu = a11Xu + a21Xv

Nv = a12Xu + a22Xv
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Y de esta manera

dNp(α
′(0)) = u′(0)Nu + v′(0)Nv

= u′(0)[a11Xu + a21Xv] + v′(0)[a12Xu + a22Xv]

= [u′(0)a11 + v′(0)a12]Xu + [u′(0)a21 + v′(0)a22]Xv

Por lo tanto,

(dNp).

(
u′(0)

v′(0)

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)
.

(
u′(0)

v′(0)

)

Luego la segunda forma fundamental IIp(α
′(0)) en la base {Xu, Xv} será:

IIp(α
′(0)) = −〈dNp(α

′(0)), α′(0)〉

= −〈u′(0)Nu + v′(0)Nv, u
′(0)Xu + v′(0)Xv〉

= −(u′(0))2〈Nu, Xu〉 − u′(0)v′(0)〈Nu, Xv〉 − u′(0)v′(0)〈Nv, Xu〉 − (v′(0))2〈Nv, Xv〉

= e(u′(0))2 + 2fu′(0)v′(0) + g(v′(0))2

Donde −〈Nu, Xu〉 = e , 〈Nu, Xv〉 = 〈Nv, Xu〉 = f y 〈Nv, Xv〉 = g

Definición 1.29. Sea C una curva regular en S que pasa por el punto p ∈ S
con curvatura K en p; y el cos(θ) = 〈n,N〉, donde n es el vector normal a C

y N es el normal a S en p. El número Kn = K cos(θ) es llamado curvatura

normal de C ⊂ S en p.

Interpretaremos la segunda forma fundamental, Considérese una curva

C ⊂ S parametrizada por α(s), donde s es la longitud en C y α′(s) = p.

Se denotará por N(s) la restricción del vector normal N a lo largo de la

curva α(s).

Como ya se sabe, 〈N(s), α′(s)〉 = 0, si deriva se obtiene que
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〈N(s), α′′(s)〉 = −〈N ′(s), α′(s)〉, por lo tanto.

IIp(α
′(0)) = −〈dNp(α

′(0)), α′(0)〉

= −〈N ′(0), α′(0)〉

= −〈N(0), α′′(0)〉

= −〈N,Kn〉

= Kn(p)

Definición 1.30. Un campo en un conjunto abierto U ⊂ R2 es una aplicación

que asigna a cada q ∈ Uun vector w(q) ∈ R2. se dirá que W es un campo

vectorial diferenciable si para cada q = (x, y) ∈ U se puede escribir

W (q) =
(
a(x, y), b(x, y)

)
y las funciones a y b son diferenciables en U .

Definición 1.31. Sea X : U ⊂ R2 → S una parametrización en la orientación

de S. Es posible asignar a cada punto de X(U) un triedro natural dado por los

vectores Xu , Xv y N.

Expresaremos la derivada de los vectoresXu ,Xv yN en la base {Xu, Xv, N}.

Xuu = Γ1
11Xu + Γ2

11Xv + L1N

Xuv = Γ1
12Xu + Γ2

12Xv + L2N

Xvu = Γ1
21Xu + Γ2

21Xv + L̄2N

Xvv = Γ1
22Xu + Γ2

22Xv + L3N

Nu = a11Xu + a21Xv

Nv = a12Xu + a22Xv

Los coeficientes Γkij se les llaman śımbolos de Cristoffel de S en la parametrización

X. Como Xuv = Xvu, se concluye que Γ1
12 = Γ1

21 y Γ2
12 = Γ2

21; por otro lado,

si se realiza el producto interno entreN yXuu se obtiene 〈N,Xuu〉 = L1〈N,N〉.
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Aśı; L1 =
〈N,Xuu〉
〈N,N〉

= e

Haciendo el producto interno con las primeras cuatro ecuaciones anteriores

y N , se obtiene que L1 = e, L2 = L̄2 = f y L3 = G, donde e, f y g son los

coeficientes de la segunda forma fundamental.

1.5. Transporte Paralelo y Geodésicas

Definición 1.32. Un campo vectorial (tangente) en un abierto U ⊂ S, donde

S es una superficie regular; es una correspondencia W que asigna a cada punto

p ∈ U un vector W(p) ∈ TpS.

Se dirá que W : U → TU es un campo diferenciable en p si y sólo si existe

X(u, v) parametrización en p tal que si W(p) = a(p)Xu + b(p)Xv en la base

{Xu, Xv}, entonces las aplicaciones a y b son diferenciables.

W es diferenciable en U si y sólo si W es diferenciable para cualquier

p ∈ U.

Definición 1.33. Sea W un campo vectorial diferenciable sobre el conjunto

abierto U ⊂ S y p ∈ S. Sea v ∈ TpS, considérese una curva parametrizada

α : (−ε, ε) → U , con α(0) = p y α′(0) = v El vector obtenido al proyectar

(
dW

dt
)(0) normalmente sobre el plano TpS es llamado derivada covariante en

p sobre el campo vectorial W relativo al vector v (ver Figura 2.23)

La derivada covariante es denotada por (
DW

dt
)(0) o (DvW)(p).

Sea X(u, v) parametrización de S en p, X(u(t), v(t)) y

W(t) = a(u(t), v(t)).Xu + b(u(t), v(t)).Xv, entonces

W(t) = a(t).Xu + b(t).Xv
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TpS

S

N
dw
dt α'(0)

Dw
dt

wp

Figura 1.15: Derivada covariante

Por otro lado,

dW

dt
= a(t).(u′Xuu + v′Xuv) + a′(t)Xu + b(t).(u′Xvu + v′Xvv) + b′(t)Xv

= a(t)[u′(Γ1
11Xu + Γ2

11Xv + L1N) + v′(Γ1
12Xu + Γ2

12Xv + L2N)] + a′(t)Xu+

b(t)[u′(Γ1
21Xu + Γ2

21Xv + L̄2N) + v′(Γ1
22Xu + Γ2

22Xv + L3N)] + b′(t)Xv.

La derivada covariante, no es más
dW

dt
pero haciendo cero su parte normal.

DW

dt
= a(t)[u′(Γ1

11Xu + Γ2
11Xv) + v′(Γ1

12Xu + Γ2
12Xv)] + a′(t)Xu+

b(t)[u′(Γ1
21Xu + Γ2

21Xv) + v′(Γ1
22Xu + Γ2

22Xv)] + b′(t)Xv.

Definición 1.34. Una curva parametrizada definida en [0, `], α : [0, `]→ S es

la restricción a [0, `] de una función diferenciable α : (0− ε, `+ ε)→ S, ε > 0.

Sea α(0) = p y α(`) = q, se dirá que α conecta p con q y la distancia de p a

q, se define como d(p, q) = inf{`(γ) : γ conecta a p con q}

Definición 1.35. Sea α : I → S una curva parametrizada en S, un campo

vectorial a lo largo de α es una correspondencia que asigna a cada t ∈ I un

vector W(t) ∈ Tα(t)S.
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Se dirá que W es un campo diferenciable en t0 si y sólo si existe una

parametrización X(u, v) en α(t0) tal que las componentes a(t) y b(t) de

W(t) = a(t)Xu + b(t)Xv son diferenciables en t0.

W es diferenciable en I si y sólo si W es diferenciable para cualquier t ∈ I.

Definición 1.36. Sea W un campo vectorial diferenciable a lo largo de

α : I → S, la expresión
DW

dt
, t ∈ I está bien definida y es llamada derivada

covariante de W en t.

Definición 1.37. Un campo vectorial W a lo largo de una curva parametriza-

da α : I → S es paralelo si
DW

dt
(t) = 0 para todo t ∈ I.(ver Figura 1.16)

αW

Figura 1.16: Campo Vectorial Paralelo

Proposición 1.5. Sea V y W campos vectoriales paralelos a lo largo de

α : I → S, entonces 〈W(t),V(t)〉 es constante.

Demostración: V y W son campos vectoriales paralelos a lo largo de

α : I → S, esto implica que:
DW

dt
= 0 =

DV

dt
, W′(t) =

dW(t)

dt
= λ1N y

V′(t) =
dV(t)

dt
= λ2N.

Aśı; 〈W′(t),V(t)〉 = 0 y 〈W(t),V′(t)〉 = 0

Derivemos 〈W(t),V(t)〉
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(〈W(t),V(t)〉)′ = 〈W′(t),V(t)〉+ 〈W(t),V′(t)〉 = 0

Por lo tanto 〈W(t),V(t)〉 = ctte

Proposición 1.6. Sea α : I → S una curva parametrizada en S y sea w0 ∈
Tα(t0)S, t0 ∈ I entonces existe un único campo vectorial W(t) a lo largo de

α(t), con W(t0) = W0.

Demostración: [ver [1]]

Definición 1.38. Sea α : I → S una curva parametrizada y W0 ∈ Tα(t0)S,

t0 ∈ I. Sea W el campo vectorial paralelo a lo largo de α, con W(t0) = W0.

El vector Wt1S, con t1 ∈ I es llamado transporte paralelo de W0 a lo largo de

α en t1.

Definición 1.39. Una curva parametrizada, no constante γ : I → S se dice

geodésica en t ∈ I si el campo vectorial tangente γ′(t) es paralelo a lo largo de

γ en t; esto es que
Dγ′(t)

dt
= 0.

γ es geodésica si y sólo si γ es geodésica en todo t ∈ I.

Ejemplo: Suponga que S es una superficie regular y que α : I → S es una

curva diferenciable en S, donde α(0) = p y α′(0) = γ.

Considérese el campo W formado por todos α′(0) = γ ∈ TpS a lo largo de

la curva; aśı
dW

dt
= α′′(0).

Si se considera el caso particular en el cual α′′(0) =
dW

dt
es paralelo al normal

N a lo largo de la curva α, entonces
DW

dt
(t) = 0, para cualquier t ∈ I. (ver

Figura 1.17)
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α

α'

α''

Ν

Figura 1.17: Geodésica

1.6. La Función Exponencial.

Dado p ∈ S, S es una superficie regular y v ∈ TpS, v 6= 0. Se sabe que

existe una única geodésica γ : (−ε, ε)→ S con γ(0) = p y γ′(0) = v.

Se denotará γ(t,v) = γ(t) = γ y γ(t,v) indicará que γ′(0) = v.

Lema 1.1. Si γ(t,v) es geodésica, t ∈ (−ε, ε) entonces la geodésica γ(t, λ),

λ ∈ R, λ 6= 0, está definida para t ∈ (
−ε
λ
,
ε

λ
) y γ(t, λv) = γ(λt,v).

Demostración: Sea α : (
−ε
λ
,
ε

λ
) → S una curva parametrizada definida

por α(t) = γ(λt), entonces α′(0) = λγ′(0) = λv.

Por la linealidad de la derivada covariante se tiene que:

Dα′(t)α
′(t) = Dλγ′(t)λγ

′(t) = λ2Dγ′(t)γ
′(t), de acá α es una geodésica con las

siguientes condiciones iniciales γ(0) , λγ′(0).

Por unicidad, α(t) = γ(t, λv) = γ(λt,v)
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Notación: si v ∈ TpS y v 6= 0 es tal que γ(‖v‖, v

‖v‖
) = γ(1,v), se define la

exponencial dada como sigue: expp(v) = γ(1,v) y expp(0) = p.

1.7. Superficies Abstractas

Definición 1.40. S es una superficie abstracta si S junto con una familia de

parametrizaciones Xα : Uα → S, con U ⊂ R2 abierto, Xα inyectiva se cumple

que: (1)
⋃
αXα(Uα) = S

(2) ∀ α, β con Xα(Uα) ∩Xβ(Uβ) 6= 0; Xα ◦X−1
β y Xβ ◦X−1

α son difer-

enciables.

Al par (Uα, Xα) se le llama sistema de coordenadas locales y {(Uα, Xα)}α
se le llama Estructura Diferenciable.

Definición 1.41. Sean S1 y S2 superficies abstractas y sea ϕ : S1 → S2

diferenciable, ∀ p ∈ S1 y ∀w ∈ Tp(S1). consideremos α : (−ε, ε) → S1 en

α(0) = p y α′(0) = w, sea β = ϕ ◦ α, la función dϕ : Tp(S1)→ Tϕ(p)(S2) dado

por dϕp(w) = β′(0) es llamada la diferencial de ϕ en p.

Definición 1.42. Una superficie geométrica o Variedad Riemanniana de di-

mensión α, es una superficie abstracta junto a la escogencia de un produc-

to interno 〈, 〉p en cada TpS, p ∈ S el cual varia diferencialmente con p

en el siguiente sentido, para alguna y (por tanto para toda) parametrización

Xα : Uα → S, las funciones:

E(u, v) = g11(u, v) = 〈 ∂
∂u
,
∂

∂U
〉,

F (u, v) = g12(u, v) = g21(u, v) = 〈 ∂
∂u
,
∂

∂v
〉,
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G(u, v) = g22(u, v) = 〈 ∂
∂v
,
∂

∂v
〉,

son funciones diferenciables en Uα.

Al producto interno 〈, 〉 se le llama métrica Riemanniana sobre S.

Definición 1.43. Una variedad Riemanniana es una n-dimensional variedad

diferenciable M junto a una escogencia, para cualquier p ∈M de un producto

interno 〈, 〉p en cada TpM que varia diferencialmente con p en el siguiente

sentido, para alguna y (por tanto para toda) parametrización Xα : Uα → M ,

con p ∈ Xα ⊂M las funciones:

gij(x1, · · · , xn) = 〈 ∂
∂xi

, · · · , ∂

∂xj
〉

son diferenciables en Xα′(p) y x1, · · · , xn son coordenadas de Uα ⊂ Rn.

La familia {〈, 〉p : p ∈M} la llamaremos Estructura Riemanniana o Métri-

ca Riemanniana para M.

1.8. Función de Morse

Definición 1.44. Sea S una superficie y f : S → R una función diferenciable,

diremos que p0 ∈ S es un punto cŕıtico de f si f ′(p0) = 0.

Ejemplo: Cuando S ⊂ R3 y f : S → R es dad por f(x, y, z) = z (la

función altura), entonces los puntos cŕıticos de f son aquellos donde el plano

tangente es perpendicular al eje z.

Sea entonces p0 ∈ S un punto cŕıtico de f y ϕ : U → S, dado por:

ϕ(x, y) = (ϕ1(x, y), ϕ2(x, y), ϕ3(x, y)) = ϕ3(x, y), (x, y) ∈ U ; por tanto una

condición de p0 para ser punto cŕıtico de f implica que:
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f ′(ϕ(x0, y0)) = 0⇒ ∂ϕ3(x0, y0)

∂x
= 0 =

∂ϕ3(x0, y0)

∂y

Aśı;

Tp0S = ϕ′(x0, y0)(R
2) =





∂ϕ1(x0, y0)

∂x

∂ϕ1(x0, y0)

∂y
∂ϕ2(x0, y0)

∂x

∂ϕ2(x0, y0)

∂y

0

(
λ

µ

)
0


, λ, µ ∈ R


= {(λ̄, µ̄, 0) : λ̄, µ̄ ∈ R}

que es lo que se queŕıa demostrar.

Definición 1.45. Sea f : S → R una función diferenciable y p0 ∈ S un punto

cŕıtico de f. Sea ϕ : U ⊂ R2 → V ⊂ S una parametrización con ϕ(x0, y0) = p0.

El Hessiano de f en p0 es una forma bilineal f ′′(p0) : Tp0S × Tp0S → R

definida por:

f ′′(p0)(ϕ
′(x0, y0)u, ϕ

′(x0, y0)v) = (f ◦ ϕ)′′(x0, y0)(u, v)

En términos de la parametrización ϕ, el Hessiano de f está representado

por la matriz

Hf(p0) =


∂f ◦ ϕ
∂x2

∂f ◦ ϕ
∂x∂y

∂f ◦ ϕ
∂y∂x

∂f ◦ ϕ
∂y2


Definición 1.46. Un punto cŕıtico p0 ∈ S de una función diferenciable

f : S → R es no degenerado si detH(f)(p0) 6= 0.

Proposición 1.7. Si S es una superficie compacta y todos los puntos cŕıticos

de la función f : S → R son no degenerado, entonces tales puntos son un

número finito.
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Demostración: Como S es compacta, basta mostrar que los puntos cŕıticos

de f son aislados.

Sea p0 ∈ S un punto cŕıtico de f y ϕ : U → V , dada por ϕ(x0, y0) = p0

una parametrización, (f ◦ϕ)′ : U → L (R2,R), donde L (R2,R) = (R2)∗ es el

conjunto de las aplicaciones lineales de R2 en R.

(f ◦ ϕ)′ : R2 → (R2)∗ es un isomorfismo, pues p0 es no degenerado, luego

por el teorema de la función inversa se tiene que existen abiertos U1 ⊂ U , en

torno de (x0, y0) y V1 ⊂ (R2)∗, con (f ◦ ϕ)′(x0, y0) = 0, tal que

(f ◦ ϕ)′ : U1 → V1 es un difeomorfismo y por tanto (x0, y0) es el único punto

de U1 donde (f ◦ ϕ)′(x0, y0) = 0.

De acá se sigue que p0 ∈ S es un punto cŕıtico aislado de f.
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Capı́tulo 2
Preliminares de Optimización

Sea f una función de Rn a valores reales y considérese el siguiente problema

no lineal con restricciones:

mı́n{f(x)/x ∈ Rn : Ci(x) = 0; i = 1, 2, ...,m}, (2.1)

donde m ≤ n, f y Ci son funciones de Rn a valores reales, las cuales se suponen

diferenciables C σ (σ ≥ 2 a menos que se especifique lo contrario).

Se define C : Rn → Rm por C(x) = (C1(x), C2(x), ..., Cm(x)) y se supone

que cero es un valor regular de la función C, esto es que C ′(x) pertenece a

L (Rn,Rm) = {T : Rn → Rm/T es lineal} y es de rango completo m, para

todo x ∈M = C−1(0m) = {x ∈ Rn/C(x) = 0m}. Esta hipótesis de regularidad

implica que existe una submatriz m×m de la matriz jacobiana de C en x ∈M ,

denotada por [Ax]m×n, la cual es no singular.

Denotar B =
(∂Ci
∂xj

)
, donde i, j ∈ {1, 2, ...,m} y sea

N = {1, 2, ...,m,m+ 1, ..., n}, luego denotar J = N − I = {m+ 1, ..., n}
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Por otro lado, escribir Rn como Rm × Rn−m y sea [Ax] = [B p D], Aśı se

utiliza el teorema de la función impĺıcita, el cual garantiza que existe una

vecindad Ux = W ×V de x = (xI , xJ) ∈ Rm×Rn−m, ψx : V → W una función

C σ tal que ψx(yJ) = yI si y sólo si C(yI , yJ) = 0m.

Por tanto, la restricción de f en Ux ∩ M puede ser representada por la

función ϕx : V ⊂ Rn−m → R, la cual es C σ y definida por:

ϕx(z) = f(ψx(z), z) (2.2)

Suponiendo ahora que x∗ ∈ M es un minimizador local de f sobre M en

la vecindad Ux ∩M de x; se tiene que x∗ = (x∗I , x
∗
J) con ψx(y

∗
J) = y∗I ,y X∗J

es un minimizador local del problema de minimización sin restricciones en el

conjunto abierto V .

mı́nz∈V ϕx(z) (2.3)

Aplicando el método tipo gradiente al problema sin restricciones (2.3), se

construye una sucesión de aproximaciones {zk} que converge a x∗J y se define

iterativamente como sigue:

zk+1 = zk + tkP
k (2.4)

donde P k es una dirección de descenso basada en gk, el gradiente de ϕx en zk,

y tk es el tamaño de paso seleccionado por una búsqueda lineal de la función

j(t) = ϕx(z
k + tk.p

k) para t > 0. En el espacio original Rn la iteración (2.4)

corresponde al algoritmo:

xk+1
J = xkJ + tkP

k (2.5)

xk+1
I = ψx(x

k+1
J ) (2.6)

El gradiente de ϕx puede ser expresado en términos de los datos originales

del problema, ¿Cómo?.
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Se define, H : V ⊂ Rn−m → Rm ×Rn−m = Rn, dada por

H(z) = (ψx(z), z), aśı:

ϕx(z) = f(ψx(z), z) = f ◦H(z)

Luego;

Dϕx(z) = D(f ◦H)(z)

= [Df(H(z))]1×n[DH(z)]n×(n−m)

=

[
∂f

∂xI

∂f

∂xJ

]
1×n

[
Dψx(z)

In−m

]
n×(n−m)

=
∂f

∂xI
Dψx(z) +

∂f

∂xJ
In−m (∗)

Ahora se estudiara quien es Dψx(z),

Se deriva C(ψx(z), z) = C ◦H(z) = 0m

D(C ◦H)(z) = [DC(H(z))]m×n[DH(z)]m×(n−m)

⇒
[
B D

]
m×n

[
Dψx(z)

In−m

]
n×(n−m)

= [0]m×(n−m)

⇒ B.Dψx(z) +D = [0]

⇒ Dψx(z) = −B−1D (∗∗)

Sustituyendo (∗) en (∗∗), se obtiene que:

Dϕx(z) =
∂f

∂xI
B−1D +

∂f

∂xJ
, donde

gk = ∇ϕx(z) = [Dϕx(z]T

De acá:

gk = ∇Jf(xk)−DT .(B−1)T .∇If(xk) (2.7)
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Este es llamado el gradiente reducido para la partición N = I ⊕ J , el

tamaño de paso tk debe ser elegido a partir de xk por una búsqueda a lo largo

de la curva dada por:

X(t) =
(
ψ(xkJ + t.pk), xkJ + t.pk

)
(2.8)

Aśı se produce un suficiente decrecimiento de la función objetivo, de esta

manera Gabay y Luenberger propusieron ideas basadas en el método gra-

diente reducido, generalizando el método de máximo descenso y analizando

sus propiedades de convergencia.

Notar que si x∗ no pertenece a Uxk
∩M , también es posible encontrar una

aproximación xk+1 de acuerdo con (2.6) y (2.5) al restringir la búsqueda a

lo largo de (2.8) para un intervalo [0, t̃] tal que xk+1 ∈ Uxk
∩M ; para cada

xk+1 se puede construir una nueva partición N = I ⊕ J , y la iteración xk es

eventualmente alcanzada tal que x∗ ∈ Uxk
∩M .(ver Figura 2.1)

x1

x2 x3

Ux1

Ux3

Ux2
xI

xJ

(   
     

     
 )

(              )

W

V Rn-m

Rm

Figura 2.1: Construcción de Vecindades

Br. Yorisbel Peña



Resumen 50

2.1. El conjunto de restricciones M visto

como una variedad

Se estudiarán las propiedades del conjunto de restricciones M = C−1(0m),

el cual es definido por la aplicación C : Rn → Rm, (m ≤ n) que se supone

diferenciable (σ ≥ 2).

Recordar que 0m es un valor regular de C si y sólo si C ′(x) está dentro del

conjunto L (Rn,Rm) = {T : Rn → Rm/ T es lineal} y es de rango completo

m para cualquier x ∈M . Esto es, C ′(x) es sobreyectiva para todo x ∈M .

Teorema 2.1. Sea C : Rn → Rm una aplicación C σ, tal que 0m es un valor

regular de C, entonces el conjunto M = C−1(0m) es una subvariedad (n−m)

dimensional en Rn de clase C σ−1.

Demostración: Se fija un punto x ∈ M ⊂ Rn, aśı C(x) = 0m. Como 0m

es un valor regular de C, entonces la derivada C ′(x) asigna una aplicación de

Rn sobre Rm, la cual es sobreyectiva para todo x ∈M .

Luego, por el teorema de nulidad y rango se tiene que:

dim
(
N(C ′(x))

)
+dim

(
Im(C ′(x))

)
= n.

Como C ′(x) es sobreyectiva, entonces dim
(
Im(C ′(x))

)
= m y por tanto la

dim
(
N(C ′(x))

)
= n−m. Ahora, se escoge una aplicación lineal Zx ∈ L (Rn,Rn−m),

tal que Zx : Rn → Rn−m es no singular en este subespacio N(C ′(x)) ⊂ Rn;

lo que queremos es escoger Zx : Rn → Rn−m de manera tal que Zx/N(C ′(x)

sea inyectiva; es decir: N
(
Zx/N(C ′(x)

)
= {0n−m}, o lo que es lo mismo, para

cualquier v ∈ N(C ′(x) se cumpla que Zx.(v) = 0n−m si y sólo si v = 0n

De esta manera se obtiene:

N(Zx) ∩N(C ′(x)) = {0n} (2.9)
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Se define ahora una aplicación sx : Rn → Rm ×Rn−m, dada por:

sx(y) =

(
C(y)

Zx(y − x)

)
n×1

,∀ y ∈ Rn (2.10)

nótese que sx(x) = 0n y que sx ∈ L (Rn,Rn), luego:

[s′x](y) =

[
C ′(x)

Zx(x− x)

]
(y) =

[
C ′(x)

Zx

]
(y)

de esta forma se obtiene que s′x : Rn → Rm ×Rn−m viene dada por:

[s′x](y) =

[
C ′(x)(y)

Zx(y)

]
,∀ y ∈ Rn (2.11)

Afirmación: s′x es no singular

En efecto; sea v ∈ Rn

sx(x)(v) = [0]n×n ⇔

[
C ′(x)(v)

Zx(v)

]
n×n

= [0]n×n

⇔

C ′(x)(v) = [0]m×n

Zx(v) = [0](n−m)×n

⇔ v ∈ N(C ′(x)) ∧ v ∈ N(Zx)

⇔ v ∈ N(Zx) ∩N(C ′(x)) = {0n}

⇔ v = 0n

luego el teorema de la función inversa implica que para la aplicación

sx : Rn → Rn = Rm ×Rn−m existe alguna vecindad Ux de x ∈ Rn, la cual es

difeomorfa a la vecindad W × V de cero en Rm ×Rn−m.

En el cambio de coordenadas sx, el conjunto M se transforma localmente

en un subespacio (n−m) dimensional de {0}×Rn−m, ya que sx mapea Ux∩M
difeomorficamente sobre {0} ×Rn−m.
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La aplicación Zx define por restricción un sistema coordenado de M alrede-

dor de x sobre el dominio coordenado Ux∩M y las componentes (z1, z2, ..., zn−m)

de la imagen z = Zx(x− y), y ∈ Ux ∩M son llamadas coordenadas locales

de y.

El difeomorfismo inverso s−1
x permite definir una parametrización local

no lineal θx : V → Ux ∩M de M alrededor de x, dada por:

y = θx(z) = s−1
x (0m, z) (2.12)

Probando que el mapeo Zx es escogido como una función diferenciable C σ−1

de x, entonces el cambio de coordenadas locales alrededor de x al cambio de

coordenadas x′ tal que (Ux ∩ Ux′ ∩M 6= ∅) definido por:

Zx′ ◦ θx : Zx(Ux ∩ Ux′ ∩M) −→ Zx′(Ux ∩ Ux′ ∩M)

es diferenciable C σ−1.

Se denotará por [Ax]m×n la matriz Jacobiana de C en x, y se manten-

drá [Zx](n−m)×n para denotar la matriz que representa la aplicación lineal Zx.

La matriz Jacobiana de sx se puede ver como la matriz [Sx]n×n, dada por:

Sx =

[
Ax

Zx

]
n×n

, (2.13)

Nótese que la hipótesis de regularidad implica que: rang(Ax) = m

Definición 2.1. Sea R ∈ Ml×n, la cual es de rango completo l ≤ n, se lla-

mará inversa por la derecha de R a la matriz R− ∈ Mn×l la cual es de rango

completo l y cumple que: [R]l×n[R−]n×l = [Id]l×l, tal inversa existe, pero no es

única.

El siguiente resultado se refiere a la escogencia de [Zx] y [Z−x ], en particular

a la escogencia de una matriz inversa por la derecha de [Ax], digamos [A−x ], y

aśı expresar el inverso [S−1
x ] de una forma más sencilla.
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Proposición 2.1. Sea [A−x ]n×m una inversa por la derecha de [Ax]m×n, en-

tonces existe una matriz [Zx](n−m)×n de rango completo (n−m) y una matriz

inversa por la derecha [Z−x ]n×(n−m) que satisface:

[Zx](n−m)×n.[A
−
x ]n×m = [0](n−m)×m , [Ax]m×n.[Z

−
x ]n×(n−m) = [0]m×(n−m)

(2.14)

tal que la matriz [Sx]n×n es no singular y su inversa viene dada por:

S−1
x =

[
A−x Z−x

]
n×n

(2.15)

Demostración: Una condición necesaria y suficiente para la no singulari-

dad de [Sx]n×n es:

N(Zx) ∩N(Ax) = {0n} (2.16)

Dado que [Ax] es de rango completo m; es decir que

rang(Ax) = m = dimI(Ax), se tiene por el teorema de nulidad y rango que

dimN(Ax) + dimI(Ax) = n

De esta manera podemos decir que N(Ax) es un subespacio en Rn de di-

mensión (n-m), por otro lado recordemos que Zx : Rn → Rn−m es inyectiva en

el subespacio N(Ax) ⊂ Rn, esto es Zx/N(Ax : N(Ax → Rn−m es sobreyectiva,

de esta manera la dimI(Zx/N(Ax) = n − m; más aún Zx : Rn → Rn−m es

sobreyectiva y dimI(Zx) = n−m

Aśı, nuevamente utilizando el teorema de nulidad y rango obtenemos que

dim N(Zx) = m, de acá se tiene que N(Zx) es un subespacio en Rn de dimen-

sión m.

Ahora bien, N(Ax) y N(Zx) son subespacios en Rn de dimensión (n−m)

y m respectivamente, y además N(Zx) ∩N(Ax) = {0n}.
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Por otro lado, la inversa de [A−x ] debe ser de rango m, es decir [A−x ] tiene m

columnas linealmente independiente, es decir dim
(
Sg(col(A−x ))

)
= m, y sus

columnas generan un subespacio R(A−x ) en Rn, la cual tiene dimensión m y

cumple que:

N(Ax) ∩R(A−x ) = {0n}

Por otro lado, se tiene que N(Ax) y R(A−x ) son subespacios ortogonales

y como N(Zx) ∩N(Ax) = {0n}, indica que N(Zx) es complemento de N(Ax)

en Rn; y además dimN(Zx) = dimR(A−x ),por lo tanto: R(A−x ) = N(Zx) y se

puede decir decir que:

[Zx](n−m)×n.[A
−
x ]n×m = [0](n−m)×m

Un argumento similar demuestra que R(Z−x ) = N(Ax),es decir que:

[Ax]m×n.[Z
−
x ]n×(n−m) = [0]m×(n−m)

Obsérvese que y = A−x .a+Z−x .z, donde a ∈ Rm y z ∈ Rn−m es solución de

la ecuación (2.15)

En efecto,

Sx.y =

[
Ax

Zx

]
n×n

.[y]n×1 =

[
Ax

Zx

]
n×n

.[A−x .a+ Z−x .z]n×1

=

[
Ax

Zx

]
n×n

.[A−x .a]n×1 +

[
Ax

Zx

]
n×n

.[Z−x .z]n×1

=

[
a

0

]
n×1

+

[
0

z

]
n×1

=

[
a

z

]
n×1
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Esta solución es única, pues Sx es no singular; por otro lado tenemos que:

Sx[y] = [Sx].[A
−
x Z−x ].

[
a

z

]
=

[
a

z

]

Por lo tanto, S−1
x = [A−x Z−x ]

Se define la matriz [Px]n×n por:

Px = [Id]− [A−x ][Ax]

Esta es la matriz proyección sobre N(Ax), de esta manera [Ax][Px] = 0m×n

y las matrices Zx y Z−x definidas en la proposición 2.1 satisfacen:

[Z−x ][Zx] = Px

2.2. Geometŕıa de la variedad M

2.2.1. Estructura Riemanniana sobre M

Dado x ∈ M , se define el espacio tangente TxM a la variedad M en x,

como el subespacio (n−m) dimensional de Rn

TxM = N(Ax) = {v ∈ Rn/[Ax](v) = [0]n×1} (2.17)

Al elegir el sistema de coordenadas local definido en la vecindad Ux ∩M
de x en M por:

Zy = Zx(y − x),∀ y ∈ Ux ∩M, (2.18)

se tiene como se mostró en la proposición 2.1 que R(Z−x ) = N(Ax); de esta

manera podemos escribir el plano tangente como sigue:

TxM = R(Z−x ) = {Z−x .p / p ∈ Rn−m}.
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Es conveniente dotar a TxM con una forma bilineal positiva

γx : TxM × TxM −→ R, llamada métrica Riemanniana. La forma bilineal

γx es una función suave de x y define una estructura Riemanniana γ en M .

Una elección natural consiste en tomar:

γEx (v, w) = 〈v, w〉n , ∀ v, w ∈ TxM ⊂ Rn, (2.19)

donde 〈, 〉n denota el producto escalar ordinario enRn, γEx es llamada la métrica

Riemanniana en M inducida por la estructura Eucĺıdea en Rn.

En el sistema local (2.18) la métrica inducida puede ser expresada como:

γEx (Z−x .p, Z
−
x .q) = 〈Z−x

T
.Z−x .p, Z

−
x
T
.Z−x .q〉n−m,

para cualquier p, q ∈ Rn−m, el cual coincide con el producto escalar ordinario

en Rn−m si y sólo si Z−x
T
.Z−x = Idn−m

Puede ser conveniente definir directamente la formula en el sistema de

coordenadas local por:

γZx (Z−x .p, Z
−
x .q) = 〈p, q〉n−m , ∀ p, q ∈ Rn−m. (2.20)

Observemos que γZx se puede ver como la métrica sobre M inducida por

un producto escalar en Rn , definido alrededor de x por:

〈v, w〉Sx = 〈Sx.v, Sx.w〉n, ∀ v, w ∈ Rn,

donde Sx es la matriz definida en (2.13)

Una estructura Riemanniana general en M se puede definir en un sistema

de coordenadas local alrededor de x por:

γGx ((Z−x .p, Z
−
x .q) = 〈p,Gxq〉n−m (2.21)

donde Gx = (gij) es una matriz simétrica definida positiva de dimensión

(n−m), de la función suave de x.
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2.2.2. Diferenciación covariante y Geodésicas

Definición 2.2. Un campo vectorial V sobre la subvariedad M en Rn, es una

aplicación V : M → TxM ⊂ Rn, tal que V(x) ∈ TxM , para cualquier x ∈M .

Definición 2.3. Sea x ∈ M , dado un vector v ∈ TxM y el campo vectorial

W en M , se define un nuevo vector Dv(W) ∈ TxM , llamado la derivada

covariante de W a lo largo de v, la aplicación:

τx(W)(v) = Dv(W), (2.22)

la cual satisface:

τx(W)(α1.v1 + α2.v2) = D(α1.v1+α2.v2)(W) (2.23a)

= α1.Dv1(W) + α2.Dv2(W), (2.23b)

τx(V + W)(v) = Dv(V + W) = Dv(V) +Dv(W), (2.23c)

τx(f .W)(v) = f(x).Dv(W) + f ′(x)(v).W(x), (2.23d)

donde f es cualquier función suave sobre M de valor real que especifica una

conexión af́ın en M sobre x.

Sean V y W campos vectoriales en M , se define el campo Dv(W) , la

derivada covariante de W con respecto a V en M , por estos valores:

DV(W)(x) = Dv(W), donde v = V(x) ∈ TxM, (2.24)

la derivada covariante es aśı especificada globalmente en M .

Dado el sistema local de coordenadas (2.18) alrededor de x, los vectores

columnas ei, (i = 1, 2, ..., n −m) de la matriz [Z−x ] = [e1e2...en−m] forman la

base de TxM en Rn.

La aplicación Ei : M → Rn C σ−1 es tal que Ei(x) = ei son campos de

vectores y se dice que forman la base de los campos asociados en todo x.
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Las propiedades (2.23) muestran que la derivada covariante en M está de-

terminada por los campos DEi
Ej

Es de costumbre expresar estos campos de vectores en la base de los campos

DEi
Ej =

n−m∑
k=1

Γkij.Ek (2.25)

La función suave Γkij determina la derivada covariante alrededor de x y se

les llaman coeficientes de la conexión.

Definición 2.4. Una curva parametrizada en M , es una aplicación

X(·) : R→M ⊂ Rn la cual es diferenciable; el campo Ẋ(·) es definido por:

Ẋ(t) =
dX(t)

dt
∈ TX(t)M, ∀ t ∈ R. (2.26)

El campo vectorial V en M define por restricción un campo vectorial V(·)
a lo largo de la curva X(·), la cual asigna a cada t ∈ R un vector tangente

V(t) = V(X(t)) ∈ TX(t)M.

Definición 2.5. V(·) será llamado Campo vectorial paralelo a lo lago

de una curva X(·), si su derivada covariante denotada por
DV

dt
, es idénti-

camente cero; es decir:
DV

dt
= DẊV = 0 (2.27)

Usando el sistema de coordenadas local (2.18) alrededor del punto x sobre

la curva y los campos asociados a la base Ei, el campo vectorial V(·) puede

ser expresado únicamente de la forma

V =
n−m∑
i=1

vi.Ei,
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donde vi son funciones diferenciables de valor real, mientras que el campo

velocidad es:

Ẋ =
n∑
i=1

dZi
dt
.Ei, donde Zi(t) = Z[X(t)]

Al suponer que V(·) es un campo vectorial paralelo a lo largo de la curva

X, es decir que
dV

dt
= DẊV = 0, se cumple que:

dVk
dt

+
n−m∑
i,j=1

dZi
dt

Γijvj = 0, k = 1, 2, ..., n−m (2.28)

Aśı se tiene el siguiente resultado de existencia y unicidad.

Proposición 2.2. Sea X(·) una curva parametrizada sobre M definida en

[0, T ]. Para cada vector v ∈ TX(0)M , hay un único campo paralelo V(0) a lo

largo de X(·) tal que V(0) = v.

Demostración: Observemos que (2.28) es un sistema de ecuaciones

diferenciable de primer orden, donde nos dan una condición inicial V(0) = v;

aśı el sistema de ecuación tiene una única solución. De esta manera concluimos

que hay un único campo paralelo V(0) a lo largo de X(·) tal que V(0) = v.

Definición 2.6. Se llamará transporte paralelo a lo largo de X(·), desde X(0)

hasta X(t) a la aplicación πt0 : TX(0)M −→ TX(t)M , la cual se define como

sigue πt0(v(0)) = v(t) y es un isomorfismo lineal.

Proposición 2.3. Existe una única conexión (simétrica) sobre una variedad

Riemanniana tal que el transporte paralelo preserva la métrica; es decir:

D
Ej

Ei
= DEi

Ej
, i, j = 1, 2, ..., n−m

∂

∂Zk
〈Ei, Ej〉 = 〈DEi

Ek
, Ej〉+ 〈Ei, D

Ej

Ek
〉
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La conexión es simétrica, esto es Γkij = Γkji, ∀i, j , además dado el sistema

de coordenadas locales {Zi} la función coeficiente Γij define la conexión y

está determinada únicamente por la matriz simétrica de la función G definida

como la métrica Riemanniana en (2.21)

De la proposición 2.3 se tiene que:

∂

∂Zi
〈Ej, Ek〉+

∂

∂Zj
〈Ek, Ei〉 −

∂

∂Zk
〈Ei, Ej〉 = 2〈DEj

Ei
, Ek〉

luego;

∂

∂Zi
gjk +

∂

∂Zj
gki −

∂

∂Zk
gij = 2

n−m∑
l=1

Γlij.glk

aśı,
n−m∑
l=1

Γlij.glk =
1

2

{ ∂

∂Zi
gjk +

∂

∂Zj
gki −

∂

∂Zk
gij

}
Ya que el det(G) 6= 0, entonces existe la matriz inversa de G = (glk) la cual

denotaremos por G−1 = (glk), de esta manera podemos resolver el sistema y

obtener Γij como sigue:

Γlij =
1

2

n−m∑
k=1

glk.
( ∂

∂Zi
gjk +

∂

∂Zj
gki −

∂

∂Zk
gij

)
, i, j, k = 1, 2, ..., n−m. (2.29)

A ésta se le llama segunda identidad de Christoffel.

Definición 2.7. A la curva X(·) : R→M se le llamará geodésica si el campo

velocidad Ẋ es paralelo a lo largo de x, es decir:

DẊ

dt
= DẊẊ = 0

En términos del sistema local de coordenadas (2.18) las funciones de coor-

denadas locales Z = Zk, k = 1, 2, ..., n−m cumple con el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciables de segundo orden.

d2Zk
dt2

+
∑

Γkij.
dZi
dt
.
dZj
dt

= 0, para k = 1, 2, ..., n−m. (2.30)
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el cual se obtiene de (2.28) haciendo Vk =
dZk
dt

.

A partir de ahora se considerara M dotada con la métrica Riemanniana y

se trabajara con la única conexión compatible con él, esto es que los

coeficientes de la conexión cumplan con la segunda identidad de Christoffel.

El siguiente resultado sobre la solución de (2.30) establece la equivalencia de

nuestra definición de geodésica con la elemental (Curva de longitud minimal)

Proposición 2.4. Sea W un subconjunto conexo de M en Rn. Dado x ∈ W
y p ∈ TxM , existe una única curva geodésica X(·) tal que:

X(0) = x , Ẋ(0) = p

La aplicación X es definida para todo t ∈ R y toma estos valores en W ,

o se define en el intervalo [−T, T ] y X(T ) o X(−T ) pertenecen a la frontera

de W . Cualquiera de los dos puntos de W pueden ser conectados por la única

geodésica la cual minimiza la longitud de arco entre los puntos.

La demostración es una consecuencia inmediata del teorema de unicidad

de ecuaciones diferenciables.

La curva geodésica se denota por:

X(t) = expx(t.p), (2.31)

y el sistema de coordenadas local exp−1
x : Ux ∩M −→ V ⊂ TxM ≈ Rn−m es

llamado el sistema de coordenadas normal alrededor de x.

Observe que en tales coordenadas, la geodésica es localmente parametriza-

da en un intervalo lineal

{t.p/ t ∈ (−ε, ε)}
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Finalmente nótese que si en el sistema de coordenadas local la métrica

Riemanniana es definida por la métrica constante G, la función de coorde-

nadas local Z = Zk, K = 1, 2, ..., n − m define la geodésica alrededor de x,

satisfaciendo la ecuación diferencial de segundo orden

d2ZK
dt

= 0, K = 1, 2, ..., n−m

Pues, Γkij = 0; de acá Z(t) = t.p y el sistema de coordenadas es común.
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Capı́tulo 3
Métodos de descenso por Geodésicas

Se pasará a estudiar la solución del problema de programación no lineal

(2.1), que ahora se escribirá de la siguiente manera

min{f(x)/ x ∈M}, (3.1)

es decir, el problema de minimizar la función diferenciable de valor real f en

la variedad diferenciable M dotada de una estructura Riemanniana suave γ.

Definición 3.1. Dado x ∈M , se define la derivada de f en x sobre M , como

la forma lineal en TxM ; DMf(x) : TxM ⊂ Rn −→ R tal que:

DMf(x)(v) = f ′(x).v, v ∈ TxM, (3.2)

donde f ′(x) es la derivada ordinaria de f en x considerada como una función

en Rn.

Ahora se dará una condición de optimalidad de primer orden necesaria

para el problema (3.1)

Teorema 3.1. Si x∗ ∈M es un mı́nimo local de de f , entonces

DMf(x∗) = 0. (3.3)
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Demostración: Sea X : (−ε, ε) → M una curva, tal que X(0) = x∗ y

X ′(0) = v ∈ Tx∗M , sea f : M → R; aśı podemos estudiar f ◦X : (−ε, ε)→ R

y como x∗ es un mı́nimo local de f en M , entonces se cumple que:

f(x) ≥ f(x∗), ∀ x ∈ Ux∗ ∩M. (3.4)

donde Ux∗ es una vecindad en Rn, y es equivalente a

f(X(t)) ≥ f(X(0)) = f(x∗). (3.5)

Obsérvese lo siguiente:

ĺımx→0+

f(X(t))− f(X(0))

t
=

+

+
≥ 0.

ĺımx→0−
f(X(t))− f(X(0))

t
=

+

−
≤ 0.

Como f ◦X es diferenciable, entonces

0 ≤ ĺımx→0+

f(X(t))− f(X(0))

t
= ĺımx→0

f(X(t))− f(X(0))

t
= ĺımx→0−

f(X(t))− f(X(0))

t
≤ 0

por lo tanto; ĺımx→0
f(X(t))− f(X(0))

t
= 0; es decir:

0 = (f ◦X)′(0) = f ′(X(0)).X ′(0) = f ′(x∗).v = DMf(x∗).v,

aśı se cumple que DMf(x∗).v = 0, ∀ v ∈ Tx∗M .

Por lo tanto DMf(x∗) = 0.

Definición 3.2. Cada punto x∗ ∈ M tal que DMf(x∗) = 0 es llamado punto

cŕıtico de f .
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Definición 3.3. Dado v ∈ TxM , sea V un campo vectorial diferenciable sobre

M tal que V(x) = v. Se define la función C σ−1 diferenciable

V f : M → R por

V f(x) = DMf(x).v, (3.6)

puesto que σ ≥ 2, esta función tiene una derivada sobre M en x, y

DMV f(x) ∈ L (TxM,R)

Definición 3.4. Sea x∗ un punto cŕıtico, se define el Hessiano de f en M

como la forma bilineal Hf(x∗) : TxM × TxM −→ R dado por:

Hf(x∗)(v, w) = DMV f(x∗)(w), ∀ v, w ∈ TxM, (3.7)

esta forma está bien definida; es decir que es independiente de la escogencia

del campo vectorial V y simétrica.

La siguiente definición es válida sólo en un punto cŕıtico.

Definición 3.5. Un punto x∗ se dice que es no degenerado si y sólo si Hf(x∗)

es no degenerado; es decir que:

Hf(x∗)(v, v) = DMV f(x∗)(v) = 0 implica v = 0

En lo que sigue, se asumirá que todos los puntos cŕıticos de f en M son no

degenerados.

Definición 3.6. Una función diferenciable f : M → R es una función de

Morse si todos sus puntos cŕıticos son no degenerados.

Teorema 3.2. Un punto x∗ ∈ M es un mı́nimo local estricto de una función

de Morse f en la variedad Riemanniana M , si y sólo si x∗ es un punto cŕıtico

de f y la forma de acción Hf(x∗) es definida positiva.

Demostración:
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(⇒) Sea x∗ un mı́nimo local estricto de la función de Morse f en la variedad

Riemanniana M .

Sea X(·) la curva geodésica a partir de x∗ con v ∈ Tx∗M , y sea V el único

campo vectorial paralelo a lo largo de X(·), de manera que V(x∗) = v

Aplicando la fórmula de Taylor a la función f ◦X : R → R la cual es C σ

diferenciable se obtiene que:

f(X(t))− f(X(x∗)) = DMf(x∗)(v).t+
1

2
DM

(
DMf(x∗)

)
(v)t2 (3.8a)

= DMf(x∗)(v).t+
1

2
DMV f(x∗)(v)t2 (3.8b)

= DMf(x∗)(v).t+
1

2
Hf(x∗)(v, v)t2 (3.8c)

Por el teorema 3.1, se tiene que el primer miembro en el lado derecho se anula,

mientras que el segundo miembro debe ser no negativo (por continuidad); aśı:

Hf(x∗)(v, v) ≥ 0, ∀ v ∈ Tx∗M,

La desigualdad estricta es válida para todo v 6= 0 (pues f es función de

Morse) de esta manera se ha probado que Hf(x∗) es definido positivo y que

x∗ es un punto cŕıtico.

(⇐) Sea x∗ un punto cŕıtico tal que Hf(x∗) es definido positivo, el lado

izquierdo de (3.8) sigue siendo estrictamente positivo para todo t 6= 0 suficien-

temente pequeño y todo v 6= 0 ∈ Tx∗M.

Por lo tanto,

f(X(t)) ≥ f(x∗), ∀ t 6= 0 y ∀ v 6= 0 ∈ Tx∗M,

Lo que garantiza que x∗ es un minimizador estricto.

Observación 3.1. Las pruebas del teorema 3.1 y 3.2 utilizan expĺıcitamente

la estructura Riemanniana de M , ya que ellas involucran geodésicas. Ellas
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generalizan resultados similares para el caso sin restricciones el cual hace uso

de la estructura Euclidiana de Rn.

Estos resultados se cumplen, sin embargo sobre una variedad Riemanniana

y pueden ser creadas usando un sistema de coordenada local y demostrando

que son independiente de su escogencia.

3.1. Gradiente de una función sobre M

Definición 3.7. Sea γ la estructura Riemanniana en M , diremos que el gra-

diente de f en x sobre M , es el vector ∇γ
Mf(x) ∈ TxM tal que:

γx(∇γ
Mf(x), v) = DMf(x).v (3.9)

Claramente el vector ∇γ
Mf(x) depende de la métrica Riemanniana. Nótese

que ∇γ
Mf(x) es un campo vectorial sobre M ,llamado campo gradiente.

Si usamos la métrica γzx definida en (2.20) como el producto escalar en

Rn−m, se obtiene:

∇z
Mf(x) = Z−x .g

z
x, con gzx = Z−Tx .∇f(x) ∈ Rn−m. (3.10)

Mientras que si usamos la métrica γEx definido en (2.19) como el producto

escalar en Rn se obtiene:

∇E
Mf(x) = Z−x .g

E
x , con gEx = (Z−Tx .Z−x )−1.gzx. (3.11)

A gZx y gEx le llamaremos gradiente reducido y gradiente Euclidiano respec-

tivamente, los cuales coinciden obviamente si y sólo si Z−Tx .Z−x = Id
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3.2. Método de máximo descenso a lo largo de

Geodésicas

Recordemos que para encontrar un mı́nimo local en Rn de una función

continuamente diferenciable f , el método de máximo descenso genera a partir

de una estimación inicial x0, aproximaciones sucesivas de acuerdo a la iteración

xk+1 = xk + tk.P
k, k = 0, 1, ... (3.12)

donde P k es una dirección que cumple
〈∇f(xk), P 〉
‖P‖n

< 0, y es dada por:

P k = −∇f(xk), (3.13)

es llamada dirección de máximo descenso, y el tamaño de paso tk es un escalar

positivo, seleccionado como el primer mı́nimo local en R+ de la función

j(t) = f(xk + tk.P
k). Diremos que tk es determinado por una búsqueda lineal

exacta y la solución se denota por:

tk = Argmin{f(xk + tk.P
k)/ t ≥ 0}. (3.14)

En este trabajo se generaliza este método; y aśı se puede encontrar un mı́nimo

local de f en una variedad Riemanniana M ; en este caso, la dirección de

máximo descenso para f en xk ∈M es dada por:

P k = −∇γ
Mf(xk) (3.15)

y cumple que
γxk(∇γ

Mf(xk), P )

‖P‖γ
< 0, para cualquier P ∈ TxkM , además se

tiene que la norma Riemanniana es dada por
(
‖P‖γ =

(
γxk(P, P )

)1

2
)
.

Una observación muy importante es que las geodésicas en M desempeñan

el papel de las rectas en Rn, por esta razón se define el método de máximo

descenso a lo largo de geodésicas como la iteración.

xk+1 = expxk(tk.Pk), (3.16)
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donde P k es definido por (3.15) y el tamaño de paso tk es determinado por

una búsqueda de geodésica exacta

tk = Argmin{f(expxk(tk.Pk))/ t ∈ R+} (3.17)

Por otro lado, se define Wk como la componente conexa que contiene xk al

conjunto de nivel {x ∈M/f(x) ≤ f(xk)} y se enuncia el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Supongamos que f es continuamente diferenciable y que W0

es compacto, entonces la sucesión {xk} construida por el método de máximo

descenso a lo largo de geodésica (3.15), (3.16) y (3.17) está bien definido, o

bien es finita y termina en un punto cŕıtico, o es infinita y cada punto de

acumulación es un punto cŕıtico. Si los valores cŕıticos de f son distintos,

toda la sucesión {xk} converge a un punto cŕıtico.

Demostración: Si xk es un punto cŕıtico, entonces P k = 0 y el algoritmo

no genera nuevas aproximaciones.

Si xk no es un punto cŕıtico; entonces ∇γ
Mf(xk) 6= 0; de acá:

γxk

(
∇γ
Mf(xk), P k

)
= −γxk

(
∇γ
Mf(xk),∇γ

Mf(xk)
)
< 0 (3.18)

Se denota la curva geodésica a partir de xk con P k tangente, por:

X(t) = expxk(t.P k) (3.19)

Se define la función j : R+ → R,dada por:

j(t) = f
(
X(t)

)
(3.20)

Sea t̄ = ĺım sup(J), donde J es definido por

J = {t > 0/ X(t) es definida y j(t) < j(0) = f(xk)}
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Por (3.18) el conjunto J es no vaćıo, por otro lado, la componente conexa

de {x ∈ M/f(x) ≤ f(xk)}, denotada para nosotros como Wk es un conjunto

cerrado, ya que la condición que lo define es cerrado, además esta contenido

en W0, pues f(x0) ≤ f(x1) ≤ · · · ≤ f(xk).

Como W0 es compacto, se tiene que Wk también es compacto, pues es

un cerrado dentro de un compacto. Aśı la proposición 2.4 garantiza que si

t̄ = +∞, X(t) ∈ Wk para cualquier t ∈ [0,∞) o si t̄ es finito, f(X(t̄)) = f(xk)

y X(t) ∈ Wk para cualquier t ∈ [0, t̄ ].

En ambos casos el tamaño de paso de la regla (3.17) se define aśı;

tk ∈ (0, t̄ )

Obsérvese que tk satisface:

j′(tk) = γxk+1

(
∇γ
Mf(xk+1), πtk0 (P k)

)
(3.21a)

= γxk

(
π0
tk

(∇γ
Mf(xk+1)), P k

)
= 0 (3.21b)

Donde πtk0 (P k) es el vector en T k+1
x M obtenido por la traslación paralela a

lo largo de la curva X(·), desde xk hasta xk+1; y π0
tk

(∇γ
Mf(xk+1) es el vector en

T kxM obtenido por la traslación paralela de la curva X−1(·) desde xk+1 hasta

xk.

Se define la aplicación g : [0, tk]→ R por:

g(t) = γxk

(
Π0
t (∇

γ
Mf(X(t)), P k)

)
− αγxk

(
∇γ
Mf(xk), P k

)
(3.22)

para α ∈ (0, 1
2
).

Se quiere ver que existe t̂ ∈ (0, tk) de tal manera que g( t̂ ) = 0; para ello

se estudiara g(0) y g(tk).

g(0) = γxk

(
∇γ
Mf(xk), P k

)
− αγxk

(
∇γ
Mf(xk), P k

)
= (1− α)γxk

(
∇γ
Mf(xk), P k

)
< 0 por (3.18)
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g(tk) = γxk

(
Π0
tk

(
∇γ
Mf(xk+1), P k

)
− αγxk

(
∇γ
Mf(xk), P k

)
= −αγxk

(
∇γ
Mf(xk), P k

)
> 0 por (3.21)

Aśı, existe un primer t̂ para el cual g( t̂ ) = 0. De esta manera se tiene que

para cualquier t ∈ [0, t̂ ) se cumple que:

γxk

(
Π0
t (∇

γ
Mf(X(t)), P k)

)
< αγxk

(
∇γ
Mf(xk), P k

)

Luego; aplicando el teorema del valor medio se obtiene que:

f(X( t̂ ))− f(xk) = f(X( t̂ ))− f(X(0))

= f ′(X( t̃ ))X ′( t̃ )( t̂ − 0)

= t̂ j′( t̃ )

= t̂ γxk

(
π0
tk

(∇γ
Mf(X( t̃ )), P k

)
< t̂ αγxk

(
∇γ
Mf(xk), P k

)
= − t̂ α‖∇γ

Mf(xk), P k‖2γx∗ < 0

Por otro lado; como f(xk+1) < f(X( t̂ )), se tiene que:

f(xk+1)− f(xk) < f(X( t̂ ))− f(xk) < 0

Aśı, f(xk+1) < f(xk) y por tanto la sucesión {f(xk)} es monótona decre-

ciente y esta acotada por debajo, ya que la función f alcanza este mı́nimo en

el compacto.

De acá {f(xk)} converge a un limite; digamos f(xk) → f(x∗), por otro

lado como {xk} esta en el compacto W0 se puede considerar una subsucesión

{xki} de {xk} que converge a x∗ ∈ W0.

Suponer que x∗ no es un punto cŕıtico, es decir que ‖∇γ
Mf(xk)‖γx∗ = δ > 0
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La continuidad de la métrica Riemanniana γ y del campo gradiente ∇γ
Mf

implica que:

‖∇γ
Mf(xki)‖γ ≥

δ

2
, para todo i > I

De acá;

f(xki+1)− f(xki) < −α t̂ ‖∇γ
Mf(xk)‖2γ

≤ −α t̂ δ
2

4

Tomando el limite en la desigualdad anterior, se obtiene 0 < −(−α t̂ δ2
4

),

lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, x∗ es un punto cŕıtico.

Por último, se supone que x∗ y x∗∗ son dos puntos de acumulación de la

sucesión {xk} en W0 los cuales son distintos, y x∗ y x∗∗ son puntos cŕıticos de

la función f.

Como {f(xk)} converge, se debe tener que.

f(x∗) = f(x∗∗)

Lo cual es imposible porque los valores cŕıticos de f son distintos.

Por lo tanto, toda la sucesión {xk} converge a un punto cŕıtico.

3.3. Método de Newton a lo largo de Geodésicas

Sea x∗ un mı́nimo local sin restricciones de una función f diferenciable

C σ, σ ≥ 3, tal que la forma Hessiana ∇2f(x) es definida positivo y U∗ es una

vecindad de x∗ tal que para todo x ∈ U∗, ∇2f(x) es definido positivo.
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A partir de x0 ∈ U∗, el método de Newton para la minimización sin restric-

ciones genera una sucesión de aproximaciones de x∗ de acuerdo a la iteración

xk+1 = xk − (Fk)
−1.∇f(xk) (3.23)

donde Fk denota la matriz simétrica no singular definida por el Hessiano

∇2f(xk); U∗ es siempre lo suficientemente pequeña para que las iteraciones

permanezcan en U∗, y la sucesión {xk} converge a x∗ con una velocidad de

convergencia de segundo orden.

La extensión del método de Newton a la minimización de una variedad M ,

presenta mayor dificultad ya que no es posible definir la forma Hessiana de f

sobre M fuera de un punto cŕıtico.

Sin embargo,podemos definir en un punto no cŕıtico, una forma cuadrática

en el espacio tangente TxM mediante la aplicación de la estructura Rieman-

niana de la variedad M.

Sea v ∈ TxM , y considérese la curva geodésica X(·) que parte desde x con

vector tangente v dada por:

X(t) = expx(t.v) (3.24)

Se procederá como para la definición del Hessiano, pero ahora sea V el

único campo vectorial paralelo a lo largo de la curva X(·) tal que V(0) = v

Se define la función j : R+ → R, diferenciable C σ por

j(t) = f(X(t)) (3.25)

Por la definición del gradiente de f en M con respecto a la métrica

Riemanniana γ, se tiene que:

j′(t) = γX(t)(∇MfX(t),V(t)) y
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j′′(t) = γX(t)

(
D∇Mf(X(t))

dt
,V(t)

)
+ γX(t)

(
∇Mf(X(t)),

DV(t)

dt

)
= γX(t)

(
D∇Mf(X(t))

dt
,V(t)

)
;

ya que V es un campo vectorial paralelo; luego se define la forma cuadrática

F (x) : TxM × TxM → R por:

F (x)(v, v) = j′′(0) = γx (Dv∇Mf, v) , ∀ v ∈ TxM (3.26)

la regularidad de la solución (3.24) sobre la ecuación diferencial (2.29) y la

definición de geodésica con respecto a las condiciones iniciales implican que F

es C σ−2 diferenciable con respecto a x.

Nótese que, para un punto cŕıtico x∗, F (x∗) coincide con la forma Hessiana

definida por (3.7)

F (x∗)(v, v) = Hf(x∗)(v, v), ∀ v ∈ Tx∗M (3.27)

Se define la aplicación Fx : TxM → TxM por:

F (x)(v, v) = γx(Fxv, v), ∀ v ∈ Tx∗M (3.28)

Note que Fx es simplemente la conexión Riemanniana del campo gradiente

de x, dada por Fx = τx(∇Mf). Este se trata de un isomorfismo lineal del TxM

y es autoadjunta (con respecto a la métrica Riemanniana γx.) Se denota por

(F−1
x ) su inverso definido en TxM .

Sea x∗ un mı́nimo local no degenerado de f en M , por el teorema 3.2 el

Hessiano Hf(x∗) es definido positivo, además la identidad 3.27 junto con la

continuidad de F , demuestra que existe una vecindad U∗ ∩M de x∗ en M tal

que F (x) es definida para todo x ∈ U∗ ∩M.
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A partir de x0 ∈ U∗ ∩M , el método de Newton a lo largo de geodésicas

genera la sucesión de aproximaciones sucesivas {xk} de acuerdo con la iteración

xk+1 = expxkpk (3.29)

donde la dirección de Newton pk ∈ TxkM es dada por:

pk = −(Fk)
−1∇Mf(xk) (3.30)

El método esta bien definido ya que U∗ ∩M es siempre escogida lo sufi-

cientemente pequeña como para que la sucesión {xk} pertenezca a la vecindad

y converja ax∗ cuadráticamente.

Teorema 3.4. Supóngase que f es una función de Morse C σ sobre la variedad

Riemanniana M , sea x∗ un mı́nimo local de f en M , entonces existe una

vecindad U∗ ∩M tal que, si x0 ∈ U∗ ∩M , el método de Newton a lo largo de

geodésicas genera una sucesión {xk} en U∗ ∩M que converge a x∗, y existe

una constante k tal que:

δ(xk+1, xk) ≤ k
(
δ(xk, x∗)

)2
, ∀k = 0, 1, ... (3.31)

donde δ(., .) representa la distancia Riemanniana.

Demostración: Dado x ∈M, y v ∈ TxM , se define la función

ϕ = R+ → R diferenciable C σ−1 por:

ϕ(t) = γX(t) (∇Mf(X(t)),W(t)) , (3.32)

donde W(t) es el campo vectorial paralelo a lo largo de la curva X(·) a dada

por 3.24. Nótese que:

ϕ(t) = γX(t)

(
FX(t)V(t),W(t)

)
, (3.33)

donde V(t) es el campo vectorial paralelo a lo largo de X(·) tal que V(0) = v.
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Considere la curva geodesia X(·) a partir de x∗ y tangente a pk dado por

(3.29), ahora bien, si se aplica la fórmula de Taylor para la función ϕ(t) se

obtiene que:

ϕ(1) = ϕ(0) + ϕ′(0) +

∫ 1

0

γxk+1 (ϕ′(t)− ϕ′(0)) dt (3.34)

De acá;

γxk+1

(
∇Mf(xk+1),W(1)

)
= γxk

(
∇Mf(xk),W(0)

)
+

∫ 1

0

γX(t)

(
FX(t)V(t),W(t)

)
dt

Como Fx es C σ−2 diferenciable en U∗ ∩M , se obtiene la siguiente esti-

mación:

‖∇Mf(xk+1)‖γ ≤
L

2
‖pk‖2γ

≤
(
L

2
m2

)
‖∇Mf(x∗)‖2γ (3.35)

si, ‖ (Fx)
−1 ‖ ≤ 1

m
, ∀ x U∗ ∩M

Considérese ahora, la curva geodésica que minimiza a xk+1 y xk, la cal

se sabe que existe, pues me lo garantiza la proposición 2.4, de acá se puede

encontrar qk+1 ∈ Tk+1M tal que la curva X(t) = expxk+1(tpk+1) satisface:

X(0) = xk+1 y X(1) = x∗

Para esta escogencia de X(·), la fórmula de Taylor para la función ϕ arroja:

γx∗ (∇Mf(x∗),W(1)) = 0 = γxk+1

(
∇Mf(xk+1),W(0)

)
+∫ 1

0

γX(t)

(
FX(t)V(t),W(t)

)
dt (3.36)

Asumiendo que:

m‖v‖2γx ≤ γx (Fxv, v) ≤ N‖v‖2γX
, para todo x ∈ U∗ ∩M, x ∈ TxM
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Se obtiene la siguiente estimación:

m‖qk+1‖γ ≤ ‖∇Mf(xk+1)‖γ ≤ N‖qk+1‖γ (3.37)

Combinando (3.35) y (3.37) para k y k − 1, y notando que

δ(xk+1, x∗) = ‖qk+1‖γ, se obtiene:

δ(x0, x∗) ≤
(
LN

2m3

)(
δ(xk, x∗)

)2
,

Lo que demuestra la convergencia cuadrática de {Xk} a x∗, siempre que

δ(x0, x∗) ≤ 2m3

LN
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