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Resumen

En este trabajo se extiende el Método de Maximo Descenso Euclideo en
variedades Riemanniana, donde se presenta el problema de minimizar una
funcién con ciertas restricciones de igualdad. Estas restricciones se reescriben
a conveniencia como una variedad y asi se estudia sobre ella el concepto de
curva Geodésica, la cual define la longitud minimal entre dos puntos de la
variedad, de ésta manera se observa que dicha curva representa en la variedad
el papel de las rectas en el espacio Euclideo, de alli surge la idea de crear el
Método de Maximo Descenso a lo largo de Geodésicas, el cual es muy parecido
al Método de Maximo Descenso Euclidiano, pero éste, en lugar de hacer la

buisqueda por rectas la hace por Geodésica.
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Introduccién

El propésito de este trabajo es estudiar y desarrollar el articulo [2] en
el cual se extienden los métodos conocidos, relacionados con el gradiente en
la minimizacién sin restricciones de una funcién de R™ a valores reales, al

considerar el siguiente problema no lineal restringido:
min{f(z)/z € R": Ci(z) =0;i=1,2,...,m},

donde m < n, fy C; son funciones de R™ a valores reales, las cuales se suponen

diferenciables €7 (o > 2 a menos que se especifique lo contrario).

Se define C' : R™ — R™ por C(z) = (Cy(x), Ca(x),...,Cy(z)) v se supone
que cero es un valor regular de la funcién C, esto es que C’(x) pertenece a
Z(R",R™) ={T:R™ — R™/T es lineal} y es de rango completo, para todo
r € M=CY0,) ={z € R"/C(z) = 0,,}. Esta hipétesis de regularidad
implica que existe una submatriz m x m de la matriz jacobiana C' en z € M,

denotada por [A.]nxn, la cual es no singular.

En el capitulo 1 se presentaran una serie de definiciones detalladas sobre
curvas diferenciables, superficies, plano tangente, primera y segunda forma
fundamental, campo vectorial, derivada covariante, transporte paralelo,
variedades diferenciables y Riemanniana, entre otras definiciones que serédn de

gran ayuda para entender este trabajo.
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Resumen v

En el capitulo 2 se prueba que M = C~1(0,,) = {x € R"/C(x) = 0,,} es
una subvariedad (n — m) dimensional de R", se da nuevamente el concepto
de plano tangente pero relacionado con el nicleo de la matriz [Ay]mxn y se
dota T, M con una forma bilineal positiva v, : T,M x T, M — R, la cual
se llamara métrica Riemanniana. Esta forma bilineal 7, es una funcién suave
de z, y define una estructura Riemanniana v en M; luego se define el campo
gradiente de f en M y se define el método gradiente reducido de minimizacion
sin restricciones.

Este método consiste en la generacién desde una aproximacién z* a un

1

nuevo iterado "' sobre la curva geodésica a partir de z*¥ y tangente a una

direccién definida por el gradiente de f sobre M en z*.

En el capitulo 3 se presentaran importantes resultados en la geometria de
una variedad Riemanniana que se utilizan en este trabajo; también se estable-
ceran las condiciones de optimalidad sobre la variedad M ; se definira el método
de méaximo descenso a lo largo de geodésicas y seran analizada sus propiedades

de convergencia.
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Capitulo 1

Preliminares de Geometria

1.1. Curvas Regulares y Longitud de arco

Definicién 1.1. Una curva diferenciable parametrizada es una funcion
diferenciable o : I — R3, donde I = (a,b) C R.

Ejemplo: (ver Figura 1.1) a(t) = (acost,asint,bt) es una curva diferen-

ciable parametrizada.

Ejemplo: (ver Figura 1.2) o : R — R?, dada por a(t) = (2 — 4t,1? — 4)

con t € R es una curva diferenciable parametrizada.

Definicién 1.2. Sea o : I — R"™ una curva diferenciable parametrizada, lla-

maremos punto singular de a a todo punto t € I,donde o/(t) =0,

Definicién 1.3. Sea o : [ — R™ una curva diferenciable parametrizada,diremos
que « es una curva regular si y solo si o/(t) # 0,, para cualquier t € I; es
decir que « no tiene puntos singulares. C' = «(I) admite recta tangente en

todo punto a(t), t € I.



Resumen 2

Figura 1.1: Hélice

a(t)

a'(0)

Figura 1.2: El Pez

Observaciéon 1.1. Consideremos una curva diferenciable parametrizada

a: 1 — R" y observemos que o (t) la podemos ver como la trayectoria de una
particula con rapidez S(t), dada por S(t) = ||/(t)]|.

Ast, nos interesa saber ;Qué longitud tiene el recorrido de la imagen, cuando

t varia, por ejemplo desde a hasta b, con a < b? (ver Figura 1.5)

Br. Yorisbel Pena



Resumen 3

Figura 1.3: Longitud de una curva

Sea a: I — R"™, n = 2,3 una curva diferenciable parametrizada y sea

[a,b] C I un intervalo cerrado.

Sea P cualquier particién del intervalo [a,b], P:a =1, <t; < .. <t, =10

U th—1, ti)-
k=1

Designemos con II(P) la poligonal (o curva poligonal) cuyos vertices son

a(ty), alty), ..., a(ty,), respectivamente.

Por lo tanto;
= Ja(ti)a(tiz)
i=1

donde a(ti)a(t;—1), denota el segmento de recta que une o(ty) y oti—1).

(ver Figura 1.3)

Los lados de la poligonal TI(p) tienen longitud ||« (t1) — a(to)]] ,

la(tz) = )], -, llatn) = altaa)ll:

Ast; la longitud II(p) estd dada por

lea —alt; )| = l(a, P).

Br. Yorisbel Pena



Resumen 4

Figura 1.4: Poligonal

Sea Z(la,b])={ P : P es una particién de [a, b]} el conjunto de las parti-

ciones de [a, b].

Definicién 1.4. Sea H = {{(a, P) : P € P ([a,b])}. Si existe M > 0 tal que
l(a, P) < M, para cualquier P € Z([a,b]), entonces diremos que la curva
C = af[a, b)) es rectificable y la longitud de arco a la indicaremos con A(a,b)
y esta dada por A(a,b) = Sup(H). Si no existe M > 0, entonces diremos que

la curva C' no es rectificable.

Definicién 1.5. Dado t € I, la longitud de arco de una curva reqular desde
to hasta t, se define

Alto, 1) = S(t) = / o’ (8]t

Ejemplo: (ver Figura 1.3) Sea a(t) = (cost,sint), t € [0,27), ;Cudl es la
longitud de arco?

Solucion:

o/ (t)|| = /(= sint)? + (cost)? = V/sin®t + cos?t = 1

Luego,

2T 2T
Sa(t):/ Ha’(t)H.dt:/ L.dt = 2
0 0

Br. Yorisbel Pena



Resumen 5

]y
T

Figura 1.5: Circunferencia

Observemos que la curva 3 dada por 5(t) = (cos 2t,sin 2t), t € [0, 2), tiene

la misma traza de la curva « (ver Figura 1.3), pero 3'(t) = (—2sin 2t, 2 cos 2t),

de esta manera ||| = V4sin®t 4 4 cos?t = 2; y se tiene que:
Ss(t) = 0% 2.dt = 4w = 25,(t); es decir la longitud de arco de 3 es el doble

de la longitud de arco de « a pesar de tener el mismo grafico.

Observaciéon 1.2. Sea v : [ — R*, u = 2,3 una curva diferenciable parametriza-

da regular. Si ||o/(t)|| = 1, entonces

t
S(t):/ Ldu—t—1,
to

Cuando ||/ (t)|| = 1, se dice que la curva a es parametrizada por longitud de

arco.

Definicién 1.6. (Definicion de diferenciabilidad uniforme) Una curva
a: I — R" se dice uniformemente diferenciable cuando para cualquier

t € I, existe un vector f(t) € R™ con la siguiente propiedad: Dado € > 0, se
puede encontrar 6 > 0 de tal manera que si 0 < |h| < d, t + h € I entonces
|la(t 4+ h) — a(t) — /(t).h]] < e.|h|, para cualquiert € 1.

Teorema 1.1. (Teorema fundamental del cdlculo para curvas) Sea

f:]a,b] = R™ una curva de clase €, entonces se cumple que:

/ f(t).dt = f(b) — f(a)

Br. Yorisbel Pena



Resumen 6

Demostracidn: [ver [3]]

Teorema 1.2. (Teorema de la diferenciabilidad uniforme) Toda
curva « : [a,b] — R", de clase €' en un intervalo compacto es uniformemente

diferenciable.

Demostracién: Supongamos que « : [a,b] — R", de clase €' en [a, b]; asi,

o' :[a,b] — R™ es continua en [a,b] y como [a, b] es compacto, entonces o’ es

uniformemente continua, de aca se tiene que: Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
t,t+h€la,b]y |h| < implica que ||/(t + h) — &/(t)|| < €, para cualquier
t € [a,b]. Observemos que para t € [a, ] fijo; vale que:

Estudiemos lo siguiente:

la(t + k) — a(t) — o ()] = ’

< / lo/(s) — o/ (8)ds

t+h
<€ / ds
t

= €

t+h t+h
/ o' (s)ds — / o' (t)ds
t t

t+h
/t (o/(s) — o' ())ds

< ¢|h|

De esta manera se tiene que dado € > 0, se pudo encontrar un § > 0 tal que
0 < |h| <d,t+h € I,entonces se cumple que ||a(t+h)—a(t)—a’(t)h| < €|h],

para cualquier t € I.

Asi se concluye que a es uniformemente diferenciable.

Br. Yorisbel Pena



Resumen 7

Teorema 1.3. Sea « : I — R?® una curva diferenciable y sea [a,b] C I, un
intervalo cerrado. Para cada particion P = {a =ty < t; < ... < t, = b},
considérese (o, P) = > |la(t;) — a(ti—1)|, donde P es cualquier particion
dada. La norma ||P|| de una particion P es definida como ||P||= mdx(t;—t;—1);
i =1,2,....,n. Demostrar que: dado € > 0, existe 6 > 0 tal que si |[|P|| <9, se

tiene que:

/ |/ (¢)||dt — £(a, P)| < e.

Demostracién: Sea P € P[a,b] , P={a=1t, <t <..<t,=Db}.

Se define Y (P) = >_ ||/ (t:)||(t; — tiz1)-

Afirmacién: Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que ,||P|| < § implica que
€
t;) — alt;,_ < ! ti_ —)(t; — T
Ja(t) = alti)] < (@) + 5 =)t =)
En efecto; Por la continuidad uniforme de o/ en [a, b], se tiene que:

dado € > 0, existe d; > 0 tal que |h| < ¢ y t+h € [a,b] implica que:

|/ (t 4+ h) — (t)]] < , para cualquier ¢ € [a, b]

2(b - a)

Luego por el teorema de la diferenciabilidad uniforme tenemos que:

elhl
2h—a)

|h| <0y t+h € la,b] implica ||o/(t + h) — /(t) — &/ (t)h]| <

Tomando el mismo d; > 0 de la continuidad uniforme de o/ y ||P|| < 6;

esto es que: max{t, —t;_; :j=1,2,..,k} <¢

Sustituyendo t =t; 1 y h =t; — t;_1 en (x) se tiene:

Br. Yorisbel Pena



Resumen

0<|t; —tiq] <méx{t; —t;—1 : j =1,2,...,k} <0, implica que

Jaft) = a(tir) = o't} — i)l < G
Luego; la(ts) — altimn)[| = [lo/ (ti) (8 — tica) || < G(Qth_—_tl_l)
Ast: lee(ti) — et < (lle/ () [ + 2(@6— a))(ti —ti1)
Por otro lado estudiemos lo siguiente:
(o, P) = Z la(ts) — a(ti-a)]]
< ;(HO/(tz—l)H + 206 — a))(ti —ti1)
_ ZI: o (tio) || (F — tio) + 2(56— np3 (ti — ti1)
= o/ (o)t = o)+ gyt =
= o/t (ks — 1) + 5

De esta manera obtenemos: | (o, P) < >0 | ||/ (1) (L — tiz1) + %

Ahora bien; observemos que:
€ —€
U P)=30(P) <5 v X(P) =l P)>—

Br. Yorisbel Pena
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Asi tenemos que dado € > 0, existe 0, > 0 tal que ||P| < ¢;, entonces

[6(a, P) = (P < 5

Por otro lado, como « es diferenciable en [a,b] (C™), entonces o/(-) es
continua y como también se sabe que || - || es continua, y la compuesta de
continuas es continua, entonces |[o/(¢)| es continua en [a,b]; asi [ ||/ (t)||dt

existe.

Ahora bien; dado el mismo ¢ > 0 de la continuidad uniforme y escogiendo

é-i = ti—l c [ti—la tl] se tiene que:

b n
/ o' (#) |t = lmypy o > o/ (€)I(t: — ti-1) = limypy—o » (P
a i=1

Esto es equivalente a decir que:

Dado € > 0, existe d; > 0 tal que 0 < ||P|| < d2, implica que
€
| Nl @)lde = S2(P)I| < 5

Tomando 6 =min{d;,ds}, se tiene que ||P|| < &

De esta manera:

/ /(¢ Hdt—KaP‘

[ 1@l =30+ () - o, )
s/ana'(t)ndt— ST _eap‘

<€+€_
2 737 ¢

Asi, hemos probado que dado € > 0, podemos encontrar un > 0 tal que si

|P|| < 6, entonces

/Ha'(t)|]dt—€(a,P) <e

Br. Yorisbel Pena



Resumen 10

Definicién 1.7. Sea o : I — R? una curva parametrizada por longitud de

arco s € I, se le llama curvatura de o en s al nimero real || (s)|| = K(s).

Observacién 1.3. o : I — R3 es una linea recta si y sélo si K(s) =0
En efecto:

Si « es una linea recta, a(s) = us + v, donde u,v son vectores constantes,

entonces K = || (s)|| = 0.

Si K = ||a"(s)|| = 0, entonces por integracion a(s) = us+v, y la curva es
una linea recta.
Observacion 1.4. En los puntos donde K (s) # 0, esto es o' (s) # 0, se define
"
n(s) = %, el cual es un vector unitario y ademds es paralelo a o (s) y
a’(s

con el mismo sentido. Por otro lado, como « es parametrizada por longitud de

arco s, se tiene que para cualquier s € 1, ||o/(s)|| = 1.

lo/ ()l =1 = llo/(s)]I* = 1
=< ad/(s),d/(s) >=1
=< ad’(s),d'(s) > + < d(s),a"(s) >=0
=2 <ad’(s),d(s) >=0
=< ad’(s),d/(s) >=0

Asi concluimos que o' (s) es perpendicular a o'(s) y como o'(s) = K(s)n(s),

obtenemos también que n(s) es perpendicular a o/(s), para cualquier s € 1.

Como n(s), a/(s) son linealmente independiente (por se ortogonales), ellos
determinan un plano Ily = {x € R* : x = a(s)+ \.d/(s)+3.a"(s), A, B € R},

el cual se llamard plano osculador en s.

Definicién 1.8. Dada o : I — R? una curva diferenciable parametrizada por
longitud de arco s. Dado s € I diremos que s es un punto singular de orden

uno, si y solo si a"(s) =0

Br. Yorisbel Pena
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En lo que sigue consideraremos curvas diferenciables parametrizadas por
longitud de arco que no tengan puntos singulares de orden uno; esto es que

a’(s) # 0, para cualquier t € [.

Se denotard a 7(s) = /(s), el vector tangente unitario; asi
T'(s) = (s) = K(s)n(s).

Ahora bien, para cualquier s € I definimos b(s) = 7(s) x n(s), el cual
es normal al plano osculador y es llamado vector binormal de s, ademas
|b(s)|| = 1. Por lo tanto, b(s) es un vector unitario y normal al plano osculador

el cual esta determinado por 7(s) y n(s).
Para cualquier s € I, b(s) = 7(s) X n(s) es una funcién diferenciable en I.

Por lo tanto;

(s) = < (r(s) x n(s))

= 7(s) x n(s) + 7(s) x n'(s)
= K(s)n(s) X n(S) + T(S) X n/<5)
= K(s)(n(s) x n(s)) +7(s) x n'(s)

= 7(s) x n'(s)

De aca se sigue que b'(s) es perpendicular a 7(s) y que ¥/(s) es paralelo a n(s),

por tanto; existe 7(s) € R tal que V'(s) = 7(s)n(s).

Definicién 1.9. Sea o : I — R? una curva diferenciable parametrizada por
longitud de arco s, tal que o”(s) # 0 para cada s € 1. Al nimero 7(s) que
cumple que b'(s) = 7(s)n(s) es llamado la torsion de a en s.

En resumen; a cada vector s € I le asociamos tres vectores unitarios 7(s),
n(s), b(s) el cual recibe el nombre del triedro de Frenet en s, (ver Figura 1.6)

ademds B = {7(s),n(s),b(s)} determina una base de R>.

Br. Yorisbel Pena
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b(s)

n(s)

t(s)

Figura 1.6: Triedro de Frenet

1.2. La diferencial

Definicién 1.10. Sea F' : U C R" — R™ wuna funcion diferenciable, para
cualquier p € U asociamos una aplicacion lineal dF, : R" — R™ la cual
llamaremos diferencial de F' en p, y es definida como sigue: Sea w € R"™ y sea
a: (—€€) = U una curva diferenciable tal que o(0) = p y /(0) = w; por la
regla de la cadena se tiene que la curva f = Foa: (—e€€) — R™ es también

diferenciable. (ver Figura 1.7)

dFy(w) = 5'(0)
= (Foa)(0)
= [F"((0))][e'(0)]
= [F"(p)][w]

Proposicién 1.1. La definicion de dF, no depende de la eleccion de la curva
la cual pasa por p con vector tangente w, ademds dI, es en realidad un mapeo

lineal.

Demostracion:

Nota: Trabajaremos con el caso de F': U C R? — R3

Br. Yorisbel Pena
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R3

dFp(w)=bi(0)

F(p)

@
m/

Figura 1.7: La diferencial
Sea (u,v) € Ry (z,y,2) € R®.

Sea e; = (1,0), e3 = (0,1) la base canénica de R* y f; = (1,0,0),
f2=1(0,1,0), f3=(0,0,1) la base canénica de R3.

Sea a(t) = (u(t),v(t)); t € (—e,€) y F(u,v) = (X(u,v),Y (u,v), Z(u,v))

Luego:

a/(0) = (u'(0),2'(0))
=u'(0)e; +v'(0)eq

Br. Yorisbel Pena
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Asi, usando la regla de la cadena y tomando la derivada en ¢ = 0, obtenemos:

oy (PXdu | OXdv OV du OV dv OZidu 0%,
S Qudt Qv dt’ Oudt Qv dt’ dudt  Ovdt’

Luego, podemos escribir a 5'(0) como sigue:

sy 0Xdu 0Xdv oY du 0Y dv 0Z du 0Z dv
B'(0) = (%% + %%)ﬁ + <%E + %ﬁ)fz + (%a + %%)f:s

9X 90X

ou Ov d_u

dt
y oy oY

#(0) = % o0 | = dFp(w)

U v d_v

ou Ou

Esto demuestra que dF), es representada en la base candnica de R? en R3
por una matriz, la cual depende sélo de las derivadas parciales de p sobre las
funciones componentes de X, Y, Z sobre F. Asi, dF,, es un mapeo lineal y

claramente dF,(w) no depende de la eleccién de la curva a.

Teorema 1.4. (Teorema de la Funcién Inversa) Si F: U C R* — R"
es una funcién diferenciable (€1,€>) enp € U, U abierto de R™ y F'(p) es
no singular para algin punto p € U, entonces existen V,, Wp(,y vecindades de

p y F(p) respectivamente tales que: F : V,, — W, es biyectiva y su inversa

G : W, =V, es diferenciable (€', €).

Demostracidn: [ver [4]]
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Teorema 1.5. Sea U C RF*™ abierto, F : U C RF™ — R” de clase €" en U.
Escribir F(z,y) = F(x1,...,2), para y € R™, x € R*, suponga que (a,b) € U
es tal que F(a,b) =0y 6—y(a, b) es no singular, entonces existe B vecindad de
a € R* y una tinica funcion G : B C R* — R" de clase € tal que G(a) = b
y F(x,G(z)) =0, para cualquier x € B. Ademds G es de clase €" en B.

Demostracién: Definir f: U C R*™ — R*™ por f(x,y) = (z, F(z,y)).
Ver que f cumple las hipotesis del teorema de la funcion inversa.

f es de clase €" en U, pues F' es de clase € en U, ademas

Tox Ok OF
f'(a,b) = | OF OF y como det—(a,b) # 0 por hipdtesis, se
a_(a7 b) a_(CLv b) ay
L Y

tiene que det f'(a, b) # 0, luego usando el teorema de la funcion inversa se tiene
que existen vecindades C((a,b),r) y Wy(ap tal que la funcién
g=[f"":C((a,b),r) = Wy es invertible.

Observemos que f(a,b) = (a, F(a,b)) = (a,0), (pues F(a,b) = 0 para
todo a,b € U), por otro lado, como W, ) es un abierto que contiene a (a,0),
entonces existe C'(a,0) C W, ); lamemos B, = C(a,0) N RF C R".

Se sabe que f(z,y) = (z, F(z,y)), icomo serd g = f~17
(e.4) = 9(f (1)) = g(z, F(z,)), de esta manera g(z,y) = (z, h(z,y)) para
alguna funcién h(z,y), donde h : R¥" — R" y g(x,0) = (z, h(x,0)). Definir
G : B C: R* —: R" por G(x) = h(z,0) la cual es claramente 6™, observemos

que:

f(a’v b) = (CL, 0) = (a’v b) = g(a7 O)
= (a,b) = (a, h(a,0))

=a=a A h(a,0)=0b
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Ademas;

f(g(I,O)) = f<x7h($70)) - f(x,G(x)) = (‘ra()) = (x,F(x, G(LL’, 0)))
=sz=x AN F(z,G(x))=0

Por lo tanto G(a) = h(a,0) =by F(z,G(z)) = 0, para cualquier z € B.
Ahora se probara la unicidad de G

Supongamos que G : B C RF — R*, G5 : B C R* — R", donde
G1(z) # Go(x) para cualquier x € B, Gi(a) = b= Gs(a) y
F(z,Gy(x)) = 0= F(z,Gs(z)) para cualquier x € B.

9(f(z, Gr(2))) = g(a, F(x, Gi(2))) = (z,Gi(7)) = g
= (z,Gi(x)) = gz, F(z, Gi(2)))
= (2,Gi(z)) =g

También se tiene que:

9(f(w, G(2))) = g(z, F(z, Go(2))) = (2, Ga(x)) = gz, F(z, Ga(x)))

Por lo tanto; (z,G1(x)) = g(z,0) = (z, Go(z)), lo que implica que
Gl(l') = GQ(ZL‘)

Definicién 1.11. Sea f: U C R™ — R™, (m < n) una aplicacion diferen-
ciable, diremos que f es una tnmersion si y solo si, para cualquier p € U,
df, : R™ — R™ es inyectiva; es decir que el rango de [df,] = m. Sim = n, df,

resulta isomorfismo y por tanto f es un difeomorfismo local.
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Ejemplo: Si o : I C R — R” es una curva diferenciable regular, entonces

es una inmersion.

En efecto: Como « es regular, entonces
o (t) = (ar(t), -+, an(t)) # (0,---,0); es decir que el rango de [o/] =1

1.3. Superficie regular e imagen inversa de un

valor regular

Definicién 1.12. Un conjunto S C R™ es una superficie de dimension m y
de clase €%, cuando para cualquier p € S existe U, C R™ tal que V, =U,N S
es la imagen de alguna parametrizacion X, : Vo C R™ — Vp de dimension m
y de clase €*.

El conjunto V), es abierto en S y es llamado vecindad parametrizada de p.

Definicién 1.13. Sea S C R3, diremos que S es una superficie reqular si, para
cada p € S, existe una vecindad V en R® y una aplicacion X : U — VNS en
un conjunto abierto U C R? sobre VNS C R3 tal que:

1. X es diferenciable.
2. X es un homeomorfismo.

3. (condicién de reqularidad) Para cada q € S, la diferencial dX, : R* — R?

es inyectiva.

Proposicién 1.2. Sea U C R? abierto y f : U — R una funcidén diferenciable;
entonces el grdfico de f que es un subcongunto de R® dado por (z,y, f(z,y))

para (z,y) € U, es una superficie regular. (ver Figura 1.8)
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(xyf(xy)

" (xy)

Figura 1.8: Grafico de una funcién

Demostracion:
Sea X : U — SN R?, dada por:

X (u,v) = (u,v, f(u,v)), donde (u,v) € U CR? y
S ={(u,v, f(u,v)): (u,v) € U}

1. Claramente X es una parametrizacién del grafico de f, cuya vecindad
X (U) cubre todos los puntos p € Sy ademas z(u,v) = u, y(u,v) =0,
z(u,v) = z = f(u,v) las cuales son las funciones componentes de X, y

admiten derivadas parciales continuas de todos los ordenes en U.

Por lo tanto; X es diferenciable en U.

2. X es inyectiva en U

En efecto:

Sea (ug,v1), (ug,v3) € U
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X(ur,v1) = X(ug,v2) = (u1,v1, f(ur,v1)) = (ug, v, f(uz,v2))
Up = Uz
=
V1 = V2
= (u1,v1) = (ug,v2)
Asi concluimos que X es inyectiva, més aun X : U — X(U) N S es
biyectiva, pues para cada p € S; existe un tnico (u,v) € U; tal que
X(u,v) = (x,y,2); pues con u =z, Yy = v se tiene que
X(u,v) = (u,v, f(u,v)) = (z,y,2). Por lo tanto X(U) = S y como
X es diferenciable en U, entonces X es continua en U; ademds existe
X~ 1:S8— U, dada por:

X_l(ua v, f(uv U)) = (’LL, U) = ny(ua v, f(u7 U))
donde 7, : R* — R?, dado por 7 (z,y, f(x,y)) = (x,y) es continua en
R2.
Asi, X! serd continua en S C R? vista como la restriccién de 7, en
S.

Por lo tanto X es un homeomorfismo.

3. Probemos la condicién de regularidad

Sea q = (u,v) € U y consideremos la diferencial dX, : R* — R?, la cual

es una aplicacion lineal dada por:

ou du
ou ov 1 0
dX, = v v _ 0 1
K ou ov
9f(u,v) f(u,v) o) o1t
ou ov u u
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Observemos que el determinante jacobiano

Por lo tanto, dX, es inyectiva; y como ya hemos probado que se cumplen
1,2y 3; concluimos que S = {(u, v, f(u,v)) : (u,v) € U} es una superficie

regular.

Definicién 1.14. Sea U C R™ abierto y ' : U C R" — R™ wuna funcion
diferenciable. Diremos que p € U es un punto critico de F' cuando la diferencial

dF, : R* — R™ no sea sobreyectiva, es decir; que el rango de [dF,] es menor

que m.

Ejemplo: Sea ' : R" — R, entonces :

dF%OOZZ U)Fxpﬂlxnhﬁnxl

(%1

_ | 9F(p) OF(p)  OF(p) U2
8x1 8x2 axn ‘ :

Un

= (gradF(p),v)

Queremos que DF(p) = gradF(p) tenga rango menor que 1; pero
DF(p) = gradF(p) es una matriz unifila. ;Cudndo una matriz unifila tiene
rango menor que 17, cuando cada uno de sus elementos son ceros. Por tanto,

cuando m = 1 pediremos que DF(p) = gradF (p) = [0...0]1xn

Asi se concluye que p es un punto critico de F' si el gradF(p) =0

Observacion 1.5. Sip es un punto critico de F', entonces a F(p) lo llamare-

mos valor critico.
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Definicién 1.15. Sea F : U C R" — R™, diremos que a € F(U) es un valor

reqular si no es un valor critico.

Proposicién 1.3. Sea f : U C R®> — R diferenciable y a € f(U) un valor

reqular de f, entonces f~(a) es una superficie reqular.

Demostracion:

Sea p = (2,y,2) € f'(a) = {(z,y,2) € R*)/f(2,y,2) = a}, donde
a € f(U) es un valor regular. Como a € f(U) es un valor regular; entonces df,

es sobreyectiva, es decir el grad(f(p)) es no nulo.

(8f (») 0f(p) 9f(p)
oxr = Oy = 0z
ag(p) # 0 y defina F' : R3 — Rgs, dada

2
por: F(z,y,z) = (z,y, f(z,y,2)), donde para cada (z,y,z) € U su imagen
F(z,y,2) = (u,v,t).

grad(f(p))

) # 0,

Sin perder generalidad, suponga que

Es claro que F es diferenciable; pues cada una de sus funciones componentes

lo es; luego la diferencial de F' en p viene dada por:

1 0 0

dF, — 0 1 0

OF(P) OF(P) OF(P)
Ox dy 0z

y el det(dF,) = OF(P)

funcién inversa, el cual nos garantiza que existe una vecindad V,, de p y una

# 0, de esta manera podemos usar el teorema de la

vecindad Wg(, tal que F' : V,, — Wg(, es invertible y F -1 Wepy — V) es

diferenciable C°.
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Por lo tanto, si (x,y, z) € V,, entonces
F(J;)ya Z) = (xay,f(i'»%Z» - (u,v,t) € WF(p) y
F Y u,v,t) = F Y2y, f(2,y,2)) = (v,9,2)

Luego; si F~'(u,v,t) = (h(u,v,t), S(u,v,t), g(u,v,t)), entonces

h(u,v,t) = z = u, S(u,v,t) =y = v, g(u,v,t) = z, son diferenciables con

(u,v,t) € Wp, (ver Figura 1.9)

Figura 1.9: Valor Regular

Considérese la funcién proyeccién IT : R? — R?, dada por

I(z,y, z) = (x,y), la cual es una funcién continua.

Considérese también H : II(V,) — V,, dada por H(z,y) = g(u,v,a) = z la

cual es diferenciable en II(V,), el cual es el conjunto abierto en R?.
Ahora bien, probemos que: F'(f~(a)Nv,) = Wy N{(u,v,t) € R*/t = a}

En efecto:
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= F(f7H(a)NV,) € Wi N {(u,0,1) € R?}
EEF(fHa)nV,) = F (e fa)NV,

O efTa)AFTHE) eV,

FIETHE) = an€ € F(V,) = Wi,
= e {(u,v,t) e R*/t =a} NE € Wiy
=& € Wy N{(u,v,t) € R*}

Justifiquemos porque f(F~1(¢)) =a = € € {(u,v,t) € R3}

Sea & = (u,v,t), entonces

F7H&) = F~ Y (u,0,) = (u,v, 9(u, v,1)) = (2,9, 9(u, v, 1))

Luego; f(F71(&)) = f(z,y,9(u,v,1)) =

As, F(Fil(f)) = F(xv%g(uavat)) = (x,y,f(u,v,g(u,v,t))) = (u,v,a)
y por tanto, £ € {(u,v,t) € R*}

De acd, F(f~'(a) N V,) € Wy N {(u,v,t) € R3).
= Wi N{(w,v,8) € RP} C F(fH(a) NV)

£ € Wrp N{(u,v,t) € R’} = £ € Wrpy A€ € {(u,v,t) € R?}
= FH (&) € FT'(Wye) =V, AFTH(E) € 7
= F7(¢) eV,nfa)
=€ F(V,Nf ()

Por lo tanto; Wy, N {(u,v,t) € R*} C F(f~'(a)NV,)

De acé concluimos que Wy N {(u,v,t) € R¥} = F(f~(a) N V})

Esto significa que el grafico de H es:

@) NV, ={(z,y,2) € R?/z = H(x,y), (z,y) € T(V;)}
={(z,y, H(z,y)) € R?/(z,y) € I(V},)}
= graf(H)
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Luego, como el graf(H) = f~'(a) NV, entonces por la proposicién 1.2,
S, = f~'(a) N'V, es una superficie regular, mds aun para una vecindad coor-
denada de p (X : II(V,) — S,), dada por X(z,y) = (z,y, H(x,y)) cumple las

condiciones 2 y 3 de la definicién de superficie regular.

Asi, todo punto p € S = f~!(a) puede ser cubierto por una vecindad

coordenada. Por lo tanto, S = f~!(a) es una superficie regular.

Definicién 1.16. Sea S una superficie reqular, V- C S abierto y

f:V C S — R. Diremos que f es diferenciable en p € V' si y solo si existe una
parametrizacion X : U CR*> - S conpe X(U)CV yfoX :UCR? - R
diferenciable en X ~*(p). (ver Figura 1.10)

Figura 1.10: Diferenciabilidad de f

Definicién 1.17. Diremos que f es diferenciable en V' si ésta es diferenciable

para cualquier punto en V.

Definicién 1.18. Sea S una superficie, S C R® y p € S. Se llamard vec-
tor tangente a S en p al vector o/(0) donde o : (—e,€) — S es una curva

diferenciable con a(0) = p.

Definicién 1.19. Al conjunto formado por todos los vectores tangentes a S

en p, lo llamaremos plano tangente y lo denotaremos como sigue;
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TpS ={d/(0) =v:a:(—€¢€) — S, es una curva diferenciable con a(0) = p}
(ver Figura 1.11)

Figura 1.11: Definicion de Plano Tangente

Proposicién 1.4. Sea X : U C R? — S una parametrizacién de la super-
ficie reqular S, y sea q € U,entonces se tiene que el subespacio vectorial de
dimension 2; dX,(R?) = T,S.

Demostracioén:(ver Figura 1.12) Probemos que dX,(R?) C T,S.
Sea w € X,(R?), entonces existe v € R? tal que dX,(v) = w.

Ahora bien, consideremos r : (—e¢,e) — U dada por r(t) = ¢ + tv, y

observemos lo siguiente:

r(0) = ¢, a« = X or. De esta manera tenemos:

= (0) = (X or)(0) = X(r(0)) = X(¢) = p
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Figura 1.12: Plano Tangente

= o/(0) = (X or)(0) = X'(r(0))(r'(0)) = X'(q)v = dXy(v) = w

Asi, tenemos que w € T,,S, y por tanto dX,(R?) C T,S.
Probemos ahora que 7,5 C dX,(R?).

Sea w € T,S, entonces w = o/(0) para alguna curva « : (—¢, €) — S
diferenciable con a(0) = X(q).

Observemos que 3 = X toa : (—¢,¢€) — U es diferenciable y que a = X o3;

luego

a/(0) = (X o 3)'(0)
)

I

QL
is
—~
X
—~

o
~—
~—

I
g

Br. Yorisbel Pena



Resumen 97

De acd w € dX,(R?) y por tanto T,,S C dX,(R?).

Asi, concluimos que T,S = dX,(R?).

Definicién 1.20. Sea V un espacio vectorial, dim(V) = 2, diremos que la

aplicacion lineal A -V — V es autoadjunta si y solo si:

(Av,w) = (v, Aw), para cualquier v,w € V

Ejemplo: Sea A = a;; ,i,j = 1,2 y {e1,e2} la base ortonormal de V,

entonces:

11 Q12 1 0 .
1 ap; Qe 0 B
.<61’A62>:<<0>’<a21 a22>-<1>>—a12

Ahora bien, por la simetria del producto interno tenemos que:
(€1, Aeg) = (Aeg, 1) y (eg, Aer) = (Aeq, eg).
Luego; si A es autoadjunta , entonces ag; = (Aeq, es) = (eq, Aea) = aqs.

De acéd tenemos que si A es autoadjunta, entonces A es simétrica, esto es

aij = &ji-

Por otro lado, definiendo B : V x V — R por, B(v,w) = (Av,w), se tiene
una aplicacién bilineal y simétrica; es decir que se cumple:

1. B(av,w) = aB(v,w)

2. B(vy 4+ v, w) = B(1v,w) + B(vg, w)
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3. B(v,aw) = aB(v,w)
4. B(v,w; + we) = B(v,wy) + B(v,ws)

5. B(v,w) = B(w,v)

Reciprocamente se tiene que, si B : V x V — R es bilineal simétrica,
entonces A : V — V. definida por B(v,w) = (Av,w) es autoadjunta, més aiun
si B:V xV — R es bilineal simétrica y se define Q(v) = B(v,v), v € V se
tiene una forma cuadratica. Ademaés si se conoce la forma cuadratica ) que
proviene de B %[Q(u +v) — Q(u) — Q(v)] podemos obtener la forma bilineal

simétrica de la siguiente manera:
510+ ) ~ Q) ~ Q) = [B(u+v,u-+v) ~ Blu,u) — Blo,v)]

— %[B(%U) +2B(u,v) + B(v,v) — B(u,u) — B(v,v)]

= B(u,v)

Asi, observamos que se puede establecer una correspondencia inyectiva en-

tre la forma cuadratica en V y la aplicacion lineal autoadjunta de V.

1.4. La primera forma fundamental

Sea S C R? una superficie regular, p € Sy consideremos 7,5 C R3. Como
en R? tenemos el producto interno (,) usual,entonces dado v,, w, € T,5 C R?

podemos calcular

3
(vp, wp) = Z UiW;
i=1

Asi, al variar p en S podemos definir (v,, w,), = (v, w).
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Ahora bien, con (, ), que es una forma bilineal, se define una forma cuadratica
I, : 71,5 — R dada por:

]p(w> = <wp7wp>p = Hw||2 >0

A ésta le llamaremos primera forma fundamental de la superficie regular

S C R? en el punto p € S. (ver Figura 1.13)

Figura 1.13: Primera Forma Fundamental

Observemos que al cambiar p, cambia [, y expresemos la primera forma
fundamental en términos de la base {X,, X,} asociada a la parametrizacién
X (u,v) en p. Como w € T,S, entonces w = «/(0) para alguna curva

a: (—€€e) — S con a(0) = p; por otro lado, tenemos también que
at) = X(ug,vy).

)2 4 2F4/(0)0'(0) + G(v'(0))?
= g11(u'(0))* + 29126/ (0)0'(0) + g2 (v'(0))?
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Donde,
g1 = E = (Xy(uo, vo), Xu(uo, v0))p, 912 = go1 = F = (Xu(uo,v0), Xy (uo, v0))y
Yy go2 = G = (Xy(ug, vo), Xy (o, v0))p-

Mas adelante la métrica Riemanniana serda dada asi:
g1 12
G =
921 922
Obsérvese que si p = X (u,v) varia en una vecindad coordenada, entonces
E(u,v), F(u,v), G(u,v) serdn funciones diferenciables en dicha vecindad.

La importancia de la primera forma fundamental proviene del hecho de que
al conocer I, podemos tratar cuestiones métricas sobre una superficie regular

S, sin hacer referencia al espacio ambiente R3.

Como ya sabemos la longitud de arco parametrizada por la curvaa : I — S

es dada por:

st = [ 1o0li= [ V@@= [ /i

Pero si X es una parametrizacion local de S, entonces a(t) = X (u(t), v(t))

e Ip(d/(t)) = E(u/(t)? 4+ 2Fd/(t)v'(t) + G(v'(t))?%; de esta manera se obtiene:

S(t) = /0 (o (1)) dt = /0 VE@ 02+ 2Fu ()0 (1) + G(u' (1)) 2dt

Luego, derivando y elevando al cuadrado se tiene que:

asm\’ du(t)\ du()\ [ dv() do(t)\
(7) =E<7> +2F< it )( t >+G<7)

y ast: dS? = E(du)? + 2Fdu.dv + G(dv)?

Esta es la expresion del teorema de pitagoras para un triangulo sobre la

superficie S.
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Definicién 1.21. Si X : U € R? — R? es una parametrizacion, se define
E=(X,, X, , F=(X.,,X,) v G=(X,,X,) y se le llama métrica

Riemanniana o la primera forma fundamental I, : T,X(U) — R dada por:

I, = <wpa wp>p

Luego, si llamamos uv = x; , v = x5 podemos escribir que:

d5'2 = E(dml)z -+ 2Fdl'1d$2 + G(dl'Q)Q

Mads atin, si llamamos g1y = £, gia=gan =F y g22 = G entonces

2
dS? = gi1(du)? + 2g1adu.dv + gop(dv)? = Z gijdx;dx;

1,j=1

Asi, se pueden representar estos términos g;; en una matriz y llamar

g11 12 E F
G =(g;) = =
921 922 F G
Obsérvese que al variar el punto p = X (u,v) en la superficie, las entradas
de la matriz g;; son funciones que dependen de p; asi, para dar una métrica

Riemanniana sobre una superficie basta dar una matriz G = (g;;); donde:

o 0
gij(p) = <a_x7 ax>p = <Xu7Xv>p
i j

Si la superficie tiene dimensién 2, la matriz G = (g;;) serd de orden 2 X 2;

si la superficie tiene dimensién m, la matriz G = (g;;) serd de orden m x m.

Definicién 1.22. Sea S C R? una superficie y X : U C R? — S una carta
local, entonces g;; : U — R son funciones a valores reales diferenciables en U
para cualquier i,7 = 1,2; pues es claro que g1, = E = (X, X,,) = || X ||* > 0,
g1 = G = (X,, X,) = | Xul]*> > 0 y para el caso donde i # j serd

G2 = go1 = F = (X, X,) = (Xo, Xu) = | Xu||| Xo]|- cos(8) = VE.F. cos(6).

Br. Yorisbel Pena



Resumen 39

Asi se observa que a través de F' = g;; (i # j) se puede encontrar el angulo
que forma X, con X, por otrolado si v = 1 X, + v X, v w =w X, +wyX,,

entonces:

(v, w) = (V1 Xy + VaXy, W Xy + W X))
= ’Ulle + (v1w2 + Ugwl)F + UQU)QG

Es decir g;; determina completamente el producto escalar de dos vectores.

Considérese ahora el producto vectorial de los vectores basicos.

al‘l 8$2 (933'3
Xy X Xy = det ou Ou Ou
(91'1 8x2 61‘3
ov  OJv Ov

Y obsérvese que || X, x X,|| = [| Xu|.[[Xs||- sin(f) mide el area del
paralelogramo y que dicha area es igual al area del rectangulo coloreado en

azul (ver Figura 1.14).

Xy

Figura 1.14: Area de un paralelogramo
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t. t.
sin(f) = cahop = (\:ﬁXO\T’ esto implica que cat.op = sin(0)||X,||; por otro

lado denotemos por Ag el area del rectangulo; asi

A = || Xu ||| Xy | sin(f) = || X, x X, || = drea del paralelogramo

Ahora bien, || X, x X,|? = || X.|?|X.]|? sin?(6), lo que implica

10 5 X% + (X X002 = X207 sin2(6) + 1,211, Peos®(9)
— [ XJP X

de acd se obtiene que || X, x X,|| = VEG — F2.
Definicién 1.23. Un atlas de una superficie S, es un conjunto
A={p: Vo — V/ pes parametrizacion de V y la union de tales V cubren S }.

Definicién 1.24. Dos parametrizaciones ¢ : Vo — V, ¢ : Wy — W se dicen
compatibles cuando VNW #0y ¢ top: o Y (VNW) — =Y (VNW) tiene
detJ (=" o p)(z) > 0, para cualquier z € = (VNW).

Definicién 1.25. Un atlas se dice coherente cuando todo par de parametriza-

ctones son compatibles.

Definicién 1.26. Una superficie se dice orientable cuando admite un atlas

coherente.

Definicién 1.27. Dado una parametrizacion X : U C R? — S sobre una
superficie reqular S en el punto p € S. Nosotros podemos escoger un vector
normal unitario en cada punto de X (U), dado por la siguiente regla.

X, X X,

N(q) = —uX2v_
@ =R %]

(@), € X(U).

Asi, se tiene una aplicacion N : X(U) C— R? diferenciable, la cual asocia a

cada q € X(U) un vector normal unitario N(q).

Definicién 1.28. Sea S C R? una superficie con orientacién N; la aplicacién
N : S — R? tiene sus valores en la esfera unitaria
S ={(z,y,2) e R*/a® +y* + 22 =1}.
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N : S — 8% C R? se le llama funcién de Gauss de S, la cual es diferenciable

y dN, : T,,5 — T,S es lineal. Esta opera de la siguiente forma:

Dado a(t) = X (u(t),v(t)) una curva parametrizada en S con a(0) = p, y
consideremos N o a(t) = N(t) en S?%; luego
dN,(a(0)) = dN, (u’(O)Xu n v’(O)XU)
= u'(0)dN,(X,) + v'(0)dN,(X,)
u' (0)N, + v’ (0)N,

Por otro lado se tiene que (N, X,) =0y (N, X,) = 0; asi al derivar la primera
respecto v y la segunda respecto u, se obtiene lo siguiente

(Ny, Xu) = —(N, X)) v (Xy, Nu) = — (X, N), pero X es €2, entonces

Xuw = Xou-

Por lo tanto, (N,, X,) = (X,, V) o lo que es equivalente,
(ANy(Xo), Xu) = (Xo, dN,(Xy))

De acd se concluye que dN, : T,S — T, S? es autoadjunta, y asi se le
puede asociar una forma cuadratica I1, : 1,5 — R dada por

I1,(v) = (dN,(X,),v), la cual es llamada segunda forma fundamental.

Como T,S y TS son paralelos podemos escribir dN,, : T,S — T,S en
lugar de dN,, : T,,S — Ty, S?%; asf como {X,, X, } es base de T,,S'y
Ny, N, € T,,S se tiene que:

Ny, = an Xy, + an X,

N, = a12X,, + a2 X,

Br. Yorisbel Pena



Resumen 35

Y de esta manera

dN,(a(0)) = u'(0) Ny, + v'(0) N,
u'(0)[a11 Xy + a21 X)) + 0'(0)[a12 Xy + age X,
[U,<O)CL11 + v (0)&12]Xu + [U/(O)CL21 + U/(O)CLQQ]XU

sy (20 )< (2210
UI(O) o1 A29 U,(O)

Luego la segunda forma fundamental /1,(¢/(0)) en la base {X,, X,} seré:

Por lo tanto,

T,(/(0)) = —(dN,(a'(0)),a'(0))
— (' (0)N,, + v/ (0)N,,, /' (0) X, + v/(0)X,,)
—(/(0))”
)*

= e(u/(0)

Donde —(N,, X,) = e, (N, X,) = (N, Xo) = [y (N, Xp,)) =

+2fu/(0)v'(0) + g(v/(0))*

Definicién 1.29. Sea C una curva regular en S que pasa por el punto p € S
con curvatura K en p; y el cos(0) = (n, N), donde n es el vector normal a C
y N es el normal a S en p. El numero K, = K cos(0) es llamado curvatura

normal de C C S en p.

Interpretaremos la segunda forma fundamental, Considérese una curva

C C S parametrizada por a(s), donde s es la longitud en C y o/(s) = p.

Se denotard por N(s) la restriccién del vector normal N a lo largo de la

curva «a(s).

Como ya se sabe, (N(s),a/(s)) = 0, si deriva se obtiene que
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(N(s),a"(s)) = —(N'(s),d/(s)), por lo tanto.

11,(c/(0)) = —(dN,(c/(0)), o/(0))
= —(N'(0),'(0))

= —(N(0),"(0))

= —(N, Kn)

= Ku(p)

Definicién 1.30. Un campo en un conjunto abierto U C R? es una aplicacién
que asigna a cada q € Uun vector w(q) € R2. se dird que W es un campo
vectorial diferenciable si para cada q = (x,y) € U se puede escribir

W(q) = (a(m,y), b(x, y)) y las funciones a y b son diferenciables en U.

Definicién 1.31. Sea X : U C R? — S una parametrizacién en la orientacién
de S. Es posible asignar a cada punto de X(U) un triedro natural dado por los

vectores X, , X, y N.

Expresaremos la derivada de los vectores X, , X, y N en la base { X, X,,, N}.

Xoyw =T Xy +THX, + LiN
Xuw =T, X, +T5,X, + LoN
Xow =T X, + 15X, + LoN
Xow = 15Xy + 15, X, + L3N
Ny = apn Xy + an X,
Ny = a2 Xy + a2 X,

Los coeficientes I‘fj se les llaman simbolos de Cristoffel de S en la parametrizacién
X. Como X, = X,,, se concluye que I'l, =T}, y I'?, = T'%;; por otro lado,

si se realiza el producto interno entre N y X,,,, se obtiene (N, X,,,,) = L1(N, N).
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) N, Xow
Asi; L = W =e

Haciendo el producto interno con las primeras cuatro ecuaciones anteriores
y N, se obtiene que Ly = e, Ly = Ly = f y Ly = G, donde e, f y g son los

coeficientes de la segunda forma fundamental.

1.5. Transporte Paralelo y Geodésicas

Definicién 1.32. Un campo vectorial (tangente) en un abierto U C S, donde
S es una superficie reqular; es una correspondencia W que asigna a cada punto
p € U un vector W (p) € T,S.

Se dirda que W : U — TU es un campo diferenciable en p si y sélo si existe
X (u,v) parametrizacién en p tal que si W(p) = a(p)X, + b(p)X, en la base

{X., X, }, entonces las aplicaciones a y b son diferenciables.

W es diferenciable en U si y sélo si W es diferenciable para cualquier

peU.

Definicién 1.33. Sea W un campo vectorial diferenciable sobre el conjunto
abierto U C S yp € S. Sea v € T,S, considérese una curva parametrizada

a: (—€e) = U, con a(0) = p y o/(0) = v El vector obtenido al proyectar
dW
(W)(O) normalmente sobre el plano T,S es llamado derivada covariante en

p sobre el campo vectorial W' relativo al vector v (ver Figura 2.23)

DW

—5)(0) 0 (DW) (1),

La derivada covariante es denotada por (

Sea X (u,v) parametrizacién de S en p, X (u(t),v(t)) y
W(t) = a(u(t),v(t)). X, + b(u(t),v(t)).X,, entonces

W (t) = a(t). X, + b(t).X,
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Figura 1.15: Derivada covariante

Por otro lado,

dW

— = a(t).(u' Xy + 0" X)) + ' (6) Xy + 0(8). (' X + 0" X)) + V() X,
= a(t)[' (T, Xy + T2, X, + L1N) + 0/ (T, X, +T2,X, + LyN)] +d' (1) X+

b(t)[u/ (T3, Xy + T3, X, + LoN) 4+ v (15, Xy + 3, X, + LsN)| + b (£) X,.

dW
La derivada covariante, no es mas 7 pero haciendo cero su parte normal.
—DW— O (L X, +T4 X "I, X, +T2,X ") X
di = a(t)[w (I Xy + 17 X0) + 0" (T Xy + X)) 4+ a'(8) X+

b(t)[u/(rélXu + Fngv) + UI(P%QXu + F%QXU)] + b,(t>Xv-

Definicién 1.34. Una curva parametrizada definida en [0, /], a: [0,4] — S es
la restriccion a [0, ] de una funcidn diferenciable o : (0 —¢€,0+¢€) — S, € > 0.
Sea a(0) = p y a(f) = q, se dird que o conecta p con q y la distancia de p a

q, se define como d(p,q) = inf{l(v) : v conecta a p con q}

Definicién 1.35. Sea o : [ — S una curva parametrizada en S, un campo

vectorial a lo largo de o es una correspondencia que asigna a cada t € I un
vector W (t) € Ty S.
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Se dird que W es un campo diferenciable en ty si y solo si existe una
parametrizacion X (u,v) en a(ty) tal que las componentes a(t) y b(t) de
W(t) = a(t) X, + b(t) X, son diferenciables en t.

W es diferenciable en I si y solo st W es diferenciable para cualquiert € I.

Definicién 1.36. Sea W un campo vectorial diferenciable a lo largo de
a: I — S, la expresion TR t € I esta bien definida y es llamada derivada

covariante de W en t.

Definicién 1.37. Un campo vectorial W a lo largo de una curva parametriza-

DW
; (t) = 0 para todo t € I.(ver Figura 1.16)

da o : 1 — S es paralelo si

Figura 1.16: Campo Vectorial Paralelo

Proposicién 1.5. Sea V y W campos vectoriales paralelos a lo largo de
a:I— S, entonces (W(t), V(t)) es constante.

Demostracion: V y W son campos vectoriales paralelos a lo largo de

DW DV dW (t
a: I — S, esto implica que: p” zozw, W'(t) = ®) =MN y
dV (t)
V'(t) = ——= = X\ N.
O==4 ?

Ast; (W'(2), V(1)) =0 y (W), V(1)) =0

Derivemos (W (t), V(t))
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((W(2), V(1)) = (W'(), V(1)) + (W(1), V(1)) = 0

Por lo tanto (W (t), V(t)) = ctte

Proposicién 1.6. Sea o : I — S una curva parametrizada en S y sea wo €
Ta@)S, to € I entonces existe un tunico campo vectorial W (t) a lo largo de

a(t), con W(ty) = Wo.

Demostracién: [ver [1]]

Definicion 1.38. Sea o : I — S una curva parametrizada y Wo € Ty ),
to € I. Sea W el campo vectorial paralelo a lo largo de o, con W (tg) = W.
El vector W, .S, conty € I es llamado transporte paralelo de Wy a lo largo de

o en ty.

Definicién 1.39. Una curva parametrizada, no constante v : I — S se dice

geodésica en t € I si el campo vectorial tangente ~'(t) es paralelo a lo largo de
Dy@®) _,

en t; esto es que
v q i

v es geodésica sty solo sty es geodésica en todot € I.

Ejemplo: Suponga que S es una superficie regular y que o : I — S es una

curva diferenciable en S, donde «(0) =py o/(0) = 7.

Considérese el campo W formado por todos o/(0) = v € T,,S a lo largo de

dW
la curva; asi Tl a(0).

Si se considera el caso particular en el cual o”(0) = s paralelo al normal

N alo largo de la curva «, entonces (t) = 0, para cualquier t € I. (ver

Figura 1.17)

dt
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Figura 1.17: Geodésica

1.6. La Funcién Exponencial.

Dado p € S, S es una superficie regular y v € 7,5, v # 0. Se sabe que

existe una unica geodésica v : (—¢,e) — S con y(0) =p y v'(0) = v.

Se denotara y(t,v) = y(t) = v y v(t,v) indicard que 7'(0) = v.

Lema 1.1. Si y(t,v) es geodésica, t € (—e,€) entonces la geodésica ~y(t, ),

A€ R, A#0, estd definida para t € (_TE, i) y y(t, Av) = v(At, v).

. s € . .
Demostracién: Sea « : ( ’X) — S una curva parametrizada definida

=\ (0) = Av.

EN

por «(t) = y(At), entonces o/ (0

Por la linealidad de la derivada covariante se tiene que:
Do (t) = Dyyin\Y'(t) = N2Dypyy/(t), de acd o es una geodésica con las

siguientes condiciones iniciales v(0) , Ay'(0).

Por unicidad, a(t) = v(t, \v) = y(\t, v)
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Notacién: si v € T,S y v # 0 es tal que y(||v]], ﬁ) =v(1,v), se define la
v

exponencial dada como sigue: exp,(v) = v(1,v) y exp,(0) = p.

1.7. Superficies Abstractas

Definicién 1.40. S es una superficie abstracta si S junto con una familia de
parametrizaciones X, : U, — S, con U C R? abierto, X, inyectiva se cumple
que: (1) U, Xa(Us) =S

(2)Y a, B con X,(Us)NXs(Ug) # 0; )(ao)(ﬁ_1 y Xgo X, son difer-

enciables.

Al par (U,, X,) se le llama sistema de coordenadas locales y {(Uy, Xo)}a

se le llama Estructura Diferenciable.

Definicién 1.41. Sean S, y So superficies abstractas y sea ¢ : S; — Ss
diferenciable, Vp € Sy y Vw € T,(S1). consideremos a : (—e€,e) — Sy en
a(0) =p y /(0) =w, sea = @oa, la funcion dy : T,(S1) — Ty (S2) dado
por do,(w) = 3(0) es llamada la diferencial de ¢ en p.

Definicién 1.42. Una superficie geométrica o Variedad Riemanniana de di-
mension «, es una superficie abstracta junto a la escogencia de un produc-
to interno (,), en cada T,S, p € S el cual varia diferencialmente con p
en el siguiente sentido, para alguna y (por tanto para toda) parametrizacion

Xo Uy — 8, las funciones:

» B(u,v) = gu(u,v) = <%7 %%
= F(u,v) = gia(u,v) = ga1(u,v) = <%7 %%
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. G(“’? 'U) = 922(uvv) = <_ _>7

son funciones diferenciables en U,,.

Al producto interno (,) se le llama métrica Riemanniana sobre S.

Definicién 1.43. Una variedad Riemanniana es una n-dimensional variedad
diferenciable M junto a una escogencia, para cualquier p € M de un producto
interno (,), en cada T,M que varia diferencialmente con p en el siguiente
sentido, para alguna y (por tanto para toda) parametrizacion X, : U, — M,

conp € X, C M las funciones:

0 0
gi'(xlf"axn):( ,...’_>
J 833'1 a.]fj
son diferenciables en X (p) y x1, - , T, son coordenadas de U, C R".

La familia {(,), : p € M} la llamaremos Estructura Riemanniana o Métri-

ca Riemanniana para M.

1.8. Funcion de Morse

Definicién 1.44. Sea S una superficie y f : S — R una funcion diferenciable,

diremos que py € S es un punto critico de f si f'(po) = 0.

Ejemplo: Cuando S C R¥*y f : S — R es dad por f(z,9,2) = z (la
funcién altura), entonces los puntos criticos de f son aquellos donde el plano

tangente es perpendicular al eje z.

Sea entonces py € S un punto critico de fy ¢ : U — S, dado por:

@(‘ray) = (901(377y)7902($7y)7()03<x7y)) = ()03(x7y>7 (‘ray> € Uu por tanto una
condicién de py para ser punto critico de f implica que:

Br. Yorisbel Pena



Resumen 44

) _ dp3(wo,y0) . Op3(o,Yo)
f'(¢(xo,40)) =0= oz =0= 3y
Ast;
([ 0vi(xo,40) Op1(xo, yo) )
Ox Jy
, ) 8802(370, yo) &Pz(iﬁm Z/o)
TpS = (z0,70)(R*) = Ox oy A ueR
A
0 ( ) 0
\ M V,

={(\,0): N\ eR}
que es lo que se queria demostrar.

Definicién 1.45. Sea f: S — R una funcion diferenciable y pg € S un punto

critico de f. Sea o : U C R* — V C S una parametrizacién con o(xq,yo) = po.

El Hessiano de f en py es una forma bilineal f"(po) : TpS X TS — R
definida por:

f"(po) (&' (20, yo)u, ¢’ (z0, yo)v) = (f 0 ©)"(z0,y0)(u, v)

En términos de la parametrizacion ¢, el Hessiano de [ esta representado

por la matriz

Of op Of oy

ox? 0x0
H f(po) = afaé@ afxogzp

Oyox 0y?

Definicién 1.46. Un punto critico py € S de una funcion diferenciable
f:S — R esno degenerado si detH(f)(po) # 0.

Proposicién 1.7. 51 S es una superficie compacta y todos los puntos criticos
de la funcion f : S — R son no degenerado, entonces tales puntos son un

numero finito.
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Demostracion: Como S es compacta, basta mostrar que los puntos criticos

de f son aislados.

Sea py € S un punto critico de fy ¢ : U — V, dada por ¢(xo,yo) = po
una parametrizacion, (foe) : U — Z(R? R), donde .£(R? R) = (R?)* es el

conjunto de las aplicaciones lineales de R? en R.

(foe) : R* — (R*)* es un isomorfismo, pues py es no degenerado, luego
por el teorema de la funcién inversa se tiene que existen abiertos U; C U, en
torno de (zg,%0) y V1 C (R?)*, con (f o ¢)'(xg,y0) = 0, tal que
(fop) : Uy — Vi es un difeomorfismo y por tanto (xg,yo) es el tinico punto
de Uy donde (f o ) (x,y0) = 0.

De aca se sigue que py € S es un punto critico aislado de f.
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Preliminares de Optimizacion

Sea f una funcion de R™ a valores reales y considérese el siguiente problema

no lineal con restricciones:
min{f(x)/z € R" : Ci(z) = 0;i = 1,2, ...,m}, (2.1)

donde m < n, f y C; son funciones de R"™ a valores reales, las cuales se suponen

diferenciables €7 (o > 2 a menos que se especifique lo contrario).

Se define C' : R" — R™ por C(x) = (Cy(x), Ce(x), ...,Cpr(x)) y se supone
que cero es un valor regular de la funcién C, esto es que C'(x) pertenece a
Z(R",R™) ={T : R* — R™/T es lineal} y es de rango completo m, para
todoz € M = C70,,) = {z € R*/C(x) = 0,,}. Esta hip6tesis de regularidad
implica que existe una submatriz m x m de la matriz jacobiana de C'en x € M,
denotada por [A,]mxn, la cual es no singular.

aC;

Denotar B = (8_)’ donde i,5 € {1,2,...,m} y sea
L

N={1,2,...m,m+1,...n}, luego denotar J =N — I ={m+1,...,n}

46
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Por otro lado, escribir R™ como R™ x R"™™ y sea [A;] = [B 1 D], Asi se
utiliza el teorema de la funcién implicita, el cual garantiza que existe una
vecindad U, = W xV dex = (z7,x;) € R" xR"™™ ¢, : V — W una funcién
¢ tal que ¥, (ys) = ys siy sélo si C(yr,ys) = Op.

Por tanto, la restriccién de f en U, N M puede ser representada por la

funcién ¢, : V. C R"™ — R, la cual es €7 y definida por:

Pa(2) = f1ha(2), 2) (2.2)

Suponiendo ahora que x* € M es un minimizador local de f sobre M en
la vecindad U, N M de z; se tiene que z* = (x7,z%) con ¥.(y5) = y; .y X5
es un minimizador local del problema de minimizacion sin restricciones en el

conjunto abierto V.
min,cy @, (2) (2.3)
Aplicando el método tipo gradiente al problema sin restricciones (2.3), se

construye una sucesién de aproximaciones {z¥} que converge a x* y se define

iterativamente como sigue:

=k PP (2.4)

donde P* es una direccién de descenso basada en ¢*, el gradiente de o, en 2%,

y tr es el tamano de paso seleccionado por una busqueda lineal de la funcion
J(t) = @z (2% + tp.p*) para t > 0. En el espacio original R" la iteracién (2.4)

corresponde al algoritmo:

i = ok g PR (2.5)

vt = (et (2.6)

El gradiente de ¢, puede ser expresado en términos de los datos originales

del problema, ; Como?.
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Se define, H : V C R"™™ — R™ x R"™™ = R", dada por

H(z) = (¥z(2), 2), ast:
02(2) = f(¥e(2),2) = fo H(z)

Luego;

Dip(z) = D(f o H)(2)
= [Df(H(Z))]lxn[DH(Z)]nx(n—m)

_{g ﬁ} D, (2)
n 89(:1 8xJ 1xn < ()

Iy m
_of (9f
ax D, (2) + Oz, Inm (*)

Ty

Ahora se estudiara quien es D,(z),
Se deriva C(¢,(2),2) = C o H(z) =0,
D(CoH)(z) = [DC(H(Z))]mxn[DH(Z)]mX(n—m)

- [ B D }mm [ D;/}i(z) = [0]mx(n—m)

nx(n—m)
= B.D,(z) + D = [0]
= Di,(2)=—-B"'D ()

Sustituyendo (x) en (%), se obtiene que:

af of
Dy, (z) = — 8:61 B7'D+ — o, donde
9" = Vipu(2) = [Dea(2]"
De aca:
9" =V f(=") = DT(BTH)T.V f(z") (2.7)
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Este es llamado el gradiente reducido para la particion N = I & J, el
tamano de paso t;, debe ser elegido a partir de z* por una bisqueda a lo largo

de la curva dada por:

X(t) = <¢(x’}’ Ftph), ot 4 t.pk> (2.8)

Asi se produce un suficiente decrecimiento de la funciéon objetivo, de esta
manera Gabay y Luenberger propusieron ideas basadas en el método gra-
diente reducido, generalizando el método de méaximo descenso y analizando

sus propiedades de convergencia.

Notar que si * no pertenece a U,, N M, también es posible encontrar una

k+1

aproximacién z"*! de acuerdo con (2.6) y (2.5) al restringir la busqueda a

lo largo de (2.8) para un intervalo [0,7] tal que zF*! € U, N M; para cada

k

#+1 se puede construir una nueva particién N = I @ J, y la iteracién z* es

T

eventualmente alcanzada tal que z* € U,, N M.(ver Figura 2.1)

Figura 2.1: Construccién de Vecindades
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2.1. El conjunto de restricciones M visto

como una variedad

Se estudiardn las propiedades del conjunto de restricciones M = C~1(0,,),
el cual es definido por la aplicacién C' : R* — R™, (m < n) que se supone
diferenciable (o > 2).

Recordar que 0,, es un valor regular de C' si y sélo si C'(x) esta dentro del
conjunto .Z(R™",R™) = {T": R* — R™/ T es lineal} y es de rango completo
m para cualquier z € M. Esto es, C'(x) es sobreyectiva para todo x € M.
Teorema 2.1. Sea C' : R" — R™ una aplicacion €7, tal que 0,, es un valor

regular de C, entonces el conjunto M = C~1(0,,) es una subvariedad (n —m)

dimensional en R" de clase €° .

Demostracién: Se fija un punto x € M C R", asi C(z) = 0,,. Como 0,,
es un valor regular de C, entonces la derivada C'(z) asigna una aplicacién de

R"™ sobre R™, la cual es sobreyectiva para todo x € M.

Luego, por el teorema de nulidad y rango se tiene que:

dim (N(C"(x))) +dim (Im(C"(x))) =n.

Como C'(x) es sobreyectiva, entonces dim <Im(C”(:1:))) = m y por tanto la
dim (N(C’(x))) = n—m. Ahora, se escoge una aplicacién lineal 7, € Z(R", R"™™),
tal que Z, : R" — R™ ™ es no singular en este subespacio N(C'(z)) C R™
lo que queremos es escoger Z, : R™ — R"™™ de manera tal que Z,/N(C'(z)
sea inyectiva; es decir: N(ZdN(C’(z)) = {0,_m}, o lo que es lo mismo, para

cualquier v € N(C'(z) se cumpla que Z,.(v) = 0,,_p, siy sélo si v =0,

De esta manera se obtiene:

N(Zs) N N(C'(z)) = {0n} (2.9)
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Se define ahora una aplicacion s, : R” — R x R ™, dada por:

saly) = ( Zz(cz;(?i)x) >m VyeR" (2.10)

noétese que s,(z) =0, y que s, € Z(R", R"), luego:

¢’ ()
Zp(x — )

C'()

1) = ,

(y) = (y)

de esta forma se obtiene que s, : R" — R™ x R™ ™ viene dada por:

C'(2)(y)

[s2)(y) = Z.(y)

],VyG]R” (2.11)

Afirmacién: s/, es no singular

En efecto; sea v € R"

cgqu = (O
o .,

C'(2)(v) = [0 mxn

Zz(v) = [0](n—m)xn

< veN(C'(z)ANveN(Z,)

< veN(Z,)NN(C'(z)) ={0,}

S ov=0,

52(7)(v) = [Olnxn &

)
)

luego el teorema de la funcion inversa implica que para la aplicacién
Sz - R — R™ = R™ x R"™™ existe alguna vecindad U, de x € R", la cual es

difeomorfa a la vecindad W x V de cero en R™ x R™* ™.

En el cambio de coordenadas s,, el conjunto M se transforma localmente
en un subespacio (n—m) dimensional de {0} x R,,_,,,, ya que s, mapea U, N M

difeomorficamente sobre {0} x R;,_,.
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La aplicacién Z, define por restriccién un sistema coordenado de M alrede-
dor de x sobre el dominio coordenado U,NM y las componentes (21, 2, ..., Zn—m)
de la imagen z = Z,(x — y), y € U, N M son llamadas coordenadas locales

de y.

El difeomorfismo inverso s, ! permite definir una parametrizacién local
no lineal 0, : V — U, N M de M alrededor de z, dada por:

y=0,(2) =5, (O, 2) (2.12)
Probando que el mapeo Z, es escogido como una funcién diferenciable €71

de z, entonces el cambio de coordenadas locales alrededor de x al cambio de
coordenadas 2’ tal que (U, N U, N M # @) definido por:

Zy 00yt Zo(Uy N Uy N M) — Zy(Uy N Uy N M)

es diferenciable €7~ 1.

Se denotard por [A.]nx, la matriz Jacobiana de C' en z, y se manten-

dra [Zx](n,m)m para denotar la matriz que representa la aplicacion lineal Z,.

La matriz Jacobiana de s, se puede ver como la matriz [S,],xn», dada por:

: (2.13)

nxn

Noétese que la hipdtesis de regularidad implica que: rang(A;) = m

Definicién 2.1. Sea R € My, la cual es de rango completo | < n, se lla-
mard inversa por la derecha de R a la matriz R~ € M, la cual es de rango
completo | y cumple que: [R]jxn[R ™ |nxi = [Id]ixi, tal inversa existe, pero no es

unica.

El siguiente resultado se refiere a la escogencia de [Z,] y [Z. ], en particular
a la escogencia de una matriz inversa por la derecha de [A,], digamos [A,], y

asf expresar el inverso [S; '] de una forma mds sencilla.
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Proposicién 2.1. Sea [A]],xm una inversa por la derecha de [Ap)mxn, en-
tonces existe una matriz [Z;U](n—m)xn de rango completo (n — m) Yy una matriz

inversa por la derecha [Z ] xm-m) que satisface:

[Zx](nfm)xn[A;]nXm = [0}(nfm)><m ) [A:c]mxn[Zg;_]nX(nfm) = [O]mx(nfm)
(2.14)
tal que la matriz [Sy]nxn €s no singular y su inversa viene dada por:

Sot= [ AD Zo } (2.15)

nxn

Demostracién: Una condicién necesaria y suficiente para la no singulari-
dad de [S;]nxn €s:
N(Z:) A N(4,) = {0.} (2.16)

Dado que [A,] es de rango completo m; es decir que

rang(A;) = m = dimI(A,), se tiene por el teorema de nulidad y rango que

dimN (A,) + dimlI(A,) =n

De esta manera podemos decir que N(A,;) es un subespacio en R" de di-
mensién (n-m), por otro lado recordemos que Z, : R — R™™ es inyectiva en
el subespacio N(A,) C R", esto es Z, /N (A, : N(A, — R"™™ es sobreyectiva,
de esta manera la dimI(Z,/N(A,) = n —m; més aun Z, : R" — R"™™ es

sobreyectiva y diml(Z,) =n —m

Asi, nuevamente utilizando el teorema de nulidad y rango obtenemos que
dim N(Z,) = m, de acd se tiene que N(Z,) es un subespacio en R" de dimen-

sién m.

Ahora bien, N(A,) y N(Z,) son subespacios en R™ de dimensién (n —m)
y m respectivamente, y ademés N(Z,) N N(A,) = {0,}.
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Por otro lado, la inversa de [A, ] debe ser de rango m, es decir [A, ] tiene m
columnas linealmente independiente, es decir dim (S g(col (A;))) = m, y sus
columnas generan un subespacio Z(A,) en R”, la cual tiene dimensién m y
cumple que:

N(Az) NZ(A;) = {00}

Por otro lado, se tiene que N(A,) y Z(A,) son subespacios ortogonales
y como N(Z,) N N(A;) = {0,}, indica que N(Z,) es complemento de N(A;)
en R™; y ademds dimN(Z,) = dimZ(A; ),por lo tanto: Z(A,) = N(Z,) y se

puede decir decir que:

[Zx](n—m)xn-[Az_]nxm = [O](n—m)xm

Un argumento similar demuestra que Z(Z, ) = N(A,),es decir que:

[Ax]mxn[Zz_]nX(n—m) - [O]mx(n—m)

Obsérvese que y = A, .a+ Z_ .z, donde a € R™ y z € R"™™ es solucion de

la ecuacién (2.15)

En efecto,
A, [ A, | B B
Sx‘y = 7. '[y]nxl = 7. [Ax -a+ ZCE 'Z]n><1
nxn L nxn
A, B Ay _
= [AI .a]nxl + [Zx -Z]nxl
Zy Ly
L < nxn nxn
a 0
= +
0 z
L nx1 nx1
. a
z
L dnx1
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Esta solucion es unica, pues S, es no singular; por otro lado tenemos que:

Por lo tanto, S;' =[A; Z.]

Se define la matriz [P,|,x, por:

P, = [1d] - [A;][A,]

Esta es la matriz proyeccion sobre N(A,), de esta manera [A,|[Py] = Omxn

y las matrices Z, y Z_ definidas en la proposicién 2.1 satisfacen:

12 ][ 2] = Pu

2.2. Geometria de la variedad M

2.2.1. Estructura Riemanniana sobre M

Dado x € M, se define el espacio tangente T, M a la variedad M en x,

como el subespacio (n —m) dimensional de R"

T.M = N(A;) = {v € R"/[A:](v) = [O]ns1 } (2.17)

Al elegir el sistema de coordenadas local definido en la vecindad U, N M

de x en M por:
Zy="2Z,(y—x),YyelU,NM, (2.18)

se tiene como se mostré en la proposicion 2.1 que Z(Z,;) = N(A,); de esta

manera podemos escribir el plano tangente como sigue:

T.M=%2;)={Z,p/p € R""}.
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Es conveniente dotar a T, M con una forma bilineal positiva
Ve o Ty M x T,M — R, llamada métrica Riemanniana. La forma bilineal

v, €s una funcién suave de x y define una estructura Riemanniana v en M.

Una eleccién natural consiste en tomar:
vE (v, w) = (v,w), , Vo,w € T,M C R", (2.19)

donde {, ),, denota el producto escalar ordinario en R™, vZ es llamada la métrica

Riemanniana en M inducida por la estructura Euclidea en R™.

En el sistema local (2.18) la métrica inducida puede ser expresada como:
_ - T T
VN Zy 0, Zyq) ={Zy 2y, 2y 25 Qnem,

para cualquier p,q € R"™™, el cual coincide con el producto escalar ordinario

en R siyslosi Z;".Z; = Idy_p

Puede ser conveniente definir directamente la formula en el sistema de

coordenadas local por:

2y 0, Z; ) = (P, Qn-m , YPrg € R (2.20)

Observemos que vZ se puede ver como la métrica sobre M inducida por

un producto escalar en R" ;| definido alrededor de = por:
(v,w)g, = (Sp.v, Spw)p, Vo,w € R",

donde S, es la matriz definida en (2.13)

Una estructura Riemanniana general en M se puede definir en un sistema

de coordenadas local alrededor de x por:

W Z; 0. Zy.q) = (0, GaQhnm (2.21)

donde G, = (g;;) es una matriz simétrica definida positiva de dimensién

(n —m), de la funcién suave de .
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2.2.2. Diferenciacién covariante y Geodésicas

Definicién 2.2. Un campo vectorial V sobre la subvariedad M en R"™, es una

aplicacion V : M — T, M C R", tal que V(x) € T, M, para cualquier x € M.

Definicién 2.3. Sea x € M, dado un vector v € T, M vy el campo vectorial
W en M, se define un nuevo vector Dy(W) € T, M, llamado la derivada

covariante de W a lo largo de v, la aplicacion:
=(W)(v) = Dy(W), (2.22)

la cual satisface:

To(W) (.01 + a2.v2) = D(a;.01+as.02) (W) (2.23a)
= a1.Dy, (W) + a3.D,, (W), (2.23b)

T.(V+W)(v) = Dy(V+ W) = Dy(V)+ Dy (W), (2.23¢)
7.(EW)(v) = f(2).Dy(W) + f'(x)(v). W (x), (2.23d)

donde f es cualquier funcion suave sobre M de wvalor real que especifica una

conexion afin en M sobre x.

Sean V y W campos vectoriales en M, se define el campo D, (W) | la

derivada covariante de W con respecto a V en M, por estos valores:
Dyv(W)(x) = Dy(W), donde v=V(x) € T, M, (2.24)

la derivada covariante es asi especificada globalmente en M.

Dado el sistema local de coordenadas (2.18) alrededor de x, los vectores
columnas e;, (i =1,2,...,n —m) de la matriz [Z] = [e1e3...€,_p,| forman la
base de T, M en R".

La aplicacién E; : M — R™ €771 es tal que Ej(x) = ¢; son campos de

vectores y se dice que forman la base de los campos asociados en todo .
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Las propiedades (2.23) muestran que la derivada covariante en M estéd de-

terminada por los campos Dp, I;

Es de costumbre expresar estos campos de vectores en la base de los campos

(]

DpE;j =Y Ti.Ey (2.25)
k=1

La funcién suave Ffj determina la derivada covariante alrededor de x y se

les llaman coeficientes de la conexion.

Definicién 2.4. Una curva parametrizada en M, es una aplicacion
X():R— M CR" la cual es diferenciable; el campo X() es definido por:

~ dX(t
X(t) = dt( ) € TX(t)M, Vtel. (2.26)

El campo vectorial V en M define por restriccion un campo vectorial V (-)

a lo largo de la curva X (-), la cual asigna a cada t € R un vector tangente
V(t) = V(X(t)) € TxupM.

Definicién 2.5. V(-) serd llamado Campo vectorial paralelo a lo lago

de una curva X(-), si su deriwada covariante denotada por T es idénti-
camente cero; es decir: e

Usando el sistema de coordenadas local (2.18) alrededor del punto x sobre
la curva y los campos asociados a la base Fj, el campo vectorial V(-) puede

ser expresado unicamente de la forma

n—m

V = Z Ui~Ei7

i=1
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donde v; son funciones diferenciables de valor real, mientras que el campo

velocidad es:

L = dZ;
X=> B, donde Zi(t) = Z|X(t)]
=1

Al suponer que V(-) es un campo vectorial paralelo a lo largo de la curva

X, es decir que o DV =0, se cumple que:

dVi = dZ;
Y =0, k=1,2,..,n—m (2.28)

dt dt

,j=1

Asi se tiene el siguiente resultado de existencia y unicidad.

Proposicién 2.2. Sea X(-) una curva parametrizada sobre M definida en
[0,T]. Para cada vector v € Tx )M, hay un inico campo paralelo V(0) a lo
largo de X (-) tal que V(0) = v.

Demostracién: Observemos que (2.28) es un sistema de ecuaciones
diferenciable de primer orden, donde nos dan una condicién inicial V(0) = v;
asi el sistema de ecuacion tiene una tnica solucion. De esta manera concluimos

que hay un tnico campo paralelo V(0) a lo largo de X (+) tal que V(0) = v.

Definicién 2.6. Se llamard transporte paralelo a lo largo de X (-), desde X (0)
hasta X (t) a la aplicacion w§ : TxoyM — TxyM, la cual se define como

sigue wh(v(0)) = v(t) y es un isomorfismo lineal.

Proposicién 2.3. Eriste una inica conezxion (simétrica) sobre una variedad

Riemanniana tal que el transporte paralelo preserva la métrica; es decir:

Ej_ E; L. .
D —DEJ_7 ,7=12,...n—m

3

0 . E;
a_Zk<Ei’ E;) = (Dg:, E;) + (Ei, DY)
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La conexién es simétrica, esto es F’“ = Ffl, Vi, j , ademéas dado el sistema
de coordenadas locales {Z;} la funcién coeficiente I';; define la conexién y
estd determinada tinicamente por la matriz simétrica de la funcién G definida

como la métrica Riemanniana en (2.21)

De la proposicién 2.3 se tiene que:

o o 0 E;
57, B Bi) + 57 o7, B Bi) = 5B By) = 20Dy E)
luego;
0 0 0 N
8Zigjk+aZ ki — YA gw_Qgru -Gk
asi,

Z Tl { o .9 9 )

ij-9lk = aZ ik angkz aZngJ

Ya que el det(G) 7é 0, entonces existe la matriz inversa de G = (gix) la cual
denotaremos por G~! = (¢'*), de esta manera podemos resolver el sistema y

obtener I';; como sigue:

1< o) o) %) o
_§Zglk(82gjk+8ngz_ aZkgi]), Z,j,k: 1,2,...,77,—?71. (229)
k=1 v J

A ésta se le llama segunda identidad de Christoffel.

Definicién 2.7. A la curva X(-) : R — M se le llamard geodésica si el campo

velocidad X es paralelo a lo largo de x, es decir:

En términos del sistema local de coordenadas (2.18) las funciones de coor-
denadas locales Z = Z, k = 1,2,...,n —m cumple con el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciables de segundo orden.

d*Z dz; dZ;
k + Ff Qe
dt? Idt T dt

=0, para k=1,2,...,n —m. (2.30)
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dZy,

el cual se obtiene de (2.28) haciendo V} = e

A partir de ahora se considerara M dotada con la métrica Riemanniana y
se trabajara con la unica conexién compatible con él, esto es que los

coeficientes de la conexién cumplan con la segunda identidad de Christoffel.

El siguiente resultado sobre la solucién de (2.30) establece la equivalencia de

nuestra definicién de geodésica con la elemental (Curva de longitud minimal)

Proposicién 2.4. Sea W un subconjunto conexo de M en R"™. Dado x € W

yp €T, M, existe una tunica curva geodésica X (-) tal que:

X0)=z, X0)=p

La aplicacién X es definida para todo t € R y toma estos valores en W,
o se define en el intervalo [-T,T] y X(T) o X(—T) pertenecen a la frontera
de W. Cualquiera de los dos puntos de W pueden ser conectados por la tinica

geodésica la cual minimiza la longitud de arco entre los puntos.

La demostracion es una consecuencia inmediata del teorema de unicidad

de ecuaciones diferenciables.

La curva geodésica se denota por:

X(t) = exp.(t.p), (2.31)

y el sistema de coordenadas local exp,!: U, N M — V C T,M ~ R"™™ es

llamado el sistema de coordenadas normal alrededor de z.

Observe que en tales coordenadas, la geodésica es localmente parametriza-

da en un intervalo lineal

{t.p/ t € (—¢,€)}
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Finalmente nétese que si en el sistema de coordenadas local la métrica
Riemanniana es definida por la métrica constante G, la funcién de coorde-
nadas local Z = 7, K = 1,2,...,n — m define la geodésica alrededor de z,
satisfaciendo la ecuacién diferencial de segundo orden

d*Z
dt

=0, K=1,2,....n—m

Pues, Ffj = 0; de acd Z(t) = t.p y el sistema de coordenadas es comun.
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Métodos de descenso por Geodésicas

Se pasard a estudiar la solucion del problema de programacién no lineal

(2.1), que ahora se escribird de la siguiente manera
min{f(z)/ x € M}, (3.1)

es decir, el problema de minimizar la funcién diferenciable de valor real f en

la variedad diferenciable M dotada de una estructura Riemanniana suave ~.

Definicién 3.1. Dado x € M, se define la derivada de f en x sobre M, como
la forma lineal en T, M; Dy f(z) : T,M C R — R tal que:

Dy f(z)(v) = f'(z)v, veT,M, (3.2)
donde f'(x) es la derivada ordinaria de f en x considerada como una funcion

en R™.

Ahora se dard una condiciéon de optimalidad de primer orden necesaria

para el problema (3.1)

Teorema 3.1. Si z* € M es un minimo local de de f, entonces

Dy f(z*) = 0. (3.3)
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Demostracién: Sea X : (—e,¢) — M una curva, tal que X(0) = z* y
X'(0) =v e TpM, sea f: M — R; asi podemos estudiar fo X : (—¢,¢) — R

y como z* es un minimo local de f en M, entonces se cumple que:
flz) > f(z"), V x € UymnM. (3.4)
donde U,- es una vecindad en R", y es equivalente a

FX(1) = f(X(0)) = f(z7). (3.5)

Obsérvese lo siguiente:

h’mz_>0+ =

lim,_,o- =

i, T (@) — f(X(0))
t w0 t

fX(#) = F(X(0)
t

0 <lim,_ o+ = lim,_,o-

= 0; es decir:

por lo tanto; lim,_,

0= (f o XY(0) = F/(X(0).X'(0) = f'(s").v = Dy ()0,
asi se cumple que Dy f(x*)v =0, V v € T,x M.
Por lo tanto Dy f(x*) = 0.

Definicién 3.2. Cada punto x* € M tal que Dy f(x*) = 0 es llamado punto

critico de f.
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Definicién 3.3. Dadov € T, M, sea V un campo vectorial diferenciable sobre
M tal que V(x) = v. Se define la funcién €°~ diferenciable
Vf: M — R por

Vf(z) = Dy f(z), (3.6)

puesto que o > 2, esta funcion tiene una derivada sobre M en x, y

DV f(z) € L(T,M,R)

Definicién 3.4. Sea x* un punto critico, se define el Hesstano de f en M
como la forma bilineal H f(x*) : T,M x T,M — R dado por:

Hf(z")(v,w) = Dy V f(z")(w), YV v,w € T, M, (3.7)

esta forma esta bien definida; es decir que es independiente de la escogencia

del campo vectorial V y simétrica.

La siguiente definicion es valida sélo en un punto critico.

Definicién 3.5. Un punto x* se dice que es no degenerado si y solo si H f(z*)

es no degenerado; es decir que:

Hf(z")(v,v) = Dy V f(2")(v) =0 implica v =0

En lo que sigue, se asumira que todos los puntos criticos de f en M son no

degenerados.

Definicién 3.6. Una funcion diferenciable f : M — R es una funcion de

Morse si todos sus puntos criticos son no degenerados.

Teorema 3.2. Un punto x* € M es un minimo local estricto de una funcion
de Morse f en la variedad Riemanniana M, si y solo si x* es un punto critico

de f y la forma de accion H f(x*) es definida positiva.

Demostracién:
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(=) Sea z* un minimo local estricto de la funcién de Morse f en la variedad

Riemanniana M.

Sea X (+) la curva geodésica a partir de z* con v € T« M, y sea V el tinico

campo vectorial paralelo a lo largo de X (-), de manera que V(z*) = v

Aplicando la férmula de Taylor a la funciéon fo X : R — R la cual es €7

diferenciable se obtiene que:

FOC() — F(X(a%) = Darf(a")(w) 4+ 5 Da (Dasfa)) @) (3.89)

2
— Dy f(a)(v).£ + %DMV F) ()2 (3.8b)
D f(a) )+ %H F@)(w, v)E2 (3.8¢)

Por el teorema 3.1, se tiene que el primer miembro en el lado derecho se anula,

mientras que el segundo miembro debe ser no negativo (por continuidad); asf:

Hf(z")(v,v) >0, Yv € T,-M,

La desigualdad estricta es vélida para todo v # 0 (pues f es funcién de
Morse) de esta manera se ha probado que H f(x*) es definido positivo y que

x* es un punto critico.

(<) Sea z* un punto critico tal que H f(x*) es definido positivo, el lado
izquierdo de (3.8) sigue siendo estrictamente positivo para todo ¢ # 0 suficien-

temente pequeno y todo v # 0 € T« M.

Por lo tanto,
Lo que garantiza que z* es un minimizador estricto.

Observacién 3.1. Las pruebas del teorema 3.1 y 3.2 utilizan explicitamente

la estructura Riemanniana de M, ya que ellas involucran geodésicas. Ellas
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generalizan resultados similares para el caso sin restricciones el cual hace uso

de la estructura Fuclidiana de R™.

Estos resultados se cumplen, sin embargo sobre una variedad Riemanniana
y pueden ser creadas usando un sistema de coordenada local y demostrando

que son independiente de su escogencia.

3.1. Gradiente de una funcion sobre M

Definicién 3.7. Sea v la estructura Riemanniana en M, diremos que el gra-

diente de f en x sobre M, es el vector V},f(x) € T,M tal que:

VoV f (@),v) = Dar f(x) (3.9)

Claramente el vector V7, f(x) depende de la métrica Riemanniana. Ndtese

que V1, f(z) es un campo vectorial sobre M ,llamado campo gradiente.
Si usamos la métrica 7 definida en (2.20) como el producto escalar en
R"™™ se obtiene:
2 f@)=27.g7, con g =2 Vf(r) € R"™. (3.10)

Mientras que si usamos la métrica vZ definido en (2.19) como el producto

escalar en R™ se obtiene:

V(@) =2Z;.g%, con g =(Z,7.2;) " g’ (3.11)

A g7 y gF le llamaremos gradiente reducido y gradiente Euclidiano respec-

tivamente, los cuales coinciden obviamente si y sélo si Z 1.7~ = Id
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3.2. Método de maximo descenso a lo largo de

Geodésicas

Recordemos que para encontrar un minimo local en R™ de una funcién
continuamente diferenciable f, el método de maximo descenso genera a partir

de una estimacién inicial xy, aproximaciones sucesivas de acuerdo a la iteracién

P =k 4. PF k=01, .. (3.12)
k
P
donde P* es una direccién que cumple % < 0, y es dada por:
PF = —Vf(2"), (3.13)

es llamada direccion de méaximo descenso, y el tamano de paso t; es un escalar
positivo, seleccionado como el primer minimo local en R™ de la funcién
j(t) = f(a* + t;.P*). Diremos que t; es determinado por una buisqueda lineal

exacta y la solucion se denota por:
te = Argmin{f(z" + tx.P*)/ t > 0}. (3.14)

En este trabajo se generaliza este método; y asi se puede encontrar un minimo
local de f en una variedad Riemanniana M; en este caso, la direccion de

méximo descenso para f en z* € M es dada por:
PF = -V, f(z") (3.15)

Yor (Vi f (2), P)
1Pl

< 0, para cualquier P € T,»M, ademas se

1
tiene que la norma Riemanniana es dada por (HPH,Y = (vux (P, P))§>

y cumple que

Una observacién muy importante es que las geodésicas en M desempenan
el papel de las rectas en R", por esta razén se define el método de maximo

descenso a lo largo de geodésicas como la iteracién.

2* = eap i (4. Py), (3.16)
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donde P* es definido por (3.15) y el tamafio de paso t; es determinado por

una busqueda de geodésica exacta

ty = Argmin{ f(exp (tp.Py))/ t € R} (3.17)

Por otro lado, se define W), como la componente conexa que contiene z* al

conjunto de nivel {x € M/f(z) < f(z*)} y se enuncia el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Supongamos que [ es continuamente diferenciable y que Wy
es compacto, entonces la sucesion {x*} construida por el método de mdzimo
descenso a lo largo de geodésica (3.15), (3.16) y (3.17) estd bien definido, o
bien es finita y termina en un punto critico, o es infinita y cada punto de
acumulacion es un punto critico. Si los valores criticos de f son distintos,

toda la sucesion {x*} converge a un punto critico.

Demostracién: Si z¥ es un punto critico, entonces P* = 0 y el algoritmo

no genera nuevas aproximaciones.

Si 2" no es un punto critico; entonces V3, f(z*) # 0; de acé:

o (VieF @), PF) = = (Vi F @), Vi fah)) <0 (3.18)

Se denota la curva geodésica a partir de z* con P* tangente, por:

X(t) = expyx(t.P*) (3.19)

Se define la funcién j : R — R,dada por:

i =£(x) (3.20)

Sea ¢t = limsup(J), donde J es definido por
J={t>0/ X(t) es definida y j(t) < j(0) = f(z*)}
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Por (3.18) el conjunto J es no vacio, por otro lado, la componente conexa
de {x € M/f(z) < f(2%)}, denotada para nosotros como W}, es un conjunto

cerrado, ya que la condiciéon que lo define es cerrado, ademéds esta contenido
en Wy, pues f(zo) < f(a') <--- < f(a").

Como W, es compacto, se tiene que W, también es compacto, pues es
un cerrado dentro de un compacto. Asi la proposicién 2.4 garantiza que si
t = +o00, X (t) € Wy, para cualquier ¢ € [0,00) o si ¢ es finito, f(X(f)) = f(a*)
y X(t) € Wy, para cualquier ¢t € [0,7].

En ambos casos el tamano de paso de la regla (3.17) se define asf;

tr € (O,t_)
Obsérvese que t;, satisface:
(1) = s (Vi @50, e (P (3.21a)
= (70, (V3 S (1)), PF) = 0 (3.21b)

Donde 7} (P*) es el vector en TF' M obtenido por la traslacién paralela a
lo largo de la curva X (-), desde #* hasta z**1; y 7 (V] f(2"*1) es el vector en

T*M obtenido por la traslacién paralela de la curva X ~!(-) desde z**! hasta

k.

Se define la aplicacién g : [0, tx] — R por:
9(t) = 7 (M(TIS(X(0), P) = anee (Vi F5), PY) - (3:22)
para a € (0, 3).

2

Se quiere ver que existe ¢ € (0,tx) de tal manera que g( 1) = 0; para ello

se estudiara ¢(0) y g(tx).
9(0) = s (Vi f(@h), P*) = are (V3 £(2), P¥)

= (1 —a)y (V}W(m’“),P’“) <0 por (3.18)
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g(t) = 7o (1, (V3 S (1), PY) = g (V3 £ ), P¥)
= Tk <V;\Y4f($k),Pk> >0 por (3.21)

Asi, existe un primer tApara el cual g( tA) = 0. De esta manera se tiene que

para cualquier t € [0, 1) se cumple que:

o (T (V3 F(X(0), PY)) < avan (T3S (05), PF)

Luego; aplicando el teorema del valor medio se obtiene que:

FX(D)) = f(a*) = F(X (D)) = F(X(0))
= FX(ENX(T)(F - 0)
= 1j(1)
= T (0 (VIS (X (D)), PY)
< Tay (Vi /"), PH)

= —ta||V f(z"), P2 <0

Por otro lado; como f(zF*1) < f(X (1)), se tiene que:

Fa) = f@*) < F(X(1) = f(=*) <0

Asf, f(z**1) < f(2*) y por tanto la sucesién {f(2*)} es mondtona decre-
ciente y esta acotada por debajo, ya que la funcion f alcanza este minimo en

el compacto.

De acd {f(z*)} converge a un limite; digamos f(z¥) — f(z*), por otro
lado como {z*} esta en el compacto W, se puede considerar una subsucesién

{z*} de {2*} que converge a x* € W,

Suponer que z* no es un punto critico, es decir que ||V}, f(2F)|| -« =6 > 0
M

||'y~'”
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La continuidad de la métrica Riemanniana + y del campo gradiente V], f
implica que:

4}
IV, £ (%)), > 5> bara todo i > 1

De aca;

flab+t) = f(a*) < —a |V}, fM)]3

52
< -—at—
< -at

Tomando el limite en la desigualdad anterior, se obtiene 0 < —(—« ?%),

lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, * es un punto critico.

Por dltimo, se supone que z* y z** son dos puntos de acumulacion de la
sucesion {*} en W, los cuales son distintos, y #* y #** son puntos criticos de

la funcion f.
Como {f(z*)} converge, se debe tener que.
fa®) = f(@™)
Lo cual es imposible porque los valores criticos de f son distintos.

Por lo tanto, toda la sucesién {z*} converge a un punto critico.

3.3. Meétodo de Newton a lo largo de Geodésicas

Sea x* un minimo local sin restricciones de una funcién f diferenciable
€°, 0 > 3, tal que la forma Hessiana V?f(x) es definida positivo y U, es una

vecindad de z* tal que para todo = € U,, V2f(z) es definido positivo.
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A partir de 2° € U,, el método de Newton para la minimizacién sin restric-

ciones genera una sucesioén de aproximaciones de x* de acuerdo a la iteracién
g* = gk — (F) 7LV f () (3.23)

donde F} denota la matriz simétrica no singular definida por el Hessiano
V2f (xk), U, es siempre lo suficientemente pequena para que las iteraciones
permanezcan en U*, y la sucesién {z*} converge a z* con una velocidad de

convergencia de segundo orden.

La extension del método de Newton a la minimizacién de una variedad M,
presenta mayor dificultad ya que no es posible definir la forma Hessiana de f

sobre M fuera de un punto critico.

Sin embargo,podemos definir en un punto no critico, una forma cuadratica
en el espacio tangente T, M mediante la aplicacién de la estructura Rieman-

niana de la variedad M.

Sea v € T, M, y considérese la curva geodésica X (-) que parte desde = con

vector tangente v dada por:
X(t) = exp,(t.v) (3.24)
Se procedera como para la definicion del Hessiano, pero ahora sea V el

unico campo vectorial paralelo a lo largo de la curva X(-) tal que V(0) = v

Se define la funcién j : R — R, diferenciable € por

J(t) = f(X(1)) (3.25)

Por la definicion del gradiente de f en M con respecto a la métrica

Riemanniana -, se tiene que:

7'(t) = vx@(VarfX (1), V(1)) Y
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3" () = vx@) (%W,V(t)) +Yx @) (VMf(X(t))v

= 7x() <—Dva(X(t)),V(t)) ;

dt

ya que V es un campo vectorial paralelo; luego se define la forma cuadratica
F(z): T,M x T,M — R por:

F(z)(v,v) = j"(0) = v (D,Vr fov), ¥V veT,M (3.26)

la regularidad de la solucién (3.24) sobre la ecuacién diferencial (2.29) y la
definicion de geodésica con respecto a las condiciones iniciales implican que F

es €°2 diferenciable con respecto a .

Noétese que, para un punto critico z*, F'(z*) coincide con la forma Hessiana
definida por (3.7)

F(x*)(v,v) = Hf (") (v,v), ¥V ve&€TpM (3.27)

Se define la aplicacién F), : T, M — T, M por:

F(z)(v,v) = v(F,v), ¥V veTpM (3.28)

Note que F}, es simplemente la conexion Riemanniana del campo gradiente
de z, dada por F, = 7,(Vyf). Este se trata de un isomorfismo lineal del T,, M
y es autoadjunta (con respecto a la métrica Riemanniana ~,.) Se denota por
(F.71) su inverso definido en T}, M.

Sea x* un minimo local no degenerado de f en M, por el teorema 3.2 el
Hessiano H f(z*) es definido positivo, ademas la identidad 3.27 junto con la
continuidad de F', demuestra que existe una vecindad U, N M de z* en M tal

que F(z) es definida para todo = € U, N M.
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A partir de 2° € U, N M, el método de Newton a lo largo de geodésicas

genera la sucesién de aproximaciones sucesivas {2*} de acuerdo con la iteracién

" = expp” (3.29)

donde la direccién de Newton p* € T,x M es dada por:

P =—(F) " Vaf(a¥) (3.30)

El método esta bien definido ya que U, N M es siempre escogida lo sufi-
cientemente pequefia como para que la sucesién {z¥} pertenezca a la vecindad

y converja ax* cuadraticamente.

Teorema 3.4. Supdngase que [ es una funcion de Morse €° sobre la variedad
Riemanniana M, sea x* un minimo local de f en M, entonces eriste una
vecindad U, N M tal que, si 2° € U, N M, el método de Newton a lo largo de
geodésicas genera una sucesion {x*} en U, N M que converge a x*, y existe

una constante k tal que:
2

§(a", 2%) <k (6(a%,2%))", VE=0,1,... (3.31)

donde §(.,.) representa la distancia Riemanniana.

Demostracion: Dado x € M, y v € T,,M, se define la funcién
¢ = Rt — R diferenciable ¢°~! por:

o(t) =vx@ (Var f(X(1)), W(2)), (3.32)

donde W () es el campo vectorial paralelo a lo largo de la curva X(-) a dada

por 3.24. Nétese que:

p(t) =1x@ (Fx@ V(t), W(1)), (3.33)

donde V(t) es el campo vectorial paralelo a lo largo de X (-) tal que V(0) = v.
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Considere la curva geodesia X (-) a partir de z* y tangente a p* dado por
(3.29), ahora bien, si se aplica la férmula de Taylor para la funcién ¢(t) se

obtiene que:

(1) = p(0) + (0) + / e (9(£) — /(0)) (3.34)

De ac4;

%&H(va@&Hyvva»::%ﬁ(vacﬁxvvan)+L;VX@(EHAV@vaa»dt

Como F, es ¢°~? diferenciable en U, N M, se obtiene la siguiente esti-

macion:
IVarf (") <

L
2
< (5 ) ITusl: (3.35)

s, [(F)7' <L valU.nM

k+1

Considérese ahora, la curva geodésica que minimiza a x y ¥, la cal

se sabe que existe, pues me lo garantiza la proposicion 2.4, de aca se puede

encontrar ¢"*! € Ty, 1 M tal que la curva X (t) = expyri (tpFtl) satisface:

X(0)=2"" y X(1) =2

Para esta escogencia de X (+), la férmula de Taylor para la funcién ¢ arroja:
Yoo (Varf(a*), W(1)) = 0 = s (Varf(a"), W(0)) +

/0 v (FxoVO). W(R) dt (3.36)

Asumiendo que:

m|[v]|*vz < e (Fpv,v) < Nv|2,, para todo x € U,NM, x € T,M
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Se obtiene la siguiente estimacién:

mllg" My < (1Varf @D, < Nllg™

Combinando (3.35) y (3.37) para k y k — 1, y notando que

5(;L'k+1,l‘*) — ||qk+1||w se obtiene:

520, 4 < (LN) (6(a*,2%))”,

2m3

(3.37)

Lo que demuestra la convergencia cuadrética de {X*} a x*, siempre que
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