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Resumen

En 1936 J. A. Clarkson en su articulo [6] introduce la nocién de espacios de
Banach uniformemente convexos, donde introduce también los espacios rotundos o
estrictamente convexos, esta tultima es una propiedad geométrica de los espacios
de Banach la cual esta ligada a la bola unitaria del espacio. En este trabajo nos
dedicamos a estudiar esta propiedad geométrica llamada rotundidad asi como algunas
propiedades relacionadas con la misma, como lo son los espacios uniformemente
rotundos, sus caracterizaciones, desigualdades de clarkson, moédulo de convexidad,

entre otros.
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Capitulo

Introduccion

Dado un espacio hay que distinguir entre una propiedad topolégica y una propiedad
métrica. Las primeras dependen so6lo de la topologia del espacio, por lo tanto se con-
serva si reemplazamos la norma por una equivalente. La segunda es una caracteristica

dada por la métrica, y puede desaparecer al cambiar la norma por una equivalente.

Como ejemplos de propiedades topologicas se encuentra la reflexividad, existencia
de espacios isomorfos a {1 o ¢y, entre otras. La identidad de un paralelogramo, que
caracteriza espacios Prehilbert, es una propiedad geométrica. En este trabajo nos
dedicamos a trabajar una propiedad geométrica, denominada rotundidad, asi como

algunas otras propiedades relacionadas con la misma.

La relaciéon entre las propiedades topoloégicas y las propiedades geométricas de
espacios de Banach constituye una linea interesante y fructifera de la investigacion,
que data de los primeros dias de la teoria de espacio de Banach y el ejemplo mas

simple de tal condicién es la rotundidad.

Varias de las desigualdades que se generalizan en los espacios L, son generaliza-
ciones de la ley del paralelogramo, la cual nos indica algo sobre la redondez de la
bola. En este trabajo nos dedicamos a estudiar los espacios rotundos asi como otros
resultados analogos a la ley de paralelogramo en espacios lineales normados y sus
consecuencias.

Clarkson [6], en 1936, introduce los espacios uniformemente convexos y demostro

que tales espacios es una clase de funciones que donde toda funcién absolutamente

v



CAPITULO 1. Introduccién

continua sobre [0, 1] es derivable casi siempre y que, hoy en dia es conocido que,

coincide con los espacios que tienen la propiedad de Radon-Nykodim.

Clarkson introduce también los espacios rotundos o estrictamente convexos, una
clase un poco mas amplia que la de los espacios uniformemente convexos y demostrd
que existen funciones f : [0,1] — X, donde X es rotundo y f no es diferenciable casi

siempre.

Con el interés de brindar herramientas accesibles que permitan mostrar, a los
alumnos de los ultimos semestres de la licenciatura en ciencias matematicas y es-
tudiantes de maestria, temas relacionados con la teoria de espacios de Banach, el
presente trabajo tiene como idea fundamental estudiar una de las propiedades ge-

omeétricas de estos espacios como es la rotundidad y rotundidad uniforme.



Capitulo

Conceptos basicos sobre espacios normados

y espacios de Banach

Esta seccion tiene como objetivo dar una breve introduccion a la teoria de espacios
de Banach; las definiciones y propiedades basicas; y se establecen notaciones, que son
necesarias para el buen desarrollo del trabajo.

Es valido aclarar que, todos estos conceptos aqui presentados son vistos en un
curso basico de analisis funcional de la licenciatura, sin embargo, pretendemos que
el trabajo sea de facil acceso al lector permitiendo ampliar nuestra perspectiva sin

distracciones.

2.1. Notaciones y Definiciones

El campo de los nameros reales y complejos son denotados por R y C, respecti-
vamente. El simbolo K denota a un campo que puede ser R o C, cuyos elementos

son llamados escalares.

Comencemos recordando que un espacio vectorial o espacio lineal sobre K, es
un conjunto X de objetos llamados vectores dotado de una operacién + de X x X
en X llamada adicién de vectores y una operacion - de K x X en X, llamada

multiplicaciéon de vectores por escalar que satisfacen las siguientes condiciones:

1. La adicién es conmutativa y asociativa.



CAPITULO 2. Conceptos basicos sobre espacios normados y espacios de Banach

2. Existe el vector nulo 0 € X, a veces llamado el origen de X, tal que x40 =z

para todo = € X.

3. Para todo escalar a, By z,y € X, se cumple a(x + y) = az + ay, (a + )z =
ax + Pz y a(fx) = (af)x.

4. Para cada vector x € X, existe el vector —z tal que = + (—z) = 0.

5. Para cada vector z, 1x = .

Un concepto abstracto que se presenta en este trabajo es el de espacio topologico.
Usualmente el concepto de espacios topologicos se hace partiendo de un espacio
métrico, sin embargo no todo espacio topologico es un espacio métrico.

Por ello definimos lo que es un espacio topologico.

Definiciéon 2.1. ([18]) Un espacio topoldgico es un par (X, T), donde X es un con-

junto y T es una familia de subconjuntos de X con las siguientes propiedades:
1. Los conjuntos ) y X pertenecen a T,

2. Si{O;:ie€l} Cr, entonces |JO; € 7.

iel

3. 51 01,04 € T, entonces O1 N Oy € T.

7 es llamada la topologia de (X, T). Los elementos de T son llamados conjuntos

abiertos de X.

En un espacio topologico, la clausura de un conjunto A, se denota por A.
En nuestro trabajo, entendemos por un espacio vectorial topolégico como
un espacio vectorial dotado de una topologia de forma que las operaciones suma y

producto por escalares sean funciones continuas.

Definicion 2.2. (/1, 9] ) Sea X un espacio vectorial. Una norma sobre X es una

aplicacion de X en R que satisface las propiedades siguientes:
1. ||z|| > 0 para todo x # 0

2. ||z|| =0 si y sdlo si x =0,



CAPITULO 2. Conceptos basicos sobre espacios normados y espacios de Banach

3. || Ax|| = |A|||=]|, para todo A € K y todo x € X,
4- Nz +yll < llzll + llyll, para todo z,y € X.

El namero real ||z se le denomina norma del vector x y se dice que el par (X, ||.||)

es un espacio normado.

Definicion 2.3. (/9]) Un espacio vectorial dotado de una norma, es llamado espacio

normado y denotado por (X, | -|)).

Ejemplo 2.1. (/1])
1. Las unicas normas sobre R son el valor absoluto y sus mailtiplos positivos.

2. En R"™ las normas mds utilizadas son:
n 1/p
H(xla $27 7x71)||p = <Z|Il|p> ’ p 2 ]-7
i=1
(1, 22, ooy Tp)|loo  := max{|z1|, |z2l, ..., |z0l}

3. (Cla,bl, ] - |lc) €s un espacio normado, donde

Cla,b] = {f : [a,b] = R : fes continua} y | f|loo :=méx{|f(t)]:t € [a,b]}.

Ejemplo 2.2. Otros espacios normados habituales en el andlisis funcional son los
espacios [P, p > 1 y [*°. [P, es el espacio vectorial de todas las sucesiones de K

de potencia p-ésima sumable, es decir, las sucesiones (x,) tales que Y |z,|P < oo,

neN
1/p
zll, = (ZI%V’) :

neN

dotado de la norma

Por su parte, [*° es el espacio vectorial de las sucesiones acotadas de nimeros reales

(o complejos) con la norma del supremo, a saber,

|(z1, 9y ooy Ty )|l = sup{|zal,|z2l, ..., |20l ..}
De la definiciéon de norma se deducen las siguientes propiedades adicionales:

3



CAPITULO 2. Conceptos basicos sobre espacios normados y espacios de Banach

5. ||z|]| > 0, para todo = € X,

6. ||z|| = || — ||, para todo x € X,
Tl =yl < lll + lwll,

8. Mzl =yl < llz = yllllz + yll.

Toda norma lleva asociada de forma natural una distancia d definida por d(z,y) :=

[l —yll.
Esta distancia posee dos propiedades especiales:

(i) d es invariante por traslaciones, esto es, d(z,y) = d(a+x,a+y), para cualquier

r,y,a € X,
(ii) d es absolutamente homogénea, esto es, d(Az, \y) = |\|d(z,y).

Es facil demostrar que toda distancia sobre un espacio vectorial X que tenga las

propiedades (i) y (i¢) puede ser dotado de una norma mediante ||z|| := d(z,0).
2.2. Estructura de espacios normados

En un espacio normado se superponen dos estructuras:
Estructura algebraica la de espacio vectorial,

Estructura topolégica la inducida por la métrica.

Se hace necesario reformular los conceptos y propiedades asociadas a ellas en este
Nnuevo marco.

Asi, por ejemplo,
1. La bola abierta centrada en a del espacio normado X

B(a,r) :={z: ||z —a| <1},

2. La bola cerrada centrada en a,

Bla,r] = B(a,r) = {x : ||z — a|| <7},
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3. La esfera
S(a,r)={x: ||z —al =1}

Cuando pensamos en bolas unitarias cerradas de un espacio normado, general-
mente visualizamos las bolas en los espacios euclideanos de dimension dos o tres y
més aun las visualizamos bastante “suaves”. Sin embargo, las bolas no son necesaria-
mente de tan buena forma. Y esta propiedad depende, como veremos en el préximo

capitulo, de las propiedades del espacio.

Definicion 2.4. ([1/) En un espacio normado X se dice que una sucesion (x,) es

una sucesion de Cauchy st para cualquier € > 0, existe un entero N € N tal que

n,m > N implica que ||z, — .| < €.

Enumeramos algunas propiedades algebraicas-topologicas:

1. Ningun subespacio vectorial propio tiene puntos interiores.

2. Un espacio normado es localmente compacto si y solo si la bola unitaria (que

su radio es la unidad) cerrada es compacta.
3. Ningin espacio normado puede ser compacto.
4. Todo espacio normado es conexo (por arcos) y localmente conexo (por arcos).
5. La adherencia de la bola abierta es la bola cerrada del mismo centro y radio.

6. Un conjunto abierto es conexo si y s6lo si es conexo por arcos.

La primera de estas propiedades es geométricamente intuitiva (es decir, puede

visualizarse en el plano).

2.3. Convexidad

En un espacio normado tiene sentido considerar varias formas de conexion, algu-

nas de ellas de naturaleza puramente algebréica.
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Definicion 2.5. Se denomina segmento de extremos a,b € X al conjunto
[a,b] :={a+t(b—a):te€]0,1]} ={(1—t)a+tb:t€[0,1]}.

El conjunto A se dird convexo si para cada par de puntos de A, el segmento que los

une estd totalmente contenido en A.

Proposicion 2.1. Toda bola es un conjunto convexo.

Demostraciéon. Si z,y son dos puntos de la bola B(a,r) y z = (1 —t)z +ty es un

punto del segmento [z, y] entonces
|z —all = [[1=t)z+ty—((1-1t)a)—ta|
< A=tz — (1 —t)all + [[ty — tall
= (A =dlz—all+tly—al
< (I—=t)r+tr=r.

2.4. Espacios de Banach.

Y nuestro objeto principal de estudio son justamente los espacios de Banach, por

tal razon esta seccidn esta dedicada a ellos.

Definicion 2.6. ([1]) Sea X un espacio normado. Si toda sucesion de Cauchy en X

converge a un punto de X, se dice que X es Completo.

Definicion 2.7. (/9]) Un Espacio de Banach es un espacio normado el cual es

completo en la métrica definida por su norma.

Ejemplo 2.3. Podemos citar algunos ejemplos de espacios de Banach importantes

como son:

» Sea X el espacio vectorial de todas las n-uplas de nimeros reales o complejos

(R™, C™). La norma del supremo definida como
1% 0 = max(|x;]), donde x = (x1,Z2, ..., Ty).
El espacio (X, || - ||oc) es denotado por I .

6



CAPITULO 2. Conceptos basicos sobre espacios normados y espacios de Banach

» Sea X = (R"),C" y 1 <p< oo. Entonces la funcion

1
P

n
Ix|l, = Z |z P |, donde x = (x1,%2,...,Zy).
i=1
El espacio X conjuntamente con la norma || - ||, es denotado por ).

Para ver la definicion correcta necesitamos demostrar que st x,y € £y, entonces

rryelyyllet+yly <l + lyll,-

» Para 1 < p < oo el espacio l(N) =, definido en el ejemplo 2.2 es un espacio
de Banach.

» El espacio loo = loo(N) denota el espacio normado de todas las sucesiones de

valores escalares acotadas cuya norma se define como

||x||0o = sup{ |z;| ;i € N} para X = (2;)72.

» Bl espacio ¢ = ¢(N) es el subespacio lineal de l(N) formado por todas las
sucesiones de valores escalares x = (;)52, en las cuales lim (x;) existe y es
1—00

finito.

w El espacio ¢y = co(N) es un subespacio lineal de ¢ formado por todas las suce-
siones escalares © = (x;)32, en las cuales lim z; = 0.
71— 00

2.5. Espacio Dual

No podemos pasar por alto, las aplicaciones lineales entre espacios normados.
Puesto que los vectores de los espacios que nos interesan suelen ser funciones, las
aplicaciones lineales entre tales espacios transformaran unas funciones en otras, y es

usual llamar "operadores” a las transformaciones de este tipo.

Asi pues, un operador lineal es, una aplicacion lineal de un espacio vectorial en

otro, ambos sobre el mismo cuerpo K.

Prestaremos especial atencion al caso particular en que el espacio de llegada es
el cuerpo escalar K. Entonces en este caso estaremos transformando vectores en

numeros y para este tipo de transformacion se prefiere el término "funcional”.
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Por lo tanto, un funcional lineal en un espacio vectorial es una aplicacion lineal
de dicho espacio en el cuerpo K sobre el que esta construido.

La continuidad de un funcional lineal sobre un espacio normado puede caracteri-
zarse de varias maneras, entre las que destacamos la mas 1til, que es la misma para

la continuidad de operadores lineales:

Proposicion 2.2. Sea X un espacio normado, x* un funcional lineal en X . Entonces

x* es continuo si, y solo si, existe una constante M > 0 tal que:
|z*(z)| < M||z|| para todo z € X.

El espacio de todos los funcionales lineales continuos en X se denota por X*, de
alli en que tomamos z* como la simbolizacién de un funcional, y en él disponemos

de una norma, expresable en varias formas, entre las que tenemos:
I/l = min{M >0 : |f(z)| < M|z| paratodox € X} =sup{|f(z)|:z € X|af <1},
La suma y multiplicaciéon de elementos de X* son definidos por
(2] +23)(x) = zi(z) + 25(x),  (ax))(z) = a.zi(z).

La completitud de K nos garantiza que X* es completo. El espacio de Banach X*
recibe el nombre de dual topoldgico del espacio normado X*, para diferenciarlo
del dual algebraico, que estaria formado por todos los funcionales lineales en X.

Generalmente no hay lugar a confusion y decimos simplemente que X* es el
espacio dual del espacio normado X y también decimos que la norma de X* es
la norma dual de la norma de X. Note que, en el espacio vectorial X* habra otras
normas, incluso que no guarden relaciéon alguna con X. Ademas, existe una asimetria

entre X y X*, puesto que éste tltimo es completo atin cuando X no lo sea.

Ejemplo 2.4. Podemos mencionar los duales de algunos de los espacios considerados

anteriormente:

b =14, =1

1 1
= 50 D, q € (17+OO) son tales que — + — = 1’ entonces l; — lq-
p q
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La abundancia de funcionales lineales continuos en un espacio normado se pone

muy claramente de manifiesto en el siguiente enunciado:

Proposicion 2.3. Si X es un espacio normado y xg € X \ {0}, existe 2* € X* tal
que [|z*]] =1y f(zo) = [|lol|.

En realidad esto nos informa que el espacio de Banach X* determina la norma

de X. Concretamente, nos dice que
z]] = max{[f(z)| : f € X", If[| <1} (v € X).

Esta igualdad esté en clara dualidad con la definiciéon de la norma dual.
Fijado = € X, consideramos la aplicacion x* — z*(x), que es un funcional lineal

en X* al que se le llama funcional de evaluacién en x. La desigualdad
|27 ()] < [l [|f]"]

nos garantiza que dicho funcional es acotado, es decir, es un elemento del bidual X**

de X, un espacio de Banach que hasta ahora no hemos considerado, y procedemos a

definir.

Definicion 2.8. Sea X un espacio normado. El doble dual o bidual de X, es el

dual del espacio X*, y lo denotaremos por X**.

Asi tomando como referencia el ejemplo (2.4) podemos concluir que ¢ =l y
para 1 < p < oo se tiene que [;* = [,. Recordemos que estas igualdades solo signif-
ican la existencia de isomorfismos entre estos espacios, y que el abuso del lenguaje
usualmente nos permite escribirlo de esta forma.

Asi, cada elemento x € X da lugar a un elemento en X**, el funcional de evalu-

acion en z, al que vamos a denotar por Q(z) y la definicién formal es:
Definicion 2.9. Sea X un espacio de normado. La aplicacion
RQ: X — X
definida por
Qz): " = z"(x) [Q(x)](z") = z"(x) e X",

La aplicacion @, es lineal y es llamada aplicacion candnica o inyeccion

canonica de X en X**.
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Proposicion 2.4. Sea X un espacio normado. Entonces () es un isomorfismo de X

en X** . Y el subespacio Q(X) es cerrado si y sdlo si X es un espacio de Banach.

Como puede verse, () identifica totalmente a X en un subespacio de X**, sim-
bolicamente Q(X) ~ X**. Asi que es natural preguntarse si ese subespacio es todo
X** con lo que tendriamos una isometria entre X y X**.

Desafortunadamente, Q(X) en general no coincide con X**, simplemente porque
X** por ser dual de un espacio, siempre es un espacio de Banach mientras que X
puede no ser completo.

Sin embargo, esta observacion tiene su utilidad, pues nos permite conseguir la
completacion de X, considerando la clausura de Q(X) en X**.

Evidentemente, Q(X) es un espacio de Banach que contiene un subespacio denso,
Q(X), que es simétricamente isomorfo a X, esto es, Q(X) es la completacion de X.
Hechas estas observaciones, para un espacio de Banach X es valido preguntar si

() es sobreyectiva.

Definiciéon 2.10. Un espacio de Banach X se dice reflexivo si la aplicacion @), de
la definicion (2.9), de X en X** es sobreyectiva.
En este caso, haciendo un abuso del lenguaje, escribimos X = X**. Es claro que

Q@ es un isomorfismo isométrico de X sobre X**.

R. C. James dio en 1951 un ejemplo de un espacio de Banach X, conocido hoy en
dia como espacio de James, tal que existe un isomorfismo isométrico de X sobre X™**,
pero X no es reflexivo, de hecho el cociente X**/Q(X) tiene dimension 1. Por lo tanto,
es de vital importancia ser cuidadosos y resaltar que, cuando decimos que un espacio
de Banach X es reflexivo, no sélo estamos afirmando que X es isométricamente
isomorfo a X**, sino que ese isomorfismo isométrico es precisamente la inyeccién

canénica Q).

Ejemplo 2.5. Los ejemplos mds sencillos de espacios de Banach reflexivos son los
de dimension finita, dado que st X tiene dimension n, entonces X* y X** también
tienen dimension n, luego Q, que es inyectiva, debe ser sobreyectiva. Ast, todo espacio

de Banach de dimension finita es reflexivo.

Teorema 2.1. Todo subespacio de un espacio normado reflexivo es reflexivo.

10
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2.6. Topologias: débil y débil estrella.

La idea de esta seccion es hacer una breve introduccién sobre las topologias débil
(w) y débil estrella (w*); puesto que un trabajo en analisis funcional que pretenda
tener un buen grado de seriedad no podria pasar por alto esta topologia.

Dado un espacio vectorial topologico X, entonces X es un espacio topologico
que lleva una topologia como parte de su definicion, esta topologia la llamaremos
topologia fuerte en X.

Ademas, si X* es el espacio dual, se define la topologia débil en X como la
topologia débil, més pequena, en X tales que todos los elementos x* € X* sean
continuos.

La topologia débil siempre es localmente convexa. La importancia de esta topologia

radica en que su estudio nos da informaciéon valiosa sobre la topologia original.
Una sucesion x,, converge a x en la topologia débil si y solo si para todo x* € X*

lim z*(x,) = 2*(z).
n—oo

Proposicion 2.5. Un espacio de Banach X es reflexivo st y solo si X* es reflexivo.
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Capitulo

Rotundidad

El problema de caracterizar los espacios de Banach en clases ha sido tratado por
varios autores. Nos ocupa ahora estudiar los espacios que presentan la propiedad de
rotundidad, concepto introducido por primera vez por James A. Clarkson en 1936
en [6].

3.1. Espacios rotundos

A menudo es conveniente saber si la desigualdad triangular es estricta para ele-
mentos no colineales en un espacio normado dado. Estos espacios donde se cumple
esta condicion son los espacios que son llamados rotundos o estrictamente convexos,

que presentamos en esta seccion.

Definiciéon 3.1. Un espacio normado X se dice rotundo o estrictamente convexo

st para cada par de puntos diferentes x1 y xo en Sx y 0 <t <1 se cumple que

[ty + (1 — t)as|| < 1. (3.1)

Como se indico en la introduccion de esta seccion, si x,y € X son puntos difer-

entes no colineales y X un espacio rotundo,

por lo tanto

|
el + Nyl el -+l

el =l H
el + Dyl 2l llzll+ Tyl Tyl

2+ yll < =]l + -

12



CAPITULO 3. Rotundidad

El término rotundo se debe a Mahlon Day, quien publicé seis importantes articulos
sobre estos espacios rotundos y uniformemente rotundos entre 1941 y 1957 (|11, 12,

13, 14, 15, 16]), mientras que el término de estrictamente convexo se debe a Krein

([10]).

Geométricamente, esto significa que cualquier punto del segmento [z, xo] esté
en el interior de la bola cuando x1, x5 se encuentran en el borde de la misma. Y en

consecuencia, la esfera unitaria no contiene segmentos de linea recta no triviales.

Si un espacio normado satisface esta condicién, algunos autores consideran que
lo correcto es decir que, la bola cerrada es rotunda, en lugar de decir que el espacio
lo es, dado que la propiedad es de la norma.

Entre las caracterizaciones de espacios rotundos encontramos la introducida por

Barbu-Precupanu en 1986, que se presenta a continuacion.

Proposicion 3.1 (|2]). Supongamos que X es un espacio normado. Entonces X es
1
rotundo si y solo si §($1 + zo)|| < 1 siempre que x1 y x5 sean puntos distintos de

Sx.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio rotundo y x, zo puntos distintos

1
de Sy, es claro que §(x1 + z9)|| < 1.

Reciprocamente, supongamos que para cada par de puntos z; y xy diferentes en

1
la esfera se cumple que 5(1’1 + z5)

| <1

Note que para Cualquier punto T que se encuentre en el segmento que une r; a
X1 + T

2

o se encuentra en el segmento que une a

, T se encuentra en el segmento que
T1 + T2

X9, donde xq, x5 € Sx, se tiene que z =
T1 + T2

une a r; con con T, por
tal razon es suficiente verificar que la desigualdad se cumple para cualquier punto
que satisface las dos tltimas condiciones.

En efecto, si z1,x2 € Sx son puntos distintos y ¢ € (0,1) entonces, es suficiente

demostrar que para Cualquier punto que se encuentre en el segmento que une r; con
T + ) T + i)

2

, de la forma tx; 4+ (1 — t) con 0 <t < 1, satisface

T+ o T+ X

tey + (1 —t) <t+(1—t)=1.

<tler + (-1 '

13



CAPITULO 3. Rotundidad

De forma similar, si cualquier punto que se encuentre en el segmento con extremos
T1 + To 1+ o

2
satisface

donde 0 < t < 1y su norma

y &2 puede expresarse como tzy+ (1 —1)

twy + (1 — ) L2 nER 1=t

< tHZEQH + (1 — t)

Ejemplo 3.1. El plano euclideo con la norma infinita no es estrictamente convexo.
Para verificarlo, consideremos x = (1,1), y = (1, —1), se tiene que

[X[loo = 1= [[yloc;

sin embargo,

X+y 1
2 |

Ejemplo 3.2. Sean ey, ey los primeros dos vectores unitarios estandar de ¢y, definido

en el ejemplo (2.3). Hacemos
X] = €1 + €y, Xp = €] — €.

Tenemos que

IX1]|cc = ||€1 + €2||0cc = sup{e; + e2} =sup{(1,1,0,...,0)} =1,

|%2||cc = ||€1 — €2]|cc = sup{e; — e} =sup{l,—-1,0,...,0} = 1.

Por altimo

1 1 1 1
“(m+m)|| =l|z(ea+tet+te—e)| =|z(ate)| =|z2ea| =leal, =1
Esto verifica que ni ¢y ni lss son espacios rotundos.
Teorema 3.1. Sea (X, || - ||) un espacio normado. X es rotundo si y sdlo para cada

z,y € Sx con ||x + y|| = 2 implica que v = y.

14



CAPITULO 3. Rotundidad

Demostracion.

=) Supongamos que X es un espacio rotundo y consideramos x,y € Sy tales que

|z + y|| = 2. Si z y y son distintos, en virtud a la rotundidad de X se sigue

T+ .
Ty < 1, por lo tanto se sigue que x = y.

que 5

<) Note que si x,y € Sx son puntos diferentes, cualquier punto z en el segmento

Y . Tty
, estaré en el segmento que une los puntos r y ——

Xz
que une a r 'y y sera

Y
yy.

o en el segmento que une los puntos

T+

Siz= Y se tiene que

Tty

<1

pues en caso contrario la hipotesis garantizaria que x y y deberian ser iguales.

Si ocurre el segundo caso, que z esta en el segmento que une los puntos = y

_l’_
Y para algin « € (0,1) y su norma

T
y’ se tiene que z = ax + (1 — «)

satisface

a$+(1_a)x

“’H Sa\|az|]+(1—a)H IT“/H cat(l—a)=1.

De forma similar se obtiene que ||z|| < 1 si éste se encuentra en el segmento
+y

x
que une los puntos vy

Esta es una manera elegante de describir la rotundidad. Si recordamos que un
punto x de un conjunto convexo K es punto extremo o extremal si z no puede
escribirse como una combinaciéon convexa no trivial de puntos distintos en K. Esto

es, x es un punto extremal de K siy solo si

z
x:y+ , Y2 = y=z=ux.

Asi, el teorema anterior nos garantiza que cada punto de Sx es un punto extremo
o extremal de By, en cuyo caso podemos reescribir el teorema 3.1 de la siguiente

manera.
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CAPITULO 3. Rotundidad

Teorema 3.2. X es rotundo si y solo si todo punto de Sx es un punto extremal de
Byx.

Ejemplo 3.3. Todo espacio con producto interno es rotundo. En particular, todo

espacio de Hilbert es rotundo.

En efecto, sean H un espacio con producto interno y z,y € H con ||z|| = ||y = 1
yllz+yll =2
Dado que todo espacio con producto interno satisface la ley del Paralelogramo,

se tiene que
lz + yll* + llz = ylI* = 2(ll=l” + llyll*),
tendremos que ||z — y|| = 0 y en consecuencia x = y.

La rotundidad es una propiedad isométrica y no suele preservarse por isomorfis-

mos. Por ejemplo, consideremos la norma

Iz, y)|| := max{2], [|(z, y)[|2}

sobre R?. Es claro que la norma euclidiana || - ||2 es rotunda. Pero ||| - ||| no lo es, dado
que si tomamos (1,0) y (1,1), ambos en R?, se tiene que ||[(1,0)[]| = 2 = |||(1,1)]]],
mientras que [[[(1,0) + (1, DI} = [1(2, DI = 4.

Proposiciéon 3.2. Todo espacio normado que es isométricamente isomorfo a un

espacio normado rotundo es rotundo.

Demostracion.

Sean Y un espacio normado isométricamente isomorfo a X, esto significa que
existe una aplicacion lineal continua tal que T': X — Y y |[|[T(z)]|, = ||z||, para
todo x € X. Supongamos que Y es un espacio normado rotundo y consideramos
r1, Ty € Sx. Por nuestro supuesto, dado que ||T'(xy)|l, = llzilly = [|[T(x2)|, =

|z2]|y =1y en virtud de la rotundidad de Y, se tiene que

1tT(z1) + (1 — )T (x2)]], < 1.

16



CAPITULO 3. Rotundidad

Asi, haciendo uso de la linealidad de Ty esta ultima desigualdad se obtiene que
[ty + (1 = O)za|l = 1T (tz1 + (1 = )aa)lly = [[{T(21) + (1 = )T (22)], < 1.

Proposicion 3.3. Suponga que X es un espacio normado entonces las siguientes

proposiciones son equivalentes:

(a) El espacio X es rotundo.

(b) Siempre que 11,29 € X y |21 + 22| = ||21|| + ||22]|, uno de los dos vectores es

un multiplo real no negativo del otro.

Demostracion.

a) = b) Supongamos que X es rotundo y que x; y 2 son miembros de X tales que
l1 + 22| = flza]l + |22

Demostremos que uno de los vectores x1 y o es multiplo no negativo del otro.

Note que si uno de ellos es nulo, digamos x1, entonces x; = 0x, asi uno de los
vectores es miltiplo no negativo del otro.

Entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ambos son no nulos.

Ahora bien ||z || y ||2|| son nimeros reales y por tanto comparables. Asi suponemos

que ||z1|| < ||z2||. Y hagamos el estudio por casos:

Caso I: 1 = ||a1]] < ||z2]|. Sea y = ||z2|| ' z2, entonces

2 = [lz1 ]| + |yl
> |21 +y]
= ||z1 + 22 — 29 + 9|
= [Jz1 + w9 — o + ||| M|
= [la1 +zp — (1 — [J2]| 7)o
> [y + o] = (1 = [Jaa]| 71 [ 2]
= [l ||+ lzall = [Jzall + lzal = 22|l
= [lzf +1
=2
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CAPITULO 3. Rotundidad

De lo cual obtenemos que

1
ot =1

Dado que tanto x; como y € Sy, la rotundidad de X nos garantiza que x; = y,

es decir, Ty = ||z2]|7'x3. Quedando demostrado lo deseado para este caso.

Caso II: Nos falta considerar el caso cuando 1 # ||z1]| < ||z2]|, entonces
: x x
Consideremos y; = m Y2 = m Veamos que |ly1 + 2 = [lyz]| + [[v]-
1 1
En efecto,

X1 X2

v+ woll = \— B2
ETRAE

1+ To

ezl

PR
= T —l71 1)

B

L (el + Nz
= ——FU|T1 i)

B

Ll 4+ s
= T lT T2

A B

= ol + ¢
21

= |yl + Nyl

Haciendo nuevamente uso de la rotundidad del espacio y el caso anterior, se tiene
x T2

—— = —— de aqui obtenemos z; = .
[E2 1Y

que y; = Y2, y €n consecuencia

b) = a) Supongamos que (b) se cumple y consideramos z; y z» elementos diferentes
de Sx.

Sean z; y 2o dos elementos diferentes de Sx. Supongamos que z; y 29 no son

multiplos no negativos uno del otro, lo cual implica que
21+ zofl < flzafl + flz2fl = T+ 1 =2.

Lo cual es equivalente a [|5(z1 + 22)|| < 1, esto significa, en conformidad con la

proposicion 3.1, que X es rotundo. |
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CAPITULO 3. Rotundidad

Observacion 3.1. Esto significa que ||x + y|| < ||z|| + |ly|| cuando = y y no son
paralelos, que en nuestro caso significa que ambos no estén sobre una misma linea
que pase por el origen y uno de ellos o equivalentemente, que no sean maltiplos uno

de otro.

Un resultado trivial, pero de gran utilidad es el siguiente:

Proposicion 3.4. Si un espacio normado es rotundo, entonces también lo es cada

uno de sus subespacios.

3.2. Algunas caracterizaciones

Teorema 3.3. (/5/) X es un espacio rotundo si y sélo si, para 1 <p < oo yz #vy

en X se cumple

r+y
2

R i 11
SRR

Demostracion. Supongamos, en primer lugar, que X es un espacio rotundo y sea

1 < p < 0. Dados x y y elementos en X que no son miltiplos uno del otro, entonces
Iz +yll <zl + [yl

Ahora, haciendo uso de esta desigualdad y la convexidad de la funcion [¢|? tendremos
que

Tty

p p p p
) <|!~”UH+H2/H) < =l + flyl™

2 - 2

Ahora, en el caso en que y = ax con a # 1, haciendo uso de la convexidad

estricta de [¢|P

r+yll” _ ||zt oz P _|1ta P 12| < 1+ |af? 2| = |lz||P + ||y
2 2 2 2 2 '
Queda asi demostrada la primera parte del teorema.
Para demostrar el reciproco, dados x,y € Sy diferentes, se tiene que H <1,
en consecuencia
x+ T P
ull <21y 2
2 2
asi la proposicion (3.1) nos garantiza que X es rotundo. |
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CAPITULO 3. Rotundidad

Corolario 3.4. (7 es rotundo para 1 < p < oo.

Teorema 3.5. El espacio de Banach (X, || - ||) es rotundo si y sdlo si para cada

x* € X* existe a lo mds un punto en Bx en el cual x* alcanza mdximo.

Demostracion.

=)

3.3.

Supongamos que X es rotundo y sea x* € X*. Supongamos que existen al

menos dos puntos distintos x,y € Bx donde x* alcanza el valor maximo.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que el maximo valor es 1 y que

‘ = 1, en cuyo caso, dado que X es un espacio

|=*|| = 1. Dado que

Esto significa que ‘JZT—H/

<1

x+y‘

r+y
2

2

rotundo, el teorema 3.1 nos garantiza que x = y. Luego, cada z* € X* alcanza

alcanza méaximo a lo més en un punto.

Consideremos ahora x,y € Sx tales que ||z + y|| = 2. Por el teorema de
Hanh Banach podemos hallar z* € X* tal que ||z*|| = 1 y (z*(z) + 2*(y)) =
z*(x 4+ y) = 2. Ahora bien, por hipotesis, existe x € Bx donde z* alcanza su
maximo, se tiene que z*(r) = z*(y) = 1, por lo tanto z = y y asi X es un

espacio rotundo, en virtud al teorema 3.1.

Propiedades

Comencemos la secciéon presentando las definiciones de un espacio suave y de un

espacio Gateaux diferenciable.

Definiciéon 3.2. El espacio de Banach X se dice suave o liso en xqg € Sx cuando

existe una unica x* € Sx« tal que x*(xg) = 1. Si X es suave en cada punto de Sx

se dice que X es suave.
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CAPITULO 3. Rotundidad

Definicion 3.3. Sea X un espacio de Banach. Se dice que X tiene norma Gateaux

diferenciable en xoy € Sx cuando dado y € Sx

S0+ 20l = lzol

A—0 A <3'2)

existe. Si la norma de X es Gateauz diferenciable en cada punto de Sx se dice que

la norma es Gateauzr diferenciable.

Teorema 3.6. S7 X* es rotundo entonces X es suave.

Demostracion. Si X no es suave significa que existen xy € Sx y =7, x5 € Sx- tal

que z7 # x5 y x5(x9) = 1 = a5(x0). Luego,

> i+ sup ri(x) + z3(x) > (o) + @3(x0) _ 1
2| <1 2 2
lo cual contradice la hipotesis. |

Corolario 3.7. Un espacio de Banach reflexivo es rotundo si y solo si X* es suave.

Teorema 3.8. Si X* es suave entonces X es rotundo.
Demostracion. Si X no es rotundo existen z,y € Sy, distintos tales que

Az + (1 =Nyl =1

r+y

para cada A € (0,1). Si z* € Sx+. Si 2* € Sx« y a* < ) = 1 entonces

=g (BHY) 2@y el el
2 2 2

asi z*(x) = 1 = 2*(y). Viendo a z,y como miembros de X** obtenemos que z*

existen dos puntos distintos donde alcanza la norma, lo cual contradice la suavidad

de X™. |

Corolario 3.9. Un espacio de Banach reflexivo es suave si y solo st X* es rotundo.
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CAPITULO 3. Rotundidad

Atin cuando nuestro objetivo no es estudiar la diferenciabilidad de la norma de un
espacio de Banach, no podemos pasar por alto la relacién entre ésta y la rotundidad
del espacio. Por ello, presentamos el lema de Smulian, sin demostraciéon, que nos

permite presentar el resultado que nos relaciona ambas definiciones.

Una caracterizacion de las normas Gateaux diferenciable en = € Sx, donde (X, || -

|) es un espacio de Banach, es el lema de Smulian que establece:

Lema 3.10 (Smulian). | - || sobre un espacio de Banach X es Gateauz diferenciable

si y solo si existe un unico x* € Sx~ tal que x*(z) = 1.

La demostracion de este lema puede encontrarse en [9]. Y como consecuencia

tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.11. Sea (X, ||-||) un espacio normado y (X, || - ||*) el espacio dual de X .

Si || - |I* es rotundo entonces || - || es Gateaux diferenciable.

Demostracion. En virtud al lema de Smulian 3.10 es suficiente demostrar que
para cada x € Sx existe un unico z* € Sy« tal que z*(x) = 1. En efecto, sea
x € Sy, la proposicion 2.3 nos garantiza la existencia de x* € Sy tal que z*(z) = 1.

Supongamos que existen x}, x5 € Sx- tal que zi(x) = z(x) = 1. Entonces
2= [Jay]" + sl = o] + 25)" = 21 (2) + 25(2) = 2;

esto es, ||z} + z5||* = 2, y en virtud a la rotundidad de X* se obtiene que ] = z5. B

3.4. Producto de espacio

La idea de esta secciéon es demostrar la estabilidad de la propiedad de rotundidad.

Definicion 3.4. Sea (Y, ||.||) un espacio de Banach con base {e; : i € I} (incondi-

cional si I es no numerable) tal que para todo subconjunto finito J de I,

> ae; > Bie;

jeJ jeJ

0 <|aj| <p;, paratodojeJ = < . (3.3)

Sea {X; :i € I} una familia de espacios de Banach y consideramos el espacio

Y(Xiiel)={v=(z)ier € [[Xi : > llilles € Y},

i€l el
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CAPITULO 3. Rotundidad

dotado con la norma

Z [EAIE

el

] =

Y

El espacio Y (X; i € I) con esta norma es un espacio de Banach.

Lema 3.12. Sea (Y, |.||) un espacio de Banach con base {e; : i € I} (incondicional
si I es no numerable) que satisface (3.3). Sea {X; i € I} una familia de espacios de

Banach, definimos ¢ una aplicacion de Z =Y (X; :i € I) en' Y como

o((x)iel) = Z |xi|| e; para todo  (x;)ier € Z.

iel
Entonces ¢ satisface las siguientes propiedades:
(i) Para todo z € Z, ||¢(2)]| = ||2||-
(ii) Para todo z € Z, todo A € K, p(Az) = |\|o(2).
(iii) Para todo 21,20 € Z, ||¢(21) — ¢(22)]| < [|z1 — 22]|-
(iv) Para todo z1, 22 € Z, [|¢(21) + ¢d(22)|| > |21 + 22|

Demostracion.

(i) Esto coincide con la definicion de la norma de Z.

(ii) Sean z € Z, y A € K, entonces

o02) = S Ialles

el

= > Izl

il

= MY llaille

i€l

= [Ae(2).
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CAPITULO 3. Rotundidad

(iii) Sean z; = (x})ier, 22 = (22);es elementos en Z entonces, hacemos uso de (i).

lo(z1) = d()l = [D_ lllles = > [l

el i€l

= 1Dl = llzf])es
el

< D et = 2flles
el

= |lo(z1 — 22)||

= ||21—Z2H-

(iv) Sea z1 = (2})icr, 22 = (22);er elementos de Z. Entonces

lo(z1) + o(z) | = D Il + > llales

el el

R EE
el

> ZIISE%+$?II@
el

= |l¢(21 + 20)||

= [z + 2|,

en vista de que [lz; + 27| < [lz;]| + [|27].

Teorema 3.13. Sea (Y, ||.||) un espacio de Banach con base {e; : i € I} (incondi-

cional st I es no numerable) y tal que, para todo subconjunto finito J de I

> aje; > Bie;

jedJ jedJ

0 <|aj| < B;; para todoj e J = <

Sea {X; :i € I} una familia de espacios de Banach rotundos, entonces si (Y, ||.||)

es un espacio rotundo, Z =Y (X; :i € I) también es rotundo.

Demostracion. Consideremos la aplicaciéon ¢ : Z — Y definida en el lema previo.
Sean x = (z;)ier,y = (Yi)ier elementos en Z con ||z|| = |ly|| = 1y = # y. Los

elementos ¢(x), ¢(y) estan en Sy. Por tal razon consideremos dos casos:
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CAPITULO 3. Rotundidad

(a) Si¢(z) # ¢(y). En este caso la rotundidad de Y nos garantiza que

HECR)

<1
2

y en virtud del lema 3.12 se tiene que

1 1
= llz+yll = glle@) + o)l < 1.

=l

Como desedbamos demostrar.

(b) Si¢(z) = ¢(y). En este caso supongamos que ||+ y|| = 2, necesitamos verificar

que x = y. Si no es el caso, existe iy € I de forma que z;, # v, .

Dado que X, es un espacio rotundo, se tiene que

xio+yio
— || < 1.
2
Luego,
2 = |lz+y
= ZH%JF%H@
el
< Il + llgeles
el
< ZH%H% + ZH%H%
el el
= |zl + 1yl =2,

de lo cual se obtiene que

Z lzi + yille;

i€l

= -

Z [|sle;

i€l

> llyille:

i€l

Ahora bien, dado que X;, es un espacio rotundo y xz;, # vy;, se tiene que

Hxio + yio“ < HxloH + HyloH
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CAPITULO 3. Rotundidad

y en_consecuenchx

3 i + gill + llzill + lall 1

>l +yill + lall + lyill) e

(A
el 2 2 el
1
< 2( ZH%H% + leyi\lei
el el
b e + znm)
iel iel
= I lille|| + 1D lwille] - (3.4)
i€l el
Por otra parte, se cumple
Ti + Y|l + |zl + ||y
Hxi_+'yA| S; H 7 ZH 2” ZH H 1”
Sl tuled| < (30 Ml b,
i€l iel

lo cual contradice (3.4). Esta contradiccion se obtiene de suponer que x # y.

Teniendo en cuenta que el espacio £, con 1 < p < 0o es un espacio de Banach con
base {e, : n € N} que satisface las condiciones del teorema 3.13, podemos obtener,

como consecuencia inmediata del teorema citado, el siguiente teorema de Day.

Corolario 3.14. Seap con 1 <p < oo y sea {X,, : n € N} una familia numerable
de espacios de Banach. Consideremos el espacio de Banach (P(X1, X, ...) definido

por
Z =Xy, X, ..) = {z=(z)n € [[ Xu: |22 = [lza]l” < +o0}
n=1 n=1

y dotada con la norma ||.||,. Entonces Z es un espacio rotundo si y sdlo si el

espacio X,,n =1,2,3,... son también rotundos.
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Capitulo

Espacios Uniformemente Rotundos

La importancia de los espacios uniformemente convexos se ha convertido en cam-
po de la investigaciéon independiente, en varias areas de las mateméticas como la
teoria de Grado y Geometria Diferencial han llegado a desempenar un papel muy

importante.

Definicion 4.1. Un espacio normado se dice uniformemente rotundo o uni-

formemente convexo si, para cada € > 0, existe § = 6(€) > 0 tal que

lz]| =1 [lyll =1, ]z =yl 2 e = <1-o. (4.1)

:c+y”

Geométricamente, significa que el punto medio de una cuerda no puede acercarse
a la esfera unitaria del espacio a no ser que la longitud de la cuerda tienda a cero.

La siguiente definicion también es usada: Un espacio normado (X, || - ||) es uni-
formemente rotundo si para cada € € (0,2] existe § = d(¢) > 0 tal que si z,y € Bx

y ||z — y|| > €, entonces

<1-0.

x—i—yH

En este trabajo se usan ambas definiciones indistintamente.

Aligual que la rotundidad, la propiedad de uniformemente rotundo es en realidad
una caracteristica de la norma en X, y por esta razon lo apropiado es decir que X
tiene una norma uniforme rotunda.

Proposicion 4.1. Todo espacio uniformemente rotundo es rotundo.
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CAPITULO 4. Espacios Uniformemente Rotundos

Demostraciéon. Basta aplicar la definicion a € = ||z — y||; es decir, si xz,y € Bx

son elementos distintos, para € = ||z — y|| existe 6 > 0 tal que
HxTerH <1l-90<1

Sin embargo, existen espacios rotundos que no son uniformemente rotundos.

Proposicion 4.2. Todo espacio de Hilbert es uniformemente rotundo.

Demostracion. Sean H un espacio de Hilbert, x,y € Sy, € > 0 de tal forma que

|z — y|| > €. Luego, la ley del paralelogramo implica que

lz+ylI? +llz —yl* = 2(I=]*+ lylI*)

lz+ >+ lz —yl? = 4
lz+yl* = 4— [z -yl
lz+yll? = 4—[lz—yl> <4-¢

lz +yll < V4 —e

T+y < /1_5
2 - 4

2
/ €
Asi,cond=1—14/1— T se garantiza que H es un espacio de rotundo. |

4.1. Caracterizaciones

Lema 4.1. X es uniformemente rotundo si y solo si para cada par de sucesiones

(T)ns Wn)n con ||zl < 1, |lynll < 1, se tiene que

Tn + Yn

—1 = ||z, —ys]| — 0.

Demostracion.

—) Supongamos que X es uniformemente rotundo y consideremos las sucesiones
Tn + Yn

(Zn)ns (Yn)n con ||z,]] < 1, |lyn|l < 1, de tal forma que — 1, entonces

Intlnll o1

|€n —ynl|| = 0, pues en caso contrario ||z, —y,| > € implica
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CAPITULO 4. Espacios Uniformemente Rotundos

<) Reciprocamente, supongamos que X no es uniformemente rotundo, entonces

podemos hallar un € > 0 y sucesiones (), ¥ (yn)n €n Bx al que ||z, —y,|| > €
T + Yn
— 1. |

mientras que

Corolario 4.2. Sea X uniformemente rotundo. Si (x,), en X satisface ||z,|| <1y

Ty + ,
n T 51 cuando n,m — 0o, entonces (), es una sucesion de Cauchy.
oo || Tt Yn . .
Note que la condicién — 1 también obliga a que ||z, || — 1 por la
desigualdad triangular:
vt T _ ozl + llml] _

2

Asi, si X es completo, (z,), converge a algin elemento de X.

Teorema 4.3. Sea X un espacio de Banach Uniformemente rotundo y suponga que
(Tn)n es una sucesion en X que converge débilmente a x y ||x,| — ||z||. Entonces

|z, — z|| — 0.

Demostraciéon. Si||z|| = 0 no hay nada para mostrar, por lo que podemos suponer
que x # 0. Ahora, dado que ||z,|| — ||z|| es facil ver que podemos normalizar la

sucesion, haciendo v, 1= ﬁ yy = Hi—H, entonces, dado que x,, — x implica que
n

Yn — y; ademas, ||y, — y|| — 0 lo cual implicara que ||z, — z|| — 0.

A continuacion, elegimos z* € Sx- tal que z*(y) = 1. Entonces

2 =

Pero x*(y,) — 2*(y) = 1 cuando n — oo, por lo cual debe cumplirse que

Yn + Ym <1

Yn t Ym

2
1 cuando n,m — oo. En virtud al corolario 4.2, se sigue que (y,), es de Cauchy y,

por lo tanto, (y,), converge a algin punto de X. Ahora bien, dado que la convergen-
cia en norma implica la convergencia débil, y ya que los limites débiles son tnicos,

tenemos que y,, — ¥y en norma. |

Haciendo uso de un argumento similar, puede darse una demostracion corta de
una interesante hecho, que se atribuye a Milman en 1938 y Pettis en 1939. Sin

embargo, se omite dado que requiere un manejo del concepto de redes.
Teorema 4.4. Todo espacio de Banach uniformemente rotundo es reflexivo.
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CAPITULO 4. Espacios Uniformemente Rotundos

4.2. Desigualdades de Clarkson

Para completar nuestro anélisis de rotundidad uniforme, pasamos a demostrar el
teorema de Clarkson.
Teorema 4.5. St 1 < p < oo, L, es uniformemente rotundo.

La demostracion de este teorema es relativamente facil en el caso en que 2 < p <

00, y no tan facil para el caso en que 1 < p < 2.

Clarkson demostré varias desigualdades para la norma de L, imitando la ley del
paralelogramo. En este trabajo nos limitamos a la primera demostracion del teorema

de Clarkson para el caso en que 2 < p < oo; demostrada en 1940 por Boas en [3].
Lema 4.6. Dado 2 < p < oo y numeros reales a,b, se tiene que
la+ 0" + |a — b|" < 277 (|af” + [o[").

Demostraciéon. Esta desigualdad es clasica, y nos limitamos a presentar un bosque-

jo de la demostracion.

(la+bP +la—bP)? < (Ja+b]* + |a—b*)"/?
21/2(|6L|2 4 |b|2)1/2
21/221/2—1/19(’&‘17 + ’b‘p)l/p
= 27(jaf 4 bf)

IN

Teorema 4.7. Para 2 < p < 0o y cualquier par f,g € L,, se tiene que

1f +glly + 1F = gllp < 27X (A1 + Nlgllp.) (4.2)
Asi, obtenemos como corolario el resultado deseado.
Corolario 4.8. 5i2 < p < oo, L, es uniformemente rotundo.

Demostraciéon. Sean f,g € L, con ||f|, <1, |lgll, <1y | f—glly> e entonces

€

If+glp<2te-e)=2(1-(5)").

Esto es, d(e) =1 — (1 — (%)p)l/p. |
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CAPITULO 4. Espacios Uniformemente Rotundos

4.3. Mobdulo de convexidad

Definiciéon 4.2. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach. Para todo € € (0,2], definimos

el mddulo de rotundidad o de convexidad de || - || por
i(e) == inf{l — a:~|—y’

Es claro de la definicion de espacios uniformemente rotundos si, y solo si, d(¢) > 0

;%yeSkwx—yﬂze}-

para cada € > 0.

Geométricamente, el moédulo de convexidad estima la menor de las distancias a
la esfera unitaria de los puntos medios de cada par de puntos que distan al menos e.

Note que si €; < €3, entonces

{1_

de donde

r+y
2

r+y
2

;$ay€SX7||x—?/|| 261}7

;Lyesmm~muz@}g{1—

d(€e2) > d(€1).
Al mismo tiempo es obvio que 6(0) = 0.

Definicion 4.3. Sea {X,, : n € N} una familia de espacios de Banach uniforme-
mente rotundos y sea 6, el mddulo de rotundidad de X,, n = 1,2,.... Diremos que

los espacios {X,, : n € N} tienen mddulo comin de rotundidad si
inf{d,(e) :n € N} >0 para todo 0<e<2.

Note que inf{d,(€) : n € N} > 0 si y solo si existe una funcion §(e) > 0 la cual

puede ser usada en lugar de todos 0,(€).

Lema 4.9. Para todo € € [0,2] y x € Sx se tiene que lim d(e) = 0.

e—0t

Demostracion. Sean € € [0,2] y x € Sx, definimos y = (1 —¢€)x. Entonces y € Bx
yllz =yl =llo — 2z +exf| = [ex]| = e

Por otra parte,

Tyl  ||lTtT—eT
2 N 2
= = 54
= || —z%
2
- 15
2
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Asi, 1— = 1—1—1—E = E,yen consecuencia 0 < §(e) <

5= 75 , de lo cual se

N |

Ty
2

concluye que lim §(e) = 0.
e—0t
|
4.4. Producto de espacios uniformemente rotundos

Al igual que la secciéon analoga para espacios rotundos, presentamos esta seccion
con el objeto de demostrar la estabilidad de la propiedad de rotundidad uniforme en

espacios uniformemente rotundos.

Teorema 4.10. Sea (Y, ||.||) un espacio de Banach con base {e, :n € N} y tal que

o0 [ee]
E Qpen, E Bren
n=1

n=1

0 <a, < pB,, para todon € N = <

Sea {X,, :n € N} una familia de espacios de Banach uniformemente rotundos

y modulo comin de rotundidad. Sea

V(Xy, X,,..) = {x = (zn) € [[ X0 ) lnllen € Y}
n=1 n=1

dotado con la norma

] =

o
Z 2 len
n=1

Entonces, si (Y,||.||) es uniformemente rotundo, Y (Xy, Xa,...) es también uni-

Y

formemente rotundo.

Demostraciéon. Sea 0 : [0,2] — [0,1] el médulo comun de rotundidad de los
Xy, n€ Ny :[0,2] = [0,1] el de Y.

Consideremos * = (xy,)ner, &' = (2))ner elementos en Y (X7, Xy, ...) con ||z| =
||#’|| = 1. Sea € > 0 dado y supongamos ||z — 2’|| > € probemos que existe d, > 0 tal

/
r+x <1_4,

que:

Para ello discutimos dos casos:
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CAPITULO 4. Espacios Uniformemente Rotundos

(a) Primero supongamos ||z,| =

'II%H

b)) pe

—”)) lallen

l

€
4

b

— |

n

ne&N
T T
T I % I
2
< 9 (1 —5 <H96L
B |||
Asi
o0
e+ = | e+, llen
n=1
= |z
< 2 (1—5( “
; [
Consideremos
_ /
M = {neN:xn;Ao, |z =
(|
Por consiguiente, sin € N\ M,
|20 — 27, €
[E 4
4
|zall = =z
€
Esto es
S ST e -l e
4 juiy n n n
neN\M
Es facil verificar que
3€
Z |20 — 23, llenl| > —
neM 4

3
De aqui obtenemos €S > lzn — 2! |len|], y por ende — < > lzn —
neN\M 4 neM
Ahora bien,
3€ 3€
D llwn = aplen|| > 5 = Z l2n = 2llen)| > =
neM neM
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y dado que ||z, — 2},|| < 2||z,|| Para todo n entonces se tiene que

1 3€
> lznlleal| = 5D lan = ahllea]| = =
neM neM
Hacomos y = 5 feallen o = % laallen , v = (1-2(5)) ¥
neEN\M neM 4

elementos en Y que satisfacen:

€
ly+o"l = 3 laallen+ (1=26(3)) 3 lwallen
neM

neN\M

< Z Hanen"‘Z“InHen
neN\M neM

= ZHanen
neN

= 1.

Ademas
ly+y' = @w+y)ll = v ="l

= Iy = @ =25
= |y =y +25() |
= 20 (5) v
= 20 () 1D laalleal
neM
€\ €
> 2 (3) 5
€\ 3€
= (1)
= af(e).

Como Y es uniformemente rotundo, para (y +y') € Y y (y+y”) € Y se tiene
1
SN +y)+ y+yll <1 =di(ale)).
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Ahora bien,
1 1 €
sly+y +y+y =5l2y +y' + (1 =20y
=%Wy+y+y—2&?y
:%H%+ay—2ﬂ§y
w5 ()
= o+ (1= (5)) v
Asi,

lv+a-ow

De (4.4) tenemos

<)% (- () vt

n=1
zn#0

z+ 7
2

neM neN\M
< Z(l—(S(;l))Hanen—F 3 1aallen
neM neN\M
= | @ =sCDlwallen+ ¥ lwallen
neM neN\M
=1 (1-4(3)) 3 Meallent 3l
neN\M
o)+
<1—0d(a(e))
:1—(50(6)
Donde tenemos denotado
Sole) = a(e)) = H(3(5)T)

1
=5 ly+y +y+y'll <1-di(ale)).

(4.5)

D)) el

s sl (- ,
= || 2 (=S Menllen 3 (1 ( ]
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(b) En el caso general solo supongamos que ||z|| = ||2/|| = 1 y que ||l + /| >
2(1 —61(p)) donde 0 < p < 2 El lema 3.12 muestra que

2(1 = 01(p)) < llz + || < llé(x) + o (@)]]-

Entonces
lo(x) = o)l = Y llzallen =D lanllen
n=1 n=1
= 1D _(lzall =l en
n=1
< M.
Esta ultima desigualdad es debida a que ||x,| = ||/,||. Ahora sea €, = +1,n =

1,2,3,... ademas, || niojl enll|znll = |2 Denll < .
Asi, seaA:nEN:ienzl,B:nEN:en:—l.
Definimos paran =1,2, 3, ...

T, S neA xl sl neA

yn: yn:

xl si nebB T, sl nebB

Entonces y = (y,), v’ = (v/,) son elementos en Y (Xj, Xy, ...) tales que

lo(y) + (W)l = llo(x) + d(2')| > 2(1 = 1)) (4.6)

Entonces [[¢(y) — ¢(y)|| < p.

Es facil demostrar que
lp(y) + o) = | Zen (Nl = llznlDenll-

En efecto,

lp(y) — o)l = IIiHynHen—iH%llenll
= IIZ [ynll = lymlDenll
= IIZ(lenHen—IISC;IIen)enII
n=1
= | ien(llan = llznlDenll
n=1
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7 %n S 070
Ahora definimos paran =1,2,3,... 2/ = [,
x si a2, =0
Obtenemos que ||z|| = ||z,|| para todo n € N entonces
" = (2)) e Y(X1, X, ...) y |27 = ||z|| = 1.
También
oo
lz' = 2" = 1Y llzn — znleal
n=1
oo
= 1> enlllzall = Iz, )]
n=1
< 1
Donde ¢, = £1.
Por otro lado
lz+ 2" = llz+2"— 2"+ 2"

Iz + 2" = (2" = 2")]

> lz+ 2" = [|l2" = 2"
= |+ = ll=" = 2
> 2(1=di(n)) -

= 201-a(w-5).

Una vez € > 0 esté fijo, tomemos p tal que 0 < pu < % y O01(p) + g < 50(2)

donde dy ha sido definido en la parte (a). Entonces

o+ > 2(1 = 8(5))

Por la virtud de la parte (a) tenemos que
€
2
J— < —_
e ") < &
Finalmente

lo = 'l < lle ="l + 2" =2l < 5+ 5 =€
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Por lo tanto, tomamos 0 < € < 2, ya definido, asi d9(€) := d1(p) de tal manera
que si z, 2’ € Y(X1, Xy, ...) con ||z|| =||2'|| =1y

T+

I I >1 = da(e)

Entonces ||z — 2| <€

Lo que finaliza la prueba del teorema. |
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