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RESUMEN

El presente trabajo contiene un estudio detallado del sistema

{

x′ = y − (x3 − x)

y′ = −x
(1)

mejor conocido como la Ecuación de Van Der Pol, el cual es un caso particular de la

Ecuación de Lienard.

El primero de los tres capítulos que conforman este trabajo, es el de los antecedentes.

En éste, se hace una introducción a manera de motivar el estudio de la ecuación del

sistema (1).

El segundo capítulo, desarrollamos los resultados preliminares, los cuales son nece-

sarios para el capítulo principal de nuestro trabajo.

Por último, en el capítulo tres, damos las condiciones para la existencia de una solu-

ción periódica no trivial del sistema (1). Estos resultados son obtenidos principalmente

del libro Tineo-Rivero [8], así como de la referencia [10].
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INTRODUCCIÓN

El objetivo principal de este trabajo, es demostrar la existencia de una solución

periódica no trivial para el sistema:

{

x′ = y − (x3 − x)

y′ = −x
(2)

Para esto, probaremos que cuando una solución del sistema (2) comienza en el

semieje positivo de la y, existe un tiempo en el cual la trayectoria de la solución corta

el gráfico de la función x3 − x en el semiplano positivo de las x.

( , )u v

( )u

(0)v

G

1Figura

Además, cuando la trayectoria de la solución corta la función x3−x, existe un tiempo

en el cual dicha trayectoria corta el semieje negativo de la y.
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2 Introducción
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Figura 2

Considerando un cambio de variables y usando la simetría del sistema con respecto

al origen, probaremos resultados similares para el semiplano negativo de las x.
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Figura 4

Luego, haciendo la composición de las funciones que se definen implícitamente vamos

a construir una función π que a cada punto en el semieje positivo de las y, le agrega la

imagen de la trayectoria. Una vez que ésta ha cortado el gráfico de la función x3 − x,

primero del lado positivo de las x y después del lado negativo. Los puntos fijos de esta

aplicación corresponden a las órbitas periódicas del sistema (2) (soluciones periódicas).
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Probaremos que existe una, cuya órbita tiene norma estrictamente positiva, lo cual

garantiza que es no trivial.
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Figura 5
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Capítulo 1

ANTECEDENTES

1.1. Un circuito RCL

Para comenzar, daremos un ejemplo de un circuito RLC tomado de [3], del cual se

deriva una ecuación diferencial que muestra cómo los estados del circuito varían en el

tiempo.

L

CR

Como se puede apreciar en la figura, este circuito consta de tres ramas, una re-

sistencia denotada por R, un inductor denotado por L, y un condensador denotado

por C. Digamos que una rama es como un dispositivo eléctrico con dos terminales. Por

ejemplo, la rama R tiene terminales α y β, y estos están conectados entre sí a partir de

los puntos o nodos α, β, γ.

La corriente que fluye en cada rama viene dada por un número real, y las denotare-

mos de la siguiente manera iR, iL, iC . Por ejemplo, iR mide la corriente a través del

resistor, y así sucesivamente. El sentido de las flechas en el diagrama nos indican de qué

manera la corriente está fluyendo, si por ejemplo, iR es positivo, entonces, la corriente

que fluye a través de la resistencia es desde α hasta β.

El estado de la corriente en un momento dado, es representada por el punto

i = (iR, iL, iC) ∈ R
3. Pero la primera ley de Kirchhoff (KCL) dice que puede ocurrir

5



6 Capítulo1.Antecedentes

una fuerte restricción sobre i. Recordemos que la primera ley de Kirchhoff afirma que

"la corriente total que fluye en un nodo es igual a la corriente total que sale de ese nodo".

Para nuestro circuito esto es equivalente a decir lo siguiente

KCL : iR = iL = −iC .

Esto define un subespacio unidimensional K1 ⊂ R
3, el estado de las corrientes físicas.

El estado del circuito es caracterizado por la corriente i junto con el voltaje de

cada rama. Estos voltajes son denotados por vR, vL y vC para el resistor, inductor y

condensador respectivamente. Para medir el voltaje se coloca un voltímetro en cada uno

de los nodos α, β, γ y se lee V (α) para α y así sucesivamente. Luego, vR es la diferencia

leída entre α y β, esto es

V (β) − V (α) = vR

La orientación de las flechas establece que vR = V (β)−V (α) en lugar de V (α)−V (β).

Un estado de voltaje sin restricción del circuito viene dado por el punto

v = (vR, vL, vC) ∈ R
3.

Por otro lado, la segunda ley de Kirchhoff (KV L) establece la siguiente restricción

sobre v:

KV L : vR + vL − vC = 0

Esto define un subespacio bidimensional K2 ⊂ R
3. Nótese que según KV L, es claro

que:

vR + vL − vC = (V (β) − V (α)) + (V (α) − V (γ)) − (V (β) − V (γ)) = 0

En un circuito en general, una versión de KV L afirma que el voltaje puede ser

derivado de una "función potencial" V sobre los nodos.

En resumen, en el espacio del producto S = R
3×R

3, los estados (i, v) que satisfacen

las leyes de Kirchhoff forman un subespacio tridimensional K de la forma

K = K1 × K2 ⊂ R
3 × R

3
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1.1.Un circuito RCL 7

A continuación, daremos una definición matemática sobre los tres tipos de disposi-

tivos eléctricos del circuito.

Consideremos primero el elemento de resistencia. Un resistor en la rama R impone

una ”relación funcional” sobre iR, vR. En nuestro ejemplo, esta relación se define por

una función G, la cual es diferenciable, con derivada continua y de variable real, de man-

era que vR = G(iR). Si R denota una resistencia lineal, entonces G es lineal. Además,

vR = G(iR) es precisamente la Ley de Ohm generalizada.

Un estado físico (i, v) ∈ R
3 ×R

3 = S, será aquel que satisfaga KCL y KV L. Estas

condiciones definen un conjunto Σ ⊂ K ⊂ S. Así, el conjunto Σ del estado físico es

aquel formado por los puntos (iR, iL, iC , vR, vL, vC) ∈ R
3 × R

3 el cual satisface:

iR = iL = −iC (KCL)

vR + vL − vC = 0 (KV L)

G(iR) = vR (Ley de Ohm generalizada)

Ahora bien, dado que es conocido el paso del tiempo en un estado, esto define una

curva en el espacio S, digamos

t → (i(t), v(t)) = (iR(t), iL(t), iC(t), vR(t), vL(t), vC(t))

Por un lado, el inductor satisface lo siguiente

L ·
diL(t)

dt
= vL(t) (Ley de Faraday),

donde L es una constante positiva llamada inductancia.

Por otro lado, el condensador establece la siguiente condición

C ·
dvC(t)

dt
= iC(t),

donde C es una constante positiva llamada capacitancia.

Gabriela González



8 Capítulo1.Antecedentes

Hasta ahora, se tiene lo siguiente: el estado de nuestro circuito está dado por seis

números, esto es (iR, iL, iC , vR, vL, vC), es decir, un elemento de R
3×R

3. Estos números

están sujetos a tres restricciones: la primera y segunda ley de Kirchhoff y la ley de Ohm

generalizada. Por lo tanto el espacio de estados físicos es un conjunto Σ ⊂ R
3 ×R

3. La

forma en que estos estados cambian en el tiempo es determinada por dos ecuaciones

diferenciales.

Ahora bien, para simplificar el estado del espacio Σ podemos observar que iL y

vC determinan las otras cuatro coordenadas, ya que por KCL se cumple iR = iL y

iC = −iL. Además, por la ley de Ohm generalizada, se garantiza vR = G(iR) = G(iL).

Asimismo, por KV L se satisface vL = vC − vR = vC − G(iL).

En consecuencia podemos usar R
2 como espacio de estados considerando (iL, vC)

como las coordenadas. Formalmente, definimos una función π : R
3 × R

3 7→ R
2, que

envía (i, v) ∈ R
3 ×R

3 a (iL, vC). Entonces π0 = π|Σ es la restricción de π sobre Σ, esta

función π0 : Σ 7→ R
2 es uno a uno y sobreyectiva. Además, su inversa está dada por la

función ϕ : R
2 7→ Σ, definida por

ϕ(iL, vC) = (iL, iL,−iL, G(iL), vC − G(iL), vC)

Es fácil verificar que ϕ(iL, vC) satisface KCL, KV L y la ley de Ohm generalizada.

También se puede notar que π0 y ϕ son la inversa una de la otra.

1.2. La Ecuación de Van der Pol

En esta sección adoptaremos R
2 como nuestro espacio de estados. Las ecuaciones

diferenciales que rigen el cambio de estado debe ser reescrita en términos de nuestras

nuevas coordenadas (iL, vC), esto es:

L ·
diL
dt

= vL ≡ vC − G(iL),

C ·
dvC

dt
= iC ≡ −iL.

Gabriela González



1.2.La Ecuación de Van der Pol 9

Por simplicidad, consideremos L = 1, C = 1. Si escribimos x = iL, y = vC , tenemos

una ecuación diferencial sobre el espacio cartesiano (x, y) de la forma:

dx

dt
= y − G(x)

dy

dt
= −x.

En el caso en que G(x) = x3 − x, se conoce como la Ecuación de Van der Pol.

Gabriela González





Capítulo 2

PRELIMINARES

2.1. Introducción

En este capítulo estableceremos la nomenclatura y notación de los conceptos que

utilizaremos a lo largo del trabajo, además de algunos teoremas ya conocidos de cursos

del último tercio de la carrera. La mayoría de los resultados expuestos se dan en

cualquier curso de ecuaciones diferenciales y análisis matemático y son tomados principalmente

de [1], [4],[5] y [8].

El sistema a estudiar es el siguiente:

{

x′ = y − (x3 − x)

y′ = −x
(2.1)

Definición 2.1. Una solución de la ecuación diferencial

x′ = F (t, x)

es una función diferenciable u : I 7→ R
n, definida en un intervalo abierto I, tal que

(t, u(t)) ∈ W para cada t ∈ I y u′(t) = F (t, u(t)), donde W es un conjunto abierto, no

vacío de R × R
n y F : w 7→ R

n una función continua.

2.2. Teoremas de Prolongación de soluciones

Teorema 2.1. (Prolongación de soluciones)

Sea u : (α, β) 7→ R
n una solución de x′ = F (t, x) tal que β < ∞. Supongamos también

que existe una sucesión {tm} en (α, β) convergiendo a β, tal que {u(tm)} converge a

un punto x0 de R
n. Si (β, x0) ∈ W entonces u es prolongable a la derecha; es decir;

11



12 Capítulo2.Preliminares

el sistema (2.1) posee una solución w : I 7→ R
n tal que (α, β] ⊂ I. Tal solución, será

llamada solución maximal de x′ = F (t, x).

Demostración.

Ver Teorema 3.3, página 72 [8]. �

Corolario 2.2. (Prolongación)

Sea u : (α, β) 7→ R
n una solución de x′ = F (t, x) y supongamos que existe t0 ∈ (α, β)

y un conjunto compacto K ⊂ W tal que (t, u(t)) ∈ K si t ∈ [t0, β). Entonces, u es

prolongable a la derecha.

Demostración.

Si consideramos β = +∞, entonces u : (α, β) 7→ R
n no es prolongable a la derecha.

Para el caso donde β < +∞, como el intervalo de definición de la solución es (α, β),

se puede garantizar que existe una sucesión sk, tal que sk → β, pues β es un punto de

acumulación.

Como sk ∈ (α, β), sin pérdida de generalidad, podemos suponer que sk ∈ [t0, β) y por

hipótesis se tiene que Λk = (Sk, u(Sk)) ∈ K, por ser K compacto, es secuencialmente

compacto, por lo que existe una subsucesión Λnk
= (snk

, u(snk
)) ∈ K, tal que

Λnk
→ Λ0 = (β, X0) ∈ K ⊂ W .

Luego, por teorema 2.1, se tiene que u es prolongable a la derecha. �

2.3. Preliminares de Análisis

Teorema 2.3. (Valor medio)

Sea f una función tal que:

(i) f es continua en el intervalo cerrado [a, b];

(ii) f es diferenciable en el intervalo abierto (a, b)

Gabriela González



2.3.Preliminares de Análisis 13

Entonces existe c ∈ (a, b) tal que

f ′(c) =
f(b) − f(a)

b − a

Demostración.

Ver [6] capítulo 5 página 289. �

Teorema 2.4. (Valor intermedio)

Si f es una función continua en un intervalo cerrado [a, b] y k es un número que está

estrictamente entre f(a) y f(b), es decir

f(a) < k < f(b) ó f(b) < k < f(a)

Entonces existe c ∈ (a, b) tal que

f(c) = k.

Demostración.

Ver [6] capítulo 2 página 116. �

Teorema 2.5. (Bolzano)

Sea f es una función continua en el intervalo [a, b] y si además, en los extremos del

intervalo la función f toma valores de signo opuesto (f(a) · f(b) < 0), entonces existe

al menos un valor c ∈ (a, b) que satisface f(c) = 0.

Demostración.

Ver [6] capítulo 2 página 116. �

Lema 2.6. Sea f continua en [0, a). Si ĺım
t→a−

f(t) = L, entonces f(t) es acotada en [0, a).

Demostración.

Como el límite existe, entonces se tiene que

∀ ε > 0, ∃ δ > 0 tal que a − δ < t < a ⇒ |f(t) − L| < ε.

Gabriela González



14 Capítulo2.Preliminares

De donde:

|f(t) − L| < ε ⇒ −ε < f(t) − L < ε

⇒ L − ε < f(t) < L + ε, ∀ t ∈ (a − δ, a).

Luego, f(t) es acotada en (a− δ, a), además también lo es en el compacto [0, a− δ].

Así, f(t) es acotada en [0, a − δ]
⋃

(a − δ, a) = [0, a). �

Lema 2.7. Si v′(s) es continua y acotada en [0, ω), entonces v(s) es acotada en [0, ω).

Demostración.

Como v′(s) es acotada en [0, ω), entonces existe R > 0 tal que

−R ≤ v′(s) ≤ R en [0, ω)

Tomando t arbitrario, pero fijo en [0, ω) y usando la continuidad de v′(s) en

[0, t) ⊂ [0, ω) e integrando en ambos lados de la desigualdad anterior, se tiene que:

−R ≤ v′(s) ≤ R ⇒

∫ t

0

−Rds ≤

∫ t

0

v′(s)ds ≤

∫ t

0

Rds

⇒ −Rt ≤ v(t) − v(0) ≤ Rt

⇒ v(0) − Rt ≤ v(t) ≤ v(0) + Rt

Ahora bien, considerando 0 ≤ t < ω se obtienen los siguientes cálculos

0 ≤ t < ω ⇒ 0 ≤ Rt ≤ Rω

⇒ 0 ≥ −Rt ≥ −Rω

⇒ v(0) ≥ v(0) − Rt ≥ v(0) − Rω

⇒ v(0) − Rω ≤ v(0) − Rt ≤ v(t) ≤ v(0) + Rt ≤ v(0) + Rω

⇒ v(0) − Rω ≤ v(t) ≤ v(0) + Rω

Por tanto, v(t) ∈ [v(0) − Rω, v(0) + Rω], es decir, v(t) es acotada en [0, w). �

Gabriela González



2.3.Preliminares de Análisis 15

Lema 2.8. (Lema de fluctuación)

Supongamos que la función f : (α, +∞) 7→ R es diferenciable y acotada en (α, +∞),

entonces existen sucesiones (τn) ր +∞ y (θn) ր +∞ tales que:

(i) ĺım
n→+∞

f(τn) = ĺım sup
t→+∞

f(t) = f y ĺım
n→+∞

f ′(τn) = 0.

(ii) ĺım
n→+∞

f(θn) = ĺım inf
t→+∞

f(t) = f y ĺım
n→+∞

f ′(θn) = 0.

Demostración.

Siempre se cumple que

f = ĺım
t→+∞

ı́nf f(t) ≤ ĺım
t→+∞

sup f(t) = f

Hagamos un estudio por casos. Supongamos primero que f = f, en este caso

ĺım
t→+∞

f(t) existe y ĺım
t→+∞

f(t) = f = f .

Tomemos ahora una sucesión (tn) en (α, +∞) tal que

ĺım
n→+∞

tn+1 − tn = +∞.

Ahora bien, por el teorema del valor medio existe una sucesión (τn) tal que τn ∈

(tn, tn+1) y

f ′(τn) =
f(tn+1) − f(tn)

tn+1 − tn
,

Además, como f es acotada y dado que ĺım
n→+∞

tn+1 − tn = ∞, entonces

ĺım
n→∞

1

tn+1 − tn
= 0.

En consecuencia,

ĺım
n→+∞

f ′(τn) = 0

Por lo tanto,

Gabriela González



16 Capítulo2.Preliminares

ĺım
n→+∞

f(τn) = ĺım
t→+∞

f(t) = f = f y ĺım
n→+∞

f ′(τn) = 0

En este caso las sucesiones (τn) y (θn) coinciden.

Si f < f , entonces para cada λ ∈ (f, f), existen t1, t2 y t3 tales que α < t1 < t2 < t3

y satisfacen que f(t1) = λ, f(t2) > λ y f(t3) = λ.

En efecto, recordemos que si λ < ĺım
x→+∞

sup f(x) = ı́nf
M>0

sup
x>M

f(x), entonces existe

M > 0 y existe un x0 > M tal que f(x0) > λ. En nuestro caso si λ > f , entonces existe

x0 > M > 0 (M > α) tal que f(x0) < λ.

Por un lado, veamos que ĺım
x→+∞

sup f(x) = ı́nf
x0>0

sup
x>x0

f(x). Para ello, consideremos

λ < f , entonces existe x1 > x0 > 0 tal que f(x1) > λ y por el teorema del valor

intermedio existe x2 ∈ (x0, x1) tal que f(x2) = λ.

Por otro lado, veamos que ĺım
x→+∞

ı́nf f(x) = sup
x1>0

ı́nf
x>x1

f(x). En este caso, si λ > f

entonces existe x3 > x1 > 0 tal que f(x3) < λ, nuevamente por el teorema del valor

intermedio existe x4 ∈ (x1, x3) tal que f(x4) = λ.

Si consideramos t1 = x2, t2 = x1 y t3 = x4, entonces existen t1 < t2 < t3 tales que

f(t1) = λ, f(t2) > λ y f(t3) = λ.

Luego, como f es continua y f(t2) > λ = f(t1) = f(t3), entonces existe τ1 ∈ (t1, t3)

de tal manera que f(τ1) es un máximo de f y como f es diferenciable se tiene que

f ′(τ1) = 0.

Consideremos una sucesión creciente (λn)n≥1, tal que:

f = ĺım
n→+∞

λn

f < λn < f

Por lo anterior existen sucesiones crecientes (tn) y (τn) tales que τn > tn ր +∞,

f(τn) > f(tn) = λn.
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Luego,

f = ĺım
n→+∞

λn = ĺım
n→+∞

f(tn) = ĺım
n→+∞

ı́nf f(tn)

≤ ĺım
n→+∞

ı́nf f(τn)

≤ ĺım
n→+∞

sup f(τn)

≤ f

esto es una sucesión creciente (τn) tal que:

ĺım
n→+∞

f(τn) = f

ĺım
n→+∞

f ′(τn) = 0.

Para encontrar la sucesión (θn) basta con hacer el mismo análisis anterior pero para

F (t) = −f(t). �

Lema 2.9. Si f es dos veces diferenciable en (0, +∞), f ′′ es acotada en (0, +∞) y

f(t) → 0, si t → ∞ , entonces f ′(t) → 0 cuando t → ∞.

Demostración.

Ver página 116 en [5]. �
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Lema 2.10. Sea v una función diferenciable en [0, +∞) tal que v′(t) < 0 en [0, +∞)

y ĺım
t→+∞

v(t) = 0, entonces v(t) > 0 en [0, +∞).

Demostración.

Supongamos por reducción al absurdo que existe s ∈ [0, +∞) tal que v(s) < 0.

Aplicando la definición de límite en el infinito, para ε = −v(s) > 0, existe M > 0

tal que

|v(t)| < −v(s), si t > M.

Esto es,

∀ t > M, v(s) < v(t) < −v(s).

Ahora bien, estudiemos los siguientes casos con respecto a s.

Caso 1: s > M

Si s > M , entonces la desigualdad anterior se satisface en t = s. Esto es, v(s) < v(s).

Lo cual es una contradicción.

Caso 2: s < M

Si s < M , entonces s < t. Como v′(t) < 0, en consecuencia v(s) > v(t). Lo cual

implica una contradicción, pues para todo t > M, v(s) < v(t).

Luego, v(t) > 0 para todo t ∈ [0, +∞) que era lo que se quería probar. �

Lema 2.11. Si G(x) = x3 − x, entonces existe una sucesión xn decreciente y que

converge a cero tal que G(xn) = x3
n − xn < 0.

Demostración.

Sea G(x) = x3 − x, la cual puede ser escrita como G(x) = x(x2 − 1). Además,

x(x2 − 1) = 0 ⇔ x = 0 ∨ x2 − 1 = 0.
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Nótese que x2 − 1 < 0, para todo x ∈ (−1, 1). Luego, si tomamos una sucesión

xn → 0 en forma decreciente en el compacto [0, 1], entonces x2
n < 1.

Así, x2
n−1 < 0. Pero xn > 0, por lo que xn(x2

n−1) < 0. Es decir, existe una sucesión

xn ց 0 tal que xn(x2
n − 1) = x3

n − xn < 0. �

Teorema 2.12. (Función implícita)

Sea f : A ⊂ R
k+n 7→ R

n una función de clase Cr(A). Escribamos f(x, y) = f(x1, ..., xk, y1, ..., yk),

supóngase (a, b) ∈ A con f(a, b) = 0 y det∂f

∂y
(a, b) 6= 0, entonces existe Ba vecindad de a

en R
k y existe una única función g : Ba ⊂ R

k 7→ R
n tal que g(a) = b y f(x, g(x)) = 0,

para todo x ∈ Ba y g es de clase Cr(B).

Demostración.

Ver teorema 9.2, página 74 de [2]

Definición 2.2. Diremos que F es localmente Lipschitziana en x, si dado

(t0, x0) ∈ W , donde W es un conjunto abierto, no vacío de R × R
n, entonces existe un

rectángulo R centrado en (t0, x0) y una constante L > 0 tal que

||F (t, x) − F (t, y)|| ≤ L||x − y||, ∀ (t, x), (t, y) ∈ R.

2.4. Lema de Gronwall y Teorema de Unicidad

Lema 2.13. (Desigualdad de Gronwall)

Sea ϕ : (a, b) 7→ R una función continua tal que

ϕ(t) ≤ α + β

∣

∣

∣

∣

∫ t

t0

ϕ(s)ds

∣

∣

∣

∣

, t ∈ (a, b)

para algún t0 ∈ (a, b) y algunas constantes α, β ≥ 0, entonces ϕ(t) ≤ αeβ|t−t0|,

para todo t ∈ (a, b).

Demostración.

Ver página 22 en [8]. �
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Teorema 2.14. (Unicidad)

Supongamos que F es localmente Lipschitziana en x y sean u : I 7→ R
n, v : J 7→ R

n

soluciones de x′ = F (t, x) que coinciden en algún punto. Entonces, u ≡ v en I ∩ J .

Demostración.

Definamos A = {t ∈ I ∩ J : u(t) = v(t)}. Por hipótesis, A no es vacío y como u, v

son continuas, A es cerrado en I ∩ J . Por otra parte, I ∩ J es conexo y así es suficiente

para probar que A es abierto en I ∩ J , pues en ese caso, tendremos que A = I ∩ J .

Para ello, fijemos t0 ∈ A y pongamos x0 = u(t0) = v(t0). Tomemos ahora un

rectángulo R = [t0 − δ, t0 + δ] × B(x0, r) ⊆ W y una constante L > 0 que satisface la

desigualdad de la definición (2.2). Ya que u, v son continuas, existe α ∈ (0, δ] tal que

u(t), v(t) ∈ B(x0, r) para cada t ∈ [t0 − α, t0 + α], en particular

‖F (t, u(t)) − F (t, v(t))‖ ≤ L‖u(t) − v(t)‖ si |t − t0| ≤ α.

Por otra parte, u, v son soluciones de

x(t) = x0 +

∫ t

t0

F (s, x(s))ds

y de aquí se puede deducir la siguiente expresión

u(t) − v(t) =

∫ t

t0

[F (s, u(s)) − F (s, v(x))]ds; ∀ t ∈ I ∩ J,

por lo tanto,

‖u(t) − v(t)‖ ≤

∣

∣

∣

∣

∫ t

t0

‖F (s, u(s)) − F (s, v(s))ds

∣

∣

∣

∣

≤ L

∣

∣

∣

∣

∫ t

t0

‖u(s) − v(s)‖ds

∣

∣

∣

∣

,

si |t − t0| ≤ α.

Por el lema 2.13 (desigualdad de Gronwall) concluimos que,

u(t) = v(t), ∀ t ∈ (t0 − α, t0 + α).

Así, (t0 − α, t0 + α) ⊂ A. �
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Corolario 2.15. (Dependencia continua de las condiciones iniciales)

Sea {Fk : W 7→ R
n : k ∈ N} una sucesión de funciones continuas que converge

uniformemente en compactos a una función F : W 7→ R
n. Supongamos además que

para (t0, x0) ∈ W , existen r, L > 0 tales que

||Fk(t, x) − Fk(t, y)|| ≤ L||x − y||; si |t − t0| ≤ r, x, y ∈ B(x0, r),

para todo k ∈ N. (Note que F es continua en W y localmente Lipschitziana en x). Sea

{(tk, xk)} una sucesión en W convergiendo a un punto (t0, x0) en W y u : I 7→ R
n la

solución de x′ = Fλ(t, x); x(0) = 0. Si uk : Ik 7→ R
n denota la solución del problema

x′ = Fk(t, x); x(tk) = xk,

entonces dado cualquier intervalo compacto K en I existe un entero k0 ≥ 1 tal que

K ⊂ Ik para todo k ≥ k0 y uk(t) → u(t) uniforme en K.

Demostración.

Ver corolario 4.6, página 76 en [8]. �

2.5. Estabilidad y Funciones de Liapunov

Definición 2.3. Diremos que un punto x∗ ∈ U es un equilibrio de x′ = F (t, x) si

f(x∗) = 0. En este caso, también se dice que x∗ es un punto crítico o de reposo.

Definición 2.4. Diremos que un punto de equilibrio x0 de x′ = F (t, x) es estable si

para cada vecindad V ⊂ U de x0 existe otra vecindad W de x0 tal que la solución de

x′ = F (t, x); con x(0) = ξ, está definida en [0,∞) para cada ξ ∈ W y u(t, ξ) ∈ V si

ξ ∈ W y t ≥ 0. Si el punto x0 no es estable, decimos que es inestable.

Definición 2.5. Se dice que x es un punto fijo de la función f , si y sólo si f(x) = x.

Nota 2.1. Dada una función V : Θ 7→ R de clase C1 definida en un abierto Θ ⊆ U ,

denotamos por V̇ : Θ 7→ R la función

V̇ (x) = V ′(x)f(x) = 〈∇V (x), f(x)〉E
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donde 〈·, ·〉E denota el producto Euclídeo usual en R
n y ∇V (x) denota el gradiente de

V en x. Es decir,

∇V (x) =

(

∂V

∂x1

(x), ...,
∂V

∂xn

(x)

)

.

�

Definición 2.6. Se dice que una aplicación de clase C1 V : Θ 7→ R es una función

de Liapunov para el sistema 2.1, en un punto de equilibrio x0 ∈ Θ, si:

(i) V (x0) = 0;

(ii) V (x) > 0 si x 6= x0;

(iii) V̇ ≤ 0 en Θ.

Si además V̇ (x) < 0 para x 6= x0, diremos que V es una función de Liapunov estricta.

Teorema 2.16. (Inestabilidad)

Sea V : θ 7→ R una función de clase C1 definida en una vecindad abierta θ ⊂ U de un

punto de equilibrio x0, tal que:

(i) V (x0) = 0;

(ii) Toda vecindad de x0 contiene un punto donde V es negativa;

(iii) V̇ (x) < 0 si x 6= x0.

Entonces x0 es inestable.

Demostración.

Ver teorema 4.9, página 95 de [8]. �

Lema 2.17. Sea V : θ 7→ R una función de clase C1 definida en una vecindad abierta

θ ⊂ U de un punto de equilibrio x0, tal que:

(i) V (x0) = 0;

(ii) V (x) > 0 si x 6= x0;
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(iii) V̇ ≥ 0.

Si u : I 7→ U es una solución maximal de x′ = F (t, x) con θ ∈ I y u(0) 6= x0, entonces

existe una vecindad W de x0 tal que u(t) /∈ W si t ∈ [0, β) := I
⋂

[0,∞].

Demostración.

Ver proposición 4.11, página 97 de [8]. �
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Capítulo 3

LA ECUACIÓN DE VAN DER POL

En este capítulo probaremos el resultado principal de este trabajo, es decir, vamos

a demostrar la existencia de una solución periódica no trivial pata el sistema:

{

x′ = y − (x3 − x)

y′ = −x
(3.1)

3.1. Intersección con la curva y = x3 − x

Proposición 3.1. Sea (u, v) una solución del sistema (3.1). Si u(0) = 0 y v(0) > 0,

entonces existe τ > 0 tal que u′(τ) = 0 y u′ > 0 en [0, τ).(Ver figura 1)

Demostración.

Consideremos (u, v) una solución del sistema (3.1), por lo que se satisface

u′(t) = v(t) − (u3(t) − u(t)).

Más aún, cuando t = 0, se cumple que

u′(0) = v(0) − (u3(0) − u(0)) = v(0) > 0.

Trabajemos por reducción al absurdo, supongamos que u′(t) > 0 en el intervalo

[0, ω) = [0, +∞)
⋂

I, donde I es el dominio de (u, v) y [0, ω) es el intervalo de la

solución maximal.

Sea t ∈ [0, ω), integramos u′(t) desde 0 hasta t; es decir,

∫ t

0

u′(s)ds = u(t) − u(0) = u(t) − 0 = u(t).

25
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Como u′(t) > 0 ∀ t ∈ [0, ω) se tiene que
∫ t

0
u′(s)ds > 0, en consecuencia u(t) > 0.

Así, v′(t) = −u(t) < 0, para todo t ∈ [0, ω).

Ahora bien, por un lado, sabemos que

ĺım
x→+∞

(x3 − x) = ĺım
x→+∞

x(x2 − 1) = +∞,

por tanto, x3 − x está acotada inferiormente en [0, ω).

Por otro lado, del sistema (3.1) se tiene que

u′(t) = v(t) − (u3(t) − u(t)),

despejando v(t) se obtiene

v(t) = u′(t) + (u3(t) − u(t)) > u3(t) − u(t),

entonces v(t) > u3(t) − u(t). Como u3 − u está acotada inferiormente en [0, ω),

también lo está v(t). Además como v(t) es decreciente, se tiene que está acotada

superiormente por v(0). Así, v(t) es acotada en [0, ω).

En consecuencia,

ĺım
t→ω−

v(t) = µ.

Ahora bien, estudiemos los siguientes casos con respecto a ω.

Caso 1 : ω < +∞

Por corolario 2.2, (u, v) no está acotada en [0, ω). Esto es, (t, u(t), v(t)) no es acotada

en [0, ω) pues de serlo, sería posible encontrar α > 0 tal que:

||(t, u(t), v(t))|| ≤ α, ∀ t ∈ [0, ω).

Así, (t, u(t), v(t)) ∈ B(0, α) = K compacto. Luego, (u(t), v(t)) sería prolongable a

la derecha de ω, lo cual contradice la maximalidad de [0, ω).
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En consecuencia, u(t) no está acotada superiormente en [0, ω); ya que u(t) > 0 en

[0, ω) y además ĺım
t→ω−

v(t) = µ < +∞.

Por tanto, ĺım
t→ω−

u(t) = +∞.

Por otro lado, probemos que existe una sucesión {tn}
+∞
n=1 en [0, ω) tal que

u′(tn) → +∞.

Para esto, consideremos αn = ω− 1
n

y aplicando el teorema del valor medio, se tiene

que para cada n existe tn ∈ [0, αn] ⊂ [0, ω) tal que

u′(tn) =
u(αn) − u(0)

αn

.

Aplicando límite a la expresión anterior, se obtiene

ĺım
n→∞

u′(tn) = ĺım
n→∞

u(αn)

αn

= ĺım
t→ω−

u(t)

t
= +∞

Recordemos que u(t) > 0 en [0, ω), por tanto v′(t) = −u(t) < 0 en [0, ω); es decir, v(t)

decrece en [0, ω), y por lo tanto para tn > 0, v(tn) < v(0).

En consecuencia,

u′(tn) = v(tn) − (u3(tn) − u(tn)) ⇒ u3(tn) − u(tn) = v(tn) − u′(tn) < v(0) − u′(tn).

Así, podemos concluir que ĺım
n→∞

u3(tn)−u(tn) = −∞. Lo cual contradice que u3 −u

es acotada inferiormente.

Con esto termina la prueba del primer caso.

Caso 2: ω = +∞

En este caso, existe tn → +∞ tal que v′(tn) → 0
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En efecto, consideremos sn = t+n y rn = t+2n, aplicando el teorema del valor

medio a v(t) en (t + n, t + 2n), existe tn ∈ (t + n, t + 2n) tal que

v′(tn) =
v(rn) − v(sn)

t + 2n − (t + n)
=

v(rn) − v(sn)

n
⇒ |v′(tn)| =

∣

∣

∣

∣

v(rn) − v(sn)

n

∣

∣

∣

∣

. (3.2)

Como v(t) es decreciente en [0, ω), se cumple v(0) ≥ v(t) , ∀ t ∈ [0, ω). Además, v(t)

es acotada inferiormente, por tanto se satisface k0 ≤ v(t) ≤ v(0), más aún, |v(t)| ≤ k.

Así, en (3.2) se cumple

0 ≤ |v′(tn)| =

∣

∣

∣

∣

v(rn) − v(sn)

n

∣

∣

∣

∣

≤
k + k

n
=

2k

n
.

En consecuencia, ĺım
n→∞

v′(tn) = 0, y dado que v′(tn) = −u(tn), entonces hemos

encontrado una sucesión tn, tal que u(tn) → 0. Lo cual es una contradicción, pues u es

creciente y positiva en [0, ω).

En ambos casos, la contradicción proviene de haber supuesto que u′(t) > 0 en [0, ω).

Luego, existe un primer tiempo τ tal que u′(τ) = 0 y u′(t) > 0 en [0, τ). �

( , )u v

( )u

(0)v

G

1Figura
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Lema 3.1. Sea (u, v) una solución del sistema (3.1). Si u > 0 en [0, ω), u′(0) ≤ 0 <

u(0), entonces

u′(t) < 0, para todot ∈ (0, ω).

Demostración.

Sea [0, ω) el intervalo maximal de solución.

Por hipótesis se tiene que u′(0) ≤ 0, por lo que estudiaremos los siguientes casos

con respecto a u′(0).

Caso 1: u′(0) < 0.

Si u′(0) < 0, entonces por continuidad existe T > 0 tal que u′(t) < 0 en (0, T ).

En efecto,

ĺım
t→0

u′(t) = u′(0) < 0

Luego,

∀ ε > 0, ∃T > 0 tal que |u′(t) − u′(0)| < ε, si − T < t < T

Sea ε =
−u′(0)

2
> 0

Entonces,

−ε < u′(t) − u′(0) < ε ⇒
u′(0)

2
< u′(t) − u′(0) <

−u′(0)

2

⇔ u′(t) < u′(0) −
u′(0)

2
=

−u′(0)

2

⇒ u′(t) <
u′(0)

2
< 0

Por lo tanto, u′(t) < 0 en −T < t < T . Más aún, u′(t) < 0 en [0, T ).

Caso 2: u′(0) = 0.
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Por el sistema (3.1), tenemos

u′(t) = v(t) − (u3(t) − u(t)) ⇒ u
′′

(t) = v′(t) − (3u2(t) − 1)u′(t)

En particular, para t = 0 se obtiene

u
′′

(0) = v′(0) − (3u2(0) − 1)u′(0)

= v′(0)

= −u(0) < 0

Así, u′′(0) < 0.

Luego, por continuidad, existe T̂ > 0 tal que u′′(t) < 0 en [0, T̂ ). Si 0 ≤ s < t ≤ T̂ ,

entonces u′′(s) < 0, ∀ s ∈ [0, T̂ ).

Integrando u′′(t) desde 0 hasta t, con t ∈ [0, T̂ ), se tiene que

∫ t

0

u′′(s)ds = u′(t) − u′(0) < 0

Por tanto, u′(t) < 0, ∀ t ∈ [0, T̂ ).

Así, en ambos casos demostramos que existe T tal que u′(t) < 0, ∀ t ∈ [0, T ).

Ahora bien, veamos que esta condición se mantiene en (0, ω). Supongamos que esto

no ocurre, es decir, existe τ ∈ (0, ω) tal que u′(τ) = 0 y u′(t) < 0, ∀ t ∈ (0, τ) ⊂ (0, ω).

Por un lado,

u′′(τ) = v′(τ) − (3u′′(τ) − 1)u′(τ)

= v′(τ)

= −u(τ) < 0.

Así, se obtiene que

u′′(τ) < 0. (3.3)
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Por otro lado,

u′′(τ) = ĺım
t→τ−

u′(t) − u′(τ)

t − τ

= ĺım
t→τ−

u′(t)

t − τ

Además, u′(t) < 0 en (0, τ) y cuando t → τ−, t − τ < 0, en consecuencia

u′′(τ) = ĺım
t→τ−

u′(t)

t − τ
≥ 0

Esto es, u′′(τ) ≥ 0. Lo cual contradice (3.3). Tal contradicción proviene de suponer

que u′(t) < 0, ∀ t ∈ (0, T ) no se mantiene en (0, ω), es decir, u′(t) < 0, ∀ t ∈ (0, ω).

Así, hemos demostrado

u′(t) < 0, ∀ t ∈ (0, ω).

�

3.2. Oscilación y soluciones periódicas

Proposición 3.2. Sea (u, v) solución del sistema (3.1). Si u′(0) ≤ 0 < u(0), entonces

existe t∗ > 0 tal que u(t∗) = 0 y u′(t) < 0 en (0, t∗], en particular, v(t∗) = u′(t∗) < 0.(ver

figura 2)

Demostración.

Sea [0, ω) = I ∩ (0, +∞) el intervalo maximal de la solución y consideremos (u, v)

solución del sistema (3.1) y supongamos por reducción al absurdo que u(t) > 0,

∀ t ∈ [0, ω) (es decir, u está acotada inferiormente por cero).

Por lema 3.1, se tiene que u′(t) < 0, ∀ t ∈ (0, ω). Es decir, u es monótona decreciente

en (0, ω) y por ser acotada inferiormente por cero, se tiene que ĺım
t→ω−

u(t) = λ ≥ 0 existe

y es finito.
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Por tanto, se puede garantizar que ĺım
t→ω−

−u(t) = −λ = ĺım
t→ω−

v′(t), también existe.

Luego, por lema 2.6 se tiene que v′(t) es acotada en [0, ω).

Con esto se concluye que ω = +∞, ya que de no serlo, por el lema 2.7

v(t) ∈ [v(0) − Rω, v(0) + Rω]

y en consecuencia (t, u(t), v(t)) ∈ [0, ω] × [v(0) − Rω, v(0) + Rω] = K compacto.

Así por el corolario de prolongación, v(t) sería prolongable a la derecha de ω, lo cual

contradice la maximalidad de [0, ω).

Ahora bien, como ĺım
t→+∞

u(t) = λ, entonces nuevamente por el lema 2.6, u(t) es

acotada en (0, +∞).

Además, u(t) es diferenciable y por el lema 2.8, existe una sucesión tn → +∞ tal

que ĺım
t→+∞

u′(tn) = 0.

Por tanto,

u′(tn) = v(tn) − (u3(tn) − u(tn)) → 0.

Esto es,

v(tn) → u3(tn) − u(tn) = λ3 − λ.

Pero, como u(t) > 0 en (0, ω), entonces v′(t) = −u(t) < 0. En consecuencia,

v′(s) < 0, ∀ s ∈ (0, +∞).

Así, tomando 0 ≤ s < t < +∞ tenemos que:

∫ t

0

v′(s)ds < 0 ⇒ v(t) − v(0) < 0

⇒ v(t) < v(0).

Además, como v(tn) converge, entonces v(tn) es acotada. Esto es, existe R > 0 tal

que

|v(tn)| ≤ R.
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Ahora bien, como v′(s) < 0, v decrece en (0, ω). Así, dado t ∈ [0, +∞), existe tn tal

que tn > t, por lo que v(t) > v(tn).

Así, −R ≤ v(tn) < v(t) < v(0). Es decir, v(t) es acotada en (0, +∞).

En resumen, hemos probado que:

(i) Existe tn tal que v(tn) → λ3 − λ.

(ii) v(t) decrece y es acotada en (0, +∞).

De acá, ĺım
t→+∞

v(t) = λ3 − λ y además ĺım
t→+∞

v′(tn) = −λ.

Ahora bien, apliquemos el lema 2.9 a f(t) = v(t)− (λ3 −λ). Para esto, verifiquemos

que se cumplen las hipótesis de dicho lema. Esto es:

f ′(t) = v′(t) = −u(t) ⇒ f ′′(t) = −u′(t)

Así, f ′′(t) existe en (0, +∞).

ĺım
t→+∞

f ′′(t) = ĺım
t→+∞

−u′(t)

= − ĺım
t→∞

(v(t) − (u3(t) − u(t))

= −(λ3 − λ − λ3 + λ)

= 0.

Por tanto, f ′′(t) es acotada en (0, +∞).

ĺım
t→∞

f(t) = ĺım
t→∞

[v(t) − (λ3 − λ)] = 0.

Por tanto, hemos probado que ĺım
t→+∞

v′(t) − λ = 0. En consecuencia,

ĺım
t→+∞

v(t) = λ3 − λ = 0.

Además, como v′(t) < 0, ∀ t ∈ (0, +∞), entonces por el lema 2.10, se tiene que

v(t) > 0 en (0, +∞).
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Ahora bien, por el lema 3.1, tenemos que u′(t) < 0.

En consecuencia, v(t) − (u3(t) − u(t)) < 0. Lo cual implica u3(t) − u(t) > v(t) en

(0, +∞). Más aún, u3(t) − u(t) > 0 en (0, u(0)) ⊂ (0, +∞).

Lo cual contradice el lema 2.11, pues sería imposible hallar una sucesión decreciente

y convergente a cero tal que u3
n(t) − un(t) < 0.

Esta contradicción proviene de haber supuesto que u(t) > 0 en (0, ω).

Pero, como u(0) > 0, entonces existe t∗ > 0 tal que u(t∗) = 0 y u(t) > 0 en (0, t∗).

Repitiendo el argumento que se usó en el lema 3.1, tenemos que u′ < 0 en (0, t∗).

Ahora bien,

u′(t∗) = v(t∗) − (u3(t∗) − u(t∗)) = v(t∗)

Además, como (0, 0) es punto de equilibrio y (u, v) es una solución no trivial del

sistema (3.1) y u(t∗) = 0, no puede ser v(t∗) = 0.

Esto es, como u′ < 0 en (0, t∗) y u′(t∗) = v(t∗) 6= 0, entonces u′(t∗) < 0; ya que si

u′(t∗) > 0, por continuidad de u′ en t∗ se tiene que dado ε = u′(t∗)
2

> 0, existe δ > 0 tal

que

|u′(t) − u′(t∗)| <
u′(t∗)

2
para |t − t∗| < δ.

De allí,

−
u′(t∗)

2
< u′(t) − u′(t∗) <

u′(t∗)

2
⇒ 0 <

u′(t∗)

2
< u′(t) <

3

2
u′(t∗).

En consecuencia, u′(t) > 0 en |t− t∗| < δ. Más aún, u′(t) > 0 en (t∗− δ, t∗) ⊂ (0, t∗).

Lo que contradice que u′ < 0 en (0, t∗).

Por lo tanto, u′(t∗) < 0 y así v(t∗) = u′(t∗) también es negativo. �
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( , )u v

*
( )v t

Figura 2

Observación 3.1. Dado q ∈ R, denotemos por (u(t, q), v(t, q)) a la solución del sistema

que en el tiempo t = 0 pasa por (0, q). En símbolos, u(0, q) = 0 y v(0, q) = q.

Si las hipótesis de la proposición 3.1 se satisfacen, entonces para cada q > 0 existe

∆(q) > 0 tal que

u′(t, q) > 0 en [0, ∆(q)) y u′(∆(q), q) = 0.

Además, si se satisfacen las hipótesis de la proposición 3.2, entonces aplicando dicha

proposición a la solución (u, v) = (t + ∆(q), q), con q > 0, se obtiene la existencia de

un valor T (q) > ∆(q) tal que u′(t, q) < 0 en (∆(q), T (q)) y u(T (q), q) = 0.

Ahora bien, veamos que nos encontramos del lado derecho del plano uv, esto es

u(t, q) > 0 en (0, T (q)).

En efecto, estudiemos el comportamiento del signo de u(t, q) en cada uno de los

siguientes intervalos.

Para t ∈ (0, ∆(q)), por la proposición 3.1 se tiene que u′(t, q) > 0 en (0, ∆(q)) y

u′(∆(q), q) = 0. Así, integrando esta desigualdad tenemos:
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∫ t

0

u′(s, q)ds > 0 ⇒ u(t, q) − u(0, q) > 0

⇒ u(t, q) > 0.

Para t ∈ [∆(q), T (q)), por la proposición 3.2 se tiene que u′(t, q) < 0 y

u(T (q), q) = 0, integrando tal desigualdad se obtiene:

∫ T (q)

t

u′(s, q)ds < 0 ⇒ u(T (q), q)− u(t, q) < 0

⇒ −u(t, q) < 0

⇒ u(t, q) > 0.

Así, en la unión de los intervalos anteriores se tiene que u(t, q) > 0, luego u(t, q)

es positiva en (0, T (q)), es decir, la trayectoria de la solución está del lado derecho del

plano.

Como u(T (q), q) = 0, entonces T (q) es el primer tiempo en que u(t, q) se anula. �

En lo que sigue, estudiaremos algunas propiedades de la función Y : (0, +∞) 7→ R

dada por Y (q) = v(T (q), q).

Comencemos por notar la siguiente propiedad sobre Y :

Y (q) = v(T (q), q)

= u′(T (q), q) − (u3(T (q), q) − u(T (q), q))

= u′(T (q), q)

< 0.

Por tanto, Y (q) < 0, ∀ q > 0.

También hemos definido implícitamente la función T (q) que asigna al número positivo

q el primer tiempo T (q) en el que u(T (q), q) = 0.
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Proposición 3.3. La función T (q) descrita por

(i) u′(t, q) > 0 en [0, ∆(q));

(ii) u′(∆(q), q) = 0;

(iii) u′(t, q) < 0 en (∆(q), T (q)];

(iv) u(T (q), q) = 0;

es continua en (0, +∞).

Demostración.

Supongamos que T (q) no es continua en algún punto q0 > 0, entonces existe una

sucesión {qn}
+∞
n=1 tal que qn → q0 y |T (qn) − T (q0)| ≥ ε para todo n en N.

Ahora bien, la función u : A ⊂ R
2 7→ R dada por u(t, q) satisface las hipótesis del

teorema de la función implícita, esto es:

Existe (T (q0), q0) ⊂ A, tal que u(T (q0), q0) = 0.

u(T (q0), q0) 6= 0, pues u′(T (q0), q0) < 0.

Luego existe una vecindad de q0, digamos |q− q0| < η, η > 0 y también existe una

función continua f : (q0 − η, q0 + η) 7→ (0, +∞), tal que:

f(q0) = T (q0);

u(f(q0), q) = 0, ∀ q ∈ (q0 − η, q0 + η).

Nótese que u(f(q), q) = 0, garantiza que T (q) ≤ f(q), pues T (q) es el primer tiempo

en que se satisface que u(t, q) = 0.

Ahora bien, qn → q0, luego dado ε = η, existe N(ε) tal que |qn − q0| < η para

n > N(ε).
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En consecuencia, los términos qn están en la vecindad (q0 − η, q0 + η), por lo cual

u(f(qn), qn) = 0 y nuevamente por ser T (qn) el primer tiempo en que u(t, qn) = 0,

entonces 0 ≤ T (qn) ≤ f(qn).

Ahora, como qn → q0 y f es continua en q0, entonces f(qn) → f(q0). Luego, dado

ε = ε̂ existe N1(ε̂), tal que para N > N1(ε̂) se cumple que

|f(qn) − f(q0)| < ε̂ ⇒ −ε̂ < f(qn) − f(q0) < ε̂

⇒ f(q0) − ε̂ < f(qn) < ε̂ + f(q0)

Pero f(q0) = T (q0), entonces

T (q0) − ε̂ < f(qn) < ε̂ + T (q0).

Además,

0 ≤ T (qn) ≤ f(qn) < ε̂ + T (q0) ≤ 2ε̂ + T (q0).

Por lo tanto, T (qn) está en el compacto [0, 2ε̂+T (q0)]. Luego, {T (qn)}+∞
n=1 posee una

subsucesión convergente, digamos sin pérdida de generalidad, que la misma {T (qn)}
+∞
n=1

converge a γ, esto es ĺım
n→+∞

T (qn) = γ.

Si aplicamos límite en la desigualdad T (qn) < ε̂ + T (q0), se tiene que γ ≤ ε̂ + T (q0).

En consecuencia,

γ − T (q0) ≤ ε̂ (3.4)

Por otra parte,

|T (qn) − T (q0)| ≥ ε̂

tomando límite cuando n → 0, y usando la continuidad del valor absoluto, tenemos que

| ĺım
n→+∞

T (qn) − T (q0)| ≥ ε̂, es decir, |γ − T (q0)| ≥ ε̂

Así, hay dos posibilidades

γ − T (q0) > ε̂ ó γ − T (q0) ≤ −ε̂
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Como (3.4) se satisface, entonces no puede ocurrir que γ−T (q0) > ε̂, en consecuencia

γ − T (q0) ≤ −ε̂, de donde

ĺım
n→+∞

T (qn) = γ ≤ T (q0) − ε̂

Además, las soluciones de un problema de valor inicial son continuas con respecto

a las condiciones iniciales, en consecuencia

0 = u(T (qn), qn) → u(γ, q0).

Por tanto,

u(γ, q0) = 0

Así, hemos encontrado γ ≤ T (q0)− ε̂ < T (q0) tal que u(γ, q0) = 0, lo que contradice

que T (q0) es el primer tiempo en que u(t, q0) = 0. �

Lema 3.2. Sean (ui, vi) : Ii 7→ R
2; i = 1, 2 soluciones maximales del sistema

{

x′ = Φ(x, y)

y′ = Ψ(x, y)

donde Φ, Ψ : R
2 7→ R son localmente Lipschitzianas. Supongamos que [0, Ti] ⊂ Ii, para

algún Ti > 0 y además:

(i) ui(0) = ui(Ti) = 0

(ii) ui > 0 > v′
i en (0, Ti)

(iii) v2(T2) < v1(0) < v2(0)

Entonces v1(T1) > v2(T2).(ver figura 3)

Demostración.

Supongamos por reducción al absurdo que v1(Ti) ≤ v2(T2), ahora bien, como v′
i < 0

en (0, Ti), podemos asegurar que vi es decreciente (y así inyectiva) en (0, Ti), por esta

razón podemos considerar a:

vi : [0, Ti] 7→ [vi(Ti), vi(0)]
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la cual es una función biyectiva, y en consecuencia existe v−1
i : [vi(Ti), vi(0)] 7→ [0, Ti].

Por lo tanto, la función wi = ui ◦ v−1
i está bien definida, y además gracias a la

hipótesis (i), se cumple que:

wi(vi(0)) = (ui ◦ v−1
i ◦ vi)(0)

= ui(0) = 0.

De manera análoga:

wi(vi(Ti)) = (ui ◦ v−1
i ◦ vi)(Ti)

= ui(Ti) = 0.

Es decir, wi(vi(0)) = wi(vi(Ti)) = 0.

Además,

(w2 − w1)(v1(0)) = w2(v1(0)) − (w1 ◦ v1)(0)

= w2(v1(0)).

Así,

(w2 − w1)(v1(0)) = w2(v1(0))

= (u2 ◦ v−1
2 ◦ v1)(0)

= u2(v
−1
2 ◦ v1(0)).

Por otro lado, v1(0) > v2(T2) y v−1
2 : [v2(T2), v2(0)] 7→ [0, T2]. Por tanto,

v−1
2 ◦ v1(0) ∈ (0, T2) y por medio de la hipótesis (ii) se tiene que u2 > 0 en (0, T2).

Luego,

(w2 − w1)(v1(0)) = u2(v
−1
2 ◦ v1(0)) > 0.

De manera análoga,

(w2 − w1)(v2(T2)) = w2(v2(T2)) − w1(v2(T2))

= −w1(v2(T2)) ≤ 0 (pues wi(vi(Ti)) = 0)
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Ahora bien, como (w2 −w1)(v1(0)) > 0 y (w2 −w1)(v2(T2) ≤ 0, entonces aplicamos

el teorema 2.5 a la función w2 − w1 en el intervalo [v2(T2), v1(0)], tenemos que existe

y ∈ [v2(T2), v1(0)) tal que (w2 − w1)(y) = 0.

Esto es, w2(y) = w1(y). Además, como vi : [0, Ti] 7→ [vi(Ti), vi(0)] es sobreyectiva,

podemos asegurar que vi(t) = y. Es decir; si ti = v−1
i (y); i = 1, 2, entonces ocurre:

v1(t1) = y = v2(t2) y u1(t1) = u1(v
−1
1 (y)) = w1(y) = w2(y) = w2(v2(t2)) = u2(t2).

Así, (u2, v2)(t2) = (u1, v1)(t1) y por el teorema 2.14, tenemos que:

(u2, v2)(t) = (u1, v1)(t + t1 − t2). (3.5)

Supongamos sin pérdida de generalidad que t1 ≥ t2 (De no serlo, se repite el

argumento anterior, pero cambiando (u1, v1) por (u2, v2)). Entonces, por ser soluciones

distintas, se tiene que t1 > t2.

Nótese que la hipótesis (iii) garantiza que v1(0) 6= v2(0) y en consecuencia,

(u1, v1) 6= (u2, v2).

Ahora bien, de 3.5 se tiene que u2(t) = u1(t+t1−t2); si evaluamos en t = 0, tenemos

u2(0) = u1(t1 − t2). Pero, u2(0) = 0; por lo que u1(t1 − t2) = 0.

Por otro lado, T1 ≥ t1 > t1− t2 > 0. Así, hemos encontrado un valor t1− t2 ∈ (0, T1)

tal que ui(t1 − t2) = 0, lo cual contradice la hipótesis (ii). �

2

1

(0)

(0)

v

v

1 1

2 2
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Figura 3
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Proposición 3.4. La función Y es una función continua y estrictamente decreciente.

Demostración.

Sea qn → q0, entonces, de la continuidad de v y T se tiene que:

Y (qn) = v(T (qn), qn) 7→ v(T (q0), q0) = Y (q0)

Por tanto, Y es continua.

Sean q1, q2 ∈ (0, +∞), digamos que q1 > q2, entonces v(q2) < v(q1), ya que v′ < 0

Esto es,

Y (q1) = v(T (q1), q1) = v(q1) < v(q2) = v(T (q2), q2) = Y (q2)

Por tanto, Y es una función continua y estrictamente decreciente. �

Observación 3.2. A continuación vamos a usar los mismos argumentos usados pero

en el semiplano negativo de las y, para esto aprovecharemos la simetría de la función

x3 − x con respecto al origen, y obtendremos resultados similares a los anteriores.

Proposición 3.5. En las condiciones del sistema ?? existe una función continua

S : (−∞, 0) 7→ (0, +∞) tal que:

(i) u(t, p) < 0 en (0, S(p));

(ii) u(S(p), p) = 0 para cada p < 0.

Además, la función Z(p) = v(S(p), p) es positiva, continua y estrictamente decreciente.(ver

figura 4)

Demostración.

Haciendo el cambio de variables ξ = −x, η = −y el sistema ?? se transforma en

{

ξ′ = η − (ξ3 − ξ)

η′ = −ξ
(3.6)

El cual satisface las hipótesis de las proposiciones 3.1, 3.2 y 3.3, entonces existe una

función T∗ : (0, +∞) 7→ (0, +∞) tal que:
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u∗(T (q), q) = 0;

u∗(t, q) > 0 en (0, T∗(q)).

donde (u∗, v∗)(t, q) denota la solución del nuevo sistema 3.6 que comienza en (0, q).

De la proposición 3.4, la función

Y∗(q) := v ∗ (T∗(q), q), q > 0

es negativa, continua y estrictamente decreciente.

El teorema se deduce definiendo S(p) = T∗(−p).

Además,

Z(p) = v(S(p), p) = −v ∗ (T∗(−p),−p) = −Y∗(−p)

En efecto, como u∗(t,−q) > 0 en (0, T∗(q)) y u∗(T (q), q) = 0, con S(p) = T∗(−p),

tenemos que

u∗(T∗(−p), p) = u∗(S(p), p) = 0

Por un lado, para p < 0 se tiene que u∗(t,−p) < 0 en (0, T∗(−p)) = (0, S(p)) y por

otro lado, Y∗(−p) = v∗(T∗(−p),−p) < 0, si −p < 0.

Por tanto,

Z(p) = −Y∗(−p) = −v∗(S(p), p) > 0

�
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Figura 4

A continuación demostraremos el objetivo principal del trabajo, esto es, probar que

el sistema que modela a la Ecuación de Van der Pol, posee una solución periódica no

trivial.

3.3. Teorema principal

Teorema 3.3. (Teorema Principal)

Supongamos que Y+∞ = ĺım
q→+∞

Y (q) > −∞, entonces el sistema ?? posee una solución

periódica no trivial.(ver figura 5)

Demostración.

0

( )

( )

Z Y

q

Y

0
q

Figura 5

Sea π : (0, +∞) 7→ (0, +∞) la composición π = Z ◦ Y , la cual es la compuesta de

funciones continuas, por tanto, π es continua. Además, como Y y Z son estrictamente
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decrecientes, para a < b, se satisface que Y (a) > Y (b).

En consecuencia, Z(Y (a)) < Z(Y (b)). Así, π es estrictamente creciente.

Ahora bien, como Y+∞ = ĺım
q→+∞

Y (q) > −∞, entonces podemos considerar q0

arbitrario tal que q0 > Z(Y+∞).

Por otro lado, si consideramos q > q0 arbitrariamente grande, y además, por ser Y

estrictamente decreciente, se cumple que Y (q) < Y (q0).

Luego, aplicando límite cuando q → +∞ en ambos lados de la desigualdad anterior,

se tiene

ĺım
q→+∞

Y (q) = Y+∞ ≤ ĺım
q→+∞

Y (q0) = Y (q0)

Nuevamente, como Z es estrictamente decreciente, entonces se satisface que

Z(Y+∞) > Z(Y (q0)). Más aún, q0 > Z(Y+∞) > Z(Y (q0)) = π(q0). Así, q0 > π(q0).

Como π es estrictamente creciente se cumple

q0 > π(q0) > π2(q0) > π3(q0) > . . . > πn(q0)

Así, la sucesión πn(q0) es monótona decreciente y además acotada inferiormente

por 0, y por consiguiente, convergente. Es decir, ĺım
n→+∞

πn(q0) = q∗ ≥ 0.(Nótese que

πn(q0) ∈ (0, +∞), en consecuencia, ĺım
n→+∞

πn(q0) = q∗ ≥ 0).

Más aún,

π(q∗) = π( ĺım
n→+∞

πn(q0)) = ĺım
n→+∞

πn+1(q0)) = q∗

Es decir, q∗ es un punto fijo de π.

Por otro lado, si denotamos T∗ = T (q∗)+S(Y (q∗)), donde S es la función que viene

dada por la proposición 3.5 , se obtiene v(T∗, q∗) = q∗ y u(T∗, q∗) = 0.
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Veamos ahora que la solución que en el tiempo t = 0 pasa por q∗ es periódica.

Recordemos que (u(t, q∗), (v(t, q∗)) denota la solución que en el tiempo t = 0 pasa por

q∗; en símbolos esto quiere decir:

u(0, q∗) = 0 y v(0, q∗) = q∗

Ahora bien,

u(T∗, q∗) = 0 y v(T∗, q∗) = v(T (q∗) + S(Y (q∗), q∗)) = Z(Y (q∗)) = π(q∗) = q∗

Es decir, la solución que en el tiempo t = 0 pasa por q∗ es periódica con período

T∗ = T (q∗) + S(Y (q∗)).

Ahora bien, veamos que esta solución es no trivial. Para esto, usaremos el lema 2.17,

el cual garantiza la existencia de una vecindad del punto de equilibrio (0, 0), tal que la

solución del sistema no pertenece a esta vecindad si t ∈ [0, ω).

Para esto, consideremos la función V : (−1, 1) × R 7→ R de clase C1, dada por:

V (x, y) =
1

2
(x2 + y2).

Veamos que se satisfacen las hipótesis del lema 2.17 para la función V .

V (0, 0) = 0.

V (x, y) > 0 si (x, y) 6= (0, 0).

V̇ (x, y) = 〈∇V ; (y − (x3 − x),−x)〉

= 〈(x, y); (y − (x3 − x),−x)〉

= xy − x4 + x2 − xy

= −x2(x2 − 1) ≥ 0.

Luego, existe ρ > 0 tal que u2(t, q0) + v2(t, q0) ≥ ρ2, para todo t ∈ R.

Destacamos que esto significa que la solución que en el tiempo t = 0 vale q0 se

mantiene fuera del disco D(0, ρ) para cualquier valor de t en el futuro, en particular
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para los valores en que la trayectoria corta al semieje positivo de las v (las imágenes de

π).

Así π(q0), que corresponde al valor de la coordenada v de la solución en el tiempo

t = T (q0) +S(Y (q0)), está fuera del disco D(0, ρ). De igual forma, todas las iteraciones

πn(q0) están fuera de dicho disco y así πn(q0) ≥ ρ, para todo n ∈ N.

En consecuencia,

q∗ = ĺım
n→+∞

πn(q0) ≥ ρ.

Esto es,

u2(t, q∗) + v2(t, q∗) ≥ ρ2, para todo t ∈ R.

Por tanto, (u(t, q∗), v(t, q∗)) es una solución periódica no trivial para (3.1). �
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