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Resumen.

En este trabajo se presenta, de forma autocontenida, una disertaciéon es-
crita sobre uno de los teoremas mas importantes y hermosos de la dindmica
unidimensional, se trata en realidad de una coleccion de resultados debidos al
matemadtico ucraniano Oleksandr Mikolaiovich Sharkovsky (1936 - ) publi-
cados inicialmente en ruso en el ano 1964, y que en la actualidad son reunidos
con el nombre de Teorema de Sharkovsky.

El teorema de Sharkovsky permanecié sin conocerse fuera de la Europa
Oriental hasta la segunda mitad de la década de 1970, cuando aparece pu-
blicado el articulo “Period three implies chaos” de Tien-Yien Li y James
A. Yorke; en ese articulo se demuestra parcialmente un caso particular del
Teorema de Sharkovsky, no obstante, se introduce, sin nombre, la nocién de
conjuntos scrambled, los cuales dan origen a lo que hoy se conoce con el nom-
bre de Caos en el sentido de Li-Yorke. En virtud de esto también se incluirdn
en la monografia algunos aspectos relacionados con este tipo de conjuntos
en la dindmica de transformaciones continuas del intervalo, asi como la de-
mostracion del Teorema de Li-Yoke y algunas propiedades relacionadas con
las funciones caoticas en el sentido de Li-Yorke en un intervalo compacto.

Adicionalmente, se ofrece la definicién de funcién turbulenta, concepto
que sirve de base para dar una definicion equivalente a la de caos intro-
ducida por L. Block y W.A. Coppel, y demostraremos que en el caso de
funciones continuas en un intervalo compacto, la nocién de caos en el sen-
tido de Block-Coppel es suficiente para el caos en el sentido de Li-Yorke.
Posteriormente, establecemos una tricotomia para funciones continuas en in-
tervalos compactos, basados en el orden de los niimeros naturales definido
por Sharkovsky y estudiamos la familia de las funciones tienda truncadas, lo
que nos permitara demostrar que el caos en el sentido de Block-Coppel no es
una condicion necesaria para el caos en el sentido de Li-Yorke.



Preliminares en Sistemas Dinamicos.

1.1. Conceptos basicos y propiedades.

Sean X = (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcién conti-
nua. Dado que f(X) C X, podemos definir nuevas funciones a partir de la
composicién de f consigo misma. En este sentido, definimos las iteradas, f",
de f inductivamente por: f° = Id, donde Id es la funcién identidad en X,

fl=fy fmt=Ffofr(n>1).
Las siguientes propiedades son consecuencia inmediata de la definicién:

= " es también una funcién continua.
= Sin,m €N, entonces f"o [ = frtm oy (fr)" = frm,

Definicién 1.1. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcién
continua. Al conjunto {x, f(xo), f2(x0), -} = {f"(x0) : n > 0} se le llama
6rbita de g € X bajo la funcién f, se denota por O(zo, f). A la sucesién
(f™(20))n>o se le llama trayectoria de x.

La trayectoria de x( describe las distintas posiciones que visita el punto
xo con el paso del tiempo; es decir, se inicia en el punto xy y se tendra la
posicién f"(xqg) después de transcurrir n unidades de tiempo.

Cada x en X da lugar a una orbita, es decir, a una secuencia de movimien-
tos. Bajo este punto de vista la funcién f genera un sistema dindmico dis-
creto. Decir que nos interesa estudiar las propiedades dinamicas de f es solo
otra manera de expresar que nos interesa conocer cémo es el comportamiento
asintético (limite) de cada una de las trayectorias del sistema.

Definicién 1.2. Sea X un espacio métrico y f : X — X una funcién. Se
dice que zy € X:

1. Es un punto periédico de f con primer perfodo k, si f¥(xg) = zo y
f™(xo) # xo paran € {1,2,...,k —1}.

1



2 1. Preliminares en Sistemas Dindmicos.

2. Es un punto fijo de f si f(x¢) = 0.

3. Esun punto eventualmente fijo de f, si existe N € N, tal que f"(z) =
f™(zg) sin > N.

4. Es un punto eventualmente periddico de f de periodo k, si existe N € N,
tal que f™"**(zy) = f"(xo) para todo n > N.

Notese que los puntos fijos de f son puntos periddicos de periodo 1, y los
puntos periédicos de f con periodo n, son puntos fijos para la funcién f.

Al conjunto de todos los puntos fijos de f lo denotaremos por Fix(f) y
al conjunto de todos los puntos periédicos de f lo denotaremos por Per(f).

Siz € X, es un punto periédico de f de periodo n, entonces la 6rbita de x,
O(x, f), es el conjunto formado por n puntos distintos: x, f(x),..., f" ()
y la trayectoria de z es la sucesién dada por esos mismos puntos repetidos
periédicamente. Si x es periédico diremos que su 6rbita es peridédica. Ademas,
si f tiene un punto periddico de periodo n, entonces diremos que n es un
periodo para ( o de) f.

Definicién 1.3. Si p es un punto periédico de periodo n entonces, a la 6rbita

de p, O = {f*(p) : k € N} se le llama n — ciclo.
Lema 1.1. Si f(y) =y, entonces el periodo de y bajo f divide a m.

Demostracion. Sea n el periodo de y, entonces existen p,q € Z tales que

m=mnp+rcon0<r<n, asiy=[f"(y)=[""(y) = f("Y) =,y
entonces, r = 0. Asi, m = np y por tanto, n divide a m. 0

Proposicién 1.1. Sean f : I — I una funcion continua y m,n € N. Si y es
un punto periodico de periodo m, entonces es un punto periodico de f™ con
periodo ﬁ, donde (m,n) es el mdrimo comun divisor de m y n.

Demostracion. Sea y un punto periédico de periodo m bajo f y sea t
el perfodo de y bajo f". Como f™(y) = y, entonces m divide a nt. En

consecuencia, ﬁ divide a (W:L—n)t. Como (m—mn) y (m"n) son primos relativos,
Ty divide a t. Por otro lado, (fm) @ (y) = (fm™) @ (y) = y. Asi, ¢ divide
a (m—% Luego, t = (mmn). O



1.2. Funcién Tienda. 3

Proposicién 1.2. Sean f: I — I una funcion continua y n,k € N. Si y es
un punto periodico de f™ con periodo k, entonces es un punto periodico de f
con periodo 22 donde s divide a n y (k,s) = 1.

Demostracion. Comoy = (f)*(y) = f**(y), entonces el perfodo de y bajo
kn
f es %” para alguin entero positivo s. Por la proposicién anterior k£ = Tt

Asf, 2 = (52, n) = (2k, 2s) = 2(k, s). Por tanto, n divide a s y (k, s) 1.0

7 s s

1.2. Funcién Tienda.
Definicién 1.4. A la funcién 7" : [0, 1] — [0, 1] dada por:
T(x)=1-—|1-2z|, z €]0,1],
se le llama funcién tienda.

Proposiciéon 1.3. La funcion tienda tiene un nimero finito de puntos periodi-
cos para cada periodo.

Demostracion. Consideremos la funcién tienda T'(z) = 1 — |1 — 2z|, en-
tonces como las figuras a seguir son:

T T? T3

por medio de un analisis grafico se observa que T" tiene exactamente 2"
puntos fijos. O

Proposicién 1.4. El conjunto de puntos periodicos de la funcion tienda es
denso.

Demostracion. Por medio de un andlisis grafico se observa que T™ tiene

un punto fijo en [2%, Z;—nl] para todo i = 0,...,2" — 1, por tanto 7' tiene un
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punto periédico en [5%, 2] para todo i = 0,...,2" — 1. Sea € > 0, entonces

ony 9n
1 1 141

existe N € N tal que 35 < €. Sea = € [0,1], entonces = € [55, 5%] para
algin i = 0,...,2Y — 1. Por tanto, existe un punto periédico p de T tal que

d(p, z) < 55 < . Luego, Per(T) es denso en [0,1]. O

1.3. Caos a la Li-Yorke.

A continuacion presentamos la definicion de conjunto scrambled intro-
ducida sin nombre en el articulo “Period three implies chaos” de Li & Yorke,
concepto que ha dado origen a lo que actualmente se conoce con el nombre
de Caos en el sentido Li-Yorke, el cual es objeto de una intensa investigacion
en dindmica topologica.

Definicién 1.5. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcién
continua. Un par de puntos (x,y) se dice:

n distal si

liminfd(f"(z), f"(y)) > 0

n—o0

m asintético si

lim sup d(f"(x), f*(y)) = 0

n—o0

» Li-Yorke si no es distal ni asintotico, esto es,

0 = liminf d(f™(z), f"(y)) < limsup d(f"(z), /" (y))

n—oo n—o0o

Definicién 1.6. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — X continua. Se
dice que un punto z € X es:

» asintoticamente periddico si existe un punto periddico p tal que

lim d(f"(x), f"(p)) =0,

n—oo

» aproximadamente periddico si para cada € > 0, existe un punto periédi-
co p y un entero positivo N tal que

d(f"(x), f"(p)) < € para todon > N.
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Notese que cualquier punto asintéticamente periddico es también aproxi-
madamente periédico.

Definicién 1.7. Sea f : X — X una funcién continua. Un subconjunto
S de X, con al menos dos elementos, se dice conjunto scrambled si, y solo
si, no contiene puntos asintéticamente periddicos y para cada par de puntos
x,y € S, con x # y el par (x,y) es un par de Li-Yorke, esto es, para cada
x,y €S con x #y,

ligls;}pd(f"(x),f"(y)) > 0, (1.1)
liminf d(f"(z), *(y)) = 0. (1.2)

Para cada x € S y cada punto periédico p € X,

limsup d( f*(2), f*(p)) > 0. (1.3)
n—oo

Definicién 1.8. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcién

continua. Se dice que f es cadtica en el sentido de Li-Yorke si existe un

conjunto S C X scrambled no numerable.

Observacién 1.1. La definicién de conjunto scrambled puede variar segun
los autores. En particular algunos omiten la propiedad (1.3). Sin embargo
esto no induce diferencias en el caos en el sentido de Li-Yorke pues si S es un
conjunto tal que cada par de puntos distintos z,y € S, el par (x,y) es un par
de Li-Yorke, entonces es posible obtener un conjunto scrambled removiendo
a lo mas un punto de S. Esto es una consecuencia directa del siguiente lema.

Lema 1.2. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcién conti-
nua y S C X. Supongamos que para todo par de puntos distintos x,y € S se
tiene que

limsup d(f"(z), f"(y)) >0

n—o0

lminf d(f*(x), f"(y)) =0,

n—o0

entonces S contiene a lo mas un punto aprorimadamente periodico.
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Demostracidon. Supongamos que existen x1, xo dos puntos distintos en S
que son aproximadamente periédicos. Sea ¢ = limsup d(f"(z1), f*(z2)) > 0.
Tomemos 0 < € < g. Entonces existen puntos periédicos p; y p2 y un entero
positivo N tal que para todo n > N se verifica d(f"(z;), ["(p;)) < € para
1=1,2.

Sea k el minimo comin multiplo de los periodos de p; y ps. Como f™(z;) €
B.(f™(p:;)) para todon > N, donde B.(f"(p;)) = {x € X : d(f"(p;), x) < €},

entonces

U B.( ) para todo n > N.

Consideremos el ConJunto

K= J( U{fmasz}uUcz (7 (p:)))-

i=1,2 m=0

Entonces, K es compacto y O(z;, f), O(pi, f) € K parai=1,2. Como f es
continua en X, entonces f es uniformemente continua en K. En consecuencia,
existe n; > 0 tal que si z,y € K y d(z,y) < n; entonces d(f7(x), f/(y)) < ¢
para 0 < j < k.

Tomando n = min{n; : j € {1,2,...,k — 1}} se tiene que si z,y € K
y d(z,y) < n, entonces d(f/(x), f’(y)) < & para todo 0 < j < k. Por
otro lado, como liminf d(f™(z1), f"(z2)) = 0, entonces existe M > N tal
que d(fM(x1), fM(z2)) < n. Entonces para todo 0 < j < k se tiene que
d(fMH9(zy), MY (2q)) < €. Ast

AP 1), P ) < A ), P )+ (I ), £ )
+d(fMH (a), M (pa))
< 3e.

Por el algoritmo de la divisién tenemos que dadon > M, n = M+ (kt+j),
conteNy0<j<k. Asi,

d(f (p1), [ (p2)) = d(fTEHD (py), fHHEEI) (py))
= A p0)), S (M (p2))
= d(f"(p1), [M"(p2)) < 3e.
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Luego, para todo n > M

d(f"(@1), f"(22)) < d(f"(x1), [ (p1)) +d(f"(pr), ["(P2)) + d(f" (p2), f"(72))
< e43e+e=D5s<,

lo que contradice la definicién de §. U

Lema 1.3. Sea f : (X,d) — (X,d) una funcidn uniformemente continua.
Si (Xn)n>0 Y (Un)n>0 son sucesiones en X tales que d(zn,y,) — 0, entonces

d(f(xn), f(yn)) = 0.

Demostracion. Sea € > 0, como f es uniformemente continua existe 6 > 0
tal que para todo x,y € X

d(z,y) <0 =d(f(z), f(y) <e

Por otro lado, dado que d(z,,y,) — 0 existe N > 0 tal que d(x,,y,) <
para todo n > N. En consecuencia, d(f(x,), f(y,)) < € para todo n > N.
Lucgo, d(f(2,), /() — 0. .

Lema 1.4. Sean (X, d) un espacio métrico, f : X — X una funcidn continua
y S un conjunto scrambled de f. Si f es uniformemente continua, entonces
S es también un conjunto scrambled de f" para cualquier entero n > 0.

Demostracion. Sea S un conjunto scrambled de f, entonces para todo
x,y €S:

lim sup d(f™(x), f"(y)) >0, y

lim infd( £ (@). £ () = 0.

Sea n € N. Como f es uniformemente continua, dado € > 0, existe 6 > 0
tal que para todoz,y € X y0<j53<n

d(z,y) <0 = d(f(z), f(y)) <e.
Como liminf d(f™(z), f™(y)) = 0, existe una subsucesién tal que
lim d(F™ (@), 7 (3) = O

por el algoritmo de la divisién se tiene que para todo [ tal que m; > n
my =pmn~+r con 0 < r <n.
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Dado que para todo [ tal que m;y > n, 1, € {0,1,...,n — 1} existe r €
{0,1,...,n—1} tal que 1, = r para infinitos [/, por tanto, existe una subsuce-
sién (I;);>0 tal que 7, = r para todo j > 0. Asf,

d(f™ (x), f™(y)) = 0,y

d(fPs" (@), " (y) = 0.

Por el lema 1.3

d(fr (P @), fr P () = A (@), f T ) = 0.

Luego,
liminf d(f"(x), *"(4)) = 0.
Asi
limint d((f")*(x), (/") (0)) = 0. (1.4)

Por otro lado, existe (k;);>o tal que lim d(f*(z), f*(y)) = a > 0.
Supongamos, por reduccién al absurdo, que

lim d(f*"(x), f*"(y)) = 0. (1.5)

k—o0

Por el algoritmo de la division se tiene que para todo [ tal que k; > n
existen ¢, € N tal que k; = gn +r] con 0 < 7] < n.

Ast, fh(z) = fri(fo(z)).

Dado que para todo [ tal que k; > n r; € {0,1,...n — 1}, existe un
" € {0,1,...n — 1} tal que 7, = ' para infinitos [/, por tanto, existe una
subsucesion (1;);>0 tal que rl’j = r/ para todo j > 0, y en consecuencia,
ki, = q;n + 1" para todo j > 0. De (1.5) y el lema anterior se tiene que

d(f" ("7 @), S (" () = 0.

Ast, d(f4™ (z), f5™ (y)) — 0; esto es, d(f™ (x), f (y)) — 0. Lo cual
es una contradiccion.

Luego,
lim sup d( f*(z), f¥(y)) > 0.

k—o0
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Asi,
lin sup d((f")* (), (f")*(y)) > 0. (1.6)
—00
y de (1.4) y (1.6), se tiene que S es un conjunto scrambled de f™. O

Proposicién 1.5. Sean (X, d) un espacio métrico compacto, f : X — X una
funcion continua, y n € N entonces, f es cadtica en el sentido de Li-Yorke
si, y solo si, f™ lo es.

Demostracion. Supongamos que f es cadtica en el sentido de Li-Yorke,
entonces existe un conjunto S C X scrambled no numerable. Como f es
continua y X es compacto se tiene que f es uniformemente continua, asi por
el lema 1.4 se tiene que S es también un conjunto scrambled para f", por
tanto, f™ es cadtica en el sentido de Li-Yorke.

Reciprocamente, si f" es cadtica en el sentido de Li-Yorke, existe un
conjunto S tal que para todo z,y € S

limsup d(f*(x), f*"(y)) > 0, y

k—o0

lm inf d(f*" (), £ () = 0.

Por propiedades de liminf y lim sup se tiene que
0 < liminfd(f*(z), f*(y)) < tminf d(f*"(2), f"(y)) = 0

lim sup d(f* (), f5(y) = limsup d(f* (z), " (y)) > 0.

Por tanto, S es un conjunto scrambled de f. Luego, f es cadtica en el senti-
do de Li-Yorke. O
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Teorema de Sharkovsky.

2.1. Algo de historia.

Tal y como ocurre con algunos nombres propios rusos que son traducidos
a otros idiomas, el nombre del matematico ucraniano autor de los resultados
que seran relatados en el Trabajo Especial de Grado admite varias formas
de escribirse con el alfabeto romano: Alexandr Nicolaevich Sharkovski y
Oleksandr Mikolaiovich Sharkovsky, aunque algunas combinaciones con es-
tos también son encontradas en la literatura matematica; acd adoptamos la
segunda por ser la que aparece en “The MacTutor History of Mathematics
archive” (http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/).

El matematico Oleksandr Mikolaiovich Sharkovsky nacié en Kiev, Ucra-
nia, el 7 de diciembre de 1936, en la actualidad es un destacado matematico
y miembro de la Academia Nacional de Ciencias de Ucrania.

A continuacién se presentan unas palabras sobre la historia del Teorema
de Sharkovsky y su relaciéon con el Teorema de Li - Yorke:

En 1964 se publicé en la revista “Ukrainian Mathematical Journal” un
articulo escrito por el matematico ucraniano Oleksandr Mikolaiovich Sharkov-
sky, titulado (en inglés) “Coexistence of cycles of a continuous mapping of a
line into itself” cuyo objetivo principal era demostrar lo que en la actualidad
se conoce con el nombre de Teorema de Sharkovsky. Aunque ya en el ano
1962, Sharkovsky habia publicado algunos resultados que pueden ser con-
siderados como una introduccién a dicho teorema. Sin embargo, el trabajo
de Sharkovsky permanecié sin conocerse fuera de Europa Oriental hasta la
segunda mitad de la década de 1970. Los motivos por los cuales el articu-
lo y su trabajo pasaron inadvertidos durante tantos anos pueden ser varios,
aunque princialmente se debié a que el articulo original fue escrito en ruso y
publicado en una revista matemaética soviética y otra razon podria ser que el
tema no estaba de moda en aquel momento.

En 1975 la revista “American Mathematical Monthly” publicé el famoso
articulo titulado “Period three implies chaos” escrito por Tien-Yien Li y
James A. Yorke, alli se demuestra parcialmente un caso particular del Teore-

11



12 2. Teorema de Sharkovsky.

ma de Sharkovsky, y ademés se introduce la idea de conjuntos “scrambled”.
Algun tiempo después de la publicacion de su articulo, Yorke asistié a una
conferencia en Berlin Oriental, en la que conocié a Sharkovsky y, aunque ellos
no tuvieran ninguna lengua en comun, Sharkovsky di6 a conocer a Yorke que
él ya habia demostrado sus resultados sobre los puntos periddicos de funciones
continuas en el intervalo. Asi, el trabajo de Li & Yorke ademds de introducir
la nocién de caos a una amplia audiencia, condujo al reconocimiento mundial
del trabajo de Sharkovsky.

Otro articulo que atrajo la atencién de la comunidad matematica sobre el
trabajo de Sharkovsky fue el articulo titulado: “A theorem of Sharkovskii on
the existence of periodic orbits of continuous endomorphisms of the real line”
[13], publicado por el matemadtico eslovaco Peter Stefan en el afio 1977. Como
tantos articulos y conferencias sobre iteraciones, caos y fenémenos relaciona-
dos, aparecieron a finales de los anos 1970 muchas personas comenzaron
a trabajar sobre el teorema de Sharkovsky. Uno de los objetivos iniciales
era simplificar su demostracién; muchas demostraciones nuevas y mas cortas
aparecieron. Alrededor de 1980, al menos tres demostraciones del teorema
fueron publicadas, todas bastante similares, las cuales en la actualidad son
consideradas como “la demostraciéon estandar” del teorema de Sharkovsky,
debidas a Block, Guckenheimer, Misiurewicz y Young, Burkart, Ho y Morris.

2.2. Orden y enunciados.

Los resultados de la dinamica unidimensional que conforman lo que en
la actualidad se conoce con el nombre de Teorema de Sharkovsky involucran
una funcion continua del intervalo I en si mismo, y un orden en los enteros
positivos: el orden de Sharkovsky, el cual esta dado por:

357> >23>25>--->223p225 .22 22 220 =1,

Dado que todo nimero entero positivo puede ser escrito de manera unica
en la forma 2™(2n + 1), para algunos enteros m,n > 0, el orden definido
anteriormente es un orden total, y se escribe m > [, o [ <t m, si m estd a la
izquierda de [ y este orden también puede ser definido formalmente por:
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a<ay0<bp
292b4+1)>2%(28+1)siysolosi a=ay0<b<f3
a>ay0=b=p

La lista comienza con los niimeros impares mayores que 1 ordenados de
forma creciente. Luego se repite la secuencia con cada impar multiplicado
por 2, después la secuencia inicial es multiplicada por 22, despues por 23 y
asi sucesivamente, al final se colocan las potencias de 2 en orden decreciente.

impares, 2- impares, 22- impares, 23- impares, ..., 23,22 21 20 =1

Definicién 2.1. Una cola del orden de Sharkovsky es un conjunto € C N
tal que s > t para todo s ¢ ¥, y todo t € T.

Hay tres tipos de colas: {m} U {l € N : [ <m} para algin m € N, el
conjunto {..., 24 23 22 1} de todas las potencias de 2, y 0.

Sharkovsky demostré que el orden de los nimeros naturales introducido
por €l describe los niimeros que pueden ser periodos de una funcién continua
en un intervalo, mas precisamente:

Teorema 2.1. St m es un periodo para f ym > [, entonces | también es un
periodo para f.

Esto muestra que el conjunto de periodos de una funcién continua en un
intervalo es una cola del orden de Sharkovsky.

El Teorema 2.1 nos asegura que dados dos nimeros m,n € N con m > n,
y una funcién continua con un punto de periodo m, implica la existencia de
otro punto de periodo n. Ahora, la pregunta siguiente es ;existe una funcion
continua que tenga un punto de periodo n, pero no puntos de periodo m? es
decir, ;la implicacién contraria se cumple? La respuesta a esta pregunta, es
afirmativa. Lo anterior se puede ver en el siguiente resultado, el cual algunas
veces es llamado el reciproco del Teorema de Sharkovsky, aunque este fue
demostrado por Sharkovsky en su articulo original.

Teorema 2.2. Cada cola del orden de Sharkovsky es el conjunto de periodos
para una funcion continua de un intervalo en si mismo.

El teorema de Sharkovsky es la unién de los dos teoremas anteriores:
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Teorema 2.3 (Teorema de Sharkovsky). Un subconjunto de N es el conjunto
de periodos para una funcion continua de un intervalo en si mismo si, y solo
si, el conjunto es una cola del orden de Sharkovsky.

2.3. Ciclos, intervalos y relaciones de cubri-

miento.

Definicién 2.2. Diremos que un intervalo I cubre un intervalo J si J C f(I)
y lo denotaremos por I — J. Si f(I) = J diremos que I cubre exactamente
a J y lo denotaremos por I — J.

Un intervalo cuyos extremos estan en un ciclo O de f es llamado O —
intervalo. Si contiene solo dos puntos de O entonces diremos que es un
O — intervalo bésico, y que estos dos puntos son adyacentes.

Por el Teorema del Valor Intermedio, I — J siempre que f envie los
extremos de un intervalo I a lados opuestos de un intervalo J. Asi, la in-
formacion acerca de un ciclo O nos da informacion acerca de como los
O — intervalos son movidos por la funcién.

La otra idea basica es que el conocimiento de como son movidos los inter-
valos produce informacion acerca de la presencia de otros puntos periddicos.

Lema 2.1. Sea f una funcion continua y sean I,J intervalos cerrados y
acotados, si I — J, entonces existe un intervalo cerrado y acotado K C I
tal que f(K) = J; esto es, existe K C I tal que K — J.

Demostracion. Sea J = [a,b] C f(I), entonces existen «, 5 € I tales que

fla) =ay f(B) =b. Ast, J = [f(a), [(B)]-

Para el caso o < f3 es posible que existan puntos distintos de « en [«, f]
cuya imagen mediante f sea a. Sea

c=max{z € [, f] : f(2) = a} = max{f~'({a}) N[0, B},

ahora es posible que existan puntos en [¢, ] cuya imagen sea b. Sea

d=minfz € [e, 8] : f(x) = b} = min{f~ ({b}) N [e, B}
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Sea K = [¢,d] C I. Como f es continua, por el Teorema del Valor Intermedio
se tiene que [f(c), f(d)] C f(K). Asi, J C f(K).

Supongamos que existe y € f(K) tal que y ¢ J = [a,b], entonces y < a
6y >0b. Siy < a, entonces y # f(c) = a. Asi existe ¢ < x < d tal que
f(z) =y < a. Ademds, f(d) =b> a.

Luego, dado que f es continua, por el Teorema del Valor Intermedio existe
w € (z,d) tal que f(w) = a, lo cual es una contradicién ya que c < z < w 'y
c=max{z € [a, ] : f(x) = a}. Andlogamente se tiene que no puede ocurrir
que y > b. Luego, f(K) C J. Por tanto f(K) = J. O

Lema 2.2. Sean g : J — R una funcion continua e I C J un intervalo
compacto. Si I — I, entonces g tiene un punto fijo en I.

Demostracion. Sea I = [[y, 41]. Dado que I C g(I), existen ag, ay € I tales
que g(a;) = f; parai =0, 1. Asf, ap—g(an) = ap—Fo 2 0y a1 —g(an) = a1 —
£1 < 0. Dado que g es continua, por el Teorema del Valor Intermedio, se tiene
que g(x) —x = 0 para algun z entre o y 4. Por tanto, g(z) = x para algtin

rel. [
Lema 2.3 (Lema del Itinerario). Si Jy,...,J,_1 son intervalos cerrados y
acotados y Jo — -+ = Jo_1 — Jo (esto es llamado un lazo o n-lazo de

intervalos), entonces hay un punto fijo p de f™ tal que f'(p) € J; para todo
0<1<n.

Demostracion. Dado que J,_1 — Jy, por el lema 2.1 se tiene que exis-
te un intervalo K, 1 C J,_1, tal que K,,_ 1 — Jy. Como J, o — J, 1y
K, 1 C J,_1 entonces f(Jn_2) D Jpo1 D K1 Asi, J,_o — K,_1, y por
lema el 2.1, existe K,,_» C J,_5 tal que K, o — K,,_1.

Continuando con este proceso, existen intervalos K; C J;, 0 < ¢ < n tales
que
Koyr— K- — Ky 90— K1 — Jo.

Para cualquier x € K se cumple que f'(z) € K;, 0 <i<ny f*(z) € Jo.
Como Ky C Jy = f"(Ky), por el lema 2.2 se tiene que f" tiene un punto fijo
en K. ]

Lema 2.4. Sean f : J — J una funcion continua y {I,}°°, una sucesion de
intervalos compactos con I, C J e 1,11 C f(I,) para todo n > 0. Entonces
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existe una sucesion de intervalos compactos {Q,} tal que Qni1 C Qn C Iy y
["(Qyn) = I, para todo n > 0. Ademds, para cualquier x € QQ = NQ,, se tiene
f™(z) € I,, para todo n > 0.

Demostracion. La demostracion se realizard por inducion.

Definamos Qo = I. Entonces f°(Qy) = Io.

Veamos que la proposicién se cumple para k = 1, como por hipotesis Iy C J,
e I C f(1y), entonces por el lema 2.1, existe Q1 C I tal que f(Qq) = 1.

Supongamos ahora que el lema se cumple para k£ < n — 1, es decir, que
existe Q,_1 tal que f" " HQn_1) = 1 (Qn-1 CQno C -+ CIy).

Veamos que se cumple para k = n. Como f"1(Q,_1) = I,_; entonces
por hipdtesis se tiene que I,, C f(I,—1) = f"(Qn_1). Por el lema 2.1 aplicado
ag= f"en @, 1, se tiene que existe Q,, C Q,_1 tal que f"(Q,) = I, y
Qn CQp1 C---C Q1 C .

Ahora, sea x € Q =[,—, Qn, entonces = € @, para todo n > 0, y dado
que f*"(Q,) = I, para todo n > 0. Entonces f"(x) € I,, para todon > 0. O

Definicién 2.3. Diremos que un punto p sigue el lazo Jy — --- — J,_1 — Jy
si satisface la conclusién del lema 2.3. Note que si p sigue un lazo de longitud
n, entonces su periodo debe ser un divisor de n.

Deseamos asegurar que el periodo del punto p encontrado en el lema 2.3
es n y no un divisor propio de n, tal como ocurre con el 2-lazo [—1,0] = [0, 1]
de f(x) = —2z el cual es seguido s6lo por el punto fijo 0.

Definicién 2.4. Se dice que un lazo Jy — --- — J,_1 — Jy de intervalos es
elemental si cada punto p que lo sigue tiene periodo n.

Con la definicion anterior, empleando el lema 2.3 obtenemos el siguiente
resultado:

Proposicion 2.1. La presencia de un lazo elementeal Jo — -+ — J,_1 — Jy
implica la existencia de un punto periodico p con periodo n que sigue el lazo.

Esto hace interesante dar criterios convenientes para decidir si un lazo
es elemental. El mas simple es que cualquier lazo de longitud 1 es elemental
(ya que el periodo de un punto que sigue el lazo debe ser 1). Un criterio de
mayor utilidad es el siguiente:
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Lema 2.5. Un lazo Jy — -+ — J,—1 — Jo de O — intervalos es elemental
si no es sequido por un punto de O y el interior de Jy (Int(Jy)) es disjunto
de cada J; con1 <i<n—1 (Int(Jo))NJ;=0,1<i<n-—1).

Demostracion. Supongamos que el lazo Jy — -+ — J,_1 — Jy no es
seguido por puntos de O. Asi, si f"(p) = p y p sigue el lazo, entonces p ¢ O.
Por tanto, p € Int(Jy). Si 0 < i < n entonces fi(p) ¢ int(Jy) (fi(p) € J;
i=1,...,n—1). Asi, fi(p) # p para 0 < i < n. Luego, p tiene perfodo n. [

2.4. Casos particulares.

2.4.1. Periodo 3 implica todos los periodos

Un 3-ciclo puede presentarse en dos versiones que son una el reflejo de la

otra:
I £ = 1n L E = 11
N TN AN F N
o ) ) ° ° °
\_/ \—/

Para el ciclo mostrado en la izquierda, denotamos los intervalos izquierdo
y derecho entre los puntos por Iy e Iy respectivamente. Para el ciclo en la
derecha hacemos la eleccién opuesta. Como se muestra en la figura arriba.
Entonces I1 — I1, I — I, e I, — 1.

Lo anterior puede resumirse de la siguiente forma O [; & I;. Como
I — I, por el lema 2.2 se tiene que I; contiene un punto fijo de f.

Los puntos de O no pueden seguir el lazo Iy — Iy — I, porque son pun-
tos de periodo 3, mientras que un punto que sigue el lazo debe tener periodo
1 6 2. Ademés, Int(I;) NI, = (). Asi, por el lema 2.5, se tiene que el lazo
I — I, — I; es elemental, por tanto f tiene una 6rbita de periodo 2.

Los puntos de O no pueden permanecer en el intervalo I; por mas de dos
iteraciones consecutivas de f. Por lo tanto, los puntos de O no pueden seguir
el lazo:

[ — 1 copias de I

L —>0L—~1— ---—1—1,sil>3
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Asi, por el lema 2.5 se tiene que el lazo anterior es elemental para [ > 3.
Por lo tanto, f tiene un punto de periodo [ para cada [ > 3.
Esto demuestra un caso especial del Teorema de Sharkovsky: la presencia de
una oOrbita de periodo 3 implica que cada entero positivo sea un periodo de

f.
2.4.2. Un T7-ciclo.

Consideremos un 7-ciclo O y una elecciéon de O — intervalos como la
siguiente:

Ik

E ——31,

Con esta eleccion de intervalos obtenemos las siguientes relaciones de
cubrimiento:

1. [1 — [1,
2.]1—)]2—)]3—>I4—>I5—)16_>117y
3. [6 — [5,[3,[1.

Esta informaciéon puede resumirse en el siguiente grafo:

]1H 12

/ \

le ————= I3

N

Iy <— I,

De este grafo podemos extraer los siguientes lazos:
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4. I - I

5. Ig — Is — Ig

6. Is > 13— I, — Is — I

V. Ieg—>1 > 1L —>I3—>1,—1; = I

8. [6%[1—>[1—>-~-—>[1—>[2—>[3—>[4—>[5—>[6C0n30més
copias de I;.

El lazo I; — I es elemental porque tiene longitud 1. Los lazos restantes
son elementales por el lema 2.5, porque el interior de I es disjunto de los
otros intervalos (/; con 1 < i < 6) y los lazos no pueden ser seguidos por un
punto de O por las mismas razones que en el ejemplo anterior. Las longitudes
de estos ciclos son 1, 2, 4, 6 y cualquiera mayor que 7, lo cual demuestra que
este 7-ciclo implica la existencia de puntos de periodo [ para todo [ < 7.

2.4.3. Un 6-ciclo.

Consideremos el 6-ciclo:

F 4 ——3h
3l 3L

En este caso el hecho fundamental es que los 3 puntos en la mitad izquier-
da son enviados a los 3 puntos en la mitad derecha y viceversa. Por lo tanto,
los 3 puntos en la mitad derecha forman un ciclo para la segunda iterada f>
y mas especificamente es un ciclo de la forma:

f2
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el cual es igual al del primer ejemplo en esta seccién.

De este ciclo, obtenemos las relaciones de cubrimiento Iy — I, [y — I> e
I, — I,. Asi, al igual que en la seccién 2.4.1, podemos concluir que f? tiene
lazos elementales de todas las longitudes.

Una forma de producir lazos elementales para f a partir de esto, es la

siguiente:
Para cada k-lazo para f? obtenido empleando algunas de las siguientes rela-
ciones de cubrimiento I; — I, I; — I5 e I, — I; reemplazaremos la aparicién
de “I; =”"por “I} — I} —” y cada aparicién de “Iy —"por “I, — I, —7.
Esto produce un 2k-ciclo para f, el cual es elemental por la siguiente razon.

Si un punto p sigue el 2k-ciclo de f, entonces p sigue el original k-ciclo
elemental de f? y por tanto tiene periodo k para f2.

Por otro lado, las iteradas de p bajo f alternan lados ya que el 2k-lazo
para f alterna entre intervalos con prima y sin prima. Por lo tanto, el periodo
de p para f es 2k. Como en el argumento anterior k era arbitario, se tiene
que este 6-ciclo implica todos los periodos pares, asi como el periodo 1, que
se obtiene del intervalo no etiquetado en el centro, el cual se cubre a si mismo
bajo la accién de f.

2.5. Teorema de Sharkovsky: Caso Directo.

Sea O un ciclo de f con longitud m. Demostraremos que hay érbitas de
periodo [ para todo [ <1 m, para ello encontraremos [-lazos elementales de
O — intervalos para todo [ <<m y luego aplicaremos la proposicién 2.1 para
deducir la existencia de ciclos de esas longitudes. Para hacerlo trabajaremos
directamente con el ciclo O, no necesitamos suponer que m es el periodo de
f que aparece primero en el orden de Sharkovsky.

Si O es un ciclo no trivial; es decir, si m > 2. Sean p = méx{zx € O :
f(z) > z} y q el punto de O que estd inmediatamente a la derecha de p.
Entonces f(p) > qy f(q) < p. Consideremos I = [p, ql, esta eleccién tiene
como consecuencia inmediata que I — I. Fijemos un punto ¢ € Int(I). El
punto medio de I es una eleccién natural, pero cualquier punto en Int([)
funcionara. Para x € O denotamos por O, el conjunto de puntos de O en el
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intervalo cerrado acotado por = y c.

Definicién 2.5. Diremos que x € O cambia de lado si z y f(z) estdn a
distintos lados de c.

Los extremos del intervalo I, p y ¢, cambian de lado.

Observacién 2.1. Si todos los puntos de O cambian de lado, entonces f es
una biyeccién entre Op y O donde L := min O y R := max O. En particular
m es par.

La demostracién comienza con el caso en que no todos los puntos cambian
de lado. Este es el contenido de la siguiente proposicion, la cual luego provee
la base para un argumento inductivo.

2.5.1. El caso principal.

Proposicién 2.2. Si un m-ciclo O, con m > 2, contiene un punto que no
cambia de lado, entonces hay un l-lazo elemental de O —intervalos para cada
[ <m.

Demostracion. Comenzamos construyendo una secuencia xg, 1, Ta, . . ., Tk
de puntos en O “que salen en espiral tan rapido como es posible”.

Seleccionemos o y 7 tales que sean los extremos de I, etiquetados de
forma que f(z1) # xo. Tal etiquetamiento es posible ya que de lo contrario
O = {zo,x1} y todos los puntos de O cambiarian de lado, lo que contradice
la hipétesis de la proposicion.

= N\ PO
AU AU SR
1 =(q 1 =p Ir1 =pogq

Extendemos la secuencia inductivamente de la siguiente forma.
Si¢ > 1y todos los puntos de O,, cambian de lado, entonces z;;; es el
punto de f(O,,) que estd mas lejos de ¢; en otro caso x;;1 no esta definida.
Noétese que este proceso es finito ya que hay al menos un punto de O que no
cambia de lado. Ademas, los términos consecutivos de esta secuencia estan
en lados opuestos de c. En consecuencia, xg, xs, ..., Zo,... estan a un lado
de cy x1,23,...,%241,... estdn todos al otro lado de c.



22 2. Teorema de Sharkovsky.

Lema 2.6. El punto x; o esta mds lejos de ¢ que x;, si ambos estan definidos.

Demostracion. Para i = 0 se sigue del hecho que xo = f(21) # x¢. Sii > 1
Y Tit1 Y Tip2 estdn definidos, todos los puntos de O,, y O,,., cambian de
lado y tenemos la inclusién f(O,,) C Oy, v f(Os,.,) C O, por lo tanto,
f2(0,,)c O

tantos puntos como O,,. En consecuencia x5 estd al menos tan lejos de ¢

Como f es inyectiva en O se tiene que O, , tiene al menos

Tit2* Tit+2

Como ;.
Por otro lado, no podemos tener que x; = ;.2 porque entonces

f(Omz U Ori+1) = f(Omz) U f(ol“wrl) - O$i+1 U OJB¢+2 = Ol“z U OJB¢+17 (2'1)

pero O,, UQO,,, # O porque todos los puntos de O,,, UO
pues x; 11 V ;12 estdn ambos definidos.

#:+; cambian de lado,

Por lo tanto, lo ocurrido en (2.1) es imposible ya que f es una permutacién
ciclica de O (para algin punto p € O,, U O, , debe ocurir que f(p) ¢
Oy, UO,,., pues O, UO,,,, # Oy f es una permutacion ciclica de O). O

Corolario 2.1. Los puntos xg, x1, ... son todos distintos, y este proceso ter-
mina con xy para algin k < m.

Ahora construimos una secuencia de O —intervalos para la cual tenemos
relaciones de cubrimiento que produciran lazos de longitud 1, longitud [ para
todo ntimero par [ < k y longitud [ para todo | > k excepto posiblemente m.

Emplearemos el lema 2.5 para verificar que estos lazos sean elementales.
Como k < m (m > k+1), este conjunto de longitudes incluye 1, todo ntimero
par [ < m, y todo [ > m, esto es, todo [ < m.

Una eleccién simple de intervalos que produce las relaciones de cubri-
miento deseadas (pero no permite la aplicacién del lema 2.5) es la siguiente:
Para 1 <1 < k, sea J; el O —intervalo mas corto que contiene a O,, y a
ambos extremos del intervalo I.

Del lema 2.6 se sigue que Ji,_1 D Jpr 3D Jpy 5D+ vV oo D JpgD---.
Sea Ji, el O — intervalo mas corto que contiene a @,,. Con esta elecciéon
tenemos:

1. J— Jl,

2. Ji — Jiyipara l <1 <k,
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3. Jp — Jp_1.

Obtenemos 1 porque J; = I — I, como vimos anteriormente. Obtenemos 2
porque J; contiene los puntos extremos de [ y el punto y; € O,, para el cual
f(y:) = w41, esto asegura que f(J;) contiene el intervalo [ y el punto z; 1, y
como f es continua y J; es un intervalo, entonces f(.J;) es un intervalo. Asi,
f(Ji) D Jig1.

Como O,, D O, _, por el lema 2.6, J;, contiene un punto y;_, que cambia
de lado y tal que f(yx_2) = xx_1. Pero Ji también contiene un punto z € O
que no cambia de lado. Se sigue que f(Jg) contiene a xx_1 y a f(z), el cual
esta al otro lado de ¢ desde xj_;. Por lo tanto J, — Ji_1.

Ahora restringimos los intervalos J; a los intervalos I; que tienen todas
las propiedades deseadas. Para 1 < i < k sea I; el O — intervalo mas corto
que contiene a y; v a ambos extremos de I. Sea [ el O — intervalo acotado
por y,_o v el punto z seleccionados anteriormente.

De la definicion se tiene que I; C J;paral <i< kel =J, =1.

Los argumentos explicados anteriormente también pueden emplearse para
demostrar que Iy — Iy, I; — Jiiyparal <i < k,e Ij, — J,_1. Como Jx_1 D
Iy Jy_1D Jr_3 D --- obtenemos las siguientes relaciones de cubrimiento:

4. I > I;
5. T —>1y— =1, > 11
6. Iy = Ip—1, L3,

Ejemplo 2.1. Aqui se muestran los intervalos Iy, I, ... para una Orbita
tipica.

E : 314

Te Ty T2 To X1 x3 Ty



24 2. Teorema de Sharkovsky.

La ventaja de los I-intervalos sobre los J-intervalos es que podemos apli-
carles el lema 2.5 a los lazos que involucran I-intervalos.

Lema 2.7. I; N Int(Iy) =0 para 1 <i < k.

Demostracion. El punto z estd mas lejos de ¢ que xj_s porque z no cambia
de lado y todos los puntos de O,, , cambian de lado. En consecuencia Int (1)
esta al lado opuesto de xp_5 respecto a c. Por otro lado, J,_oU Ji_1 estan en
el mismo lado que ¢ con respecto a xp_o e I; C Jp_oU Jp_1 para 1 < i < k.

(Jec1 D3 D Jps Doy Jhea D Jpea D Jhg D -+ ) ]
Las relaciones de cubrimiento (4 - 6) pueden ser resumidas en el siguiente
grafo:
G
i 8
]k< Ty—4
Iy _o— Ik—3/

Del cual obtenemos los siguientes lazos:
7. [1 — [1,
8 I — Ip—q—1) = Ip—q—2y = -+ = Iy_o — Iy_y — I}, para [ < k par,

9. h L —~>01L—---—1 > 1, —---— I, { — I con j apariciones
de[l.

El lazo en 7 es elemental porque tiene longitud 1.
Los lemas 2.7 y 2.5 nos dicen que los lazos en 8 y 9 son elementales una vez
hayamos probado que ellos no pueden ser seguidos por un punto de O.
Este es el caso para los lazos en 8 porque tienen longitud | < k < m.
Los lazos en 9 no son seguidos por un punto de O en los siguientes casos:

= j =1, ya que este ciclo tiene longitud k£ < m,
m j =2y k<m—1, ya que este lazo tiene longitud k£ + 1 < m,

= j > 2, ya que estos lazos tienen al menos 3 repeticiones de [;.
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El caso excepcional es j = 2y k= m — 1 en el que el lazo en 9 tiene
longitud m y no necesariamente produce un punto periédico. El lazo en 7
tiene longitud 1. Los lazos en 8 tienen todas las longitudes pares hasta k
(menores o iguales que k). Los lazos elementales en 9 tienen todas longitudes
[ > k, excepto posiblemente m.

Note que si [ <i<m entonces 6 [ =1,1>m 61 < m y [ es par. Luego, hay
lazos elementales de logitud [ para todo [ <im. O

Comentario 2.1. Como notamos en la demostracion, si &k < m — 1 en el
corolario 2.1, la érbita O implica periodos [ = 1, pares [ < k y todo [ > k, y
esto incluye algunos periodos que anteceden a m en el orden de Sharkovsky.

Una situacién extrema de este tipo esta dada por cualquier ciclo en el
que el punto g seleccionado en el principio de esta secciéon es R = max QO y
f(¢) = L = min O; es decir, un ciclo de la forma

o—0— - —0—>e

\_/
De lo anterior se tiene que k£ = 2; més aun:

» Sik=2<m-—1,entonces Iy — I; — I; — Iy es un ciclo elemental de
longitud 3 y produce un punto de periodo 3 y por tanto hay puntos de
todos los periodos.

» Si2=Fk=m—1, entonces m = 3, y por tanto hay puntos de todos los
periodos.

Por otro lado, si kK = m — 1, habra solo un punto de O, llamado z,,_1 que
no cambia de lado. El punto x,,_; debe ser el punto més a la derecha o mas
a la izquierda de O y la secuencia xg, x1, ... debe salir en espiral en sentido
horario o antihorario, como se muestra en la siguiente figura:

Tm—1- Tg4 To xﬁ\xl T3 + Tm—2
—

Tm—2 T3 T1 Lo T2 T4 Typ—1
\&—/_//
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Adicionalmente debemos tener que f(z;) = x4 para 0 < i < m — 1.
Estas érbitas son llamadas ciclos de Stefan. Ellos son fundamentales en la
demostracion estdandar del Teorema de Sharkovsky. Nuestra demostracién
es mas direta porque no necesitamos estos ciclos, pero ellos inspiran para
construir la secuencia de x; en la prueba de la proposicion 2.2.

2.5.2. El caso general: argumento inductivo.

El directo del Teorema de Sharkovsky sigue inmediatamente de la proposi-
cién 2.1 una vez que hayamos establecido que un m-ciclo O tiene un [-lazo
elemental de O — intervalos para cada [ << m. Este hecho serd demostrado
por inducion sobre m. Para llevar a cabo esta induccién primero necesita-
mos hacer una observacion acerca de un hecho de los lazos obtenidos en la
proposicion 2.2 que no comentamos previamente. Este es que cada relacion
de cubrimiento en esos lazos fue obtenida a partir de informacién sobre como
se mueven los puntos de un ciclo dado. Esto quiere decir que todas las rela-
ciones de cubrimiento producidas por estos argumentos tienen la siguiente
propiedad:

Definicién 2.6. Una relacién de cubrimiento I — J de O—intervalos se dice
que es O — forzada si J esta contenido en el intervalo cerrado cuyos puntos
extremos son los puntos més a la izquierda y més a la derecha de f(INO); es
decir, si J C [min f(INO),max f(INO)]. Un lazo de O —intervalos se dice
que es O — forzado si cada relacion de cubrimiento en él es O — forzada.

Ejemplo 2.2. Consideremos la funcién f : [1,6] — [1,6] cuyo gréfico es el
siguiente:

O = N W R Ul

012 3 45 6
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Entonces f es continua y se tiene que 1 es un punto periédico de periodo
5,y O=1{1,3,4,2,5}. Ademas:
[1,2] — [3,4], es una relacién de cubrimiento O — forzada pues

[3,4] C [3,5] = [min f([1,2] N O), méx f([1,2] N O)], y
[3,4] — [2, 6] pero esta relacién de cubrimiento no es O — forzada pues
2,6] € [2,4] = [min f([3,4] N O), méx f([3,4] N O)].

Para nuestro argumento inductivo es importante notar que todos los lazos
obtenidos en la demostracién de la proposicién 2.2 son O — forzados. (En
efecto, cualquier relacion de cubrimiento derivada solo de informacion sobre
la dindmica en O sera O — forzada).

El siguiente hecho nos permitira realizar la demostraciéon por induccién:

Proposicién 2.3. Un m-ciclo O tiene un l-lazo elemental O — forzado de
O —intervalos para cada | < m.

Demostracion. Usaremos inducién sobre m. El enunciado es cierto para
m = 1 ya que no existe [ < 1.

Supongamos que la proposicién 2.3 se cumple para todos los ciclos de longi-
tud menor que m.

Sea O un m-ciclo. Si hay un punto que no cambia de lado, entonces la con-
clusion de la proposicion 2.3 se sigue de la proposicién 2.2 y de nuestra
observacion que la proposicion produce lazos O — forzados.

Por otro lado, si todos los puntos cambian de lado, por la observacién 2.1 se
tiene que m es par y f es una biyeccion entre Op y Og donde L :=min O y
R :=maxO.

Para la segunda iterada, f?, Or y Op son ciclos de longitud m/2, y por la
hipétesis inductiva podemos aplicar la proposicion 2.3 a cualquiera de estos,
en particular a Og. Por lo tanto f2 tiene un k-lazo elemental Og-forzado de
Og-intervalos para cada k <1 m/2.

Resta deducir a partir de esto que f tiene un 2k-lazo elemental O —
forzado de O —intervalos para cada k<im/2 ademds de un 1-lazo elemental.
En consecuencia, la siguiente proposicién concluye la induccion.

Proposicién 2.4. Sea O un ciclo de f tal que todos sus puntos cambian de
lado, y supongamos que el ciclo O de f* da origen a un k-lazo elemental
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Og-intervalos para f?. Entonces hay un 2k-lazo elemental O — forzado de
O — intervalos para f. Ademds, hay un 1-lazo elemental O — forzado para

f.

Demostracion. El 1-1azo se obtiene del O —intervalo que esta en el medio,
que esta comprendido entre el punto de Of, que se encuentra mas a la derecha
(méx Op) y el punto de O més a la izquierda (min Og).

Como f(max Q) > min O y f(maxOp) < min O, se tiene que dado
I = [méx Op, min Og] se cumple que [ = I.

Para un k-lazo elemental

Jo—>Jh === T — D (22)

de Og-intervalos para f2.
Sea J! el intervalo cerrado més corto que contiene a f(J; N O) C Op. Los
intervalos Ji,...,J;_, estdn a la izquierda de c¢; donde ¢ es el punto medio
del intervalo I = [p,q] con p = méx{x € O : f(z) > x} y q el punto de O
que esta inmediatamente a la derecha de p.

Como la relacién de cubrimiento J; — J;4; es Og-forzada para f? se tiene
que Jii1 C [min f2(J; N O), méx f2(J; N O)].
Dado que J! = [min f(J; N O), méx f(J; N O)], entonces

min f2(J; N O),méx f2(J; N O) € f(J)).

Por tanto, si y € [min f2(J; N O), méx f2(J; N O)], existe z € J! tal que
f(x) = y. Luego, Ji11 C [min f2(J; N O),max f2(J; N O)] C f(J!). En con-
secuencia, J; — J;11 para f, y esta relacion de cubrimiento es O — forzada.
Asi, obtenemos un 2k — lazo O — forzado para f:

Jo—=>Jy=>h—=>J == D= J = J (2.3)

Un punto periédico p para f que sigue el lazo (2.3) es un punto periédico
para f? que sigue el lazo elemental (2.2) y por tanto tiene periodo k con res-
pecto a f2. Como los intervalos en (2.3) estédn alternativamente a la derecha
y a la izquierda del centro, también lo estan los iterados de p bajo f. Por lo
tanto, p tiene periodo 2k con respecto a f, y el lazo en (2.3) es elemental. [
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2.6. Teorema de Sharkovsky: Caso Recipro-

CoO.

Para demostrar que cada cola del orden de Sharkovsky es el conjunto de
periodos para una funciéon continua de un intervalo en si mismo considera-
remos la familia de funciones tienda truncadas T}, : [0,1] — [0, 1], definidas
para cada z € [0, 1] por:

1
x»—>min(h,1—2|x—§|), para 0 < h <1

(S
—_
[
|

A continuacién varias propiedades de la familia 7}, las dos primeras son
obvias.

(a) Ty (To(z) = 0 para todo x € [0,1]) sélo tiene un punto periddico (el

punto fijo 0) mientras que la funcién tienda 7} tiene los siguientes 3-ciclos:

%, %, g} y {%, %, %} y por lo tanto tiene todos los niimeros naturales como
periodos por el directo del Teorema de Sharkovsky.

(b) T tiene un numero finito de puntos periddicos para cada periodo.

(c) Sih <k, cualquier ciclo O C [0, h) de T}, es un ciclo para T}, y cualquier
ciclo O C [0, h] de T} es un ciclo para Ty,.

Demostracion. Dado h € [0,1] se tiene que Ti(x) < h si, y solo si,

z € [0,4]U 1 — £/1]. Por tanto, para cualquier 0 < h < k < 1 las
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funciones T}, y T}, coinciden en el conjunto

h h
Jp=10,=]U[l—=,1
=510 - 5,1
Ademas, la funcién T}, es constante en el intervalo abierto K, = (%, — g)

h
27

y por tanto tiene a lo més un punto periédico en cl(K}p) = |
Sea 0 < h <k <1 dado que T1(K}) = (h, 1] se tiene que para cualquier
ciclo O C [0,h) de T),, O C J,, y en consecuencia O también es un ciclo
para Tj. Por otro lado, dado un ciclo O C [0, h] de T}, se tiene que O C J,

y en consecuecia O es también un ciclo para T}. O

Lo que hace esta prueba tan elegante es que h juega tres roles: como un
parametro, como el valor maximo de 7} y como un punto de una orbita.

Para m € N, sea

h(m) := min {max O : O es un m-ciclo de 7}

T}, tiene un [-ciclo O C [0, h) si, y solo si, h(l) < h.

Demostracion. Si Tj, tiene un [-ciclo O C [0, h), entonces por (¢) O
es un [-ciclo para T} y max O < h. Asi, por la definicién de h(l) se tiene

que h(l) < h.

Reciprocamente, si h(l) < h, entonces existe al menos un Il-ciclo O de T}
tal que O C [0,h) y por (c) se tiene que O es un [-ciclo de Tj,. O

La 6rbita de h(m) es un m-ciclo para Thy,, y todos los otros ciclos para
Th(m) estan contenidos en [0, h(m)).

Demostracion. Dado que h(m) = min {max O : O es un m-ciclo de 71 },
es claro que la 6rbita de h(m) es un m-ciclo de T} y estd contenida en
[0, h(m)], y por (c) se tiene que la érbita de h(m) es un m-ciclo para Thm);
ademds, cualquier otro ciclo para T} es disjunto de la érbita de h(m) y
por tanto esta contenido en [0, h(m)). O

Sim # [, entonces h(m) # h(l) ya que los ciclos de diferentes longitudes
son disjuntos.
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(g) Il <msi, y solosi, h(l) < h(m).

Demostracion. De (e) y el directo del Teorema de Sharkovsky se tiene
que Th(m) tiene un I-ciclo contenido en [0, h(m)) para todo I <m. Asf por
(d), h(l) < h(m).

Reciprocamente, supongamos que h(l) < h(m) y que m <l o m = I,
entonces por lo anterior se tiene que h(m) < h(l) lo cual es una contra-
diccion. Luego, [<aim. O

Note que para cada m € N, T}, tiene un [-ciclo para todo I << m. Por
otro lado, si O es un Il-ciclo de Tj(), con | # m, entonces O C [0, h(m)).
Asi, h(l) < h(m), y en consecuencia [ <l m.

Luego, el conjunto de perfodos de T}, es una cola del orden de Sharkovsky
dada por m y todo [ <t m.

El conjunto de todas las potencias de 2 es la otra cola del orden de
Sharkovsky (junto con ) el cual es el conjunto de periodos de la transforma-
ciéon z — = + 1 en R).

Por otra parte, por (g) se tiene que la sucesién (h(2")),>o es creciente. Sea
h(2°°) := sup, h(2¥). Dado que h(2°°) > h(2*) para todo k € N, Tj,2=) tiene
un 2¥ —ciclo para todo k € N. Supongamos ahora que T} (20 tiene un m—ciclo
tal que m no es potencia de 2. Por el directo del Teorema de Sharkovsky T},(2e)
tiene también un 2m — ciclo. Como el m — ciclo y el 2m — ciclo son disjuntos,
al menos uno de ellos estd contenido en [0, h(2%°)). Dado que 2F <1 2m <1m
para todo k € N, por (g) se tiene h(2*°) < h(2m) < h(m), lo que contradice
a (d).Por lo tanto los tnicos perfodos de T2 son potencias de 2.
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Caos Li-Yorke Unidimensional

3.1. Teorema de Li-Yorke.

En este capitulo presentaremos un teorema que permite, a partir de la
simple observacién de una orbita periddica en particular, determinar no so-
lo la coexistencia de orbitas periddicas de todos los periodos, sino también
la presencia de orbitas de comportamiento erratico que no se acumulan en
ninguna orbita periddica. Este teorema se debe a Li y Yorke y se presenta a
continuacién:

Teorema 3.1. Sean J un intervalo compacto y f : J — J una funcion
continua. Si existe un punto a € J para el cual los puntos b = f(a), c = f?(a),
yd= f3(a) satisfacen d < a<b<c (6d>a>b>c). Entonces

1. Para cada k = 1,2, ... hay un punto periddico en J con periodo k.

2. f es cadtica en el sentido de Li-Yorke.

Observacién 3.1. Nétese que si una funcién f tiene un punto periddico de
periodo tres, entonces la hipotesis del teorema se satisface y por tanto f es
caotica en el sentido de Li-Yorke.

Por el Teorema de Sharkovsky, si una funcién tiene un punto de periodo
tres, entonces tiene puntos periddicos de cualquier periodo. No obstante,
su enunciado nos proporciona mayor informacién: dice que la existencia de
puntos de periodo tres no solo implica la existencia de puntos periédicos de
cualquier periodo, sino que ademaés existe un conjunto no numerable S C J,
tal que para cualquier par de puntos z,y € S, la distancia entre las dos
sucesiones de iteraciones {f™(x)}5%, v {f™(y)}>2, , tienen la propiedad que
cuando n tiende a infinito, el limite inferior es igual a cero mientras que el
limite superior es positivo.

Observe que el limite inferior sea igual a cero, quiere decir que existe
una infinidad de n’s tales que {f"(z)} y {f"(y)} estdn tan cercanos como

se quiera; y que el limite superior sea positivo, quiere decir que existe una

33
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infinidad de n’s tales que la distancia entre {f"(z)} v {f™(y)} siempre es
positiva. En otras palabras, bajo las iteraciones de f, diferentes puntos de S
estan algunas veces cercanos y otras veces separados, y ninguno de estos es
periodico.

A continuacién ofrecemos una demostracion de este teorema.

Demostracion. Supongamos que d < a < b <c;elcasod>a >b>ces
similar. Sean K = [a,b], L = [b,c] y k un entero positivo. Para k > 1, sea
{I,} la sucesién de intervalos dada por: I, = L paran =0,1,2,...,k —2e
I,y = K; definamos I, periédicamente por I,,., = I, paran > 0. Si k =1,
entonces [, = L, para todo n > 0.

Claramente L y K son compactos, K, L C [d,c] = [f(c), f(b)] C f(L)y

L=b,c =]f(a), f(b)] C f(K); por tanto I, — I,,1 para todo n > 0.
De lo anterior se tiene que la sucesién de intervalos {I,,} satisface las hipétesis
del lema 2.4, en consecuencia existe una sucesion de intervalos compactos
{Qn} tal que Q11 C Q, C Iy y f"(Qn) = I, para todo n > 0. Por tanto
se cumple que f¥(Qy) = Iy = Iy D Q. Por el lema 2.2, g = f* tiene un
punto fijo pr € Q; ademas, py no puede tener periodo menor que k para f.
En efecto, supongamos que p; tiene periodo m < k, entonces si m =k — 1,
f5 7 (k) = pe € Qi C I = L; dado que Q) C Qp—1, pr € Qi1 y f* ' (pr) €
I,1 = K, por tanto f*~1(p,) = b. De esta forma f**1(p,) = d ¢ L, lo cual
es una contradiccién porque f**(py) = f(pr) € [ = L (Qr C Q). Asf que
pr. no puede tener periodo k — 1.

Por otro lado, sim < k—1, O(pr) = {pr, f(pr), - - - [ Hpr)}; y dado que
fEL(pr) € O(p), existe 0 < I < m tal que f*1(pp) = fl(pr). Ast f*= 1 (pp) =
f'pr) € I, = L, pues Q. C Q; y 1 < k— 2. Como antes p, € Qp_1 y
en consecuencia f* 1(py) € I,_; = K, por tanto ff~1(p,) = b. Entonces
¥ (pr) = d ¢ L, lo cual es una contradiccién porque f*(py) = f(pi) €
I; = L. Luego pr no puede tener periodo m < k — 1. Por tanto p; es de
periodo k.

Ahora, veamos que existe un conjunto scrambled no numerable S C J.

o0

Sea M el conjunto de sucesiones de intervalos compactos M = {M,,}>2 ,,

siendo que:

M,=K, oM, CLy M, — M,; (3.1)
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ademas;
si M,, = K, entonces n es el cuadrado de un entero, (3.2)

donde K = [a,b] y L = [b,c]. Observe que si M,, = K de (3.2) sigue que
M, 1, M, 1o C L pues si n es el cuadrado de un entero, entonces n+1y n+2
no lo son.

Para cada M € M, sea P(M,n) el nimero de ¢’s en {1,2,..,n} para el
cual M; = K.

En lo que sigue [|r|] denota la parte entera de r; eso es, [|r|] es el menor
entero mayor que 7.

Consideremos una sucesién Mi € M tal que

3
P(M%,m)=[|2n]], sin®* <m < (n+1)%

3
Note que M, .. = Ksin>1yre{0,2,3}.

Para cada r € [2, 1) consideremos una sucesién M" = { M} T}n , de M tal
que P(M",m) = [|rn|]] sin? <m < (n+1)?, ademas M = M4 si MT;‘ =K.

Dado que rn — 1 < [[rn|] < rn, tenemos que = Hm” < Iy como
oorn—1 ™
lim = lim —=r,
n—00 n n—oo 1
se sigue que
P(MT 2
lim M = lim M = (3.3)
n—00 n n—oo N

Sea Mo ={M" :r € (3,1)} C M. Entonces M, es no numerable ya que
M™ # M™ para ry # ry: por unicidad del limite. Asi, r — M" es inyectiva.
Por el lema 2.4, para cada M" = {M!}>°, € M, existe un punto z, con
f™(z,) € M? para todo n. Sea S = {z, : r € (3,1)}.

Para x € S, sea P(z,n) el nimero de i’s en {1,2,...,n} para las cuales

fi(z) € K.
Proposicién 3.1. Dado z, € S, f¥(x,) # b para todo k.

Demostracion. Sea z, € S. Supongamos por absurdo que existe k£ € N tal
que f¥(z) =b.



36 3. Caos Li-Yorke Unidimensional

Sid# a, ff72(x,) = d ¢ KUL, lo cual es una contradiccién pues
f¥2(x,) € M}, y por (3.1) se tiene que M} , =K o M}, C L.

Sid = a, z, es eventualmente periddico de periodo 3. Sea [ de manera que
(I4+1)*—=1* > 3, entonces M, = L para todo [* < n < (I+1)? lo cual es una
contradiccién. Luego, f*(x,) # b para todo k. O

Observacién 3.2. Dado que P(z,,n) cuenta el nimero de i’s tal que f*(z,) €
K y como f"(x,) € M para todo n, entonces contar el nimero de i’s tales
que fi(z,) € K es equivalente a contar el nimero de veces que M! = K,
pues nunca ocurre que f*(z,) = b= KNL. De aqui que P(z,,n) = P(M",n)
para todo n y asi

P 2
plz,) = lim Pz, n%)

n—oo n

= r para todo 7 € (3,1).

Veamos ahora que S es no numerable. Sean ry,ry € (%,1) con r| #
r9. Note que p(z,,) # p(z,,), por tanto existe k& > 1 tal que P(xz,,k?) #
P(x,,,k?). Asi, existe 1 < m < k? tal que f™(z,,) € Ky f™(x,,) ¢ K, o
™) ¢ Ky f™(z,,) € K. En consecuencia z,, # x,,. Luego, r — x, es
inyectiva, y por tanto S es no numerable.

Proposicién 3.2. Six,,x,., € S con ry # re, entonces existen infinitos n’s
tales que f"(z,) € K y f"(z,,) € L, o viceversa.

Demostracién. Supongamos que solo hay una cantidad finita de n’s tales
que f"(z,) € Ky f"(x,,) € L o viceversa. Sea k el mayor nimero natural
tal que f"(z,) € Ky f*(x,,) € L o viceversa. Luego, para todo n > k se
tiene que f"(z,,)y f"(x,,) estin ambos en K o ambos en L. Asi,

P(z,,,n*) — P(2,,,n*) = P(x,,, k) — P(x,,,k), para todo n > k.

En consecuencia,

P('TTUnQ) B P('Tmunz)

r =72 = plan) — plr,,) = lim ~0
n—o00 n
lo cual es una contradiccion pues ry # rj. ]

Como f%(b) =d < ay f* es continua, entonces dado ¢ = b%d > (), existe
6 > 0 tal que |f3(z) — f2(b)] < 52, si |[v — b < 20. Asi
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b—d b—d b+d
fQ(x)<T+f2(b):T+d:%, para todo z € [b—9,b] C K

Size Sy f'(z) € K, entonces (3.2) implica que f"*(z), f**?(z) € L.
Por tanto f"(z) < b—§, por que si f"(z) > b—4, entonces f"2(z) < &4 < p
de aqui que f"*2(z) ¢ L, y esto no es posible.

Si f"(y) € L, entonces f"(y) > b, asf [f"(z) — f"(y)| > 4.

Por la proposicion 3.2, para cualquier x,y € S, con x # y se sigue que

limsup | () — f*(y)| = 5> 0.

n—oo

Probemos que S no tiene puntos periédicos.

Supongamos que existe p € S periddico de periodo k. Sin importar que
tan grande sea k es posible elegir | de tal modo que (I + 1) —(? > 2k. En
consecuencia los iterados de p permanecen en L un numero mayor que k
veces, y dado que p es periddico, debe ocurrir que todos ellos permanecen en

L; en cuyo caso
P(x,n?)

lim ———= =0,
n—o0 n
por tanto,
P(M",n?
lim (M7, ) =0=r
n—oo n

para la sucesion M" que generé este p, lo cual contradice el hecho que r €

(%, 1). Luego, en S no hay puntos periédicos.

Por otra parte, como f(b) = ¢, f(c) =d < a, [b,c] C f([b,]).

Ahora consideremos
b' =méx{z € b,d: f(z)=c}yc =min{rc[b' d: f(z)=0}

Asf, [b.c] D b, '], f([b'c']) = [b.c], f(b)) =c=c" f(ch) =b=10",y
f(x) € (8%, c°) para todo z € (b',ct)
Definamos por induccién

0" =max {x € 0", "] : f(z) ="}y T =min{z e ", " f(z) = 0"}

Asf, [b7,¢"] D [bFE, e, F([0E, evt) = b e, F(0TY) = ¢ f(eth) =
by f(x) € (b*, ") para todo x € (b"TL, 1)



38 3. Caos Li-Yorke Unidimensional

Sea A =["2,[b", c"], entonces A # (). Sean b* =inf A y ¢* = sup A.
Como {b"} es una sucesiéon monotona creciente entonces 0™ — b* y como
{c"} es una sucesién mondtona decreciente, ¢" — ¢*. Por la continuidad de
f, se tiene que

f*) = f(Hm 6"t = lfm " = ¢*.

n—oo n—oo
Anélogamente se prueba que f(c*) = b*.

Para probar que liminf,, | f"(x) — f"(y)| = 0 debemos ser mas especifi-
cos en la elecciéon de las sucesiones M". Ademas de los anteriores requeri-
mientos sobre M € M, supondremos que si M, = K para k =n?y (n+1)%
entonces M, = [b*"~(2=1 b*] para k = n? + (2§ — 1), M = [¢*, *"%] para
k=n%?4+2jdonde j =1,2,...,n.

Para las restantes k’s que no son cuadrados de enteros, se supondra que
M, = L.

Del hecho que p(x) es el limite de la fraccién de n’s para las cuales f n? () €
K, se sigue que para cualquier r*,r € (%, 1) existen una infinidad de n’s tales
que Mi = MI" = K para k=n*y (n+1)2

Sea x,,x, € S. Ya que b, — b*, ¢ — ¢* cuando n — 0o, para cualquier
e > 0 existe N € N tal que

" —b*| < % y "= < %, para todo n > N.

Entonces, para cualquier n con n > Ny M{ = Mj" = K para k =n?y
(n +1)2, se tiene

fn2+1(l'r) c M]S — [bzn_l,b*], con k = nz +1.
Asf que f+1(z,) y 7 *1(z,+) pertenecen a [b**~',b*]. Por lo tanto

< E.

|fn2+1(xr) - JM2+1("ET*)

Ya que hay una infinidad de n’s con esta propiedad, sigue que

liminf | f"(z,) — f"(x+)| = 0.

n—oo
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3.1.1. Ejemplos

Ejemplo 3.1. Una funcién con un conjunto scrambled de medida cero.
Sea I =[0,1] y f: I — I definida como

(

0, si0 <z <0,25;
4r — 1, si 0,25 <z <0,5;
flx) = : .
—4x+3, si0,b<xz<0,75;
L 0, si 0,75 <z <1.
1
0o 3 1
23 27 43

Como f es continua y O(2) = } es una drbita de periodo 3,

657 65 65
f satisface las hipotesis del Teorema de Li-Yorke, por tanto es cadtica en I.

Mostraremos que f tiene un conjunto scrambled S C I de medida cero.
Primero observe que:

= 0, % y % son puntos fijos.

» Siz e (0,2]U[2,1], entonces f(z) = 0, y por tanto z es eventualmente
fijo.

= Siz € (5,3), entonces f(z) =4a —1 < z. Asi, si f*(z) € (,3) para
todo n € N, entonces la sucesion (f"(x)),>o es decreciente y acotada

11
403
puntos fijos, luego existe k € N tal que f*(z) < i. En consecuencia, x

inferiormente, por tanto convege a un punto fijo. Pero en [;, ) no hay

es eventualmente fijo.

= Size(3,3), f(z) = —42+3 € (0,3) y por tanto z es eventualmente
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De lo anterior sigue que todo punto en [0, é) U (%, 1] es eventualmente
fijo; de hecho, para todo z € [0, 5) U (2, 1], existe n > 1 tal que f"(x) = 0.
Adicionalmente, f en [3, 2] es como en la figura

5 1

1 5 2
3 12 A012 3
De acé que todo punto z € Ay = (%, 1—72) es eventualmente fijo a 0, pues

six e (g, 5) f(z) e (3, 1]

Por otra parte, todo = en [%, | que sea eventualmente fijo a 0, debe ser tal
12

%, %) De hecho, los puntos x en [3, 3
eventualmente fijos a 0 son aquellos para los cuales toda su orbita estd en
[12]. Sea A tal conjunto; note que

A= ()03

n>0

wino

que su oOrbita pasa por ( | que no son

Claramente f(A) C A. Veremos que A es un conjunto de Cantor con medida
cero. Ello es un procedimiento estandar: se procede de la misma forma como
se hace para demostrar que en la familia logistica f,(z) = pax(x—1), p >4y
x € [0, 1], el conjunto de puntos con érbita acotada es un conjunto de Cantor.
Remitimos a [6].

Como el conjunto de puntos que no son eventualmente fijos, Sy C A,
tiene medida cero, entonces el conjunto scrambled S C [ que se obtiene
como resultado del Teorema de Li-Yorke, tiene medida cero, pues S C .

El siguiente ejemplo muestra que la condicion de continuidad en el teore-
ma de Li-Yorke no puede debilitarse.
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Ejemplo 3.2. Sea f:[0,1] — [0, 1] dada por

45, si0<x <
f(x):{() 2 21 !
, sig<z<1

Obsérvese que O(0, f) = {0, %, 1} es una érbita de periodo 3. Por lo
anterior se podria pensar que f es cadtica en el sentido de Li-Yorke. Pero
nétese que cada érbita de f en [0, 1] es eventualmente periédica de periodo
3. Por ejemplo, si © = 1, f(z) = 15, f*(z) = 0. Por tanto, no satisface las
condiciones de la definicién, es decir f no es cadtica. Esto se debe a que f es
discontinua en %

El siguiente ejemplo muestra que el Teorema de Li-Yorke no admite ex-
tensiones a dimensiones mayores que 1.

Ejemplo 3.3. Sea [ : R? — R? la rotacién en R? de %’T alrededor del origen,
es decir f(r,0) = (r,6 + %7). f tiene una érbita de periodo 3 y sin embargo,
no es caotica en el sentido de Li-Yorke pues todos sus puntos, excepto el
origen, son puntos periédicos de periodo 3.

3.2. Propiedades adicionales.

En esta seccién presentaremos algunas propiedades adicionales de las fun-
ciones caoticas en el sentido de Li-Yorke.

Teorema 3.2. Si f : J — J es una funcion continua tal que f tiene un
punto de periodo m - 2™ para algin entero impar m > 3 y para algin numero
natural n, entonces [ es cadtica en el sentido de Li-Yorke.
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Demostracion. Supongamos que f tiene un punto peridédico de periodo
m-2" para algin entero impar m > 3 y para algin nimero natural n, entonces
por el Teorema de Sharkovsky se tiene que f tiene un punto de periodo
3 -2+ esto es, fQ(nH) tiene un punto de periodo 3 y por tanto es cadtica
en el sentido de Li-Yorke. Luego, f es cadtica en el sentido de Li-Yorke, por
la proposicién 1.4. O

Proposicién 3.3. Sean I = |«, 5] un intervalo compacto y f : I — I una
funcion continua. Siv f no tiene puntos periddicos de periodo 2, entonces

f(z) >z (resp. f(z) < x) implica que f*(z) > x (resp. f*(x) < z).

Demostracion. Supongamos que existen ¢ € I y n > 1 tales que f"(c) <
¢ < f(c). Como f no tiene puntos periédicos de periodo 2, por el teorema de
Sharkovsy se tiene que los tinicos puntos peridédicos de f son puntos fijos.

Si f no tiene puntos fijos menores que ¢, entonces f"(x) < z para todo
x < c. En efecto, si existe x < ctal que f"(x) > x, entonces por el teorema del
valor intermedio existe y € [z, ¢) tal que f(y) = y lo cual es una contradiccion.

Como f"(z) < x para todo x < ¢, entonces la sucesion (f*7(c))x>0 es una
sucesion decreciente y por tanto converge a un punto z, y por la continuidad
de f tenemos que f*+Y7(z) — f7(2). Asi, f*(2) = z, como los tinicos puntos
peridédicos de f son puntos fijos, se tiene que z es un punto fijo, lo cual es
una contradiccion pues z < c.

Si f tiene puntos fijos menores que c¢. Consideremos a = sup(Fiz(f) N
[a, ¢), entonces existe una sucesion creciente (z,,),>0 en Fiz(f)N[a, ¢] tal que
Ty, — a. Asi, z, = f(z,) = f(a). Luego, f(a) = ay a < ¢, en consecuencia
a € Fiz(f)N|a,d].

Sea a < x < ¢. Supongamos que f(x) < x entonces existe y € (x,c) C
(a,c) tal que f(y) =y, lo cual es una contradiccién. Asi, f(z) > = para todo
a<x<ec

Dado 0 < € < ¢ — a, por continuidad existe d; > 0 tal que si x € (a,a +
d1] C (a,cl, entonces a < x < f(x) < a+e < c. Asi, f(z) € (a,c), por tanto
f(x) < f*(z). Por continuidad existe d > 0 tal que si z € (a,a+ ds] C (a, ],
entonces a < f(z) < f3(z) <a+e <c. Asi, f3(z) € (a,a+¢) C (a,c).

Continuando con este procedimiento, tomamos 6 = min{d; : 1 <1i < n}.
Si z € (a,a +9), entonces a < v < f(z) < cy f¥x) < ff(z) para
1 <k < n. Por tanto, x < f™(z) para todo x € (a,a+ 0). Por el teorema del
valor interemedio se tiene que existe y € (z,¢) C (a,c) tal que f"(y) =y y
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dado que los tnicos puntos periédicos son puntos fijos, tenemos que y es un
punto fijo, lo cual es una contradiccién.
Luego, si f(z) > x,entonces f"(z) > x paratodon > 1. O

Proposicién 3.4. Sean I un intervalo compacto y f : I — I una funcion
continua. Si f no tiene puntos de periodo 2, entonces para todo x € I la
orbita (f™(x))n>0 converge a un punto fijo de f.

Demostracion. Sea x € I, si (f"(x))n>0 es eventualmente constante o
eventualmente monétona, entonces (f™(x))n>o converge a un punto fijo.
Sea x € I tal que x < f(x) y que la sucesién (f™(x)),>0 no es eventual-
mente constante ni eventualmente mondtona (el caso x > f(x) es similar).
Definamos n; el menor entero tal que f""!(z) < f"(z). Sea ny el menor
entero mayor que n; tal que f"*(z) > f"(x). Tomamos n3 el menor entero
mayor que ny tal que " (z) < f™(x). Continuando con este proceso tenemos
que, para todo i € N: ny; es el menor entero mayor que no;_; tal que f"(x) >
f™(x), y noiy1 es el menor entero mayor que no; tal que f*(z) < f7(x).
Asi, por la proposicion 3.3, tenemos que:

fnzrl(x) > f”(x), para todo n > no;
f™(z) < f*(z), para todo n > ny;
frel(z) < f(x), para todo n > ngiy

frEt(z) > f*(z), para todo n > ng;q
De esto tenemos que:

r o< fx)<---< fm(x) < i e) < -
< frN @) < fria) << M) < e

(
< @) < ) < ) << ) < S )

De lo anterior se tiene que (f"?(x));=0 es un sucesién creciente y la
sucesion (f"2+1(x));~o es decreciente; por tanto existen y,z € I tales que
fre@) =y y frev() — 2

Ademas, para todo i € N:

fre(@) < frentia) < free(a) y free() < fremi(z) < freei().

Asf, fren=l(z) — ¢y y fm2~Yz) — 2z por continuidad tenemos que
fre(e) = f(z) y fre(e) = f(y). Por tanto, y = f(2) y 2z = f(y), da-
do que f no tiene puntos periddicos de periodo 2, debe ocurrir que y = z.



44 3. Caos Li-Yorke Unidimensional

Sea € > 0, como ™ (z) — yy f*+(z) — y, existe N > 0 tal que
fri(x), fr* 1 (x) € (y — e,y +¢), para todoi > N.
Sea n > 2N + 1, entonces existe ¢ > N tal que
F7(2) < f7(2) < f7 ()
Por tanto, f"(x) € (y — ¢,y + ¢) para todo n > 2N + 1. En consecuencia,
(f"(2))nz0 = - 0

Corolario 3.1. Sea I un intervalo compacto. Si f : I — I no tiene puntos
de periodo 2, entonces f no es cadtica en el sentido de Li-Yorke.

Demostracion. Si f no tiene puntos de periodo 2, entonces por la proposi-
cién 3.4, se tiene que para todo x € I, existe un punto fijo y € I tal que
f™(x) = vy, esto es, todo x € I es asintéticamente fijo. Por lo tanto f no es
caotica en el sentido de Li-Yorke. O

De acé sigue:

Corolario 3.2. Sea I un intervalo compacto. Si f : I — I es cadtica en el
sentido de Li-Yorke, entonces para todo n € N, f™ tiene al menos un punto
de periodo 2.

Proposicién 3.5. Sean I un intervalo compacto y f : I — I una funcion
continua. Si f es cadtica en el sentido de Li-Yorke, entonces f tiene puntos
periédicos de periodo 2% para todo k € N.

Demostracion. Sea f una funcién cadtica en el sentido de Li-Yorke, en-
tonces por el corolario 3.2, se tiene que dado k € N, f2k tiene un punto de
periodo 2, entonces por la proposicién 1.2, f tiene un punto periédico de
periodo %, donde s divide a 2% y (s,2) = 1.

Como (s,2) = 1, se tiene que s es impar y dado que 1 es el dnico impar
que divide a 2* se tiene que s = 1. Asi, f tiene un punto periédico de perfodo
9. 2k — 2k+1.

Como k € N es arbitrario se tiene que f tiene puntos periédicos de periodo
2% para todo k > 1. U

El siguiente corolario es consecuencia inmediata de lo anterior.

Corolario 3.3. Sean I un wntervalo compacto y f : I — I una funcion
continua. St f es cadtica en el sentido de Li- Yorke, entonces f tiene infinitos
periodos.
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3.3. Caos y Estabilidad

En esta secciéon mostraremos, mediante un ejemplo, que pequenas per-
turbaciones de una funciéon de periodo 3, no necesariamente tiene puntos
de periodo 3. Sin embargo, demostraremos que toda funciéon continua sufi-
cientemente cercana a una funcién con un punto de periodo 3 es cadtica en
el sentido de Li-Yorke; esto es, si T" es una funcion continua con un punto
de periodo 3, entonces existe ¢ > 0 tal que toda funcién continua F' con
|F' = T|| = méx{|F(z) — T'(x)| : = € [0,1]} < ¢, es cadtica en el sentido de
Li-Yorke. Entonces la propiedad de ser cadtica en el sentido de Li-Yorke es
estable.

Ejemplo 3.4. Periodo 3 puede ser destruido por pequenas perturbaciones.
Sea T : [0,1] — [0, 1] dada por

r+i siz<
T(x) = : N
2—2x, sixz>

N—= N

La érbita {0, %, 1} es periddica de periodo 3. Ahora consideremos, para

0<e< % fijo, la funcién 7. dada por
i+e, si0<z<e
Ti(z)=qz+3, sie<z<i

. 1
2—2zx, six>;

Entonces se tiene que ||7. —T'|| < € pero T no tiene puntos de periodo 3.
En efecto,

= Siz € [0,¢] entonces, T(z) = 2 +¢ € (3, 1). Por tanto, T2(z) = 1-2¢ €
(0,1). Asi,
1 1 1
5 T €, sl 3<e<3
Ti(r)=q5-2,sij<e<
e, si0<e< i

1
3

Por tanto, T2(z) # =.



46 3. Caos Li-Yorke Unidimensional

= Si z € (¢, 3] entonces, Ti(z) = z + 5 € (5 + ¢, 1]. Por tanto, T?(z) =

1 —2z. Asi,
1 S 1 e 1
5‘|‘€, Sl§—§§$<§
T2(x)=93 -2z, sil<w<l-c¢
. 1
dr, six < 7

Como 2 — 2z = x si, y solo si, z = 1, se tiene T3(z) # .
» Siz € (3,1], entonces T-(z) =2 — 2z € [0,1).

e Sil— < < a <1, entonces T2(z) = 3 + . Por tanto, T3(z) =
I1-2e<1-5<m

e Si 32 <z <1-% entonces, T?(z) = 2 — 2z € (3,1] y por tanto,
T3(z) = =3 +4x € [0,1 — 2¢). Como —3 + 4z = z si, y solo si,
x =1 se tiene que T3(z) # .

e Si; <z <32 entonces T2(z) = —2 + 4z € (0,1). Por tanto,

1 1 1, ¢
51T &, Sl§<l’§§+z
30\ — 3 1 5
T2(r) = —2+4x, sig+5<a <2
-5 3
4—dx, si <z <y
Note que siz < 1+ < 1+4e="T3x). Ademds, si 3+< <z <
entonces T2(x) # x, pues —3 + 4o = x si, y solo si, z =

Finalmente, si g <x< %, entonces T2 () # x, pues 4 —4x = x si,
ysolosi,x:%>%.

Y

N | 00|t

De lo anterior se tiene que T2 (z) # x si z € (3,1].

Luego, T’ no tiene puntos de periodo 3.
En los siguientes lemas I es un intervalo compacto.

Lema 3.1. Sea g : I — I una funcion continua y n > 0, entonces existe
e > 0 tal que si f: I — I es una funcion continua tal que ||f — g|| < ¢,
entonces || f* — ¢*|| < n.
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Demostracion. Sean > 0, por continuidad uniforme de g, existe 0 < ¢ < Z
tal que
lr —y| <e=lg(z) —g(y)| < g, para todo z,y € I.

Asi, si f es una funcién continua tal que ||f — g|| < ¢ , entonces
|f(z) — g(z)| < € para todo = € I. (3.4)
Sea x € I entonces
l9(f(2)) = g*(@)] = 1g(f(2)) — g(g(2))] <
Por otro lado, de (3.4) se tiene que
@) — g(F @) = 1 (f@) — g(f(@)] < <. (3.6)
Luego, de (3.5) y (3.6)

[f2(x) = g*(@)] < [f*(@) — g(f(@)] + |g(f () — g*(x)] < e+ g <1,

Como esto se cumple para todo z € I, se tiene || % —g?|| < n. O

N3

(3.5)

Lema 3.2. Sea g : I — I una funcion continua y n > 0, entonces existe
e > 0 tal que si f: I — I es una funcion continua tal que ||f — g|| < ¢,
entonces ||f* — ¢3|| < n.

Demostracion. Sea n > 0, por continuidad uniforme de g y g%, existe
0 <e <17 tal que
2=yl <e=lg(x) = g)| < 3 ¥ [¢*(x) = g*(9)| < 5, para todo v,y € I.
Asi, si f es una funcién continua tal que ||f — g|| < € , entonces
|f(z) — g(z)| < € para todo = € I. (3.7)

Sea x € I, entonces

9°(f () — ¢*(2)] = |g*(f(2)) — g*(g(x))| < g (3.8)

Por otro lado, se tiene que |f%(x) — g(f(z))| < ey |f3(z) — g(f*(x))] < e.
Asf, [g(f*(z)) — g°(f(2))] < 4. Luego,

[f3(2) =g’ (@) < (@) — g2 (@) + 1g(f* (@) — *(f ()] + 19°(f(2)) — ¢°(2)]

no.n
< —+ =<
6+3—|—3 n

Como esto se cumple para todo z € I, se tiene que || f3—g3|| < . O
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Lema 3.3. Sea g : I — I una funcion continua y n > 0, entonces existe
0<v<ntal quesi f: I — I esuna funcion continua tal que ||f*— g?|| < v
y|1f? = ¢’ll < v, entonces || f* — g"|| <n.

Demostracion. Sea n > 0, por continuidad uniforme de g existe 0 < v < 1
tal que
e —y|l <v=lg(z) —g(y)| < g, para todo z,y € I.

Asi, si f es una funcién continua tal que ||f? — ¢*|| < vy ||/ — ¢ < v,
entonces

If2(2) — ¢*(z)| < vy |f(z) — ¢*(z)] < v, paratodo x € I. (3.9)
Sea x € I, entonces
lg(f2 () — g* ()| = lg(f*(x)) — 9(g*(x))] < g

Por otro lado, se tiene que |f*(z) — ¢*(f(2))| = |f*(f(2)) — °(f(x))| < vy
|12 (x) — ¢*(f(2)] = |f2(f(x)) — ¢*(f(x))| < v. De lo anterior, se tiene que

9(f*(2)) = ¢°(f(2))] < 4.

Luego,
[ @) = g' (@) < [f2) = @ (f@)] +19°(f(2) — g(f*(x))] + |g(f*(2)) — ¢*(2)|
< v+ g + g <n
Como esto se cumple para todo x € I, se tiene que || f*—g*|| < 7. O

Lema 3.4. Sea g : I — I una funcion continua y n > 0, entonces existe
§ >0 tal que si f: I — I es una funcién continua tal que ||f> — ¢3|| <& y
|1f* = g*l| <, entonces || f* — ¢°|| <.

Demostracion. Sea n > 0, por continuidad uniforme de g existe 0 < ¢ <
tal que
lr —y| <d=lg9(z) —g(y)| < g, para todo x,y € 1.

Asi, si f es una funcién continua tal que |[f3 — ¢3|| < 0 v ||f* — ¢*|| < 4,
entonces

1f3(x) — ¢*(2)| < 0y |f4(z) — g*(x)| < 6 para todo = € I.
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Sea x € I, entonces

l9(f*()) — ¢°(x)] = lg(f*(2)) — g(g"(x))] < g

Por otro lado, se tiene que | f5(x) — g*(f(2))| = |f*(f(2)) — ¢*(f(x))| < d y
|f4(x) — @3(f(@)] = |f3(f(x)) — ¢*(f(x))] < d. De lo anterior, se tiene que
l9(f*(z)) — g*(f(2))] < §

Luego,
(@) =g’ (@) < [f(2) = g* (f@)] + |g*(f(2)) = g(f* ()] +19(f*(2)) — g°(2)|
< 0+ g + g <n
Como esto se cumple para todo = € I, se tiene que || f° —¢°|| < n. d

De las propiedades anteriores se tiene:

Lema 3.5. Sea g : I — I una funcion continua y n > 0, entonces existe
e>0tal quesi f:1— 1 yl||f—g|| <e entonces ||f° — ¢°|| <n.

Lema 3.6. Sea g : [ — I una funcién continua tal que J C g°(J) para algin
subconjunto J C I compacto, entonces existe € > 0 tal que para toda funcion
continua f: I — I tal que ||f — g|| < € se tiene que J S f2(J).

Demostracién. Sea g : I — I una funcién continua tal que J C ¢°(J) para
algin subconjunto J C I compacto.

Sea n = 1 min{|méx ¢°(J) — méx J|,| min ¢g°(J) — min J|}, entonces por el
lema 3.5 existe ¢ > 0 tal que si f : I — [ es una funcién continua tal que
|/ — gl| < € entonces || f° — ¢°|| < n Por tanto,

—n+g°(z) < f°(z) < ¢°(z) +n, para todo = € I.
Asi,
=1+ médxg” < mdx 7 <mdx g + 1, y
_ ab < min £ < min o
n+mJ1ng _mef _meg +n
Luego,
F2(7) = [min £, mix f°] > [min g° + n, mixg® =] 2 J.

Por tanto, existe ¢ > 0 tal que para toda funcién cotinua f : I — [ tal que
|f—gl| < € se tiene que J C f3(J). O
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Lema 3.7. Sea f : I — I una funcion continua y J un intervalo compacto tal
que [ no tiene puntos fijos en J, entonces existe n > 0 tal que | f(x)—x| > 7,
para todo x € J.

Demostracion. Supongamos, por absurdo, que existe una sucesion (z,)n>1
en J tal que |f(z,) — x,| < £ para todo n > 1, entonces f(x,) — z, — 0.
Por otro lado, como J es compacto, existe una subsucesién (z,, ) de (x,) tal
que x,, — x para algin z € J. Como f es continua f(z,, ) — f(z). Asi,
f(xn,) — 2, = f(x) — . Luego, f(z) — 2 =0.

Por tanto, z € J es un punto fijo de f en J, lo cual es una contradiccién. [

Lema 3.8. Sean f,g : I — I dos funciones continuas, J C I un intervalo
compacto yn > 0 tales que |f(x) — x| > n para todo x € J. Si ||f — g|| <n,
entonces g no tiene puntos fijos en J.

Demostracion. Sea x € J, entonces |f(x) —z| > n. Asi, f(x) +n < x

6 f(z)—n> .
Por otro lado, dado que |f(x) — g(z)| < 7, se tiene que

flx) =n < g(z) < f(2) +n,

en consecuencia g(x) < z, o g(z) > x.
Luego, g no tiene puntos fijos en .J. O

Teorema 3.3. Sea T : I — I un funcion continua tal que T tiene un punto
de periodo 3. Entonces existe € > 0 tal que si F' es una funcion continua y
||FF—T|| < e entonces F tiene al menos un punto de periodo 5.

Demostracion. Sea {zi,xs,r3} una 6rbita de periodo 3 para 7. Supon-
gamos que r; < Ty < x3 (si 1 < 23 < x la prueba es similar). Tenemos:
T(x1) = z9, T(xg) = x3, T(x3) = 271.

Sea y; € [z1,x9] tal que T'(y1) = z2 y T no tiene puntos fijos en [y, z2].
Como [xg, 3] = [T (v1), T(x2)] C T([y1, z2]), se tiene que

(21, 23] = [T(x3), T(2)] C T ([, 25]) € T?([y1, 22])-

Por tanto, existe y, € (y1,z2) tal que T?(y2) = 5. Nétese que yo # y1 y
Yz # Ta, en efecto, T?(y1) = x3 y T?(x2) = 1.
Como [x1, zs] = [T?(z2), T*(y2)] C T?([ya, 22]) se tiene que

(29, 23] = [T(21), T(2)] C T([x1, 22]) C T°([y2, 22]).
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Asi, [21, 3] C T([m2, 23]) C T*([y2, ¥2]) y en consecuencia, [x1, 23] C T°([ys, T2)).
Por tanto, [ys, 2] C T°([y2, 2]) y por el lema 3.6 existe § > 0 tal que para
toda funcién continua F tal que ||F — T|| < 6, [y2, xa] € F°([y2,72]) ¥ en
consecuencia existe xg € [y2, To] tal que F5(zg) =z .

Por otro lado, T no tiene puntos fijos en [y, x5], pues [ys, x2] C [y1,x2]. En-
tonces por el lema 3.7, se tiene que existe n > 0 tal que |T'(x) — x| > n, para
todo = € [yz, z2]. Tomando e = min{n, J} se tiene que para toda funcién con-
tinua F tal que ||F —T|| < ¢ existe z¢ € [ya, 72] tal que F?(zy) = xo y por el
lema 3.8 se tiene que F no tiene puntos fijos en [ys, 23]. Luego, z( es un punto
de periodo 5 de F'. O

Concluimos con el siguiente corolario cuya demostracion sigue inmediata-
mente del teorema anterior.

Corolario 3.4. Sea T : I — I un funcion continua tal que T tiene un punto
de periodo 3. Entonces existe ¢ > 0 tal que si F' es una funcion continua y
||FF—T|| < e entonces F' es cactica en el sentido de Li-Yorke.
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3. Caos Li-Yorke Unidimensional



Turbulencia y Caos Block-Coppel.

A continuacién presentamos el concepto de funcién turbulenta, nocién que
sirve de base para dar una definicién equivalente a la de caos en el sentido
de Block-Coppel, y posteriormente establecemos una relacién entre éste y el
caos en el sentido de Li-Yorke.

Definicién 4.1. Una funcién f : I — I se dice turbulenta si existen subin-
tervalos compactos J, K de I, con a lo mas un punto en comun, tales que
JUK C f(J)Nn f(K). Si J y K pueden ser seleccionados de tal forma que
J y K sean disjuntos, entonces se dice que f es estrictamente turbulenta.

Proposicién 4.1. Si f : [ — [ es turbulenta, entonces f tiene un punto
periodico de periodo 3.

Demostracion. Como f es turbulenta existen subintervalos compactos J, K
de I, con a lo méds un punto en comun, tales que JU K C f(J) N f(K).
Sean J = [a,b] y K =[V/,cJcona < b <V <c.

Caso U/ # b.

Si b # b entonces J N K = (), consideremos el 3 —lazo K - J - K — K,
entonces existe p € K tal que f3(p) = p y ademés f(p) € J. Asi, si f(p) = p,
entonces p € J N K lo cual es una contradiccién.

Por tanto, p es un punto peridédico de periodo 3.

Caso V/ =b.

Si f(b) # b, considremos el 3 —lazo K — J — K — K, entonces existe
p € K tal que f3(p) = p y ademéas f(p) € J. Asi, si f(p) = p, entonces
p € JN K = {b}, lo cual es una contradiccion.

Si f(b) = b, entonces dado que J — J U K, existen z,y € J tales que
f(x) =ay f(y) =¢, a < xy <b. Por tanto, si x < y, [z,y] > JUK y
ademds [r,y] C Jy b ¢ [x,vy].

Consideremos ahora el 3 — lazo K — [z,y] — J — K, entonces existe un
punto p € K tal que f3(p) = p. Si f(p) = p entonces p € K N [z,y], pero
K N z,y] = 0. Por tanto, p tiene periodo 3. O

Es inmediato entonces:

93
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Corolario 4.1. Si f es turbulenta, entonces, f tiene puntos periddicos de
todos los periodos.

Lema 4.1. Sea f una funcion con una orbita periodica de periodo impar
n > 1, pero no tiene puntos de periodo impar estrictamente entre 1 y n. Si c
es el punto medio de la orbita de periodo n, entonces los puntos de la orbita
tienen el orden

i) < 1) << o) <e < flo) < < o),

o bien

F12e) < oe < fle) < e < f2e) < < 0 < f1e),

Demostracion. Como el periodo de la érbita es impar, se tiene que no
todos los puntos de la érbita cambian de lado, entonces existe k < n tal que
hay un [-lazo elemental para todo [ > k y todo | < k par. Supongamos que
k<n—1.51 k=mn—2, entonces f tiene un punto de periodo impar menor
que n. Si k < n — 2, impar, tendriamos un punto de periodo impar menor
que n. Si k es par, entonces f tiene un punto de periodo k + 1 impar menor
que n. En ambos casos se tiene una contradiccion, por tanto debe ocurrir que
k =mn — 1. Asi, por el comentario 2.1 se tiene que la érbita de ¢ es un ciclo
de Stefan. O

Lema 4.2. Si f tiene un punto periodico de periodo impar n > 1, entonces
12 es estrictamente turbulenta.

Demostracion. Supongamos que n es tal que f no tiene una orbita de
periodo impar estrictamente entre 1 y n. Entonces, por el lema 4.1, la érbita
de periodo n tiene la forma

@) < ) << Pl <z < flo) << fP72), (40)
o bien
@) << flr)<z< f2) << f732) < [ 2). (4.2)

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que la érbita de z tiene la forma

dada por (4.1). Dado que = € [f?(x), f(z)] C f([x, f(z)]) existe d € [z, f(z)]
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tal que f(d) = z, por tanto, f*(d) = f(z) > d.

Sea ¢ = f%(d) — d, entonces existe 0 < §; < f"3(z) — f*(z) tal que si

a € (f"(x), [~ (x) +01), entonces | f2(d) — f*(a)] = [/} (x) = f*(a)| <,

y por tanto d < f?(a). Consideremos ahora e = a — f"~!(z), entonces exis-

te 0 < 6y < fm3(x) —a tal que si b € (f"3(x) — 6, f"3(x)), entonces
(@) — L) < e asi () <

Parae = a— " !(z) existe 0 < 03 < d—f"3(x) tal que sic € (f"3(x), f"3(z)+
§), entonces | f"!(x) — f*(c)| < ¢, por tanto f3(c) < a.

De lo anterior se tiene que a < b < f"3(z) < ¢ < d, f*(b), f*(c) < ay

d < f*(a), f*(d).
Consideremos los intervalos J = [a,b] y K = [¢,d], entonces JN K =0y

) D F20), f(a)] D [a,d] D JUK, y

F2AK) S [f2(e), £2(d)] D la,d) D JUK

De acé, f? es estrictamente turbulenta. U

Definicién 4.2. Una funcién continua f : I — I en un intervalo compacto
I es cadtica en el sentido de Block-Coppel si f™ es tubulenta para algin
m € N.

Claramente se tiene:

Corolario 4.2. Si f tiene un punto periodico de periodo impar n > 1, en-
tonces [ es cadtica en el sentido de Block-Coppel.

Corolario 4.3. Si [ tiene un punto periodico de periodo 2"q, con q > 1
impar y n € N, entonces f es cadtica en el sentido de Block-Coppel.

Demostracion. Sea p un punto periédico de f de periodo 2"q con ¢ impar y
n € N, entonces p es un punto periédico de f2" con perfodo ¢ > 1 impar. Por
el corolario 4.2 se tiene que f2n+1 es estrictamente turbulenta. Por lo tanto,
f es cadtica en el sentido de Block-Coppel. O

Corolario 4.4. Sea I un intervalo compacto. f : I — I es cadtica en el
sentido de Block-Coppel si, y solo si, tiene un punto periddico de periodo
2"q, con g > 1 impar y n > 0.
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Proposicién 4.2. St f : [ — [ es cadtica en el sentido de Block-Coppel,
entonces f es cadtica en el sentido de Li-Yorke.

Demostracion. Si f : I — [ es cadtica en el sentido de Block-Coppel,
entonces f™ es turbulenta para algin m € N, y por la proposiciéon 4.1, f™
tiene un punto periddico de periodo 3, y por tanto es cadtica en el sentido de
Li-Yorke. Asi, por la proposicién 1.4 f es cadtica en el sentido de Li-Yorke.[]

Definicién 4.3. Se dice que una funcién f : I — I es uniformemente no-
cadtica si cada punto x € I es aproximadamente periodico.

Proposicién 4.3. Si f no es cadtica en el sentido de Block-Coppel, pero
no es uniformemente no-cadtica, entonces existe un conjunto scrambled no
numerable S C I , y por tanto, f es cadtica en el sentido de Li-Yorke.

Demostracion. Ver corolario VI.26 (pag. 142) de [3]. O

Una funcién uniformemente no-cadtica no puede tener un conjunto scram-
bled con dos o mas puntos, por el lema 1.2; mientras que una funcién que no
es uniformemente no-cadtica tiene un conjunto scrambled no numerable por
las proposiciones 4.3 y 4.2.

De lo anterior se tiene que una funcién f : I — I es cadtica en el sentido de
Li-Yorke si y sélo si no es uniformemente no-cadtica, esto es, f es cadtica en el
sentido de Li-Yorke si y s6lo si no todos los puntos en I son aproximadamente
periodicos.



Tricotomia en el caos.

En este capitulo introducimos una clasificacién de las funciones continuas
en el intervalo que proporciona un criterio util para estudiar su caoticidad.

Definicién 5.1. Sea I un intervalo compacto. Si f : I — I es una funcion
continua, diremos que:

» fesdetipo < 2% si existe k, entero no negativo, de modo que todos sus
puntos periédicos posean perfodo de la forma 27 con j € {0, 1, ..., k}.

s f es de tipo 2% si tiene puntos periddicos de periodo 2" para todo
n > 0, pero no tiene otros periodos.

= f esdetipo > 2% si posee algin punto periddico de periodo no potencia
de 2.

Es importante resaltar que, basados en lo desarrollado anteriormente,
obtenemos la siguiente tricotomia para funciones continuas en un intervalo
compacto:

= Si f es de tipo < 2%, entonces f no es cadtica, en ninguno de los
sentidos estudiados anteriormente.

= Si f es de tipo > 2°°, entonces f es cadtica, en los dos sentidos definidos
en este trabajo.

= Si f esde tipo 2°°, entonces no es cadtica en el sentido de Block-Coppel.

Sin embargo, en el caso de que una funcién f sea de tipo 2°° no podemos
afirmar nada con respecto al caos de Li-Yorke porque, como veremos poste-
riormente, existen funciones de tipo 2°° que son cadticas segun Li-Yorke y
otras que no lo son.

o7
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5.1. Familia de funciones tienda truncadas y

caos.

En esta seccién determinaremos cudles miembros de la familia de las
funciones tienda truncadas son cadticos en el sentido de Li-Yorke y cuales
no.

Proposicién 5.1. Para 0 < h < h(2%) la funcion Tjo=y no es cadtica en el
sentido de Li-Yorke.

Demostracion. Dado h € [0,h(2%)) existe un n € N tal que h < h(2").
Como h < h(2"), cualquier ciclo O C [0,h) de T}, es un ciclo para Tjan,
la cual tiene una cantidad finita de periodos, y dado que existe a lo méds un
ciclo O de T}, tal que h € O, se tiene que T}, tiene solo una cantidad finita de
periodos. Asi, por el corolario 3.3, f no es cadtica en el sentido de Li-Yorke.[J

Proposicién 5.2. La funcion Tja~) es cadtica en el sentido de Li-Yore pero
no es caotica en el sentido de Block-Coppel.

Demostracion. Tjz~) no es cadtica en el sentido de Block-Coppel pues sus
unicos periodos son potencias de 2. Sin embargo, en el ejemplo VI.29, pag.
146 de [3], se prueba que Tj2=) no es uniformemente no-cadtica y por tanto
se tiene que Tj(z) €s cadtica en el sentido de Li-Yorke, por la proposicion
4.3. O

Proposicién 5.3. Si h(2°) < h < 1, entonces Tj, es cadtica en el sentido
de Block-Coppel.

Demostracion. Si h(2*°) < h < 1. Como el conjunto de puntos periédicos
de T es denso en [0, 1], se tiene que existe un punto periddico p € (h(2%), h).
Si O(p, T) N K, = 0, entonces O(p, T,) = O(p, T1).

Si T'(p) € K, para algin i € N, consideremos j el menor entero tal que
T7(p) € K, entonces T7T!(p) = p, en consecuencia p es un punto periédico
de T, con periodo j+ 1. Asi, en cualquier caso p es un punto periédico de 7T},.
Sea m el perfodo de p, bajo T,. Si m ¢ {2" : n € N} entonces m = 2¥q, con
k € Ny ¢ > 1 impar, por tanto existe un punto p’ de perfodo 3-2"! para T,
asi, O(p/, T,) C [0,p), dado que p < h, se tiene que O(p', T,) = O(p', T},). Asi,
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Tj, tiene un punto de periodo 3 - 2"*1. Por tanto T}, es cadtica en el sentido
de Block-Coppel.
Sim = 2" para algin n € N, definimos los intervalos:

K = [T2' (h(2")), b2 )] y T = [h(2"), p].

Como p > h(2®) > h(2"™), J y K estdn bien definido y ademds,
O(h(2"),T,) = O(h(2™*1), Th).

Como p tiene periodo 2" tenemos que
J =2 ), pl C [T (M2 ) € T (), y

K = [T (h(2"), h(2™ )] C [T (h(2"), p] € T, (),

por tanto,
KuJcT(J). (5.1)
Sean z,y € [0,1] y j € N. Note que:
Si T;( z),Ti(y) > 1—5, 0Ti(x), Ti(y) < & para todo i € {0,...,}, entonces
T3 (x) = T3(y)| = 2| — yl.

Supongamos ahora que para todo j € {0,1,...,2" — 1} se cumple que
T(h()), T2 (h(2)) < B 6 T3 (h(2M)), T2 (h(21)) > 1 — 2
Como h(2""1) tiene perfodo 2", entonces
O(h(2™),T,) € [0,5] 0 O(h(2"), T,) € [1 - £,1].
Asi,
I T,(h(2™1)) = T,(T" (h(2™)| = 2[h(2™*) = T (h(2"1))|
antlig n+1 2+l mon n+1 antlig n+1 2n n+1
T, TR =T T (2T =27 TR =T, (h(27T))
Por otro lado, dado que h(2"*!) tiene perfodo 2"*1, ocurre que
T (@) = TN (hE)) = T (h(2) = T (T, (h(2H)))
= 2h(2") = T (R(2" ).

En consecuencia, h(2""') = T>"(h(2""")) lo cual es una contradiccion.
Luego existe j € {0,...,2" —1} tal que TJ(h(2"*")) < By T2+ (h(2"H)) >

2, 0 viceversa.



60 5. Tricotomia en el caos.

Ast, (8,1 = 8] < [TY(h(2™*)), T;"H (h(2"))] € TY(K) y por tanto,
p="T,(5 )GTJ“(K)
Como Tg“(h(Q" D) € TJHH(K) y T ((2"H1)) < R(2"!) < p, entonces

[(2"4), p] € TJH(K) (5.2)

Consideremos r = 2"+j+1. De (5.2), J C Tyt (K) y por tanto, T} (J) C
TPQ"“H(K). De (5.1) KU J C TPQ"(J) C Tﬁn“*l(K) =T (K).

Definamos N = r 4 2" entonces, K UJ C TN(K)y KUJ C T)Y(J).
Luego, KU J C T,Y(K) NTN(J); por tanto, T, es turbulenta.

Asi, TpN tiene un punto periédico p’ de periodo 3, por tanto p’ es un punto
periddico de T}, con periodo % donde s divide a N y (3,s) = 1. Luego, el
periodo de p’ es 3 - ¢, con ¢ € N. Como p es de periodo 2" para T, se tiene
que p’ ¢ O(p,T,), por tanto, O(p', T,) = O(p',T,) y en consecuencia T}, tiene
un punto de periodo 3-¢ con g € N.

Luego, T}, es cadtica en el sentido de Block-Coppel. O]

5.2. Un funcion 2* no Li-Yorke cadtica.

En este ejemplo presentamos una funciéon continua F' : [ — [ con pun-
tos de periodo 2", para todo n € N, y tal que todos los puntos en I son
eventualmente periédicos de periodo 2¢ para algtn i.

Primero construiremos, para cada ntimero natural n, una funcién conti-
nua F, : I, — I, donde I,, = [0,2" + 1], tal que F, fija los puntos extremos
de I,,, tiene puntos de periodo 2" y todos los puntos de I, son eventualmente
periédicos de perfodo 2! para algin i con 1 < i < n.

Dado k£ > 1 consideremos los conjuntos Ay, Bj dados por

Ap=1{1,2,..28  y By = {2+ 1,28 +2,. .. 281} bk =1,2,... .
Definamos P; : Ay — Ay por Pi(1) = 2, Pi(2) = 1, y para cada k € N
definamos Py 1 : A1 — Agyq por

(i) i+2F siie A
k+1(2) =
o Puli — 2%), sii € By

Sea F,(i) = P,(i) sii € Ay, F,(0) =0, F,(2" + 1) = 2" + 1, definamos
F, :]0,2" + 1] — [0,2" 4 1] por extensién lineal. Para n = 1 tenemos:
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2¢, 0 <z <1
Fiz)=<3—-z, 1<z<2
20 -3, 2<x <3
Note que:

= Oy % son puntos fijos.

» Siz e [1,2]\{2} entonces z tiene perfodo 2.
En efecto, Fi(1) =2, F1(2) =1, ysixz € (1,2), Fi(zx) =3 -z € (1,2)
y por tanto Ff(x) =3 — (3 —z) = z.

» Six € (0, 1], entonces z es eventualmente periédico. Sea x € (0,1] y n el
menor numero natural tal que 2"x € [1,2). Luego, F*(z) = 2"z € [1,2),
y x es eventualmente periddico de periodo 1 o 2.

= Six € (2,3], entonces x es eventualmente peridédico. Sea = € (2,3] y
n el menor nimero natural tal que 2"(z — 3) < —1, esto es, n es el
menor nimero natural tal que 1 < 2"(x — 3) + 3 < 2, entonces para
todom < n, 2™(x —3)+3 € (2,3]. Asi, F]'(z) =2"(x —3) +3 € (1, 2],
por tanto x es eventualmente periédico.

Supogamos que para la funcion F), los puntos 1,2,...,2" son periodi-
cos de periodo 2" y todos los puntos de [0,2"] son eventualmente periédi-
cos de periodos 2/, 0 < i < n. Demostraremos que esta hipétesis induc-
tiva se extiende a la funcién F, ;. Observemos que P, 1(A,11) C Bpi1,
Poy1(Bry1) C Anya.

Sii € A, Pop(i) =i+2"y P2 (i) = P,(i) € A,. Sii € By, Pp(i) =
P,(i—2")y P2, (i) =2"+ P,(i — 2") € B,,. Asi, parar =1,2,...

P2,(0) = PL(), i € A,
P2 (i)=2"+PI(i—2"), i € B,
Se sigue que 1,2,...,2"" son puntos periédicos de periodo 2"*! para
Fn+17 y
F3+1|[m7m+1] = Fn‘[m,m-{-l}’ m = 1, 2, ceuy 2" —1

E2 mmt1) = 2" + Folpm—2n mp1-2n], m=2"+1,...,2" —1
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Asi, por la hipétesis inductiva se tiene que cualquier punto de [m,m+ 1],
m # 0, m # 2", es eventualmente periédico de periodo 2, 0 < i < n + 1.
Ahora,

Fop(2)=2"" F(2+1)=2""1+1.

Sea x € [2",2" 4 1]. Si existe un ntmero natural = tal que F)_ ,(z) ¢
272" + 1] y Fi7i(x) € [2",2" + 1], entonces F!,,(x) € [m,m + 1] donde
1 <m < 2" m # 2" Por tanto, x es eventualmente periédico de perfodo
21,0 <i < n+ 1. Por otro lado, en [2",2" + 1] tenemos:

Foa(@) ="' +1-2" Mz -2" -1+ 2" ' +1=a+ Az — ),

donde v = 2" (14 grriger), A= 14271 =27l =1 -3.2" 1 < 2 < —1.
Asi, o es un punto fijo de F,, 1 y A > 1. Por lo tanto, si F)\ | (xo) € [2", 2"+1],
r=1,2,..., entonces

Fro(xo) =a+AN(xg—a), r=1,2,...

Luego, si F, (zg) € [2",2"+ 1] 7 =1,2,..., entonces xy = a. En efecto,
sizg < a, ro—a < 0y dado que A\? > 1, existe rq tal que \*™(xg—a) < 2"—a
y por tanto F-"%(7g) = a4+ A\ (zg —a) < 2", ysiazg > a, 19 —a > 0y
dado que A\? > 1, existe ro tal que \*°(zg — a) > 2" + 1 — a y por tanto
F20 (z0) = o+ AP0 (29 — @) > 2" + 1.

Finalmente notemos que F,1([0,1]) = [0,2" + 1] y F,([27, 2" +1] =
(1,271 +1], y asf se tiene que todos los puntos de [0, 2"+ + 1] son eventual-
mente periédicos de perfodo 2¢, 0 < i < n+1, lo que completa la construccién

inductiva.
Ahora, dado n > 1 consideremos la funcién h,, : [n%rl, 1] — [0,2" 4 1] dada
por
1 1
ho(2) = -
@ = m e D nr
Definamos Gy, : [, 1] — [, %] por G, = h,' o F, o h,. Con lo

anterior definimos F': [0,1] — [0,1] dada por F(z) = Gy (x) siz € [25, 3] ¥
F(0) = 0, como los puntos extemos de I,, son puntos fijos de F,,. F' esta bien
definida y es continua. Ademas F' tiene puntos de periodo 2" para todon > 1
y todos los puntos de I = [0, 1] son eventualmente periddicos de periodo 2
para algtin 7. Luego, F' tiene puntos de periodo 2" para todo n > 1 y sin

embargo no es cadtica en el sentido de Li-Yorke.
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