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Introduccién

El Método de Cauchy , es uno de los métodos mas antiguo y reconocidos
en la literatura para resolver problemas de optimizaciéon. Sin embargo, los re-
sultados clasicos de una funcién objetivo arbitraria, no son muy fuertes debido
a que la convergencia plena y la existencia de puntos clausura no estan ase-
gurados. Solo se puede asegurar que cualquier punto clausura, si existe, es un

punto critico del problema.

Por otro lado, la generalizacién de los espacios euclideanos a variedades
Riemanniana tienen algunas ventajas importantes. Por ejemplo, problemas de
optimizacién con restricciones se pueden ver sin restricciones desde el pun-
to de vista de la geometria Riemanniana, otra ventaja es que los problemas
de optimizacién con funciones objetivos no-convexas, se pueden convertir en

convexas a través de la introduccién de una adecuada métrica Riemanniana.

La motivacién para estudiar este tema proviene de la amplia gama de
aplicaciones de optimizacién casi-convexa en diversas areas de las ciencias y la
ingenieria, en este contexto, si las restricciones de un problema de minimizacién
constituyen una variedad Riemanniana, y la funcién objetivo es casi-convexo,
el problema se convierte en un problema sin restricciones, y por lo tanto no es

necesario hacer proyecciones en cada iteracién del Método de Cauchy.

El propésito de este trabajo es estudiar y desarrollar el articulo [1], donde

se analiza y generaliza el Método de Cauchy para el caso casi-convexo en

IIT



Introduccién iv

variedades Riemannianas con curvatura seccional no-negativa. Se prueba la
convergencia plena de este método a un punto critico del problema con una
busqueda generalizad De Armijo y una regularizacién proximal, utilizando la

teoria de convergencia casi-Fejér.

Nuestro interés es resolver problemas de optimizacién,

min f(z)

donde M es una variedad Riemanniana completa finito dimensional y

f M — R una funcién casi-convexa continuamente diferenciable.

El método de Cauchy para Variedades Riemannianas para el caso casi-

convexo es el siguiente:

El método de Cauchy genera una sucesién {z*},

e M (1)

P = eapye(—tugrad (o*) (2)

donde exp es la exponencial y t; es algin tamano de paso positivo.

El método de Cauchy con busqueda generalizada de Armijo para Va-

riedades Riemannianas para el caso casi-convexo es el siguiente:

El Método de Cauchy con tamano de paso de Armijo genera una sucesion
{2*} dada por (1) y (2) donde:
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ty = argmaz{t : f(expyr(—tgradf(z*))) < f(a*) — at||gradf (z*)]|?,
t=2"1=0,1,...}con a € (0,1)

El método de Cauchy con una Regularizaciéon Proximal en Variedades

Riemannianas para el caso casi-convexo es el siguiente:

Sea {Ar} una sucesién tal que N < A, < N donde 0 < N < ). La
regularizacién del método de Cauchy genera una sucesién {z*} definida por
(2.2) y (2.3), tal que:

te = argmingopi(t), (3)
donde

pi(t) = flexpy(—tgradf (z"))) + 2\ gradf («*)|*

y sea;

2" = exp i (—tpgradf (z¥)) (4)

En en el capitulo uno, se mencionan algunos preliminares necesarios para
entender el trabajo, conceptos y teoremas basicos tanto para el espacio Eu-
clideo como en Variedades Riemannianas, el Método de Cauchy en R", bisque-
da de Armijo y la Regularizacién proximal. En el capitulo dos, capitulo de
desarrollo, se analiza el Método de Cauchy para el caso casi-convexo en Va-
riedades Riemanniana con curvatura seccional no-negativa, se prueba la con-
vergencia plena de este método a un punto critico del problema utilizando una

busqueda generalizada de Armijo y una regularizacién proximal.
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Capitulo

Preliminares

1.1. Conceptos Basicos

Se presentaran algunas definiciones del andlisis convexo que se necesitaran
para una mejor comprensién de este trabajo. A lo largo de éste, R denotara el
sistema de numeros reales y R" el espacio vectorial usual de n-uplas de la
forma z = (z1,...,2,)", donde cada x; € R, para i = 1,...,n y donde cada z'

denotard el vector traspuesto de x.

El producto interno de dos vectores x,y € R" sera representado por:

(x,y) = x1y1 + . + TYn = x'y.

Definicién 1.1. Un subconjunto C' de R™ es llamado convezo si y solo si
(1=XNz+ Iy e,

para cada z,y € C;\ € (0,1).
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Es decir, un conjunto es convexo, cuando el segmento de recta que une a

cualquier par de puntos del conjunto estd totalmente contenido en éste.

Definicién 1.2. Sea C' un conjunto convexo y no-vacio en R™. Una funcion
f:C = R se dice convexa sobre C' si y solo si para cada par (z,y) € C x C
y para cada \ € (0,1) se tiene que:

FOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =N F(y).

Se dice que f es estrictamente convexa sobre C', cuando la desigualdad anterior

es estricta para x # y.

Definicién 1.3. Una funcion f: R® — R U {+o0} no idénticamente igual a
+00 se dice que es convezxa, cuando para todo par (z,y) € R™ x R™ y para todo

A€ (0,1) se cumple que:

fOz+ (1= Ny) < Af(z) + (1= A)f(y).
Obsérvese que la desigualdad anterior es en RU{+o0} y denotaremos a la

clase de tales funciones por ConvR"™.

Definicién 1.4. Dada una funcion f : R" — R U {+oo} no idénticamente

wqual a 400, el epigrafo de f es el conjunto no-vacié dado por:

epi(f) ={(z,r) e R" xR :r > f(x)}.

El epigrafo estricto es definido de manera similar, reemplazando "> "por 7>".

Definicién 1.5. Sea f : R" — R wuna funcion diferenciable, diremos que

x € R" es punto critico si se verifica que:

Vf(x)=0.

Br. Laura Valladares
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Definicién 1.6. Sea f : C' — R siendo C un conjunto convexo. Diremos que

f es casiconvexa, si para todo x,y € C' se cumple que:

FO + (1= Ny) < maz{f(z), f(y)}, con A € (0,1).

1.2. Meétodo de Cauchy en R" y Regularizacion

Proximal

1.2.1. Método de Cauchy (Direcciones de descenso, re-

glas de medidas de paso)

Cuando del area de optimalidad se trata, la principal idea de métodos de
optimizacién irrestricto tiene una facil explicacion geométrica, pero el analisis

de convergencia que le corresponde es con frecuencia complejo.

Se considera el problema de minimizacion irrestricta de una funcion dife-
renciable continua f : R™ — R. El algoritmo mas interesante de este problema
se desarrollara en una idea confiable, llamada descenso iterativo, este proce-

dimiento consiste en lo siguiente:

Se comenzara con un punto o y una sucesién de vectores generada {x*}

tal que f es decreciente en cada iteracién, esto es:

f(@ra) < fla);k=0,1, ...

y haciéndolo de esta forma, mejoramos sucesivamente nuestra solucién estima-
da, esperando encontrar el minimo por esta via. En el descenso iterativo para
minimizaciéon de una funciéon f, cada vector generado por la sucesion tiene

costo menor que el de su predecesor.

Br. Laura Valladares
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Dado un vector zy € R"™ con V f(xg) # 0 considere la semi recta de vectores,

Try1 = Tk + aka(l’k),\V/Oék > 0.

De la expansion de la serie de Taylor de primer orden alrededor de xj, 1 v

usando la ecuacion anterior tenemos:

f(@r1) = for) H(Vf(2r) (0 —n)Follap—aill = flzr) —orl|V f(2) ]2
+ o[V f(z)|)-

donde o(a||V f(zx)]|) es una funcién p(ay) tal que lim,, o % = 0.

Esto es, cuando el termino oy es suficientemente pequeno, se obtendra lo

siguiente:

F@eer) 2 [ f(ar) — ol V£ ()|
< flxg).

Si V f(zo) # 0 se repite el procedimiento, pero si V f(xy) = 0 entonces xy1 es

el minimizador de la funcion f.

Llevando esta idea un paso mas lejos, consideremos:

LTet1 = T — akdk,Vak Z 0

donde la iteracion del vector dp € R™ le hacemos un angulo mayor de

noventa grados con el gradiente, esto es:

Luego por el teorema de Taylor tenemos:

f(ri1) = fon) — arV f(xx)dy, + o).

Br. Laura Valladares
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ocurriendo lo mismo que en el caso anterior para «; cercano a cero. Las ob-

servaciones anteriores forman la base del algoritmo amplio e importante,
Tro1 = T — pdp, k=0,1,2, ...
donde V f(xg) # 0 y la direccién dj, es tomada tal que:
(Vf(z")td" < 0.

y el tamano de paso «ay, es tomado positivo. Si V f(zg) = 0 el método se detiene,

esto es, xxy1 = g, lo cual es equivalente a escoger dj = 0.

En vista de la relacién (V f(2*))!d* < 0 para la direccién d* y el gradiente
V f(x*) los algoritmos de este tipo son llamados métodos gradientes. La gran
mayoria de los métodos gradientes que consideramos son también algoritmos

k

de descenso, esto es, el tamano de paso o es seleccionado tal que:

f@® 4 ofd*) < f(2*),k=0,1,2,...

Sin embargo, estos son algunas excepciones. Podemos hablar de muchas

posibilidades a la hora de escoger la direccién d* v el tamafio de paso a* en

un método de descenso, efectivamente el método gradiente, no es el nico que

cumple con esta funcién.

En este trabajo se estudiard y desarrollara un analisis de convergencia para

una situaron particular en el método de Cauchy.

La forma general del algoritmo bajo consideraciones es:

2’ € R" (1.1)
oF T = 2k — NV f(2") (1.2)

donde el valor de A\, > 0 varia segun el criterio.

Br. Laura Valladares
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Definicién 1.7. Una sucesion {y*} es casi-Fejér convergente a U C R™ si

para todo u € U, existe €, sucesion de R tal que e, > 0,Vk,> " € < 00 Yy
™ = ul® < ly* —ull® + e, Vk.

Proposicién 1.1. Si {y*} es casi-Fejér convergente a un conjunto no vacio
U C R™, {4*} es acotada. Si ademds y es un punto clausura de {y*} perteneciente

a U, entonces limy_,o0 y* = 4.

Demostracion:
Probemos primero que {y*} es acotada. Sea u € U, por la definicién anterior

tenemos que:

ly* = ull® = lly" ™" = ull® + e

<% = ul]® + ez + €11

< —ulP e+ e+ o+ eat+en
k—1

=[ly° —ull’+) ¢
=0

=y’ —ull*+) e
§=0

Asi, fijando u, tenemos que {y*} es acotada ya que esta contenida dentro

de una bola con centro en u y radio [|y” —ul]* + 377 ;.

Sea y € U un punto clausura de {y*} y & > 0 entonces existe {y'*} sub-

sucesién de {y*} tal que y'* — y, como {y*} es casi-Fejér, existe {ex} C R tal

Br. Laura Valladares
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que e > 0y Y. ¢; < co. Para d > 0 existe ko tal que Y °2 €; < § y existe
ki > ko tal que: k > ki = |ly'* — y|? < 2, asf

k>ki= Il —yl? < lly* —ylP + X0 <5+ 5 =0

Por tanto, limj_, y* = 7. O

1.2.2. Regularizacion Proximal

La idea de regularizacién surge en conexion con un problema que no se

comporta bien en el siguiente sentido. Dado un problema de forma:

L(f) =0. (1.3)

donde f es un elemento de un conjunto X, por ejemplo un espacio de funciones
y L : X — X es un operador (usualmente diferenciable). Se dice que "mal
puestocuando no tiene solucién o tiene mas de una solucién o tiene solucion

pero esta no depende de manera continua respecto los parametros de L.

El trabajo consiste en reemplazar L por un operador regularizable
L+AMNeR M: X — X), donde M es tal que el problema:

L(f) + AM(f) = (L+ AM)(f) =0, (1.4)
sea bien comportada para A > 0, en tal caso (1.4) tiene solucién unica fy, y se

espera que para A cercano a 0, fy, nos de una solucién aproximada de (1.3).

Veamos este concepto aplicado a un problema de optimizacion tomando
X =R"y L=Vf, donde f:R"” — R es una funcién convexa. En este caso

nos queda:

Vf(z) = 0. (1.5)

Br. Laura Valladares
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Condicién utilizada para resolver:

min f(z). (1.6)

r€R™

Se supondra que f es acotada inferiormente y se tomara g : R — R estric-
tamente convexa y coerciva (esto es, g(x) — +oo cuando |z|| — +o0) el

problema (1.5) puede no tener solucién, pero el problema regularizado,

min{ f(x) + Ag(z)}. (1.7)

reR™
tiene una unica solucién para A > 0 ya que f + \g es coerciva (usando el hecho
de que f es acotada inferiormente), el cual reduce el problema a conjuntos
compactos, garantizando la existencia de soluciones y por ser estrictamente

convexa, se obtendra la unicidad de la solucion.

El problema regularizado (1.7) tiene unica solucién z(\) y bajo algunas
hipétesis razonables incluyendo la existencia de la solucién de (1.6), puede ser

probado que el limite cuando A tiende a cero de z(\) existe y resuelve (1.6).

El detalle acerca de esta regularizacién es que aunque f + Ag es estric-
tamente convexa y coerciva para algun A > 0 pequeno, esta funcién puede
comportarse casi como f o en otras palabras si el sistema V f(z) = 0 no se
comporta bien, entonces el sistema (Vf + AVg)(z) = 0 tampoco se compor-
tara bien cuando A se aproxime a cero, a pesar del hecho que tiene una tunica

solucién para todo A > 0.

Con la intencion de sobrellevar la dificultad antes mencionada presentamos

el algoritmo de punto proximal para optimizacién en R" de la siguiente forma:

2% € R". (1.8)

P = argmin,cen {f(@) + Ml — ¥}, (L9)

Br. Laura Valladares



Preliminares 9

donde )\ es un numero real satisfaciendo:
0< )\k < X

para A>0 (incluyendo el caso para A, constante) y ||.|| es la norma Euclidiana.

1.3. Algunos resultados Preliminares

Definicién 1.8. Sea (X, d) un espacio Métrico completo. La sucesion {y*},
k > 0,X es casi-Féjer convergente en un conjunto U C X, si para cualquier

u € U, existe una sucesion {e;} C R tal que e > 0,3 75 e, < +00 y

(Y u) < P (yF u) + e

Teorema 1.1. En un espacio Métrico completo (X, d), si {y*} es casi-Fejér
convergente a un conjunto no vacié U C X, entonces {y*} es acotada. Si
ademds 3 es un punto de acumulacién de {y*} perteneciente a U, entonces

{y*} converge y limy_,o0 v = 7.

Demostracion:
De la definicién de casi-Féjer convergente, probemos que {y*} es acotada. Sea

ue U,

Br. Laura Valladares
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E(yt —u) =Py —u) + e
< d2(yk*2 — u) + €p_o + €1

< d2(yk_k _ u) +egt+ €1+ ...+ €p_g+ €

k-1
=d*(y° —u) + €

=0
=d*(y° —u) + Z €.

=0

Asi, fijando u, tenemos que {y*} es acotada ya que esta contenida dentro

de una bola con centro en u y radio d*(y° — u) + Z;io €.

Sea y € U un punto de acumulacién de {y*} y § > 0 entonces existe {y'*}
subsucesién de {y*} tal que y* — y, como {y*} es casi-Fejér, existe {ex} C R
tal que ex > 0y 3377 €; < co. Para d > 0 existe ko tal que 22 ¢; < Sy
existe ki > ko tal que: k > ky = d*(y* —y) < 2.

Asi,
k >k = d(yF —y) < d(y™ —y)+2§io€j < g+g:5'

Por tanto, limy_,o0 ¥* = ¥. O

1.4. Superficies Diferenciables

Definicién 1.9. Sea f: U C R™" — R" diferenciable en U, diremos que c

es un valor reqular de f cuando Nz € U : f(x) = ¢ (es decir, Vo € f~!(c), esto

Br. Laura Valladares
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es, f'(x) : R™™ — R™ es sobreyectiva, [f'] tiene rango n).

Teorema 1.2. Sea ¢ € R"™ un valor reqular de f : U C R™™"™ — R" de
clase C* entonces M = f~1(c) = {x € U/f(x) = c} es una superficie C* con
dimM =m; M C R™*™ y T,M = Kerf'(p),¥p € M.

Demostracién:

Por teorema de la funcién inversa se tiene que M = f~!(c) es localmente el
grafico de una funcién g de clase C*, entonces M es superficie parametrizada

por p(z) = (x,g(x)),z € R™ asi dimM = m.
Ahora probemos que Vp € M,T,M = Kerf'(p).

Seape MywveT,M,asi v=N(0) para alguna A : (—s,&) — M con
A(0) = p, A diferenciable. Asi,

f'(p)(w) = dfy(v) = (f o A)'(0) = 0.

ANty e M = f(At)=c= (foA)t
= (foA)(t) =0,Vt € (—¢,¢).

~—

=c
Luego,
f'p)(v) =0=v € Kerf'(p).

Por tanto T,M C Kerf'(p).

Por otro lado, tenemos que:

dimKer f'(p) + dimImf'(p) = m +n = dimKerf'(p) = m.

Pero dimT,M = m y como T,M C Kerf'(p) entonces podemos concluir

que:

Br. Laura Valladares
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T,M = Kerf'(p).

Observacién 1.1.

Sea M C R? una superficie en R3, donde tenemos un producto interno

(<, >) definido como:

(x,y) = 191 + T2y2 + T3Y3.

Consideremos T, M, si tenemos wy, wy € T,M, definamos

(wy, wa)p = (wy, ws).

Definamos la forma cuadratica I, : T,M — R dada por:
Ip<w) = <w7 UJ)p = <w7w>

A Ip le llamaremos 1" Forma fundamental.

Sea (V,+,.) un espacio vectorial, una forma cuadratica sobre V es
h:V — R dada por:

m

h(U) = Z ai,jUin,

3,j=1

con v = (vy, Vg, ..., V) ¥ hij son escalares si H = (a; ;).

1.5. La primera forma fundamental

Sea S C R? una superficie regular, p € Sy consideremos 7,5 C R3. Como
en R? tenemos el producto interno (, ) usual, entonces dado vy, w, € T,5 C R?

podemos calcular:

3
(Up, wp) = Zviwi.
i=1

Br. Laura Valladares
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Asi, al variar p en S podemos definir (v,, wy), = (v, w).

Ahora bien, con (, ), que es una forma bilineal, se define una forma cuadratica
I, : T,S — R dada por:

[p(w) = <wp7wp>p = “wH2 > 0.

A ésta le llamaremos primera forma fundamental de la superficie regular

S C R? en el punto p € S.

Figura 1.1: Métrica Riemanniana

Observemos que al cambiar p, cambia [, y expresemos la primera forma
fundamental en términos de la base {X,, X, } asociada a la parametrizacién
X (u,v) en p. Como w € T,S, entonces w = «/(0) para alguna curva

a: (—€€e) = S con a(0) = p; por otro lado, tenemos que:
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X (ug, Uo), X (g, v0)) (1 (0))? 4 2( X, (1o, v0), Xo(ug, vo) )’ (0)v'(0)
+ (X, (g, v), Xy (10, v0)) (v'(0))?

= BE(u'(0))* + 2Fu/(0)v'(0) + G(v'(0))?

= g11('(0))* + 2g12u/(0)v'(0) + g22(v'(0))?

A\/

Donde,
g1 = E = (Xu(uo, v0), Xu(to, vo))y,
Gr2 = g1 = F = (X, (ug, v0), Xy (o, v0))p,
Go2 = G = (X, (ug, vo), Xy (g, v0))p-

Mas adelante la métrica Riemanniana serd dada asi: G = du g2
921 922
Ejemplo: Si M C R es un plano que pasa por py = (o, Yo, 20) y con vectores

directores wy = (a1, az,az) y wy; = (b1, be, b3) ortonormales,; entonces:

X (u,v) = pg + uwy + vwse, es parametrizacion de dicho plano. Calculemos G :
g1 (u,v) = (X, Xo) = (wi,w1) =|| wy ||= 1, Vu,v € R

g12(u, v) = go1(u,v) = (X, X)) = (wy, ws) = 0.

g22(v,v) = (X, Xy) = (we, wa) =|| wy ||=1,Vu,v € R2.

-(11)

Ejemplo: Sea M = {(x,y,2) € R*/2* + y* = 1}

Asi,
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X1 (u,v) = (cosu,sinu,v)
Up = {(u,v) € R*/0 < u < 27, —0c0 < v < o0}
Xo(u,v) = (cosu,sinu,v)

Uy = {(u,v) € R?*/7 < u < 3m,—0c0 <v < oo}

Calculemos G :

gi(u,v) = (X, X)) = ((—sinu,cosu,0), (—sinu, cosu,0)) = sin*(u) +
cos®(u) = 1,V(u,v) € R

g12(u,v) = go1(u,v) = (X, X,) = ((—sinu, cosu, 0),(0,0,1)) = 0.

gan(v,0) = (X,, X.) = ((0,0,1), (0,0,1)) = 1,V(u,v) € R2. Asi,

(1)

Ejemplo: 5% = {(z,y, z) € R*/z*> + y? + 2* = 1}. Sean,

X(©,p) = (sin O cos p, sin O sin p, sin O)
Xo(0, p) = (cos O cos p, cos O sin p, — sin O)
X,(0,p) = (—sinOsin p,sin © cos p, 0)

Calculemos G :

gll<@7p) = <X@7X@>
= ((cos © cos p, cos O sin p, —sin O), (cos O cos p, cos O sin p, — sin O))
= cos® O cos? p + cos? O sin? p + sin ©

= cos® O(cos® p + sin® p) +sin* O, V(O, p) € R?
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912(0, p) = 921(0, p) = (Xe, Xo)
= ((cos © cos p, cos O sin p, — sin O), (cos O cos p, cos O sin p, — sin O))
=0

922(0, p) = (X,, X))
= ((—sin O sin p, sin O cos p, 0), (— sin O sin p, sin O cos p, 0))
= sin® O sin? p + sin? O cos? p = sin? O(sin? p + cos? p)

= 5in*0,V(0, p) € R?

1
G = 0
0 sin’O

Definicién 1.10. (La Funcion de Gauss) Dado una parametrizacion

Asi,

X : U Cc R® =+ M sobre una superficie M en el punto p € M. Nosotros
podemos escoger un vector normal unitario en cada punto de X (U), dado por

la siguiente regla:

N(Q) = ||§Z§§Z|| (Q); qc X(U)
Asi, se tiene una aplicacion N : X (U) C— R3? diferenciable, el cual asocia
a cada q € X(U) un vector normal unitario N(q). Queremos que tal apli-
cacion sea diferenciable, para ello se necesita que la superficie sea orientable.
A tal aplicacion la llamaremos orientacion de M cuando sea posible definirla

globalmente.

Orientabilidad

Definicién 1.11. Un atlas de una superficie M, es un conjunto:
A ={p: Vo =V, tal que ¢ es parametrizacion de V 1y la unién de tales V
cubre a M}.
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Definicién 1.12. Dos parametrizaciones ¢ : Vo — V.o : Wy — W, se dicen
compatibles cuando VW #Q ypop: o (VNW) = o {(VNW) tiene
detJ (=t o p)(z) > 0,Vz € o 1 (V NW).

Definicién 1.13. Un atlas se dice coherente cuando, para todo par de parametriza-

ctones son compatibles.

Definicién 1.14. Una superficie se dice orientable cuando admite un atlas

coherente.

Teorema 1.3. Sea M C R™" una superficie de co-dimension n (es decir,
dimM = m) y admite n campos vectoriales continuos Linealmente indepen-
dientes de vectores mormales vi, vy, ...,v, : M — R™ si y solo si M es

orientable.

Proposicién 1.2. Si M = f~1(c) es la imagen inversa de un valor reqular de

f:UCR™" = R" de clase C*, entonces M es orientable.

1.6. Geometria de la Aplicacién de (Gauss

Definicién 1.15. Sea M C R? es una superficie con orientacion N. Consi-

deremos la funcién N : M — R? toma sus valores en la esfera unitaria:

a tal aplicacion se le llama Aplicacion de Gauss de S.
Si M C R? es orientable y N es una orientacién consideremos:
dN, : T,(M) = Ty M? pero Ty(M) || T S?, es por ello que se acostumbra
a escribir:
dN, : T,M — T,M
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Ejemplo:

Para el plano ax + by + cz = 0, el campo normal viene dado por:

(a,b,c) (a,b,c)
N(p) = = ,Vp en el plano.
P = fabol ~ Ve rEra PP
Ejemplo:

Para M2 = {(2,9,2) : a® + 32 + 22 = 1}.

Sea a : (—€,€) — S? una curva diferenciable en M? parametrizada por
a(t) = (z(t),y(t), 2(?)) tal que:

22(8) + g2 () + (1) = 1.
Derivando tenemos:

22 ()’ (t) + 2y(t)y'(t) + 22(¢)2'(t) = 0.

Esto es,
(aft), /(1)) =0
Luego,
N(a(t)) = a(t)
Derivando,
N'(a(t))a'(t) = o/ (t) = dNyp /() = ().
Por tanto,

dN,(v) = v. (Identidad)
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Definicién 1.16. Llamamos 2% forma fundamental a la forma:
I1,(v) = —(dN,(v), v).

Definicién 1.17. Sea p € M y dN, : T,(M) — T,(M), el determinante

det[dN,)], se le llama curvatura Gaussiana, la cual denotaremos por k.

Definicién 1.18. Un difeomorfismo ¢ : M — M es un isometria si y solo si

para todo p € M y Ywy,we € T,(M), se cumple que:

(w1, wa)p = (dipp(w1), dpy(W2)) p(p)-

Ast, diremos que M y M son isométricas. De aqui que:

[p(w) = (w,w) = <d@p(w)ad90p(w)> = [wp(d@p(w))-

Definicién 1.19. Una ¢ : V. C M — M, con V wvecindad de p € M es
isometria local si y solo si 3v € o(p) C M tal que ¢ : V — V es isometria.

Definicién 1.20. Un difeomorfismo ¢ : M — M es llamada una aplicacion

conforme si Vp € M y Vi, vy € T,(M), se tiene que:

(dpp(v1), dpp(v2)), = N2(D){(V1,02)p, donde N es no-nula y diferenciable.

Definicién 1.21. Un campo en un conjunto abierto U C R? es una aplicacién
que asigna a cada q¢ € U un vector w(q) € R?. Diremos que W es un campo
vectorial diferenciable si para cada q = (x,y) € U podemos escribir:

Wi(q) = (a(x,y), b(x, y)) y las funciones a y b son diferenciables en U.

Definicién 1.22. Sea X : U C R? — M una parametrizacion en la orienta-
cion de M. Es posible asignar a cada punto de X (U) un triedro natural dado

por los vectores X, X, y N. Expresemos la derivada de los vectores X,, X, y
N en la base {X,, X,,N}.
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Xuw =T1, Xy +T1 X, + L1 N.
Xuw = Do Xy + 15X, + Ly N.
Xy =T X, + T35, X, + LoN.
Xy =3, X, +12,X, + LsN
Ny = anXy + anX,
Ny = a1 Xy + anX,.

Los coeficientes Ff’jse les llaman simbolos de Cristoffel de S en la parametrizacion
X.

Ya que Xyp = Xy, concluimos que T'{, = T3, y T3, = T'%,; por otro lado, si
hacemos el producto interno entre N y X, obtenemos (N, X,,) = L1(N, N).
Ast, L= <J<VNX]\“,’>‘> =e.

Haciendo el producto interno con las primeras cuatro ecuaciones anteriores y

N, obtenemos que Ly = e , Ly = Ly = f y Ly = G, donde e, f y g son los

coeficientes de la sequnda forma fundamental.

1.7. Superficies Abstractas y Variedades

Riemannianas.

Definicién 1.23. Una Variedad diferenciable de dimension n es un conjunto
M junto con una familia de funciones uno a uno, X, : U, — M, donde

U, C (R) son abiertos en M tales que:

1. U, Xo(U) = M.

2. Vo, f con Xo(Ua)NX5(Us) = M # & se tiene que: X, 1o Xg yXB_IOXa

son diferenciables.
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3. La familia {U,, X.} (estructura diferenciable para M) es mazximal rela-

tivo a 1y 2.

Figura 1.2: Variedad Diferencial.

Definicién 1.24. Una funcion diferenciable o : (—e€,€) — M es llamada curva

sobre M. Supongamos que a(0) = p, D ={f : M — R/ f es diferenciable en p}.

El vector tangente a o ent =0 es la funcion:
a'(0):D—R

dada por:

WO)f) = Gif )| feD

i () o (2)

= {u'(O) (3%)0 +'(0) (%)0} f.(Notacion)

Definicién 1.25. El conjunto de vectores tangentes a M en p sera indicado

por T,M. Este conjunto T,M con las operaciones usuales de funciones forman
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un espacio vectorial de dimension n y, escogiendo una parametrizacion,

X U — M se determina una base asociada a ésta, la cual se denota por:

)., ()}

y es posible verificar que una estructura lineal en T,M , asi definida no depende

de la parametrizacion. Este espacio vectorial es llamado espacio tangente a M

en p.

Figura 1.3: Plano Tangente.

Definicién 1.26. Sean My, My variedades y sea ¢ : My — My diferenciable
Vp € My,Yw € Tp(M;) consideremos « : (—€,€) — My con a(0) =p y

' (0) = w. Sea = poa yla funcion: de, : T,(S1) = Typ)(S2) dada por
dy,(w) = B'(0), esta bien definida y es lineal, la cual llamaremos la diferencial

de ¢ en p.

Definicién 1.27. Sea M wuna variedad diferenciable de dimension n y sea
TM :{(p,v);p € M,veT,M}. Sidotamos a este conjunto de una estructura
diferenciable, este sera una variedad de dimension 2n, dicho conjunto con tal

estructura es llamado Fibrado Tangente denotado por:

™ = | J T,M.

peEM
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Definicién 1.28. Una métrica Riemanniana (o estructura Riemanniana) en
una variedad diferencial M es una correspondencia que asocia a cada pun-
to p € M un producto interno {,),, en el espacio tangente T,M que varia
diferencialmente en el siguiente sentido, sea X : U C R"™ — M wun sis-
tema de coordenadas locales en torno a p, con x(xy,xs,....,x,) = q € x(U)

Yy a%(Q) =d,(0,...,1,...,0) entonces,

(50 55@) =slor72, )
es una funcion diferenciable en U.
Definiciéon 1.29. El producto interno de dos vectores uw,v € T,M se escribe:
(u, v)p == gp(u, v),
donde g, es la métrica en el punto p.
Definicién 1.30. La norma de un vector v € T,M, es definida por:

[o]] =/ (v, 0)p-

Definicién 1.31. Una superficie Geométrica o Variedad Riemanniana de di-
mension o, M, es una variedad junto a la escogencia de un producto interno
(,)p en cada Ty,(M),p € M el cual varia diferencialmente con p en el siguiente
sentido, para alguna (y por tanto para todas) parametrizacion X, : Uy, — M

las funciones:

n B(u,v) = g1 = (2, 2).
n F(u,v) = g1 = go1 = (2, 2.
= G(u,v) =g = (2, 2).

son funciones diferenciables en U,. Al producto interno (,) se le llama métrica

Riemanniana sobre M.
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Definicién 1.32. Una funcion diferenciable o.M — R de una variedad, es
una inmersion st do, : T,(M) — T,(R) es inyectiva y si ademds M tiene
métrica (,) v,

(dp(v), dg"p(w))ds&p = (v, W)y,

se dice que @ es una inmersion isométrica. St p es una inmersion y es ho-

meomorfismo sobre su imagen decimos que ¢ es un embedding (encage).

Definicién 1.33. V C M es abierto en M si y solo si Vo : X1 (VN X (Uy))

es abierto en R.

Definicién 1.34. f: M — R sera diferenciable si y solo si Vo tal que
foX,:U, CR — R es diferenciable.

Definicién 1.35. Sea D ={f: M — R : f es diferenciable } y sea

a: (—€€) = M curva diferenciable. Llamaremos vector tangente a o ent =0

a la funcién o/ (0) : D — R, dada por: o/ (0)(f) = 4(f o )

t=0
Una base para T,(M) = {a/(0)/a : (—€,€) = M es curva diferenciable} seria:

(2), (), (2))

Definicién 1.36. Una variedad Riemanniana es una variedad diferenciable

n-dimensitonal M junto a una escogencia, ¥p € M, de un producto interno
(,)p en T,M que varia diferencialmente con el punto p, esto es: para alguna

parametrizacion (por tanto para toda) X, : Uy — M conp € Xo(Uy) C M las

9 d .
= {(2) (&) oo
1/ o 1/ o

son diferenciables en X! (p) y x1, %2, ..., T, son coordenadas de U, C R.

funciones,

La familia {(,), : p € M} la llamaremos estructura Riemanniana o métrica

Riemanniana para M. Notacion: G = (gi;).
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St M es una variedad diferencial dotada de una métrica Riemanniana g,
entonces M es una variedad Riemanniana y la denotamos por (M, g), o solo
por M si no surge confusion donde G denota la matriz de representacion de
la métrica g. Cualquier variedad (M,G) puede ser convertida en un espacio

métrico (M, d) donde d es la métrica inducida por la métrica Riemanniana g.

Definicién 1.37. La longitud de una seccion curva (trozo) de una curva plana
a : [to,t1] = M que une a(t,) = p' con a(ty) = p, es definida mediante la
métrica como:

L(a) = / el

Definicién 1.38. La distancia Riemanniana entre dos puntos p’ y p en M se

define como:

d(p',p) = inf{L(a) : a es una curva diferenciable que conecta a p’ con p}.

1.8. Transporte Paralelo y Geodésica

Definicién 1.39. Sea o : I — M una curva parametrizada en M. Un campo
vectorial W a lo largo de o es una correspondencia que asigna a cada punto
t € I un vector W(t) € Towy(M). Diremos que W es un campo diferenciable
ent € I siy solo si existe (u,v) parametrizacion en a(ty) tal que:

W(t) = ap, + bp, en la base {pu, 0.}, y las aplicaciones a(t) y b(t) son

diferenciables.

Definicién 1.40. Sea W un campo vectorial diferenciable sobre el conjunto
abierto U C M un abierto de la superficie M yp € M. Seay € T,M, consi-

deremos una curva parametrizada o : (—€,€) — U, con a(0) = p y o/(0) = y.
Sea W (t) la restriccion de W a la curva o(t). Llamaremos derivada covariante

del campo W respecto al vector y en el punto p al vector obtenido al proyectar

dW
(G

por (57)(0) o (D, W)(p)-

)(0) normalmente sobre el plano T,M . La derivada covariante es denotada
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Figura 1.4: Derivada Covariante

Definicién 1.41. Una curva parametrizada definida en [0,¢], o : [0,¢] — M
es la restriccion a [0,(] de una funcién diferenciable o : (0 — €, 0 +¢) — M,

€>0. S a0)=pyall)=q decimos que a conecta p con q.

» « es reqular siy solo si o/(t) #0,Vt € [0, ).

Definicién 1.42. Sea W un campo vectorial diferenciable a lo largo de
a: I — M, la expresion %(t), t € I estd bien definida y es llamada derivada

covariante de W en t.

Definicién 1.43. Un campo vectorial W a lo largo de una curva parametrizada

a: 1 — M es paralelo st %(t) = 0 para todo t € I. Esto es, cuando su
proyeccion a lo largo del normal es un punto ¢ si todos los vectores son paralelos

a los vectores normales.

Proposiciéon 1.3. Sea V. y W campos vectoriales paralelos a lo largo de
a: I — M, entonces (W (t),V(t)) es constante. En particular, |W (t)||=ctte,
|V (t)||=ctte y LW (t),V(t)) es constante.

Demostracién:
Sean V' y W campos vectoriales paralelos a lo largo de una curva av : I — M,

entonces: 2% =0 =2 y W'(t) = % =MNyV'(t)= d‘g—it) = A\ V.
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Figura 1.5: Campo Vectorial Paralelo

Ast;
(W'(t),V(t)) =0y (W(t),V'(t)) = 0.

Derivando (W (t), V(t)) nos queda:
(W(t), V(1) = W't), V(t)) + (W (), V'(t)) = 0.

Por lo tanto, (W(t), V(t)) = ctte. O

Proposiciéon 1.4. Sea o« : I — M una curva parametrizada en M y sea
wo € Toug)M, to € I entonces existe un tinico campo vectorial W (t) a lo largo
de a(t), con W (ty) = Wy. Al vector Wy se llama transporte paralelo de W (to)

a lo largo de o en ty.

Figura 1.6: Transporte Paralelo
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Definicién 1.44. Dado dos campos vectoriales V- y W en M, la derivada

covariante de W en la direccion de V' se denota por V,W.

En éste trabajo V es la conexién Levi-Civita asociado a (M,G). Esta

D
dt”

vectorial V', a lo largo de una curva « : [tg, ;] — M, otro campo vectorial se

DV
dt

conexién define una unica derivada covariante donde para cada campo

obtiene, denotado por

Definicién 1.45. Una conezion afin V en una variedad diferenciable M es
una aplicacion:

VX (M) x X(M) — X(M)

que se indica por: (X,Y) — VxY y que satisface las siguientes propiedades:

. VfX-‘rgYZ = fva:Z +gvyZ
e Vo(Y +2) = V.Y + V.7

n Vo (fY) = fVY + X(f)Y

donde X,Y,7Z € X(M) (conjunto de campos de vectores de clase C* en M)
y f,9 € D(M) (conjunto de funciones de clase C* definidas en M ).

Definicién 1.46. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V.
Sea av: I — M una curva diferenciable en M y v, un vector tangente a M en
alto),to € I (es decir, vo € Touy)M), al tinico campo de vectores paralelo X
a lo largo de « tal que X(ty) = v, es llamado transporte paralelo de v, a lo

largo de a.

En este trabajo, el transporte paralelo a lo largo de «, desde «a(ty) hasta

a(t1)1, lo denotaremos por P, 4+, tal que:

P,  Tatt) M — Tou,yM, definido por Py ¢, (v) = v(t1),

,tost1
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donde V' es el tinico campo vectorial a lo largo de a tal que 2 = 0y V(t) = v.

Ademas,

-1
Pa,to,t1 - Pa,tl,toy Poc,to,tl = Pa,t,t1poc,to,t7\V/t € [t()) tl]

Definicién 1.47. Fijemos p,q € S ya : I — S con a(0) = p y (1) = q.
Denotemos por T,(v) : T,(S) = T,(S) la funcion que asigna a cada v € T,(S)

un transporte paralelo a lo largo de o en q.

Definicién 1.48. Una curva parametrizada, no constante v : I — S se dice

geodésica en t € I si el campo vectorial tangente ~'(t) es paralelo a lo largo de
. Dy'(t) _

v ent; esto es que == = 0.

v es geodésica si y solo si 7y es geodésica en todo t € I.

Sifa,b] C I y~y:1— M es geodésica, la restriccion de v a [a,b] se llama el

segmento geodésico uniendo y(a) con y(b).

Figura 1.7: Geodésica

Definicién 1.49. Un segmento geodésico v : [a,b] — M se llama minimizante
sil(y) < l(c), dondel(.) indica la longitud de una curva y o es cualquier curva

diferenciable por partes uniendo a y(a) con y(b).

Br. Laura Valladares



Preliminares 30

Ejemplo:
Supongamos que S es una superficie regular y que o : I — M es una curva
diferenciable en M, donde «(0) = p y o/(0) = 7. Consideremos el campo W

formado por todos o/(0) =+ € T,M a lo largo de la curva; ast &~ = o”(0). Si

dt
consideramos el caso particular en el cual a”(0) = 9 es paralelo al normal N

dt
a lo largo de la curva «, entonces %(t) = 0, para cualquier t € I.

N

Lema 1.1. Si y(t,v) es geodésica, t € (—¢,€) entonces la geodésica y(t, ),
AeR, XN #0, estd definida para t € (55, %) y (L, Av) = (AL, v).

Demostracion:

—€ €

Sea a : (55, 5) — M una curva parametrizada definida por a(t) = y(\t)
, entonces o'(0) = Ay (0) = Av Por la linealidad de la derivada covariante
se tiene que: Dy pya/(t) = DyyiyNY'(t) = MDY/ (t) De acéd se tiene que
a es una geodésica con las siguientes condiciones iniciales v(0) , Ay/(0). Por

unicidad, a(t) = y(t, Av) = (A, v). O
Notacion: siv € T,S y v # ) es tal que v(||v]|, ﬁ) = (1, v), se define la
exponencial dada como sigue: exp,(v) = v(1,v) y exp,(0) = p.

Definicién 1.50. Un tridngulo geodésico \(xq,x2,23) en una variedad

Riemannina es el conjunto que consiste de tres puntos distintos x1,xo,x3 los
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cuales son llamados los vertices y tres segmentos geodésicos minimales ;i1

que une T;itextar; o los cuales son llamados lados, donde 1 = 1,2, 3.

Definicién 1.51. Una curva geodésica v : I — M a partir del punto x en la

direccion v € T, M, (v(0) = z,v'(0) = v) viene dada por:

P g g i dyg
e VT ar

1,j=1

=0,k=1,...,n

donde vfj son los simbolos de Christoffel‘s expresados por:

m s [0gx  Ogri  09ij  rm

k=1

donde (g") denota la matriz inversa de la métrica g = (gi;), y x; es la

coordenada de x.

Definicién 1.52. Una variedad Riemanniana es completaa si sus geodésicas

se definen para cualquier valor t € R.

1.9. La Funcién Exponencial.

Definicién 1.53. Dado x € M yv € T,M,v # 0, sabemos que existe una
inica geodésica 7y : (—e,€) — M tal que v(0) = x y +'(0) = v, entonces se

define la exponencial, exp, : T, M — M, como sigue:

expy(v) = 7(1,v) = 1(1) y exp,(0) = 2

Si M es completo, entonces exp, se define para todo v € T, M.
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Figura 1.8: Funciéon Exponencial.

Teorema 1.4. (Hopf-Rinow) Si M es completo, entonces para cada p,q € M
existe una geodésica minimal, que une a p y q tal que su longitud es igual a la
distancia de p a q, esto es: £(y) = d(p,q), donde:

d(p,q) =inf{l(a) : a es una curva que une a p con q}.

1(N)=d(p,

P

Figura 1.9: Teorema de Hopf-Rinow.

Demostracién: ver [2]

Proposicién 1.5. La exponencial, exp, : Bc C Tp(M) — M, es un difeomor-
fismo en una vecindad U C B, del origen de T),M.
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Demostracién:
Consideremos la curva o : (—e, €) — M tal que a(t) = tv, v € T,(M), a(0) = 0,
ad(t) = v, /(0) = v, Vt € (—¢,€).

Luego,

(exp, 0 a)(t) = expy(a(t)) = expy,(tv).

Derivando,

Llexpy(tv))| = £(y(t))| =w O
t=0 t=0

Definicién 1.54. Un tensor T de orden r en una variedad Riemanniana es

una aplicacion multilineal,
T:X(M)x..xX(M)— D(M)

Esto quiere decir que, dados Y1, ..., Y, € X(M), funciones diferenciales en M

donde T es lineal en cada argumento, esto es,

Ty, fX +gY, . Y,) = fT(Y1, . X, ., Y,) + gT (W, .Y, LY,

para todo X,Y € X(M), f,g € D(M).

Definicién 1.55. Dados los campos vectoriales X,Y,Z € M, denotamos por

R el campo tensor curvatura a la aplicacion:
R:T,M xT,M — R.

Definida por: R(X,Y)Z = V,N,Z —V,V,Z + Vixy)Z, donde [X,Y] es el

corchete de Lie.

Definicién 1.56. Sean X eY campos de vectores. La curvatura seccional con
respecto a X e Y es definida por:

R(X, V)XY

KXy - (RXYIXY)

IXIP[Y)? = (X, Y)*

donde, || X[ = (X, X))
Si K(X,Y) > 0, entonces M es una variedad Riemanniana con curvatura

secctonal no-negativa.
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Definicién 1.57. El gradiente de una funcion, f : M — R, gradf, es un

campo vectorial en M, se define por:
df (X) = (gradf, X),
donde X es también un campo vectorial en M.

Definicién 1.58. Una bisagra geodésica (p;vy1,7v2) en M es una figura que
consiste en un punto p € M llamado vertice y segmentos geodésicos minimales
Y1 Y Y2 emanados de p llamados lados. Nosotros denotaremos por « el dngulo
entre los vectores tangentes a v, y Yo en p, el cual es llamado el dngulo de
la bisagra geodésica (p;~y1,72), st y1 €S minimal, pero v no necesariamente
minimal, llamaremos a estd bisagra geodésica generalizada. Si €1 = (),

Uy = U(vy2), 3 = L(y3) y o = Z(71(0),~5(0)), obtenemos el siguiente resultado:

Figura 1.10: Bisagra Geodesica.

Teorema 1.5 (Toponogov). Sea M una variedad Riemanniana completa cuya
curvatura seccional satisfaciendo que K > 0. Y consideremos T,M variedad
de curvatura constante 0. Sea (p;~1,75) una bisagra geodésica en T,M tal que:
() = (), L(7%) = U(y2) y su dngulo o es igual al de (p;y1,72). Sean q, s
los puntos finales de v, y 7| respectivamente y sean r,t los puntos finales de

Y2 Y 4 respectivamente, entonces,

d(q,r) < d(s,t).
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Demostracién: ver [2]

Figura 1.11: Teorema de Toponogov.

Teorema 1.6. Sea M una variedad Riemanniana completa de dimension fini-

ta, con curvatura seccional no-negativa tenemos que:

Eg < E? + ﬁ% — 201 l5cosa,
donde {; denota la longitud de ~;, (i = 1,2),03 = d(~1(41),72(l2)) ¥y
a = Z(71(0),72(0)).

Demostracion:
Dada una bisagra geodésica (p;y1,72) en M, se considerard su correspondiente

geodésica em el plano (p;71,7z) tal que £; = £;,i = 1,2, @ = av.

Debido a que las geodésicas en el plano son lineas rectas, podemos aplicar

la ley usual de los cosenos a esta bisagra plana, asi tenemos que:

Zz = ?f + Z; — 201 l5cosa

= (2 + (2 — 20, {ycosa (por hipbtesis)

Luego, por el teorema de Toponogov tenemos que ¢3 < 3 y por lo tanto,
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03 < 03+ 05 — 201 05cosa

O

Definicién 1.59. Decimos que f: M — R es convexa si para cada geodésica

v:R—=>M,foy:R— R es una funcion real convezra si se cumple:

FO (1= XNa+Ab)) < (1= A)f(v(a)) + Af(7(b)), VA € [0,1]

Definicién 1.60. Sea M una variedad Riemanniana y f : M — R una fun-
cion real, f es llamada casi-convexa en M si para todo x,y € M,t € [0,1] se

tiene que:
fy(@) < maz{f(z), f(y)},
para toda geodésica 7y : [0,1] — M tal que v(0) =z y y(1) = y.

Teorema 1.7. Sea f: M — R una funcion casi-convexa diferenciable en una

variedad Riemanniana completa M y sean x,y € M. Si f(z) < f(y) entonces,

(gradf(y),~'(0)) <0,

donde gradf es el gradiente de f y v es una curva geodésica tal que v(0) =y
yy(1) =z

Demostracién:

Como f es casi-convexa y ademads f(z) < f(y) tenemos:

fOy() < max{f(z), f(y)}, Yo,y € M,t € [0,1]
= f(y)
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Asi, tenemos que:

= (gradf(y),7'(0)) <0
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Capitulo

Desarrollo

2.1. Método de Cauchy

El Método de Cauchy , es uno de los métodos mas antiguo y reconocidos
en la literatura para resolver problemas de optimizacion. Sin embargo, los re-
sultados clasicos de una funcién objetivo arbitraria, no son muy fuertes debido
a que la convergencia plena y la existencia de puntos clausura no estéan ase-
gurados. Solo se puede asegurar que cualquier punto clausura, si existe, es un

punto critico del problema.

Por otro lado, la generalizacién de los espacios euclidianos a variedades
Riemanniana tienen algunas ventajas importantes. Por ejemplo, problemas de
optimizacién con restricciones se pueden ver sin restricciones desde el pun-
to de vista de la geometria Riemanniana, otra ventaja es que los problemas
de optimizacién con funciones objetivos no-convexas, se pueden convertir en

convexas a través de la introduccién de una adecuada métrica Riemanniana.

La motivacién para estudiar este tema proviene de la amplia gama de

aplicaciones de optimizacion casi-convexa en diversas areas de las ciencias y la

38



Desarrollo 39

ingenieria, en este contexto, si las restricciones de un problema de minimizacion
constituyen una variedad Riemanniana, y la funcién objetivo es casi-convexo,
el problema se convierte en un problema sin restricciones, y por lo tanto no es

necesario hacer proyecciones en cada iteraciéon del Método de Cauchy.

El interés de este trabajo es resolver problemas de optimizacion de la si-

guiente forma,

{ 2.1
min f(z) (2.1)
donde M es una variedad Riemanniana completa finito dimensional y

f M — R una funcién casi-convexa continuamente diferenciable.

El método de Cauchy propuesto por [1] genera una sucesién {2*} que viene
dada de la siguiente manera:
e M (2.2)

" = expyr (—trgradf (z*)) (2.3)
Donde exp es la exponencial y t; es algiin tamano de paso positivo.

En el caso de tener M = R" (el espacio euclidiano) tenemos que (2.3) es

equivalente a:

oM = 2F — 1,V f ().

Asi, el método de Cauchy en variedades riemannianas generaliza el método
clasico de Cauchy en R", veamos sobre una superficie de R? un esquema del

funcionamiento iterativo del método de Cauchy generalizado:

Existen diferentes maneras de escoger el parametro t, generando conse-

cuentemente diversos submétodos, en este trabajo daremos dos de ellos.
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- >

-gradflx 2]

Figura 2.1: Esquema del proceso iterativo del método de Cauchy sobre una
variedad M.

Asumiremos lo siguiente:

Hipétesis 1 (H1): El conjunto de éptimos globales del problema (2.1), deno-
tado por X*, es no vacio. Denotaremos el valor 6ptimo de (2.1) por f*. Ahora,

definiremos el siguiente conjunto no-vacio:

U={zeM: f(x) < 1Igff(ack)}

El siguiente lema, es la clave de este trabajo ya que se usara este hecho,
para demostrar que la sucesion, definida por el método de Cauchy es casi-Fejér

convergente en U.

Lema 2.1. Sea f : M — R una funcion casi-convezxa continua y diferenciable
en una variedad Riemanniana completa M de dimension finita con curvatura

seccional no-negativa, entonces
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d* (2", ) < (2%, x) + t?||gradf («*)| P,
para todo x € U y para todo ty > 0.

Demostracion. Sea x € U arbitrario, por definiciéon del conjunto U. En-
tonces:

reM: f(z) < 1%ff(xk)

Supongamos que, v, : [0,1] — M es un segmento de geodésica minimal que
conecta x¥ con x, y ¥, : [0,1] — M un segmento de geodésica que conecta z*
con 2" con 74(0) = —trgrad(a®).

Por otra parte, tenemos que:

8 = o8 = P2

G =17 = d*(w, 2%);

05 =3 = d*(a*, ")

—20105 cos o = —2d(z, xF)d(x*, 2¥+1) cos o

yd(a*, ) (gradf (+4), 71 (0)) = 2t lgradf (o) [44(0)| cos @ = 2eed(a*, ).
Aplicando el teorema (1.6) tenemos que:

P 2) < Pk, 2) + Blgradf (@) + 2o, 2) (gradf (), 7 (0))

Luego, como f es casi-convexa y f(z) < f(a*), por teorema (1.7) tenemos
que, (gradf (z*),+;(0)) < 0. Asi,

(" z) < & (2, x) + 1,2 gradf (z")]]*.

0

De ahora en adelante M sera una variedad Riemanniana de dimension

finita con curvatura seccional no-negativa.
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2.2. Método de Cauchy con busqueda gene-

ralizada de Armijo

El Método de Cauchy con tamano de paso de Armijo genera una sucesion
{x*} propuesta por [1] dada por (2.2) y (2.3) donde:

tx = argmaz{t : f(exp, (—tgradf(*))) < f(a*) — at||gradf («*)||?,
t=2""4=0,1,..}con a € (0,1)

En esta seccién probaremos la convergencia plena de este método en el caso

casl-convexo.
Consideremos las siguientes hipotesis:

Hipoétesis (H2): Sea ¢ : R, — R, una funcién tal que:

H2.1 Existe a € (0,1),7, > 0, tal que, para todo t € (0,7,] : ¢(t) < at.

H2.2 Existe 8 > 0,75 € (0, +00], tal que, para todo t € (0, 73] NR : ¢(t) > Bt2.
H2.3 Para todo k,f(z"*1) < f(2*) — ¢(tx)|lgraf(z*)||? con 0 < &}, < 75.

H2.4 Existe v > 1,7, > 0, tal que: para todo k : t, > 7, 6

[existe ty € [tg, Ytk : f(expmk)(—{kgmdf(%k)) > f(ﬁﬂk) - ¢(t})Hgmdf(xk)H2].

Proposicién 2.1. Sea f : M — R una funcion casi-convexa continuamente
diferenciable. Supongamos que H1 y H2 se satisfacen. Entonces, la sucesion
{x*} generada por el método de cauchy con la busqueda generalizada de Armijo

es casi-Fejér convergente en U.

Demostracién:
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Como f es casi-convexa y continuamente diferenciable, por el teorema (2.1)

tenemos que:
d* (2", x) < dP(2, 2) + 42| |gradf («F)] %,

para todo x € U y para todo t; > 0.

Queremos probar que la sucesién {z*} es casi-Fejér convergente en U, por

definicion debemos probar que:

“+oo
Ztngmalf(:lck)H2 < 400.
k=0

Ahora, por las hipotesis H2.2 y H2.3 tenemos que:

F) < 1) - B llgradf (2> = BeEllgradi ()P < F(a*) - fa*)
Flat) — fa)

= fillgrads ()| < S

Luego, esto implica que:

+oo +o00
> lgradi(ah)? < 30 LS
k=0 k=0 /8

f@®) - f
B

< +4o0.

<

Por lo tanto, la sucesiéon {z*} es casi-Fejér convergente en U. O

Teorema 2.1. Sea f : M — R wuna funcion casi-convera continuamente
diferenciable. Supongamos que H1 y H2 se satisfacen. Entonces, la sucesion
{x*} generada por el método de cauchy con bisqueda generalizada de Armijo

converge. Por otra parte, converge a un punto estacionario (un punto T tal
que gradf (z) =0).
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Demostracién:
Por proposicién anterior, la sucesién {z*} es casi-Fejér convergente en U, esto
es, {z*} es cerrada (por teorema), entonces existe T y una subsucesiéon {x*7}

de {z*} que converge a 7.

Por la continiudad de f, obtenemos:
If ) = f(z).
Jim f(a™) = f(7)

Como {f(z*)} es una sucesion no-creciente ya que;

f@™*) < f(a*) = Btillgradf («°)|* = f(2"*) < f(a"),
con una subsucesién que converge a f(T) y por tanto,

f(@) < f(z*),Vk € V.

Esto implica que, T € U (por definicién del conjunto U). Luego, por teore-

ma podemos concluir que la sucesién {z*} converge a T.

Finalmente probaremos que: gradf(Z) = 0. Supongamos por absurdo que

gradf (z) # 0.

Claramente, tenemos que:
gradf (z*) — gradf (f(Z)) # 0 ya que f(2*) — f(T) y el grad es una funcién

continua.

Por un lado, tenemos que:

0 < Btillgradf («*)|* < f(2*) — fa™*).

Luego, tomando limite cuando £ — +o00 en la expresién anterior, tenemos:
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0 < Btillgradf (@)|* < f(z) — f(7) = 0.

=0< Btzngadf(E)Hz < 0.

Como 3 > 0, ||gradf (z)]|*> > 0 entonces,

k—+o00

Por otra parte, de H2.4 y H2.1 tenemos que para k suficientemente grande,

flexpyr(~Trgradf (2%))) > f(a") — ()l gradf (*)||*
f(a") = atillgradf (*)]*

v

= feapa(—Trgradf (i) — f(a*) > —oBilgradf B (25)
Definamos, g : [0, ] — R tal que:

g(t) = fleaxp,(—tgradf (z*¥))),
9(0) = flexp,r(0)) = f(z"),

g(te) = f(a*).

Asi, por el teorema del Valor Medio, para tal k existe ¢} € [0, ;] tal que:

P = Fa) = glf) — 9(0) = o (1) — 0) = afilgrad (o)

donde, ¢'(t;) = —(gradf (exp,»(—t})gradf (x*)), 0. gradf (z*)), por (2.3).

Asi,
—(gradf (exp . (—ty)gradf (%)), Py, o4 gradf () > —al|gradf («*)]?,

donde p,, o4 es el transporte paralelo a lo largo de la geodésica vy tal que
7(0) = 2% y 41.(0) = gradf (z*).
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Ahora, de (2.4) y de H2.4 implica que lim¢; = 0.

Haciendo, k& — +o0 en la desigualdad anterior y teniendo en cuenta la

continuidad del gradf,exp y del tansporte paralelo, tenemos que:

|gradf (z)]|?
- > —a=>1<q,
|gradf (7)||
lo cual contradice H2.1
Por lo tanto, gradf(z) = 0. |

2.3. El Método de Cauchy con una regulari-

zacion Proximal, para el caso casi-convexo.

Sea {A\x} una sucesién tal que N < A\, < N, donde 0 < X < M. La
regularizacién del método de Cauchy genera una sucesién {z*} definida por
(2.2) y (2.3), tal que:

t = argmingsopx(t), (2.6)
donde,

pu(t) = flexper(—tgradf (z*))) + M| gradf (%)
y sea;
" = expor (—trgradf (z*)) (2.7)

Proposicién 2.2. Sea {z*} dada por (2.2), (2.3) y (2.6), esta bien definida
y para todo k,

(gradf (z*t1), ka’zkﬂgmdf(:ck» = 2\li||gradf (z)|?,
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donde Py es el transporte paralelo a lo largo de exp,.(—tigradf(z*)) de

xk a R

Demostracién:

k

Supondremos que z* es conocido. Tendremos dos casos.

» 1¢" Caso: gradf (z*) =0

En este caso, oi(t) = f(z*) para todo ¢, y por lo tanto algun t > 0 es

k+1

solucién de (2.6) y por (2.7), 2" = z*. En efecto:

k+1 k

2" = exp i (—tpgradf (2¥)) = exp(0) =

» 29 caso: Supondremos que gradf () # 0, en este caso,

pu(t) > [+ Nl gradf ()7, (2.8)

para todo t > 0. Tomando limite en (2.8) tenemos que:

lim @i () > lim (f* + Xl gradf (+%)]%) = oo.

De acd, 1im;_,., px(t) = oo entonces (2.6) tiene solucién y x¥*1 esta bien

definida. Ademads, como t; = argminopx(t), entonces,

0= ¢ (t)
= (gradf (exp,+(—tgradf (")), —gradf (z*)) + 2t || gradf («*)||*,

entonces,

(gradf («"*1), gradf (z*)) = 26, M ||gradf () |)?
(gradf(xk+1), kayxkﬂgradf(a:k» = 2tk)\k||gradf(xk)||2.

O
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Proposicién 2.3. Sea f: M — R una funcion casi-convexa continuamente
diferenciable. Supongamos que H1 se satisface. Entonces, la sucesion {z*} ge-

nerada por (2.2), (2.3) y (2.6), es casi- Fejér convergente sobre el conjunto U.

Demostracion:
Como, tx = argmingopk(t), donde:
pr(t) = flexpr(—tgradf (z*))) + 2Nl |gradf (z*)]>.

Entonces, para cualquier ¢ > 0 se cumple que: pg(t;) < @i (t). En particu-
lar, para t= 07 90k<tk) < f(xk)v

= f(™) < f(@®) + Gllgradf (=7)])?
< f(zh).

Asi, {f(2*)} es una sucesién no-creciente. Y ademas,

tidnllgradf (z")[1* < f(a) — f(2*4)

k(|2 f(ﬁk) _f(ka)
@I < =

= ||gradf

De aqui tenemos que,

+-00 +oo

Zti"gradf(xk)HQ < Zti (f(xk) _2 f(l’k’—i-l))
k=0 k=0 2
) — St

<
B k=0 Ak
<3 L5 - ftH)
B k=0 A/
1 0 *
- L) - 1)
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Por lo tanto, la sucesién {z*}, generada por (2.2), (2.3) y (2.6), es casi- Fejér

convergente. Ademds, la serie Y20 t2||gradf (z*)||* converge y por teorema

sabemos que 2| gradf (z*)[|? — 0. O

Teorema 2.2. Sea f: M — R una funcion casi-convexa continuamente dife-
renciable. Supongamos que H1 se satisface. Entonces, la sucesion {z*} gene-

rada por (2.2), (2.3) y (2.6), converge a un punto estacionario.

Demostracion:

De las proposiciones (2.2) y (2.3) tenemos que:

» {f(2%)} es una sucesién no-creciente.

= La serie >0 #2||gradf (z*)||? converge y por teorema sabemos que:
tillgradf (z*)[1* — 0.

w (gradf ("), Py g gradf (a%)) = 22X\t || gradf (z*)]|2.
Sea Z un punto clausura de la sucesiéon {z*} y {2%/} una subsucesién de

{2*} que converge a T, ademas sabemos que la sucesién {z**1} converge

también a 7.

Por ser la metrica Riemanniana, el transporte paralelo y el gradiente fun-

ciones continuas, entonces:

lim (gradkaj+1,kajvxkjﬂgradkaj) = ||g7"adf(f)||2

j—+oo
Luego, por el item 2 y 3, se tiene:

lgradf (T)||* = jgg—noo 2\ istwsllgradf (2M)|)* = 0
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=|lgradf(@)||* =0
=|lgradf ()| = 0

Por lo tanto, la sucesién {z*} generada por (2.2), (2.3) y (2.6) converge a un

punto estacionario 7. L]
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Conclusion

En este trabajo se describié el resultado de convergencia plena del Méto-
do de Cauchy para resolver problemas de minimizacién de funciones objetivos
casi-convexas en Variedades Riemannianas propuesto por [1] con una bisqueda
generalizada de Armijo y una regularizacion proximal. Donde podemos notar
que estos métodos resuelve los problemas de minimizaciéon con funciones ob-
jetivos convexas en el espacio Euclideano, si las restricciones constituyen una
Variedad Riemanniana finito dimensional con curvatura seccional no negativa

y la funcién objetivo es casi-convexa en esa Variedad.
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