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Capitulo 1

Introduccion

Los monopolos son soluciones singulares a las ecuaciones para campos de
calibre en el vacio, donde la variedad formada por las soluciones de vacio mg
tiene segundo grupo de homotopia no trivial I1o(myg) # Id, es decir, diferente
de la identidad.

En 1931 P.A.M. Dirac [1], propuso una solucién no trivial de las ecua-
ciones de Maxwell para el vacio en donde cldsicamente no hay cargas eléc-
tricas, pero si una distribucién de corriente sobre un conjunto de medida
nula. Este conjunto es interpretado como un solenoide seminfinito muy del-
gado, con un extremo abierto en el origen por donde sale el campo magnético
en todas direcciones: el monopolo magnético. El campo magnético, estd
definido en todo el espacio excepto a lo largo del eje del solenoide, llama-
do la cuerda de Dirac, que constituye una singularidad para las ecuaciones
del campo [2]. Posteriormente Dirac aplicé estas ideas al estudio cudntico
de una particula masiva cargada eléctricamente, que se mueve en el campo
creado por una cuerda de Dirac (i.e un monopolo) al considerar la ecuacién
de Schrodinger de la particula con el requerimiento de que la funcién de onda
sea univaluada, demostré la existencia de una relacién de cuantizacién entre
la carga magnética la carga eléctrica (puede verse [3]).

En 1975 T. Wu y C. Yang, dotaron de una estructura topoldgica al
monopolo de Dirac [6]. Demostraron que un fibrado principal representa
la topologfa adecuada para describir el monopolo magnético, ellos notaron
que empleando méas de una carta local para potencial vectorial se podia de-
scribir el campo del monopolo sin singularidades, lo que significa, soluciones
topoldgicamente no triviales y energia finita en todas partes. Es asi, como el
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monopolo magnético empieza a formar parte de un conjunto mas amplio de
objetos llamados defectos topoldgicos, que pueden clasificarse de acuerdo a
sus grupos principales de homotopia y/o homologia.

Los monopolos (magnéticos) de Dirac son aquellas soluciones topoldgi-
cas 6 soluciones no triviales del vacio (sin fuentes eléctricas) aparentemente
singulares (en cartas locales inadecuadas) con homologia entera y el grupo
fundamental de homotopia I1;(U(1)) isomoérfico a Z. La carga del monopolo
se identifica con los invariantes topoldgicos que caracterizan estas soluciones,
estos invariantes se obtienen mediante ciertas integrales de los campos lla-
mado numeros o caracteres de Chern que de forma general corresponden
a generalizaciones de la ley de Gauss!, en el caso del monopolo de Dirac
se obtienen cargas magnéticas puntuales no nulas, a diferencia del electro-
magnetismo usual (cuando excluimos las soluciones singulares), para el cudl
siempre la carga magnética total es nula.

A partir de los trabajos de Dirac, el estudio del monopolo ha sido objeto de
una intensa investigacién. En 1974, de forma independiente G.‘t Hooft [4] y A.
Polyakov [5], partiendo del modelo de Georgi-Glashow, obtuvieron soluciones
con carga magnética de energfa finita para una teoria de Yang Mills con grupo
de estructura SO(3). Al romper la simetria del modelo de Georgi-Glashow a
un subgrupo U(1), es posible recobrar el monopolo de Dirac partiendo de la
solucion de ‘t Hooft-Polyakov en condiciones asintéticas. En la década de los
"80 se asoci6 de forma definitiva el monopolo con el rompimiento espontaneo
de simetria [8] de TODAS las teorias de gran unificacién (GUT por sus siglas
en inglés). El monopolo de ‘t Hooft-Polyakov puede ser considerado como el
patrén fundamental cuando se estudian soluciones tipo monopolos para las
teorfas de calibre.

Por ruptura de simetria entenderemos la existencia de una solucién de
vacio que no tiene la misma simetria que la accién. Esto ocurre cuando ten-
emos un minimo del potencial degenerado, es decir hay varios minimos, con-
tinuos o discretos entre los cuales interpola una solucién llamada solucién
de vacio o simplemente vacio. Mientras que la accién es invariante bajo la
acciéon de un grupo G llamado grupo de calibre, la solucién de vacio es in-
variante por un grupo mds pequeno H, en este caso decimos que hay una

'El flujo de campo (eléctrico) por una superficie, es proporcional a la carga (eléctrica)
encerrada.



ruptura espontanea de simetria. Las soluciones de vacio tienen una importan-
cia fundamental en teorfa cudntica de campos ya que todos los estados de un
sistema pueden generarse a partir de la solucién de vacio, y cuando se cuan-
tiza perturbativamente esto se hace a partir de un background constituido
precisamente por la solucién de vacio.

Las consideraciones topoldgicas [9], conducen al resultado general de que
soluciones estables se obtienen en teorfas para la cual, el grupo de calibre G
se rompe espontaneamente a un grupo més pequeio H = h x U(1), el cual
contiene un producto de grupos explicito. La presencia del grupo U(1) en
H indica la existencia de monopolos de tipo Dirac y la cuantizacion de la
carga, los monopolos son por tanto consecuencia del rompimiento espontaneo
de simetria del grupo de calibre original G. Asi las teorias gran unificadas
(GUT) [10], en donde la simetria es rota desde algin grupo simple de orden
mayor a un producto de grupos de menor orden que incluye al menos un
U(1), necesariamente predicen Monopolos de tipo Dirac.

La variedad de vacio en un fibrado principal con grupo de estructura G,
se obtiene de forma geométrica como el espacio cociente de los grupos

mgoy = G/H

Por el segundo teorema fundamental de homotopia [19] tenemos el siguiente
isomorfismo de grupos:

ML) = ()

Las GUT parten de un grupo semisimple G que se rompe en varias etapas
para finalizar con SU(2) x U(1) que es la teoria de Weinberg-Salam 6 electro-
deébil, donde U(1) representa el electromagnetismo usual y esta asociado a la
presencia de un campo vectorial A*(x) (Potencial vectorial) que representa
el fotén y SU(2) implica la presencia de los llamados bosones vectoriales
intermedios, descubiertos por el grupo de Carlo Rubia en los “90. Toda GUT
que pretenda ajustarse a este resultado experimental debe romperse hasta
finalizar con H = SU(2) x U(1) por lo cual

II5(mo) = 11, (U(1)) = Z

indicando que las GUT predicen inevitablemente Monopolos.



En 1996, I. Martin y A. Restuccia [11] desarrollaron un método usando el
mapa de Hopf para obtener y clasificar todas soluciones de campos de Yang
Mills en superficies de Riemann de género arbitrario en 2 dimensiones X,
utilizando los monopolos tipo Dirac- Hopf que se obtienen de los fibrados de
linea U(1) sobre dichas superficies. Este trabajo fue extendido al escenario
de la teoria de membranas en 1997, I. Martin, A. Restuccia y R. Torrealba
[12],encontraron todas las soluciones tipo monopolo de Dirac, a partir de la
accion efectiva para la membrana bosénica compactificadas utilizando el Ma-
pa de Hopf para proyectar superficies bidimensionales de género arbitrario
sobre un toro S'x S'con nimero de enrollamiento no trivial. Esto permite
establecer las condiciones necesarias para construir vacios estables para de
las supermembranas, ya que se demostré que estos monopolos son efectiva-
mente minimales y cumplen la desigualdad BPS, la existencia de la carga
BPS indica la existencia de una supra-teoria supersimétrica (con campos
que conmutan y anticonmutan) a partir de la cual se obtienen las soluciones
bosénicas mediante la ruptura de la supersimetria. El estudio de las teorfas
supersimetricas de membranas va mds alld de los objetivos de este trabajo
especial de grado.

El objetivo fundamental de este trabajo es estudiar las soluciones tipo
monopolo de Dirac para la membrana bosénica cuando estd asume una
topologia esférica o toroidal. Estas geometrias puede obtenerse en dimen-
sién espacial mayor a 2, compactificando sobre la esfera 6 el Toro (como se
ha realizado en los trabajos [21]) el limite en que las dimensiones extra son
muy pequenas y las derivadas de los campos respecto a ellas son nulas

Xt—0 vy — 0 para (> 2

—f(x
o (@)
esto también puede realizarse simplemente cuando se establece un mapa
biyectivo del espacio base al toro (X : Xy — S'x St) o la esfera (X : ¥y —
S?) y se trabaja con teorfas de Yang Mills en 2 dimensiones sin entrar en
consideraciones con las dimensiones extra.

En el trabajo [12] usando compactificacién dimensional en un fibrado
U(1), se encontraron soluciones tipo monopolo para las membranas com-
pactificadas sobre el Toro. En este trabajo se revisan estos resultados, con
la variante de asumir una membrana en 2 dimensiones que viene determi-
nada, mediante mapas biyectivos desde el espacio base hacia membranas



con topologia esférica o toroidal desde un proncipio. Se encuentra que las
soluciones estacionarias para las membranas toroidales constituyen a un fi-
brado U(1) x U(1) sobre el Toro, asi mismo las soluciones minimales son los
monopolos y las coinciden con las encontradas en [12]. También se obtienen
soluciones para campos de Yang Mills equivalentes a la teorfa de membranas,
y las cargas topoldgicas que caracterizan los mapas de membranas sobre la
esfera. Estos monopolos se obtienen para los minimos de potencial efectivo
corresponden a conexiones minimales para la teorfa de Yang-Mills. Este tra-
bajo complementa y extiende los resultados conocidos para la membranas
compactificadas sobre el Toro.

Desde el punto de vista de teoria de campos los monopolos tipo ‘t Hooft-
Polyakov presentan varias ventajas sobre los monopolos de Dirac, ya que per-
mite establecer soluciones de vacio con rompimiento espontaneo de simetria,
sabemos que la simetria de la membrana debe ser rota con la finalidad de
obtener un modelo con caracteristicas fenomenoldgicas deseables. La super-
membrana es una teoria inestable y no renormalizable [22] y los monopolos
de Dirac encontrados en [12] constituyen soluciones estabilizadas topolégica-
mente debido a la geometria (toroidal) escogida y la condicién de irreducibil-
idad o enrollamiento exigida. Una solucién dindmica para los monopolos de
la membrana, tipo ‘t Hooft - Polyakov, que incorpore el rompimiento de
simetria de manera natural es mds interesante desde el punto vista fisico
que los monopolos de Dirac para la membrana conocidos actualmente [21].
La relacién entre ambos tipos de monopolos es andloga a la existente entre
las paredes de dominio delgadas que constituyen reales defectos topolégicos
y las paredes de dominio gruesas que se obtienen mediante soluciones con
rompimiento espontaneo de simetria y que poseen un limite de pared delga-
da, de la misma manera los monopolos de “t Hooft- Polyakov, corresponden
a soluciones con un potencial con rompimiento espontaneo de simetria que
poseen un limite asintético donde se recupera el monopolo de Dirac.

En el segundo capitulo se presenta una revisién de los resultados cldsicos
del monopolo de Dirac y la versién de Wu y Yang del monopolo magnético,
en el tercer capitulo se presentan un resumen de las herramientas geométricas
necesarias para el estudio de las teorfas de calibre y su aplicacion al monopo-
lo de Dirac, en el cuarto capitulo se presenta la construcciéon del fibrado
de Hopf que constituye una versién totalmente geométrica que generaliza los
monopolos de Dirac, en el quinto capitulo se presenta el monopolo de “tHooft



Polyakov, en el iltimo capitulo se presentan los monopolos a partir de la me-
brana bosénica, se propone una nueva estructura de calibre U(1) x U(1) y
se calcula la carga topologica, en la seccién final de este trabajo, se propone
una solucién estdtica (tipo monopolo) para membranas, mapeadas biyectiva-
mente sobre la esfera S2. Esta solucién se obtiene como un caso limite de las
membranas mapeadas sobre el Toro que tiene grupo se calibre U(1) x U(1).
Este limite rompe la simetria original del Toro, por lo tanto los monopolos
sobre la esfera pueden interpretarse como un limite tipo ‘¢ Hooft- Polyakov
de los monopolos del Toro.



Capitulo 2

Monopolos Magnético

2.1. Monopolo magnético o cuerda de Dirac.

P.A.M.Dirac en 1931[1] propuso una modificacién a las ecuaciones de
Maxwell, con la finalidad de restaurar la simetria completa entre las ecua-
ciones para los campos eléctricos y magnéticos, introduciendo la existencia
de cargas magnéticas puntuales (monopolos) y corrientes magnéticas que
corresponden al flujo de estas cargas magnéticas':

B
V-E = p, V x E+86_t = —Jm. (2.1)
JE
B = B-——=1J..
\Y Prm V x 57 e

Las ecuaciones asf modificadas son invariantes bajo los siguientes cambios:

E — B B— —-E
Pe — Pm Pm — —Pe
Je E— Jm Jm — _Je

Consideremos el caso estdtico (0; = 0) y sin corrientes (J. =0, J,,, = 0),

IEsta seccién se basa en el desarrollo en la referencia [3] y [2] modificado para adaptarlo
a una corriente de la forma Jg,; .0 (—2)d (r — a) .



ahora las ecuaciones de Maxwell (2.1) toman la forma

V-E = p, VxE=0.
V-B = p, VxB=0. (2.2)

Estas ecuaciones indican que es posible realizar una integracién del campo
magnetostatico independientemente al campo electrostético, en estd seccién
consideraremos el caso en que existe una carga magnética puntual "m"situada
en el origen de coordenadas r = 0, y por tanto con una densidad de carga
magnética

P = dmmd® (r),

cuya soluciéon es completamente andloga a la carga eléctrica puntual de
coulomb
V - B =47mé* (r)

al usar las identidades vectoriales V -V (1/7) = —478° (v) y V (1/r) = U, /r?

se obtiene .
7 (5w (1)) =0

m_.

r
el campo magnético obtenido es singular en el origen, tiene simetria radial
u, y varia como el inverso de la distancia al cuadrado y representa al campo

magnético debido a un monopolo de intensidad de carga m, fija en el origen.

En toda superficie cerrada 0V alrededor del origen, el flujo magnético
se obtiene por integracién del campo magnético sobre una esfera S? que

contenga a V' .
2
/B~dS—m/T CiQ = 47mm.
r
S2

ov

Como el flujo de campo magnético no es nulo, este resultado entra en

contradiccién con la ley de Gauss usual para el magnetismo [ B-dS =0,
V=5
y aparentemente corresponde a un caso no fisico. Sin embargo Dirac consiguié

un caso semejante al del monopolo, pero utilizando las ecuaciones de Maxwell
estdticas usuales,
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Figura 2.1: Monopolo magnético o cuerda de Dirac

V-Esq = 0 V X Egu= 0.
V'Bsol = 0 VXBSOIZJSOI.@(—Z)(S(T—CL).
donde Jg, = m/ma’que representa un solenoide rigido delgado semi-infinito
(de radio a — 0) , por el cudl circula una corriente eléctrica uniforme, con
un extremo abierto en el origen y el otro extremo del solenoide es enviado al
infinito, como muestra la figura 2.1.
Esta configuracion estd libre de fuentes e incluso la corriente eléctrica es

nula excepto en la linea del solenoide y genera un campo similar al de la
carga magnética colocada en su extremo libre en r = 0.

VxBsqy=0. V 1r#0 A z>0

El campo magnético Bg,; del solenoide infinitamente largo extendido a
lo largo del semieje negativo z viene dado por:

Bs, = gﬂr +4mm O (—2)d (x) 6 (v) u, (2.4)
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en donde 4, expresa la direccién en z y © (—z) es la funcién escalén unitaria.
Como este campo se encuentra libre de fuentes y corrientes

V'BSOZ =0
Bsa = V xAg,. (2.6)

—~
!.\3
S Ot
N2

Comparando (2.3) con (2.4) se tiene que Bg,; difiere de B del monopolo
en un término que representa al flujo magnético a lo largo del solenoide, asf

Bsoy =B +4mm ©(—2)d () d (y) u, (2.7)
y con la ecuacion (2.5) queda
B=V xAg,—4mm O (—2)d(x)0 (y) u. (2.8)

Es decir, el campo magnético del monopolo es igual al campo generado por
el solenoide, excluyendo el campo generado por el interior del solenoide.

La linea magnética generada por el solenoide acompanando al monopolo
ha sido llamada “cuerda de Dirac” y dentro del convencionalismo de la teorfa
electromagnética [2], puede verse como una linea sucesiva de dipolos extendi-
da desde el infinito a cero, generando infinitos campos dipolares elementales
cuya contribucién total es el campo del solenoide.

Se calcula el potencial vectorial Ag, para ello se usa el potencial de un
elemento dipolar magnético con la fuente de corriente arriba indicada

1
dif == [ T' x Js0 .0 (=26 (r' —a)dr” —md {
INY
con lo cual se obtiene un potencial vectorial dado por la ley Biot-Savart:

A(T) = —m/ﬁ x V <%> (2.9)

r —r

en donde
T = 20, + yu, + (2)1,

—
g g ~ -~
r=|T1], r’ = 2u,, d/¢ =du,,
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la cantidad integrada de la ecuacion (2.9) queda

N 1 - T
7 () - ()

) ~ z ~
- —|_> =, 3dzlu$ — _>—_>/3dzluy
r—r | r —r ’
por lo tanto el potencial para el solenoide es
0 y .
Ao (?) = —9/ 5 d2 Uy, — 5 d2, (2.10)
= F-F TR

en esta solucién N es el indicador de la solucién del solenoide con una punta
(el “monopolo”) en z =0 y el otro extremo en z = —oo.

Con el cambio de variable h = z — 2/ y H? = 2% + 32, se hace el cdlculo
de la integral

/0 dz __/Z dh 1
T =T S @R r(r+2)

el potencial magnético para el solenoide es

AY (F) = —m | —L—a, - —2 4% +ou. 0. (211
S"l( ) m{r(r—l—z)u r(r+z)uy+ Uz r7 ( )

Para todo punto P (menos para la cuerda), este potencial estéd dirigido hacia
afuera del origen y varfa inversamente al cuadrado de la distancia.

En laregion {R3—{(z,y,2z) 2 <0} el potencial AY  coincide totalmente
con el potencial del monopolo magnético. Al desarrollar el rotacional de A%,
se verifica el campo magnético para el solenoide

V x AN, = 24 47mO (—2) 6 () (y) B (2.12)
r
lo cual da el campo esperado (2.4) més la contribucién singular.

No existe restricciéon para colocar de manera arbitraria la cuerda de Dirac
en el espacio, al cambiar la direccién de la cuerda, con un extremo en el
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origen y ahora extendida a lo largo del eje z positivo (direccién opuesta a
la anterior), es decir con la punta en z = 0 y el otro extremo en z = o0,
pueden repetirse los cdlculos, demostrando que la solucién para el potencial
vectorial es

AS (F) = Yy ~ T
SOZ( ) m T(r+z)u$ r(r+2)

a, + 07, | r#0.  (2.13)

En la regiéon {R3® — {(z,y,2z) 2 > 0} la solucién de nuevo es coincidente con
el potencial del monopolo magnético.

Las soluciones obtenidas en (2.11) y en (2.13) sugieren la posibilidad de
definir un potencial para el monopolo en un dominio que sea la suma de dos
regiones que cubran el espacio R?® y en donde las singularidades obtenidas
por la cuerda de Dirac podrian ser excluidas deliberadamente, mediante una
mejor eleccién del sistema de coordenadas. La préxima seccion estd dedicada
al examen de tales consideraciones.

2.2. EIl monopolo de Wu y Yang

El modelo de Wu y Yang (1975) [6] establece que las singularidades pre-
sentes en el monopolo de Dirac dependen de la estructura geométrica elegida
para describir el monopolo magnético, asi, es posible mover arbitrariamente
la cuerda al escoger de forma conveniente el sistema de coordenadas para de-

scribir el potencial magnético A, y obtener la intensidad de campo magnético
B.?2

Para evitar las singularidades se adopta la simetria esférica alrededor del
monopolo, se definen al menos dos mapas sobre la esfera S? en un dominio
de abiertos, cuya interseccién sea distinta del vacio, por ejemplo un abierto
para el hemisferio norte y otro para el sur, Uy N Ug # () respectivamente,
tal que: Uy NUs = E < 0 = 71/2, ¢ =0 < 27, aqui, £ es una banda
delgada definida en el ecuador de la esfera, y ¢ es la longitud azimutal, 6 es
la latitud axial de un punto sobre la esfera de coordenadas polares (7,0, )

2En esta seccién bdsicamente se sigue lo presentado en [3] , [7] y [14]
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Irm e

Lim &e (B0 ) =4 (0 )

+ -
=

Figura 2.2: Cartas locales del Monopolo de Wu Yang

en la forma usual (ver figura 2.2):

xr = rsinfcosyp
= rsinfsing (2.14)
z = rcosf

Usando los potenciales obtenidos en coordenadas cartesianas por las ecua-
ciones (2.11) y (2.13), se realizan los cambios de variables de acuerdo a (2.14)
y se obtienen Ay y Ag expresados en el hemisferio norte y en el hemisferio
sur de la esfera

x

Anv(T) = — ) &, — ~ 0, —
w(T) mlr(r—i—z)u r(r+z)uy+ u], r e Uy

rsinfsing rsinfcosy
Uy — u
(r 4 rcosf) r(r+rcosf) "’

AN(?) = —m |:/r + Oﬂz} s ? € UN

(2.15)

15



simplificando y tomando en cuenta que u, = — sin ¢ U, +cos ¢ u,, el potencial
Ay en el hemisferio norte queda escrito como

1 — cosf
Ax(T) = %%@0 singular en 0 = 7w ¢ Uy (2.16)
i

Procediendo de igual forma para el hemisferio sur el potencial A g es ahora

1 0
Ag(T) = —%%ﬂ@ singular en 6 =0 ¢ Us. (2.17)

Queda entonces

An(T)
—
r

As(T)

el potencial vectorial tiene solo componente azimutal (A,) que no tiene sin-
gularidades en sus respectivos dominios.

Ar:0> A9:0> AsD:{

Por medio del rotacional expresado en coordenadas polares esféricas se
prueba que estos dos potenciales Ay y Ag dan exactamente el campo mag-
nético del monopolo

V x An(T) =V x Ag(T) = B = m/r*q,.

Por lo tanto, el potencial definidos por (2.16) y (2.17) no presenta singulari-
dades sobre la esfera, reproduce el campo magnético del monopolo dado por
la ecuacion (2.3).

La condicién de compatibilidad para los potenciales se obtiene al definir
el mapa ¢ : Uy — Ug, que determina el paso desde el hemisferio norte al sur,
ademds en la interseccion de los abiertos debe existir el limite que implica la
equivalencia entre los valores de potencial en el ecuador E con 6 = 7/2.

Lim Asopo (An(E))™ = Ag(E"). (2.18)
Et—E—

En el ecuador de la esfera E, que es la frontera comtin entre los hemisferios
norte y sur (una regién de superposicién),ambos vectores potenciales Ay y
A arrojan el mismo rotor y la diferencia entre ellos por ende, debe ser un
rotor nulo, y estar relacionados por el gradiente de una funcién A esto es, por
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una transformacién de calibre (gauge) y asi mantener la unicidad del campo
B:

Ay —Ag=VA

Para obtener esta funcién A, restamos las ecuaciones (2.16) y (2.17) y
resulta

m (1 — cosf) . m (1 + cosf) .
Ay — Ag = 227 | T EOT)
N o r sin 6 e r sin 6 Yo
2m
Ay —Ag = u, 2.19
N S rsin(@)uw (2.19)
2m
i, = VA (2.20)

al usar la expresion del gradiente en coordenadas esféricas

1 1
_ 0.4 = U m 2.21
Vf ar(f)ur"‘rae(f)UG‘i‘Tsineap(f)uw ( )
se obtiene
y de aqui, la funcién de calibre es
A = 2mp, (2.23)

donde ¢ es el dngulo azimutal. Se observa que ¢ no se encuentra definido
para § = 0 y § = 7, por eso la transformacién de calibre se aplica solo para
0 = m/2, en donde no se manifiesta dicha singularidad.

Si se calcula el flujo total producido por la carga, es necesario cubrir las
dos regiones de la esfera

o= ]{ V x A-dS :}[ V x AV.dS +% V x AS-dS (2.24)
S Un Us

Del teorema de Stokes se obtiene

P = 7{ Ay-dl — j{AS.dE:f (Ay — Ag)-dl (2.25)
E E E
17



las integrales de linea estdn en contra direccién y determinan una contribu-
ci6én al flujo dado por el borde entre las regiones norte y sur (el ecuador F),
de (2.22) finalmente

o = ]{ V (2myp) dl=4mm (2.26)

este resultado esta de acuerdo con la carga magnética encerrada de acuerdo
a la ley de gauss.

El monopolo de Wu y Yang es el mismo monopolo de Dirac expresado
en coordenadas esféricas y por eso puede llamarse monopolo de Dirac-Wu-
Yang, por medio de este modelo es posible evitar las singularidades que se
manifiestan en coordenadas rectangulares, la llamadas cuerdas de Dirac: es
necesario entonces, dividir el espacio en dos regiones en las que se definen los
potenciales que difieren en una transformacién de calibre, bajo esta geometria
aparece un enfoque que implica la existencia de una estructura topoldgica
para el monopolo que se desarrollara en el préximo capitulo.

2.3. Cuantizacion de la carga

El problema de la cuantizacién es de importancia significativa para la
Electrodindmica Cudntica y fué estudiado por Dirac como consecuencia de su
modelo del monopolo, ademds la estructura topdlogica del campo de calibre
no puede estar completa si no se consideran las interacciones entre la carga
eléctrica y la carga magnética’.

Se considera el caso del movimiento de una particula puntual con carga
eléctrica e y masa M, que es deflectada por el campo de un monopolo
magnético estacionario de carga g , la ecuacion de Schrédinger para la funcién
de onda 1 (r) de un electrén que se mueve préxima al campo magnético tiene
la forma:

ﬁ (P — cAN)" Un()+Vn(r) = Edy(r)
ﬁ (P — cAs) Ys(r)+Vips(r) = Evg(r), (2.27)

3Puede ser consultado en cualquier libro del tema, por ejemplo [17]
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En ella aparece la carga eléctrica relacionada con el monopolo magnético por
medio del potencial A, teniendo en cuenta las ecuaciones para los potenciales
definidos en los hemisferios norte Uy y sur Ug respectivamente, (2.16) y
(2.17), la ecuacién de Schrodinger queda expresada para las dos regiones
en donde 1y y 1g son las funciones de ondas correspondientes a los dos
hemisferios.

En un dominio comun estas ecuaciones (2.27) son invariantes bajo la
transformacién de calibre de los potenciales Ay y Ag y difieren por el gra-
diente de una funcién de la posicién de acuerdo a (2.22), se debe cumplir la
invariancia bajo una transformacién de un factor de fase, es decir

A — A+ V()
b — explieA(r)).

Aqui A(r) es la funcién escalar de calibre ya definida en (2.23) y tiene el
valor A(r) = 2my, donde ¢ es el dngulo azimutal, se obtiene que

An — Ag= V(2mep).
y se cumple para las funciones de onda 1), y 1¢ solucién de (2.27) que
Py (r) = exp (ieA) Pg(r).
Yn(r) = exp (2iemep) Pg(r). (2.28)
La interseccion de los dominios de los dos hemisferios es basicamente el
ecuador F, aqui ¢y pertenece completamente a Uy y es univaluada; por otro
lado, ya que F también estd completamente en Ug, entonces v ¢ es igualmente

univaluada, asf al dar una vuelta ¢ = 27 + ¢, alrededor del ecuador las
funciones deben volver periédicamente al mismo valor que en ¢, es decir

exp (2iem(2m + ¢y)) P5(r) = exp (2iem(gy)) ¥s(r)

esto es posible solo si
n = 2em n € 2. (2.29)

con n entero y esta ecuacién se conoce como la condicién de cuantizacion de
las cargas fundamentales.
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Si el monopolo existe, la carga magnética toma valores discretos miiltiplos
de una funcién de la carga eléctrica,

n

m= —
2e

n ez (2.30)
por igual razén, si existe el monopolo magnético de carga m, todas las cargas
eléctricas estdan cuantizadas. En esta seccién se han usado las unidades nat-

urales, definidas por los valores unitarios de las constantes fundamentales:
h=c=1.

Bajo un anélisis de las propiedades de simetria de las ecuaciones de campo
electromagnético 2.1 en donde resulta la invariancia bajo transformaciones
de dualidad, y como esta discutido en [2], es posible demostrar que solo
por convencién se define la carga eléctrica de una particula y no su carga
magnética, el hecho significativo es que, teéricamente todas las particulas
tienen la misma razén de cargas magnética a eléctrica y existe la posibilidad
de escoger un caso en que la carga eléctrica sea muy pequena y la carga
magnética muy grande 6 reciprocamente el caso en que la carga magnética
sea muy pequena y la eléctrica muy grande.

Experimentalmente [20] se obtiene que la carga eléctrica estd cuantizada
en multiplos de 1,60217733 x 10~ C lo que nos darfa una carga del monopolo
enorme en el sistema MKS. Realmente lo que debe compararse es la constante

. , . 2 .
de acoplamiento que para el caso ele(;trlco es - = %, mientras que para el
monopolo, usando 2.29, se obtiene 7= = 1372 o cusl es enorme. Esta con-

he 4
N . s s : 1372
stante indica que la interaccién del monopolo con la materia es al menos ==~

veces m4as intenso que la interaccién con el electrén. La masa del monop40—
lo en los modelos supersimétricos puede obtenerse utilizando la cota BPS o
a partir de teorfas de gran unificacion GUT, los modelos arrojan diferentes
resultados que dependen del modelo y el orden al cudl se rompe la simetria
que origina al monopolo, los ultimos resultados experimentales parecen ex-
cluir masa inferiores a los 125 GeV' sin embargo algunos modelos basados en
GUT establecen valores del orden de 800 GeV e incluso algunos modelos su-
persimétricos establecen valores gigantescos como 10'¢ GeV'. La importancia
del monopolo radica, en que la existencia de un solo monopolo en el universo

implica la cuantizacién de la carga eléctrica de forma inmediata.
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Capitulo 3

Geometria de los Monopolos

3.1. Teorias abelianas de calibre y dualidad

La teorfa de campo electromagnético de Maxwell se describe geométrica-
mente por un fibrado principal !

P=(E,M,F, xG)

donde E es el espacio total, el cual se identifica localmente con el producto
directo de los abiertos {U} con el espacio fibra F, es decir

E c {U; xF} donde {U;} es un cubrimiento de M

El espacio base M es el espacio tiempo 4-dimensional de Lorentz-Minkowski,
con la accién del grupo de estructura G (un grupo de Lie) sobre los elementos
de la fibra F que asumimos es una variedad homeomérfica al grupo G. El
fibrado principal muchas veces se abrevia como

P=M,G, )

La fibra es un espacio topolégico tal que su espacio tangente T, F estd
formado por los campos vectoriales (Af(x), T,,M) solucién de las ecuaciones
de Maxwell (Yang Mills) que corresponden a todos los posibles campos de
calibre y constituye un espacio principal homogéneo F. Esto significa que
todo par de puntos de la fibra estdn conectadas por un tnico elemento a del

L Ac4 se sigue el enfoque de [9] y [14]
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Figura 3.1: Estructura de un fibrado principal

grupo (refierase a la fig 3.1 ), la cual a su vez es homeomorfica al grupo G, de
hecho los campos A}, constituyen una realizacién del dlgebra g del grupo G.
Una solucion particular de las ecuaciones de campo corresponde a tomar una
seccién o tal que dicha seccién es una funcién inversa del mapa proyeccién :

mn:E—-M
m(u) =mw(z,9) =x
moo = Idy
donde g es un elemento del grupo G (homeomorfo a F) y donde x es un
punto de la variedad de base M. La proyeccién queda determinada (al menos

localmente) y el mapa seccién nos indica como realizar la alzada desde el
espacio base (la proyeccién en cambio baja).

A partir de la escogencia de una seccién particular podemos definir una
1-forma de conexién, también llamada conexién local en el cotangente (local)
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del fibrado

Ay € g @ Q'(U)
.AU = TGAZ(X)dl‘”

donde T, son los generadores del Algebra de Lie asociada al grupo g ~ TG
y donde Q!'(U) € T*M es el espacio de 1- formas dual al tangente local de
la base sobre el abierto U.

El espacio cociente P/G es homeomorfo a la variedad de base M. Cuan-
do este cociente es contractible a un punto existe una seccién globalmente
definida y por lo tanto el fibrado P es trivial y se requiere una tnica trivial-
izacién local. Entonces la curvatura local puede expresarse en forma global
sobre toda la variedad M y esta construccién permite recobrar la formulacién
tradicional de las ecuaciones de Maxwell, sin monopolos ni otras singulari-
dades topolégicas. Sin embargo el caso general abarca los llamados defectos
topolégicos que en el caso de Maxwell son los monopolos.

Si escogemos una base local de coordenadas para las secciones (se expli-
card mas ) podemos definir una conexién en este fibrado principal P de
forma tal que se puede definir una derivada covariante en cada fibrado
asociado a P. Los fibrados asociados al principal se construyen reemplazan-
do la fibra F por un nuevo espacio 6 fibra F,, usualmente un espacio de
funciones C'*° que son campos escalares, vectoriales, espinoriales, etc., que
representaran particulas fisicas de la teorfa. En la seccién anterior (Cuanti-
zacion de la carga), la fibra asociada Fy estaba constituida por las funciones
solucién a la ecuacién de Schrodinger (2.27) donde la accién del grupo G
viene dada por las funciones de transicién exp (ieA) (2.28). Tomando en con-
sideracién la condicién de cuantizacion de Dirac, para diferentes cargas n € Z
deben corresponder diferentes miltiplos de la realizacion del dlgebra que re-
sulta ser una representacion irreducible del grupo de U(1) sobre las funciones
complejas

Uu(l) — GL(C)
N (D)

y por lo tanto establece que el grupo de estructura del fibrado es G = U(1).2
para la teorfa electromagnética de Maxwell.

2Esto descarta R como posible grupo de estructura, ya que en ese caso las representacién
sobre la fibra asociada ¢ — €'*?1) con a continuo
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Es deseable establecer una separacién del espacio tangente al fibrado T, P
en suma directa de un espacio tangente a la fibra que es llamado subespacio
vertical y es isomorfico al Algebra g del grupo G

V.=T.,F)~g

y su complemento ortogonal que se obtiene como el conjunto de los campos
vectoriales del espacio nulo o kernel de la 1-forma conexién de Eheresmann

HP ={XeT,P/wX) =0}

La conexién de Ehresmann w es una 1-forma que proyecta desde el espacio
tangente del fibrado T, P hasta el espacio tangente a la fibra o espacio vertical
V.. (que es isomorfico al dlgebra del grupo):

weg TP

es decir, la conexién aplicada sobre campos vectoriales del tangente w(X)
estard valuada sobre g =~ V,, es decir sobre el subespacio vertical. De forma
tal que la conexién descompone el espacio tangente en suma directa:

T.(P) =V, H,

Esta descomposicién se mantiene invariante tanto bajo la accién de un ele-
mento g del grupo como al moverse sobre la variedad de base M, ella tiene la
informacién del transporte paralelo y permite la construccién de las derivadas
covariantes.

Dada una seccion local o, es decir una inversa local (en un abierto U del
cubrimiento) de la proyeccién 7 del fibrado en M

cr:UCM—E
mooy = Idy

se define la conexién local mediante el pullback de la seccién sobre los cotan-
gentes o*: T*P — T*M a partir de la conexién de Ehresmann

Ay =0} w

La derivada covariante se define para todo campo tensorial, en este tra-
bajo utilizaremos la derivada covariante mediante
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D()=d()+AN() (3.1)

y se tienen las siguientes reglas de transformacién bajo la accién del grupo
por la derecha: A" = R,[A|, donde R, es una representacién del grupo G

o w=A, =g 'Ay g+g dg (3.2)

La expresion local tensorial de la conexion es el potencial de calibre (gauge)
A, es igual al potencial vectorial usual en electromagnetismo A, multiplicado
por el generador del algebra de Lie de U(1):

— a — 1
A, = AT, =iA,
donde hay un tnico generador: el nimero imaginario 7 ya que
T, =T =1

y se obtiene la accién del grupo uniparamétrico U(1) mediante multiplicacién
de los elementos de la fibra por un elemento del grupo, i.e. la exponencial del
dlgebra de Lie generada por T' =17 con paramétro \ :

g =expl[iA] € U(1)

es fécil chequear que el generador se obtiene derivando la accién del grupo

dg )
T=%9) =i (33)

La 1-forma de conexién se define tomando las bases naturales en el espacio
cotangente de la variedad de base M, sin embargo no debemos olvidar que
también estd valuada en el tangente a la fibra V,:

A= Ada" (3.4)

La 2-forma local de la curvatura asociada a la conexién es la intensidad
de campo

F =dA (3.5)

En componentes, tenemos

1
F = EFde“ A dz” (3.6)
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Fo = 0,A, — 8,A,. (3.7)

note que F,, = iF},,. Ya que F es exacta, F = dA; y por lo tanto cerrada,
dF = d*>A = 0, entonces F satisface la identidad de Bianchi

dF =FNA—-—ANF =0. (3.8)
La identidad de Bianchi en componentes es

O\F + 0,F\, + 0,F,\ = 0. (3.9)

Para completar la descripcién se requieren los principios variacionales,
primero encontramos el operador de dualidad que esta involucrado en la con-
struccion de las ecuaciones dindmicas del campo, el complemento ortogonal
del espacio base es el espacio dual, se define el operador estrella * como aquel
que transforma las cantidades de un espacio a su espacio dual, asf el dual de
F esta dado por

— KA
*fpy =_F ErApuvs

N| —

donde e.xwEuas = 2[0kadrs — 0430ra] Yy Se obtiene que

*xx Fu = Fu.

La densidad Lagrangiana invariante gauge £ es la forma cuadrética FAxF
G-invariante en el dlgebra g del grupo, mas el término de interacciéon A A 7
en el cual se ha expresado el dual de la 1-forma que describe las fuentes del
campo J , se tiene

E:%}"/\*}"—i—fl/\*j (3.10)

si agregamos la identidad de Bianchi (3.8) a la ecuacién de Euler-Lagrange
se obtienen las ecuaciones dindmicas del campo

dF) = 0 (3.11)
dxF) = *=J (3.12)

En ausencia de fuentes, se tienen las ecuaciones de Maxwell en el vacio
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d(F) = 0 (3.13)
«d(xF) = 0 (3.14)

estas ecuaciones son claramente simétricas bajo la transformacién de du-
alidad

F —xF * F — =F (3.15)

(el signo menos es debido al cardcter métrico del espacio tiempo). Es decir las
ecuaciones (3.14) son invariantes bajo la transformacién de dualidad (3.15)
y significa la posibilidad de intercambiar el papel jugado por el campo F y
su dual *F, es decir en el lenguaje del electromagnetismo, intercambiar el
campo eléctrico por el campo magnético [2]. A diferencia de (3.15) el sistema
(3.11) en donde *J # 0 pareciera romper inmediatamente la simetria de
dualidad. Para salvar la dualidad se incluye un término adicional, una fuente
de campo dual (de campo magnético en caso de las ecuaciones de Maxwell)
en la primera ecuacién del sistema (3.11) esta modificacién podria arruinar
la interpretacion geométrica de F como la 2-forma curvatura constante, pues
se violarfa la identidad de Bianchi. La salida a esta contradiccion es admitir
la existencia de cierto dominio de singularidad para el potencial de calibre
(gauge) y mantener la fuente adicional, y asi F = d.A no se definiria global-
mente.

Al restablecer la simetria en las ecuaciones de campo, nos queda

dF) = J (3.16)
dxF) = =J. (3.17)

donde se reobtiene la dualidad generalizada bajo las transformaciones

F — xF J — T (3.18)
xF — =F xJ — =T (3.19)

Hasta ahora se ha establecido las ecuaciones de campo para toda 4-
variedad M ,se hace preciso especificar un caso especial la descomposicién
de M para recuperar de manera natural las ecuaciones de Maxwell en su
forma convencional conocida. Para esto escribimos el sistema (3.17) en com-
ponentes, usando las propiedades del operador estrella x y el hecho de que
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el potencial A y la intensidad de campo F difieren del potencial A y la
intensidad F' por el factor del dlgebra de Lie i :

A, = iA, (3.20)
Fow = iF,. (3.21)
El sistema (3.17) queda
o,F" = J* (3.22)
Oy, x FH = xJ " (3.23)

Establecemos el cuadro de identificacién de variables de las cantidades
electromagnéticas: A el potencial gauge, J. fuente de campo eléctrico, J,
fuente de campo magnético, F' intensidad de campo (curvatura)

Cuadro de identificacion de variables

1-forma conexién A=A, dx" A, = (+9¢,A)
1-forma de fuente eléctrica Je = —Je,dat Jep = (Pes Jep)
1-forma de fuente magnética  J, = —J,, dat Jou = (Poms Ty

2-forma curvatura F=F,dz" Ndx* F,, =0,A, —0,A,

Campos Vectoriales FE; = Fyy, B; = % Cijw Fir (4,j,k=1,2,3)  (3.24)

El sistema (3.17) se reduce a las ecuaciones de campo electromagnético
simétricas si en estas admitimos el hecho de que J,,, = 0, el sistema resul-
tante seria el conjunto de ecuaciones de Maxwell en su forma original para
el campo electromagnético, con asimetria dual debido a la ausencia de la
carga magnética. Asi, la existencia de la dualidad electromagnética general
depende de la presencia de cargas magnéticas siendo posible intercambiar el
papel jugado por el campo eléctrico F y el magnético B.

Si se quiere mantener la simetria de dualidad general y obtener el cam-
po A, para un monopolo magnetico, expresado por la ecuacién (3.7), debe
suponerse puntos singulares en el dominio del potencial y permitir asf{ un
flujo magnético discreto distinto de cero, tal como se hizo para el caso del
monopolo de Dirac.
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3.2. Topologia del monopolo de Dirac-Wu-
Yang

En el modelo de Dirac-Wu-Yang, el espacio base del fibrado es la esfera
M =52 alrededor del monopolo y la fibra tipica o estandar es F,= G = U(1).
En esta formulacién 2, se define el cubrimiento abierto {Uy, Us} de S? consis-
tente de dos regiones, los hemisferios norte y sur de la esfera parametrizados
por las coordenadas polares, 0 la axial y ¢ la azimutal (ver la fig 2.2)

Uy es la carta que cubre la region del hemisferio norte

Uv={00,9) /| 0<0<7/2+e, 0<¢p<2r}. (3.25)
Us es la carta para el hemisferio sur

Us={(0,¢) / m/2—e<O<m 0<¢<2m} (3.26)

el espesor € es un numero infinitesimal positivo y expresa la zona de super-
posicién ( la regién de interseccién) de los abiertos definidos por el cubrim-
iento. La region de interseccién Uy NUg es el circulo maximo S* de la esfera
con valores © = rcos(y), y = rsin(p), z = 0y es el ecuador de la esfera
E. Un punto p en el ecuador puede expresarse por las coordenadas locales
de las cartas correspondientes a los abiertos Uy y Ug, en el espacio de las
funciones de trivializacién.

Las trivializaciones locales estan expresadas por los mapas (ver fig.3.2)
¢»:U;xG—F,
en este caso se cumple:
oy (u) = (p, ™) 5 (u) = (p,e") (3.27)

con p en Uy NUg y coordenadas p = (7/2, ), ya que se encuentra en E y u
€ F,, ademds, g, = €'~ y g, = €' son elementos del grupo de estructura

3 Adaptado de [3]
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Figura 3.2: Fibrado principal de Dirac

U(1) y an , ag las coordenadas locales de la fibra en p, correspondientes a
las secciones para cada carta

on(p): > —P , os(p): S —P
Se define el mapa proyectivo 7(u) = p, que es la sobreyeccién de las fibras
de P sobre la esfera S? (el espacio base), asf

7P — S? ™ (p) =F, m(u) oo(p) = Ids2

Se define la funcién de transicién como

tns () = expli(p)] St — R, (3.28)
Ap) = np n € Z.

para el ecuador Uy N Ug la funcién tyg es un mapa desde S! al grupo de
estructura tyg (p) : S'— U(1).
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Las secciones locales estdn relacionadas por medio de la ecuacion

os(p) = on(p)tns (p)- (3.29)
os(p) = on(p)expling]. (3.30)

Asf las trivializaciones ¢, y ¢g se relacionan por
dg (p, €)= by (p, 2P e (3.31)
y las coordenadas de la fibra quedan
as = ay + M) (3.32)

este resultado muestra la accién del grupo sobre la fibra, esta accién se de-
nomina una transformacién de calibre-U(1) ( transformacién gauge). Cuando
A; : 5% — R satisface a las ecuaciones de Maxwell se obtiene el monopolo
magnético.

En coordenadas locales la 1-forma conexién local se puede expresar partir
de la conexién de Ehresmann [3]. Cuando realizamos una transformacién bajo
la accién del elemento g del grupo de calibre G de la conexién local (3.4)
cambia como

ochw=A, =g Ajg+g'dg j=5N

La conexién local A, = TlAL son entonces las componentes de la 1-forma
potencial donde 7} = i es el inico elemento del dlgebra de Lie de U(1). Para
este fibrado principal g = €'®, asi queda

w = A+ ida (3.33)
en S? que esta cubierta por los hemisferios Uy y Us,

AIN == AN + ida N
./4(9 = Ag +idag
la conexién debe cumplir con la unicidad, entonces igualando sobre el ecuador

E=UxNUg
Ay +iday = Ag + idag
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de la ecuacion (3.32)

Ay +iday = Ag +id(any + A(p))

Ay = Ag +idX(p)

también, por medio de la funcién de transicion ¢yg, podemos encontrar este
resultado, ahora al pasar de un hemisferio al otro

An = tysAstns + tysdtns (3.34)
y usando el hecho que tys (¢) = exp[iA(p)] queda

Ay = exp[—iA(p)]As expliA(p)] + exp[—iA(¢)] exp[iA(@)]iA(p)de

como antes

An = Ag +idX(p). (3.35)

A partir de los potenciales vectoriales locales Ax(T) y Ag(T) dados
en el modelo de Wu-Yang por la ecuacién (2.16) se obtienen las conexiones
locales

m1l—cosf .

Ay = Ay-dr = — g e (dr U +7d0 U+ 7sin 6 dp T,)
r S1n
1+ cos
As = Ag-dT = —TL(;S% (dr Ty + rdf To + rsind dp 1,)
T Sin

en donde m es la intensidad de carga del monopolo. Por tanto, los potenciales
de calibre (conexiones) quedan expresados por las formas

Ayx =1im(1 — cosf)dy Ag = —im(1+ cosf)dyp (3.36)

De la ecuacién (3.35) se obtiene la condicién de acoplamiento de las fibras
dA(p) = —i(An — Ag) = 2mde. (3.37)

se considera que A(p) = ny mientras ¢ varia desde 0 a 27 alrededor del
ecuador, A(p) toma los valores

AX(p) = /d)\(ap) = /0 7rnalgo = 2mn. (3.38)
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por la unicidad de txyg , AX(p) debe ser un entero miltiplo de 27 , esto
asegura que la estructura resultante sea una variedad en donde las fibras
deban acoplarse exactamente cada vez que se complete una vuelta alrededor
del ecuador, por lo tanto

AX(p)  2mn
— = Z .
- - =ne (3.39)
y como en la ecuacién (2.29)
n = 2m. (3.40)

cone = 1.

En el contexto de la fisica la fijacién de la funcién A = 27n corresponde a
una fijacién de calibre, lo cual elimina los grados libertad no fisicos del campo
electromagnetico A, y las expresiones dada por las ec. (2.16) corresponden
ahora a una descripcion exacta del potencial de un monopolo magnético en
el centro de la esfera.

En el contexto de la teorfa de los fibrados, esto significa que la multiplici-
dad entera clasifica al fibrado de acuerdo al grupo fundamental de homotopia
71 (E ~ SY) 2 Z | es decir la fibra encierra al ecuador n veces y es imposi-
ble que esta configuracién pueda deformarse continuamente en otra con un
valor de vueltas diferentes. El nimero n tiene una importancia fundamental
en la topologia, es llamado nimero ciclico (winding number) ¢ tambien
llamado #ndice de Pontryargin. Referido a la teorfa de campos de calibre,
de acuerdo a la ecuacién (2.29) este niumero n da la conocida condicion de
cuantizacion de Dirac para el monopolo con n = 2eg, el entero n que expresa
la cuantizacién de las interacciones electromagnéticas, representa la clase de
homotopia a la cual pertenece este fibrado, el doblez de las fibras acopladas
en el ecuador F.

La forma local de la curvatura del fibrado se identifica con la intensidad
de campo magnético del monopolo, por (4.46)

1
F = §F#le"u A dx”

1
F = 5(8@A¢ - acpAg)ng A db
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como la componente Ay se anula

F= % sin(6)dy A df (3.41)

Se puede demostrar que el nimero ciclico se obtiene al considerar el flujo
total ® hecho por el campo al cruzar la variedad S?. Con la curvatura del
fibrado expresada como la intensidad del campo (el campo magnético B)
FN = dAN y FS = dAS es:

(P:/B-dS:/ FN+/ Fq
52 Uy Us
UN US
2
= /AN—/A5:2m/ dyp = 4mm. (3.43)
E E 0

Entonces la curvatura del fibrado F = d.A, caracteriza también el doblez del
fibrado de acuerdo con su niimero de homotopia, y estd en concordancia con
la condicién de cuantizacién de Dirac.

Otro aspecto importante de la teorfa de calibre relacionado con el niimero
topolégico n proviene del andlisis de la ecuacién (3.35), por medio de la
funcién de transicién, ec. (3.28), resulta

Ay = Ags +in.dp (3.44)
por otro lado la transformacién de calibre para Ay y Ag se escribe como
Any = Asy + O A (3.45)

comparando las dos ultimas ecuaciones, se puede afirmar que la carga mag-
nética del monopolo se puede interpretar directamente como el numero de
vueltas de la transformacion de calibre OA (la fibra en el fibrado) que define
el mapa de la funcion de transicién en el ecuador (region superpuesta) desde
St al grupo de calibre U(1)

oA : S'— U(1) (3.46)
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Entonces, considerando que n determina las clases de homotopias del fibrado,
puede afirmarse que si n = 0, la funcién de transicién tyg (¢) = expling| es
el elemento identidad de U(1) y tendremos un fibrado trivial

P,=5%x1Id

Si n # 0, el fibrado U(1) estd “n veces enrrollado”; cuando n = 1 descri-
biendo el monopolo de Dirac de carga e = 1y g = 1/e, asi el monopolo de
Dirac es un fibrado principal no trivial U(1) con base S.

P = (5%, U(1)) (3.47)

La estructura del fibrado de Dirac-Wu-Yang que esta caracterizada por el
entero que determina como dos conexiones locales son pegadas en el ecuador
correspondiendo al grupo de homotopia

I, (P(S%, U(1))) = Z.

35



Capitulo 4

Monopolos Geomeétricos

En este capitulo se demuestra que al construir el fibrado de Hopf se
obtiene la version geométrica del monopolo de Dirac-Wu-Yang utilizando
cantidades estrictamente geométricas como coordenadas y proyecciones en
lugar de campos eléctricos, magneticos y otras magnitudes fisicas. El mapa
proyectivo de Hopf marca el camino para la obtencién de un fibrado principal
P,(5?%,U(1)) primero, por medio de la proyeccién estereogréfica se obtiene
un atlas que define a S? como una variedad compleja denominada la esfera de
Riemann CU{oo}, por otro lado, se aplica la proyeccién homotépica llamada
de Hopf a la 3-esfera S? sobre S? de Riemann, lo cual permite descomponer
localmente este espacio en el producto S?xS!, y como S'~ U(1) se ob-
tiene un fibrado principal que se identifica con el fibrado del monopolo de
Dirac-Wu-Yang.

4.1. Proyeccion estereografica

La proyeccién estereografica (vea la figura 4.1), se define como la proyec-
cién de un punto del espacio sobre un plano: todo punto de coordenadas
rectangulares (r,v,2) que esta en el hemisferio norte U} = S? — {PS} de
una esfera inscrita en R3, se proyecta sobre el plano ecuatorial (Pyy) de la
esfera, con punto de proyeccién el Polo Sur (P.S), originando las coordenadas
estereogréficas (U, V).

Sea la esfera unitaria de coordenadas cartesianas 2 + y? + 22 =1, la
linea del ecuador de la esfera pertenece al plano cartesiano llamado plano
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Figura 4.1: Proyeccién estereogréfica de la esfera

ecuatorial de la esfera, referido a la figura 4.1 se tiene

1+2 1

= = 4.1
cos f3 i T (4.1)
por razones de semejanza de tridngulos
H x Y
-2 _ 7 4.2
H-H, U V (42)
de aquf
x ) *
= ) 4.
v = () () €Uy (43)

De igual modo, las consideraciones anteriores valen para las coordenadas
estereogréficas (X,Y’), que se originan por la proyeccién de los puntos del
hemisferio sur Uf = S? — {PN}, proyectados desde el Polo Norte (PN)
sobre el plano ecuatorial(Pxy ). Quedando

(X,Y)=< Y ) (z,y,2) €UL (4.4)

1—2"1—2
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Considerando estos dos conjuntos de coordenadas se obtiene asi el cubrim-
iento de S% por U U Uy .

Se definen las proyecciones estereograficas (ver fig 4.1) en el plano com-
plejo por las funciones

S?2 —C
Z = X+iy (4.5)
W = U+iV

se tiene que

2 2
1+=2

ZZ — X2 Y2 — T Y _
* (1 -z * 1—-=2 1—-=2

2 2
wr o= ey () (L) 22
1+2 1+2 1+2
Resulta que W es una funcién holomérfica de 7 :

_a oy _1—z<:17—iy> (46

142 Zl+z_1+z 1—=z2
1—2z _ (1—2)° .
= X —3iY) = X —iY 4.7
e =S x (@.1)
pero 22 + y? + 2% = 1 entonces 2% + y? = 1 — 22 por tanto
X —11Y 1
W = = 4.8
X24+Y2 X +iY (4.8)
1

Para demostrar el holomorfismo entre W' y Z, se tiene que

X .Y
—1
S<2+Y2 ){2+Y2

W=U+1V =

efectivamente satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann

oU OV Y2 X?

0X 9y  (X24Y?)
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esto garantiza que los dos atlas W y Z de S? definen una misma estructura
compleja (la union de ellos es un atlas) y los cdlculos sobre las variedades
complejas pueden efectuarse independientemente de las coordenadas escogi-
das de uno u otro atlas. Queda por lo tanto demostrado que, S? es una
variedad compleja que se identifica con la esfera de Riemann C U {oo}.

4.2. Mapa proyectivo de Hopf
La 3-esfera S® inmersa en R* se escribe como

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4)2 =1 (4.10)
al definir S3 sobre el plano complejo

2 =t 4 ia? 2t =2 4 it (4.11)
2%y 2! € C, la ecuacién (4.10) es

O 4 1P
Ademds, se parametriza S? como
() + (D) + () =1 (4.12)

ahora (' =2, =y, =2y (= (Cl,Cz,C3) es el punto de coordenadas
rectangulares.

Se define el Mapa de Hopf en forma explicita en coordenadas carte-

sianas y estereogréficas
TS — S? (4.13)

en este mapa u = (2,22, 2%, 2%) y p = (¢!, ¢?, ¢?), por lo tanto
m(u) =p
¢ o= 2@t 4 2t
¢ o= 2%+ 2ta?) (4.14)
3 1)2 2\2 3)2 4\2
¢ = (@) + (%) = () = (")
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y se verifica que 7 es el mapa proyeccién de S3 a S?

()4 () () = [0+ @)+ (@ + @] = |2+ 2 =1
(4.15)

De las ecuaciones (4.4) y (4.5) se obtienen las coordenadas estereograficas
complejas del mapa proyeccién
7 i i 20

— = cU 4.16
1-¢ a3 4t 2l C€Us (4.16)

de aqui que Z es invariante bajo la accién del grupo U(1) en S3, es decir
bajo la transformacién

(2°, 21) — (2°A, 2'N) (4.17)
donde A € U(1). El punto (2°), 2')\) esta en S* ya que |\ = 1.
De las coordenadas estereogréficas (U, V') se tiene

¢t —i? BB it 2t
T+ 8 Dt ¢ Un (4.18)

En el ecuador Ug N Uy , se tiene que ¢* = 0, y de las ecuaciones anteriores
(4.16) y (4.18) se cumple

1 1

Z=¢ it = oW (4.19)

en concordancia con la ecuacién (4.9)

4.3. Estructura topolégica del fibrado de Hopf

En base a lo obtenido en el apartado anterior se puede definir un fibrado
con proyeccién de Hopf de la manera siguiente:

La estructura topolégica del fibrado de Hopf esta conformado por los
siguientes elementos

(i) El espacio total £ = S3.
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(i) El espacio Base M = S2.

(iii) La fibra F' = U(1).

(iv) La proyeccién 7 dado por el mapa de Hopf.

(v) El grupo de Lie G = U(1) con una accién-d sobre S3.

(vi) Un cubrimiento de S? dado por {Us, Ux}, (se prefiere en este caso el
cubrimiento definido por (3.25 y (3.26) al definido para la proyeccion estere-
ografica {U%, UX }, ya que esto no produce perdida de generalidad y se gana
uniformida en la formulacién).

P, = {E = S°},{M = $?},{F = U(1)}, 7 es el mapa de Hopf). (4.20)

Las funciones para las trivializaciones locales ¢g v ¢, son los difeomor-
fismos siguientes

o5 =m " (Us) — Us x U(1) (4.21)
(2% 21) — (z—?, %) (4.22)
¢y =7 (Un) — Uy x U(1) (4.23)
(2%, 2") — (z—;, %). (4.24)

funciones que estdn bien definidas en cada carta, ya que 2° # 0 en Uy , de
aqui 2! /2% y 2°/12°| no son singulares, idénticamente para 2! # 0 en Us.

En el ecuador si ¢* = 0, entonces
9= [ = 12

En conformidad con (4.22) y (4.24), las trivializaciones locales en el
ecuador

g5 1 (2%, 2") (z—?, V22! (4.25)

1
o' (,2) — (55, V2). (4.26)
(vii) La funcién de transicién tyg : Us N Uy — U(1), como

os(p; f) = on(pstns(p) f) (4.27)
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conp € UsNUyy feU(1), entonces

tns(C) = ‘Zﬁj_vlg °0¢gge F'— F (4.28)

é’ V2z') — (i—;, V22°) (4.29)

quedando que

e
V22!

aqui ¢ = 0, puesto que nos encontramos en Ug N Uy y por lo tanto (C1)2 +

tns(C) = +i¢eu). (4.30)

(¢ 2)2 =1 es un circulo unitario isomérfico a U (1).

Es posible una interpretacién distinta del mapa de Hopf, para esto se
define a S® como la 1-esfera compleja

Se ={(z%2") € C?| \20\2 + |z1|2 =1}.
y el mapa de proyecciéon homotdépica por
™ : Sg—CP!
(2% 2") — (2% 2] ={A(" ") A e C—{0}}.

Bajo este mapa, los puntos de S® de la forma A(z°, z'), |\| = 1 son mapeados
a un solo punto de CP! ~ S2.

Por lo tanto

T =r:8 — 5
obtenido anteriormente ec. (4.13).

Al circunnavegar el ecuador, la funcién de transicién (4.30) recorre el
circulo unitario en el plano complejo una vez, por tanto el mapa fibrado de
53 T S? caracteriza la clase de homotopfa IT; (P;) = Z que es el nimero de
vueltas que se da al ecuador. Este fibrado es llamado el monopolo de Hopf,
asf el espacio fibrado P; es un fibrado principal con espacio base S? y grupo
de estructura dado por la accién de la funcién tyg(¢) € U(1), sobre la fibra
tipica = U(1), por ello se afirma que S es equivalente localmente a P, mds
no globalmente, ya que tiene grupo fundamental diferente (IT;(S?) = e).
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4.4. El fibrado de Hopfy el Monopolo de Wu-
Yang.

Para encontrar la conexién y la curvatura del fibrado seguimos a [11],
partimos de la proyeccién de Hopf definidas por la composicién obtenida
en las ecuaciones (4.5), de forma que, asociamos los dngulos esféricos (6, ¢)
sobre S? a Z € C segtin (4.16) por medio de la proyeccién estereografica, en
el hemisferio sur Ug

cC — 5?
0

igual para el hemisferio norte Uy

En la esfera unitaria S? ademéds se cumple

¢! = sin(0)cos ()

¢ = sin(6)sin (@) (4.31)
¢ = cos(h)
asi para Z = pexp [ig] , es
Cl +Z<2
7 = 4.32
1— C3 ( )
quedando
~ sin(0)
=1 "cos 0)

Es posible escribir el elemento de linea de S® como (vease [18])
ds* = (dz°d2° 4 dz'dz")

ds* = ((dm1)2 + (dx2)2 + (d:):3)2 + (dm4)2). (4.33)
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Podemos calcular la métrica de S? inducida por la métrica euclidea en
R%, para ello utilizaremos la representacién espinorial de R*

a2 24t
—x° +1xt T —x

Una rotacién de un espinor se obtiene mediante la accién del grupo SU(2).
Esta rotaciéon puede describirse en funcién de los dngulos de Euler 9, ¢, x
dados en el rango 0 < ¥ < m, 0<¢ <27, 0< x <47 mediante [3]

9 U v u
1 — _ — 2 — — 1 — —
T = cos(2)cos(2), T cos(2)31n(2), u=¢+x
v v U v
r® = 81n(2)81n(2), x sm(2)cos(2), v=x—¢. (4.34)
y la rotacién en C? es
20 = 3t cos(19/2)
2= e gin(9/2) (4.35)

La métrica en S? inducida por la métrica euclidea de R?* es
1
ds%; = (Z(dﬁz + d¢® 4 dx? + 2 cos(V)dpdy)). (4.36)

este es el elemento de linea del fibrado de Hopf en la representacién de los
angulos de Euler.

Como d¢?® = (sin®(¥9) + cos?(¥)))d¢® y descomponiendo en forma tnica a
este elemento (4.36), como el elemento de linea de S? y el cuadrado tensorial
de la 1-forma w

1 1
s (1) = ZI(dﬂ2 + sin? (1) d¢?) + ZMQ (4.37)

aqui, el término
1
4

es el elemento de linea en S? y 1w? el elemento de linea sobre la fibra U(1),
se tiene

[d9? + sin®(9)de”] (4.38)

L = Sy + cos()do) (4:39)
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que se identifica con la conexién sobre el fibrado S? x U(1) en la repre-
sentacién de los dngulos de Euler, se define ahora la conexién local de Hopf
por

A=(1/2)w.

Es facil persuadirse de que (4.38) es el elemento de linea en la fibracién
de Hopf correspondiente al propio en la proyeccién sobre la esfera S2, si
calculamos la equivalencia de los dangulos de Euler 9, ¢, x con los dngulos
polares esféricos 6, ¢ por medio del mapa de Hopf (4.14), al sustituir en estas
ecuaciones los valores de parametrizacion encontrados en (4.34) se obtiene

sinfcosp = sindsiny
sinflsingy = sinvcos¢
cos = cos?v

esta correlacién mixta entre los dngulos, es posible aclararla al momento de
practicar un corte de S®, de donde se obtiene por consiguiente una esfera
S? entonces hacemos una seccién de la forma y = ¢, las ecuaciones (4.34)
quedan

1
z' = cos (59) cos ¢

z? = cos (%9) sin ¢

2 =0

1
¥ = sin <—9>
2

esto dice que el corte se hace por la coordenada 3, entonces identificamos
et =(¢hat =Gt =y o= 30 = 12— 0, el dngulo azimutal ¢
corresponde a la mitad del angulo ¥ de Euler y desfasado en 7/2 (medido
como la mitad de la ascencion recta). Por otro lado, el elemento de linea

sobre S? para y = ¢, se expresa en la forma
1
1 (d9® +2 (1 + cos ¥) d¢?)

al sustituir por los dngulos polares equivalentes, queda
1

7 (1d (7w = 20)]2 + 21 + cos (v — 20)}de?)
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al simplificar se obtiene
dsg> = df? + sin? () dp?

que es la métrica esperada sobre la esfera S?, queda entonces claro la sepa-
racién de la métrica de S* dada por la ecuacién (4.37).

Para obtener, la conexién de Hopf sobre S?, considere de nuevo el cubrim-
iento de S? ya definido {Us, Uy} vy la seccién local de Ug para la cual se hace
X = ¢, en esta seccion se tiene que

=gt 4 imi:@ y =24 mi:so
ahora las ecuaciones (4.35) quedan
20 = e cos(¥/2), 21 = sin(0/2) (4.40)
y por tanto, la 1-forma conexién de Hopf
As = 2(1 + cos(9))do. (4.41)

2

que es regular en Usg.

Ahora se considera en cambio, la seccién local Uy sobre S? ,en donde
X = —¢ , al igual que lo anterior

2V = cos(9/2), # = e sin(0/2), (4.42)

se obtiene la conexién para el hemisferio norte de S?

Ay = 51+ cos(i))do (4.43)

regular en Uy.

En la region de intersecciéon F = UsNUy , la condicién de compatibilidad
viene dada por la funcién de transicién actuando en las fibras,

(2%, 2Ny = (e720, 21 (4.44)

de acuerdo con la accién de U(1) sobre S? | restando las ecuacién (4.41) de
la (4.43) se obtiene ) .
Ag = Ax +do (4.45)
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La curvatura 2-forma {2 definida en el fibrado por
Qo = 09 Ay — 0, A9 + [Ay, Ay

se obtiene de hecho, al hacer el calculo para A, dada por (4.41) y (4.43), con
Ay =0, queda

Q= % sin(d)d¢ A dv. (4.46)

Llamaremos monopolo de Hopf a las conexiones dadas por las ecuaciones
(4.41), (4.43) en el fibrado de Hopf P,

Ag= %(1 +eos(®))de Ay = %(—1 + cos(9))do

al comparar los resultados para las conexiones con aquellas del fibrado de
Dirac-Wu-Yang (3.36) :

Ax =im(1 — cosf)dy Ag = —im(1+ cosf)dy

queda en evidencia que el monopolo geométrico de Hopf, representa al monopo-
lo de Dirac-Wu-Yang con carga g= 1/2 y n = 1, este es el monopolo de carga
unitaria.

Si comparamos las condiciones de compatibilidad en ambos casos, ecua-
ciones (3.44) y (4.45) se llega a las siguientes relaciones

./45' == Z/IS e Z.AN = —AN
.AN = iAN — iAS = —AS
lo que dice que estas relaciones son iguales, salvo el término del algebra
de Lie. Ademds, las curvaturas (4.46) para las conexiones (4.41) y (4.43)

resultan idénticas F' = (2, con dF = df) = 0 y corresponden a las ecuaciones
de Maxwell en el vacio.

Por lo tanto se demuestra la equivalencia entre el Monopolo de Hopf con
el Monopolo de Dirac-Wu-Yang.

47



Capitulo 5

El Monopolo de ‘t Hooft
Polyakov

5.1. Ruptura espontanea de simetria

En 1974 G.’t Hooft y [4] y A. Polyakov [5], demostraron la existencia de
soluciones estdticas de tipo monopolar y de energia finita a las ecuaciones de
campo Yang-Mill acoplado con un conjunto de tres campos escalares (vector
del grupo) con grupo de calibre SO(3).

El lagrangiano de esta teorfa viene dado por el modelo de Georgi-Glashow
(siguiendo a [9] y [7] con carga eléctrica e = 1)

1 1
L= _ZFfin““” + §D“gz5“ D" =V(¢), a=1,2,3 (5.1)

F, = 0,A%L — 0,A7 + " Al Al (5.2)
donde D,, es la derivada covariante (ver ec.3.1) para ¢ el potencial del campo

escalar, donde se ha tomado la representacién adjunta de los generadores
del dlgebra de SO(3), es decir la representacién (adjunta) en término de las

funciones de estructura de los generadores: 7% = —1gi
D¢ = 0,¢" — ™ A}, ¢) (5.3)
y V(¢) es el potencial tipo sombrero mexicano:
1 a | a
V(g) = pA80 — o) (5.4)
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El modelo de Georgi-Glashow estd formulado sobre un fibrado asociado
(R*,SO(3),Fy = {¢" = m,'}), con base en el espacio tiempo, grupo de
estructura SO(3), la fibra asociada formada por los campos escalares y la
conexién definida por los campos de Yang Mills.

En estas ecuaciones el campo de calibre F esta en interaccién con el campo
¢, interesan precisamente, aquellos valores de ¢ que minimizan el potencial
V(¢). Se obtiene como conjunto solucién para V(¢) = 0 a la 2-esfera de
potencial que se denomina variedad de vacio my = S

my = {(¢8)° + (68)" + (¢3)” = v?} (5.5)

Por otro lado la energia de esta configuracién
Lo 1 2 3
E = [§|F| +§|D¢| + V(9)] d°r. (5.6)
converge si para r — 00, V(¢) — 0 ([9] y [8]), esto implica que

| % |— v = const. (5.7)

3 2
. 2 . .
es decir, para r = <Z (x") ) — 00, la funcién escalar ¢ (r) se aproxima a
i=1
valores en my , de donde se concluye que, en el infinito espacial m., tiene la

misma topologia que el conjunto my y resulta entonces que ¢ (my,) € ¢ (my),
o sea, una aplicacién de S? — 52, esto implica que podemos mapear cada
punto de S? de ¢% al punto correspondiente en S? de my.

gba = U.7. (58)

Esta aplicacién puede deformarse continuamente en el mapa de la config-
uracién de vacio, donde todo S? se mapea a un punto dado por el estado
fundamental. Se puede escoger [7].

% = (0,0,v) (5.9)

Al tomar el limite al infinito de la solucién de vacio, la fibra asociada
se trivializa, quedando la estructura topologica de un fibrado principal, con
espacio base la variedad de vacio m., ~ S?, con fibra y grupo de estructura
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(para 7 — 00) un subgrupo SO(3), conocido como el pequenio grupo H, el
cual consiste de los elementos de SO(3), que dado un ¢% lo dejan invariante,
este es el grupo de rotaciones entorno al eje (0,0, v), es decir H ~ SO(2)
el grupo de rotaciones en 2 dimensiones. Como SO(2) ~ U(1) el fibrado
principal es solamente una teoria Yang Mills con grupo de estructura U(1),

es decir P(S?,U(1)) que es el fibrado (3.47) del monopolo de Dirac-Wu-Yang.

La variedad de vacio mg también puede obtenerse de manera geométrica
como la variedad cociente [19] del grupo original G = SO(3) con el sub-
grupo H =U(1) que queda al romper la simetria por la escogencia de una

solucién minimal (¢35 ) que trivializa la fibra asociada. En este caso my =

SO(3) SO(n+1) _ an
U(1) Som) — S", se

obtiene directamente my = S2.

,teniendo en cuenta las identidades [3] de los grupos

5.2. Solucién de ‘t Hooft y Polyakov

Para obtener el monopolo, ‘t Hooft y Polyakov [4], [5] propusieron una
solucién a la ecuaciones de campo para el Lagrangiano de Georgi-Glashow
(5.1) estdtica y esféricamente simétrica, en donde se expresa el potencial
escalar ¢ como una funcién f de: la carga eléctrica e = 1, el valor del campo
escalar en el vacio v y la distancia radial al centro de la esfera r.

b= T 1 (0) (5.10)

y el potencial A en términos de T, las matrices generadoras del grupo y una
funcién h del valor del campo escalar en el vacio v y la distancia radial al
centro de la esfera r.

_1- h(v.r)

Al 3 (T,);a'dz’,  AY =0 (5.11)

con ‘
(Ta>;‘ = _6lll'j7 aai)j S {1)273} (512)

la forma de estas expresiones estén justificadas ya que de (5.8) es ¢ o 1,
de aqui y del requerimiento de energfa finita, esto es d,¢, = 0, vélido hasta
un orden de r~2 para ¢,, implica la forma asintética del campo de calibre,
i.e. AL o< g4;T; . Las funciones f y h son adimensionales y poseen simetria
radial.
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Usando las soluciones dadas por (5.10) y (5.11), que son independientes
del tiempo, al introducirlas en (5.6), la energia del sistema es ahora [10]

Tdr o dh, 1, df 1 S P
E=4 —(r— — -1 h —. —

wo [ GG+ = P (8 = 1) R (7= 7))

(5.13)

en donde se ha hecho el cambio de variables 7 = wv.r y haciendo uso de

la simetria esférica se obtiene el elemento de volumen d®r = 4nr?dr. La

condicién para que F sea estacionaria con respecto a las variaciones de f y

h se obtienen de (5.13) se obtiene:

0

dh d*h h dh
EPH%W—U’HZT{ J7—=0 (5.14)
df L f\PF 2.df,  df Af 2 /\f3
e R el e =0 (519

que son equivalentes a resolver las ecuaciones de campo, al simplificar

2th = hf?+h(h*—1) (5.16)
T dTé =20 f+ N[ (f*—77). (5.17)

Estas ecuaciones se pueden resolver para condiciones asintéticas de contorno:

h(r) — 0, 7T— 00

hO) = 1, f(0)=0 (5.18)
y se encuentra que
h(t) — e T Xe "
f(r)y—17 — e HT/V ot omhT (5.19)

N

donde p = (2))

v. Tomando el limite cuando para 7 — 0

h(t) — 1—1—%72
f(r) — L —— 72 (5.20)

V2e
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en particular la ecuacién (5.20) demuestra que los campos A y ¢ no son
singulares en el origen.

Para encontrar la relacién entre el monopolo de 't Hooft-Polyakov y el de
Dirac, realizamos la siguiente transformacién de calibre (3.2)

A — A =~y"1Ay 4+~ dy (5.21)
¢ — ¢ =70 (5.22)

donde v es una matriz de rotaciones valuada en SO(3), aqui, § y ¢ son las
coordenadas sobre la esfera.

Se rota el campo escalar, el cual inicialmente senalaba en una direccién
radial cualquiera (5.8), y se lleva a una direccién paralela al eje 23(5.9), de
forma tal que el campo A’ rotado tiene coordenadas.

e’ = Sif(r)/r,

A = —h(r)(sin @df + cos psin Odyp),
A? = h(r)(cos pdf — sin psin fdyp),
A% = —(1—cost)de. (5.23)

donde las funciones v y A" son singulares a lo largo del eje z°® negativo.
Como r — oo por la condicién de borde impuesta h se desvanece expo-
nencialmente, y solo la tercera componente del campo de calibre sobrevive

[7].
Comparando este potencial (ecuacién(5.23))
—(1 —cosO)dp

con el potencial del monopolo de Dirac (3.33) y (3.36) y usando m = n/2,
ver (3.40)

—g(l — cosf)dyp,

Concluimos que: el monopolo de Dirac con n = 2 es el limite asintético
del monopolo de ’t Hooft-Polyakov. Por lo tanto, el monopolo de ’t Hooft
- Polyakov, para distancias cortas, mantiene todo el campo excitado, orig-
inando una solucién simétrica de energia finita SO(3) ~ SU(2) de mayor
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generalidad que el monopolo de Dirac, mientras que para grandes distancias,
se rompe la simetria no abeliana de todos los campos excepto el del fotén y se
obtiene una solucién de unidad de carga magnética m = 1 que corresponde
a la del monopolo de Dirac con niimero ciclico no trivial n = 2.

El ansatz dado por ’t Hooft y Polyakov permite obtener un monopolo con
una estructura definida en funcién del radio r. Para grandes distancias, esta
estructura se desvanece dejando una configuracién de campo sin distincién
al del monopolo de Dirac. Ademsds, tiene una estructura interna suave que
satisface las ecuaciones de la teoria de calibre SO(3) del monopolo de ‘t Hooft
- Polyakov, en contraste al monopolo de Dirac, por lo tanto no se necesita
introducir cuerdas singulares.
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Capitulo 6

Monopolos de Membranas

6.1. Mapas de membranas.

La teorfa de membranas es una teoria de calibre que representa las inter-
acciones entre particulas mediante campos vectoriales definidos para objetos
extendidos llamados 2-branas. Estas membranas son variedades diferenciales
son 2-superficies (a tiempo constante) cuya evolucién temporal esta descrita
por los mapas de coordenadas desde el espacios de parametros (2+1)dimen-
sional al espacio tiempo d-dimensional.

En la figura (6.1) se muestra el mapa de la membrana:

Xt Y3 — M
XHMo4,T) = (Xl(Ua,T>,...,Xd(0a,T))

donde:

» La variedad base X3, que es el espacio de los pardmetros (o1, 02, 7).

= La variedad base 5 que es una foliacién de Y5 en secciones 2-dimensionales
a tiempo 7 constante .

» La variedad de llegada V, que es la imagen de X3 por el mapa X*(o,, T)
es 3-dimensional y estd inmersa en M Minkoski d-dim.

» La 2-superficie S que es la imagen de X5 por el mapa X*(o,, 7 = cte),
donde =0, ...,d.
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Figura 6.1: Mapa de la membrana bosénica

Identificando el tiempo del espacio base 7 con el tiempo de Minkoski
tendremos una 2-superficie S proveniente de la foliacién del espacio base a
tiempo constante (3;) es decir localmente estos mapas X*(o,7) son uno a
uno y asignan para cada punto sobre la superficie base ¥ un punto en la
superficie S.

La estructura topoldgica general de la membrana. es el fibrado principal

P3brana = (Zg, V C Mdaﬂ— = X_17szf(3)> (61)

en donde X3 es la variedad base, la fibra V' es el volumen mundo inmerso en
M? minkowski en d-dimensiones, 7 es la proyeccién o mapa fibrado y X* es
un conjunto de campos (escalares en Y3 y vectoriales en M?) que constituyen
una seccién local, el grupo de Lie Dif f(3) = G son los difeomorfismos en
3 dimensiones, bajo el cual la accién y las ecuaciones de movimiento son
invariantes.

En este trabajo se consideran dos casos de membranas bosénicas esta-
cionarias, con Y, una superficie de Riemann cerrada bidimensional (a tiempo
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constante): la membrana compactificada sobre el toro (S = S! x S1), 0 mem-
brana toroidal y la membrana compactificada en una esfera (S = S?). Fijar el
calibre es escoger una seccién del fibrado principal, i.e dar un mapa, existen
campos que son el resultado de la aplicacién del grupo sobre la misma fibra,
estos campos redundantes estdn conectados por el grupo de estructura y de
ellos solo se toma un representante. En este casos solo se fija parcialmente el
calibre y la teorfa formulada en la seccién del fibrado, tiene aun, un subgrupo
de invariancia llamado “calibre residual".

Partimos de la accién de Poliakov de la membrana, definida por
1 g
I = —5/ dzadT\/ —g(g”@-X"Gqu — 1) (62)
PIEY

coni = 0,1,2 ,y g; = 0;X'0; X" la métrica inducida sobre el volumen
mundo que esta inmerso en minkowski en las d—dimensiones ;4 =0, ....,d — 1

Realizando variaciones sobre la accién (6.2) las ecuaciones de movimiento
son:

9 (V=99"9;X,) =0 (6.3)

y se obtienen los vinculos en la formulacién lagrangiana:

00 X"0,X, = 0 .
[0 X"+~ = 0 (6.5)

donde ~ = det[0,X"0,X,], es el determinante de la matriz menor corre-
spondiente a ¢,, y donde a, b=1,2 .

Es sabido que estd accién es invariante bajo reparametrizaciones en 3
dimensiones generadas por estos vinculos y por lo tanto admite 3 fijaciones
locales de calibre:

XY = 7 (6.6)
Goa = 0 (67)

La fijacién (6.6) corresponde a la fijacién de una condicién no covariante
que permite foliar el espacio tiempo en ¥3 = R x 35 (al menos localmente y
es llamado el calibre sincrénico[15] donde el espacio tiempo se descompone en
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coordenadas temporal y el sector transverso a estas, es decir X# = (X°, X7T)
donde I =1,2,..d — 1.

Las ecuaciones de movimiento (6.3) para el sector transverso (usando las
fijaciones de calibre (6.6) y (6.7)) se pueden obtener a partir de la densidad
lagrangeana transversa [15],[21]:

Ly = SI0XF — 5 det0, X" 9.,

que puede escribirse como :

1 1
LT - 5[80)([]2 - Z{XI,XJ}H,{XI,XJ}H, (68)
donde se utilizan los corchetes de Lie definidos como: {A, B}y, =€ 9,A.0,B.

En la formulacion ADM [23], se introducen las funciones £%, que son
multiplicadores de Lagrange asociados a los vinculos (6.4) que generan los
difeomorfismos en dos dimensiones espaciales y N es el multiplicador de
lagrange asociado al vinculo hamiltoniano (6.5). La fijacién de calibre (6.6)
determina completamente el valor de N, sin embargo las fijaciones (6.7) no
determinan completamente £°. De hecho unicamente determinan que [16]

e =€ O\ (01, 02)

donde A es el multiplicador de lagrange (en 2 dimensiones) que corresponde
al vinculo
T =e" P/ X]

que es un generador de difeomorfismos que preservan drea, sobre la superficie
de 2 dim S que es isomorfica a Y

El lagrangeano transverso (6.8) es equivalente a una accién de Yang Mills
(3.10), que en forma tensorial es:

1 v
Ly = —Z(IE‘“ F.) (6.9)
donde el tensor F,, se define como

]F(]] - 80XI y ]FK[ == {XK,XJ}H, (610)

o7



que representa un tipo de especial de 2-tensor de las membranas que es muy
semejante a Yang Mills..

Observe que (6.10) corresponde a la definicién (5.2) de la 2-forma F de
Yang Mills sobre la membrana S:

1
Ivy = —Z/str(]:/\}") (6.11)
= Strl[0A” + [A0, AN~ J{ r(FiFr)  (612)

donde la 1-forma de conexién es: A = A,dX", estd valuada en el dlgebra del
grupo y en el cotangente de un fibrado principal de Yang Mills.

Las relaciones entre los tensores son:

Fi, = 0,A,—0,Al + fI ™A A" (6.13)

o
A, = AT, (6.14)

m

donde f "™ son las constantes de estructura y Tj son los generadores del
algebra de Lie con tr(T;1;) = —0;;

Al imponer la condicién de fijacién del calibre de Coulomb,
AO — 0

las ecuaciones anteriores se simplifican a:

FOI :80A1 y F]K :a[AK—aKA[—i- [AK,A[] (615)
donde [A, B] es el conmutador usual del dlgebra de Lie del grupo de calibre.

Se obtiene una equivalencia entre las acciones de membranas (6.9) y Yang
Mills (6.11) a nivel de las tensores, cuando

tr](For)’] = [0oX') y tr(FrrFrr) = (X%, X )2
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estas relaciones deben ser interpretadas como ecuaciones que definen la conex-
i6n en funcién de las coordenadas de la membrana, es decir de una teorfa de
Yang Mills valuada sobre la membrana.

Consideraremos solo los casos estacionarios, en los cuales las derivadas
temporales desaparecen y en los lagrangeanos (6.8) y (6.11) se identifican,
con lo cual las ecuaciones de la conexién en funcién de los campos de la
membrana son:

For = For=0 esdecir 9pA5 =X =0
FriFrr = FyFi
(X5, X ) = (Or A — O A] + [ 77 AL AT)?

donde se han utilizado las ec. (6.13), (6.14) y (6.10).

La accién para el caso estacionario se reduce a un potencial efectivo para
la membrana

1
Ir = _Z/ (X5 XP (X5, X Ypdo'do® =V (X)  (6.16)
3o
1
V(X) = 4_1/ (€ 0, X", X" )?do" do” (6.17)
g

y resolver las ecuaciones de movimiento para el caso estacionario equivale a
minimizar el potencial efectivo (accién).

Cuando se realiza un pullback de la membrana S hacia la variedad de
base Y, la accién de Yang Mills equivalente a la membrana para el caso
estacionario en el calibre de coulomb se puede escribir

1 1 o
Iy = —= / tr(FAF) = ——/ . Fip dotdo® (6.18)
4 ] 4 32

donde K, L =1, ...,d—1 denota las coordenadas locales en el espacio base
bidimensional S C V (a tiempo constante)

Hay dos casos de particular interes:
1. Cuando el grupo es abeliano, en cuyo caso f /™ = 0 e identificamos

{ X5, XT})? = (0, A% — O A})? = (dA)?
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que es un campo tipo electromagnético usual. Esto no implica identi-
ficar X con A, en realidad es una ecuacién para la conexién A, sobre
un fibrado de YM abeliano equivalente a la membrana.

2. Cuando se realiza una compactificaciéon dimensional como en [12] y
[22] aIA;'{ = 0;Xg = 0 para I > 2, de forma tal que la membrana se
enrolle sobre S.En ese se considera 8aAZ — Al =0, Xy — X, =0¢
identificamos el corchete de Lie con el conmutador

(X% X" ) = ([Aa, A))* = (f " ALA))?  donde a,b=1,2

6.2. Monopolos de membranas toroidales.

Se estudian las configuraciones minimales que corresponden a los estados
estacionarios de la membrana, se procede primero a reducir la topologia a la
foliacién a tiempo constante del fibrado (6.1), es decir superficies inmersas
R? que corresponden a dimensiones espaciales. La teorfa de membranas esté,
descrita por un fibrado principal

Pio= (22, {S=5"x S} cRLr=X""G=U(1)xU(1)) (6.19)

donde ¥, es un Toro que constituye el espacio base, S = S* x S! es la fibra,
que viene determinada por la seccién X : 3y — St x S?

X5 = (XYoy,09), X*(01,09)) K,L=1,2 (6.20)

donde X' y X2 son coordenadas curvilineas ortogonales directamente sobre
el Toro, i.e. el tensor métrico en 2 dimensiones es 7, =0, .

Las coordenadas (01, 02) del espacio base ¥y pueden identificarse sin per-
dida de generalidad con los dngulos (01, 02) en S x S* del Toro, como muestra
la figura (6.2).

(0'1,0'2) = (91,(92) (621)
Como la fibra S x Sltiene como grupo de invariancia (que preservan dreas)

a ella misma U(1) x U(1), tomaremos el grupo de estructura del fibrado
G =U(1) x U(1) que es isomorfico a la fibra misma. *

!Excluyendo el grupo modular.
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Figura 6.2: Mapa de la membrana toroidal

Tomando la seccién biyectiva (6.20), la solucién estacionaria de la mem-
brana se obtiene al minimizar el potencial efectivo (6.17)

Vi(x) = % / (% €, X" 0,X") - (0,X%0;X") €9 do'do®  (6.22)

o

El potencial efectivo (accién transversa, estacionaria) se puede escribir
como

1
Irp =5 / 0 e (6.23)
)

donde se definen convenientemente la 2-forma

1, .
FEL = (9, X0, XF) 3 €Y do'do® =F[S"do' A do’ (6.24)
= X%, X" donde K,L=1,2
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y la O-forma mediante el dual de Hodge (cuando /|vy| = 1 ver(6.5) ):
1 . 1 ..
«FEL = 3 eV Fil = 5 € 0, X%, x* (6.25)

NOTA
La definicién usual del dual de Hodge incluye un factor /7 por lo tanto

*FKL:ﬂEleKL
2 7

para recuperar (6.22) se deben redefinir

~ KL KL . g KL
=/ (xF y F=— 6.26
V<) N (6:26)

Observe que la 2-forma se puede escribir como el producto exterior directo
de 1-formas

FEL (0. XK0; X" do* A do?

FEE = (9, X5 do') A (0, X do?)
FEL = aX® ndXE (6.27)

La accién equivalente tipo Yang Mills (6.18), valuados sobre el toro,
pueden escribir se

N | —

Iyy =—

/ tr(+F A F) (6.28)

S

que representa una accién tipo Yang-Mills abeliano ( caso 1) equivalente
con grupo de estructura U(1) x U(1). Observe que hasta el momento FX~
es simplemente un tensor construido con las variables X* es decir con las
coordenadas de la membranas (6.20), mientras que una accién de Yang Mills
equivalente requiere de una conexion A valuada en al dlgebra con un grupo de
estructura abeliano entonces [Ag,.A;] = 0, por lo que el tensor de curvatura
de una accién equivalente (6.15) de Yang Mills se reduce a:

Frr =0 Ax — O Ay

Para obtener una equivalencia entre las formas en la accién (6.23) y la
accion (6.28), definimos un conjunto de 1-formas de conexién, que representan
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un conjunto de campos de calibre independientes, tal como se hizo en [12]
(donde solo se usa G = U(1))

ARE = XKqxt donde K,L=1,2 (6.29)
de forma tal que A = A??2 =0 y A2 =A%,
Entonces como [7;, T;] = 0 para el grupo abeliano U(1) x U(1)
dARE = d(XFdX') =dX® AdXE
dARE = (9, X%0;X")do" A do?
que es consistente con las ecuaciones (6.24)cuando
FKL — dAKL

cuyas componentes tensoriales son IFZI;L = 0, X%0;X". Entonces podemos
definir una 2-forma?

1
F= 5 €K1 dARE (6.30)

que se puede interpretar como la conexién de una teorfa de Yang Mills so-
bre S* x S!, y donde interpretamos el tensor antisimétrico con los generadores
del grupo U(1) x U(1)

1

Tl = 52 €E19=1 (631)
1
T2 = 5@ 621: —Z

y donde T° = i €);=T" = i €55= 0 representan la identidad del grupo.

Cada generador T introduce un factor imaginario, tal como ocurre con
electromagnetismo U(1) (ver ec.(3.3)), pero en este caso cada generador estd
asociado a un pardmetro diferente que llamaremos 6, y 65 que cooresponden
a los dngulos indicados en la figura (6.2).

Los elementos g de cada grupo U(1) se obtienen mediante

g1 = exp(ib) (6.32)
g2 = exp(ibs)

2En [12] no se obtiene esta 2-forma ni los generadores de U(1) x U(1)
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Observe que la Identidad estd contenida cuando 67 6 65 son nulas (no se
necesitan 7° ni T%) la representacién es abeliana y corresponde a la accion
del grupo en C x C donde el toro es representado por el par

(Z1,25) donde  [[Zif| = Ry y || Z2] = Re

donde R; y R, son los radios correspondientes a cada uno de los S x S'del
toro.

La accién del grupo puede definirse en coordenadas X! y X? que corre-
sponden al caso en que el mapa (6.20) es un transformacién de escala:

Xl = R101:R101 (633)
X2 = R202:R262

donde se utiliz6 la carta local (6.21).

En la representacion C x C del toro:

Zl = Rleiﬁl
ZQ = RQBiﬁQ

el grupo actua mediante la realizacién del grupo U(1) x U(1)
9=912 92
de forma tal que el transformado es
(Z1,22) = 91 ® g2 (21, Z2) = (9-21, 2. Z2)
donde . es el producto usual de C de forma tal que

Z{ — Zleiﬂl — Rlei(91+61)
Zé — Zlei/)’l — R2ei(92+52)

A partir de la ec(6.33) y la definicién de la conexién (6.29) se obtiene
Au - —A21 - deX2 == RlRQ 91d92 (634)

introduciendo los generadores y se puede calcular de forma explicita la 2-
forma conexién de de Yang Mills, que es el campo electromagnético U(1) x
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U(1) sobre el espacio base ¥ (donde se hace uso de un pullback trivial de
(6.33))

Si la membrana enrolla en forma irreducible, lo hace también en forma
no trivial sobre cada uno de los S'en S x S!.

1
F=gicx dARE =i F'? =4 R Ry df,dfs (6.35)

En este caso se tiene que el determinante de la métrica en 2 dimensiones
espaciales es +/|y| = R1 Rz (6.5) por lo cual debemos redefinir la curvatura
para que de el campo electromagnético correcto usando (6.26):

1 1

F=e"—"TF
N

ﬁ:

Se calcula la carga conservada, o nimero de Chern [3] [7] que corresponde
a la carga del monopolo magnético.

Q:Ohlzi/ﬁ
2 S

Entonces obtenemos

—i / F= / df1dfy = A7* (ng.ny) (6.36)
S2 D))
con lo cual la carga del monopolo magnético es

Q =27 (ng.ny) = 2n.N (6.37)

donde N es un entero, obtenido como el producto: N = ny.ng y asociados a
los pares conjugados en la base de homologia de curvas sobre Y. Esta carga
coincide con los reportado en varios trabajos [24].

Una deduccién alternativa puede encontrarse en [12] donde se asume que
la membrana cierra en forma irreducible sobre el toro S* x S! cuando

1
— / dX' AdX? #0. (6.38)
2

3o
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que corresponde a que ninguno de los n; es cero, en otras palabras el drea
del toro es no degenerada y el mapa (6.20) corresponde efectivamente al
recubrimiento de un objeto bidimensional.

El mapa del espacio base al toro Xy —— S = S! x S! dado por la ecuacién
(6.33) es un minimo estricto de la accién para la membrana (transver-
sa estacionaria) ecuacién (6.23) asi como la conexién (6.34) corresponde a
un minimo estricto de la accién de Yang Mill (estacionaria en el calibre de
Coulomb) ecuacién (6.28). La prueba para Yang Mills puede encontrarse en
[12] mientras que la condicién de minimo estricto para la membrana se deduce
a partir de (6.23) y (6.17)

1
Irp = 7 / (€ 0, X% 0, X )2do* do?
o

observando que la accién es una forma cuadrética positiva definida y por lo
tanto sus minimos son estrictos.

6.3. Monopolos de membranas esféricas

En primer lugar definimos el fibrado para membranas esféricas que van de
un espacio base bidimensional ¥ sobre la esfera S? inmersa en 3 dimensiones
espaciales como

Py = (%o {S=S} CRY 7= X1 G) (6.39)

la diferencia fundamental con el caso anterior sobre el toro(6.19), es que la
fibra S? a diferencia de S x S* no constituye un grupo de Lie.

Para que el fibrado sea un fibrado principal es requisito que la fibra S sea
isomorfica al grupo G.Sabemos que el grupo de invariancia de la esfera es
SO(3) y realmente la fibra es el conjunto de 1-formas de conexién definidas
sobre el cotangente del fibrado T'x P.;s en cada punto de la esfera. Cuando
se escoge una seccién, es decir el mapa X : ¥y — S?

X* = (z(01,02), ylo1,02),2(01,02)) w=172 (6.40)

debe coincidir con el espacio (homogeneo principal) solucién de las ecuaciones
de campo para la membranas, que de acuerdo a (6.1) tiene como grupo G =
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Figura 6.3: Mapa de la membrana esférica

Dif f(3) que es mas general que SO(3). La razén de esta discrepancia es que
la membrana en 3 dimensiones puede adoptar configuraciones més generales
que la esfera. Para estudiar las configuraciones minimales estacionarias de
la membrana sobre la esfera, utilizaremos un caso limite del Toro visto en
la seccién anterior, para ello tomaremos una representacién de la membrana
usando los dngulos esféricos:

¢ = [0727(} y 0= [077]

como puede observarse en la figura 6.3:

Para efectuar el cubrimiento de la membrana esférica se efectia la sigu-
iente representacion de la membrana toroidal

p = (Ry + Rysinf,)

Utilizando las coordenadas indicadas para el toro podemos definir el area
usando geometria elemental como:

dA = pd91R2d92 = RQ(Rl + R2 sin 92)d91d92 (641)
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mientras que, utilizando los Campos de Yang-Mill equivalentes definidos so-
bre la membrana por la seccién indicada en (6.20) y usando la ec.(6.29) se
tiene que:

AP = X'dXx?

F? = d[X'dX?.

Para que el drea geométrica (6.41) de la membrana coincida con la 2-
forma F'? arriba indicada, se propone el mapa X¢ = 3, — S2:

X' = Ry,
X? = (Ry0; — Rycosby) (6.42)
con el, se obtienen las 1-forma:
A = X'dX? = Ry(R; + Rysinfy)0, db
A = X2dX' = Ry(R.10y — Rycosfy)db, (6.43)
estas 1-formas son equivalentes a (6.34) y entre si mismas, salvo por diferen-
ciales exactos. La curvatura puede calcularse a partir de ellas como:
F'?2 = dA™ = d[X'dX?] = Ry(R; + Rysin6y)db,db,
F?' = dA* = —F* = Ry(R; + Rysin0y)df,db,
donde se uso df; A df, = df; N\ dfy = 0 con lo cual se obtiene la equivalencia

deseada 2-forma de curvatura y el drea geometrica (6.41) tal como indica
(6.27).

F? = dA (6.44)
= RQ(R1+R2 Sineg)d61d¢92 (645)

Aunque el mapa (6.42) es diferente de la representaciéon dada por (6.20), las
conexiones obtenidas son equivalentes salvo una diferencial exacta. Esto se
hace evidente al integrar la curvatura obtenida para el caso del Toro en la
seccién anterior

/Flz = = Rle[/d91d92+/sin92 d91d92]
N2 N2 N2
- Rle/deldQQ
2
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que coincide con el resultado (6.36), donde se usé [ sinfy dfy = 0, y por lo
0
tanto las cargas magneticas coinciden.

La esfera se puede obtener a partir del mapa (6.42) tomando el limite
cuando el radio R; indicado en la figura (6.2) tiende a cero; lim Ry — 0y

limitando los valores de 6, de forma tal que 6 € (0, 7).Entonces el Toro
en la figura (6.2) coincide con la esfera de la figura (6.3) donde los dngulos
esféricos se identifican con

0b=¢ € [0,2r] y 6,=60 € (0,m) (6.46)

entonces el mapa (6.42), tomando Ry = R, se reduce a:

‘ . 1 _
o, X
I%imo : X? = —Rcost (6.47)

las 1-formas usando (6.43)

AY? = X'dX? = R*sind ¢ db (6.48)
A = X24X' = —R%cosf d¢ (6.49)

con lo cual la curvatura queda

F2 = R2sinf do db
F* = R%sinf df dp = —F"

Al calcular la caracterfstica de Chern con F = %Flz donde /7y =
R?%sin 0 calculado a partir de (6.47 )

Q=Ch = —% /tr(ﬁ)
S2

obtenemos
QQ=mns donde ny€Z (6.50)

que corresponde a la carga magnética del monopolo de Wu-Yang, de forma tal
que hemos obtenido el monopolo tipo Dirac, con grupo de estructura U(1)
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para la membrana esférica con primer grupo de homotopia entero I1; (U(1)) =
Z a partir de la membrana toroidal que tiene grupo de estructura U(1) x U(1
y primer grupo de homotopia II; (U(1) x U(1)) = Z x Z.

De la misma manera que en el caso anterior para el Toro, las conexiones

encontradas (6.48) y (6.49) son minimos estrictos, ya que la accion es una
forma cuadratica definida.
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Capitulo 7

Discusién y conclusiones

Se presenta una revisiéon profunda, utilizando método de geometria difer-
encial, de los monopolos que se obtienen a partir de las membranas com-
pactificadas sobre el Toro. Se propone una nueva interpretacion (6.32) de la
estructura de calibre U(1) x U(1) que es homomorfica (mds no isomorfica) al
grupo de calibre U(1) usado en trabajos anteriores [12]. Esta interpretacion
reproduce la simetria de los automorfismos del Toro que preservan &reas
excluyendo el grupo modular. La ventaja de estd interpretacién es que da
sentido a los dos campos de calibre que tiene la teoria como generadores
(6.31) del grupo y permite la construccién de una teoria de Yang Mills com-
pletamente equivalente a la membrana enrollada de forma no trivial sobre
el Toro. Las soluciones minimales y la carga topolégica (magnética) encon-
tradas (6.37) coinciden con lo reportado en la literatura. Estos resultados
se obtienen utilizando un mapa biyectivo (6.33) entre el espacio base y la
superficie del Toro que es equivalente a la compactificacién dimensional que
se ha usado ampliamente.

Utilizando un método de deformacién topologica del Toro (6.47), se ob-
tienen algunas soluciones tipo monopolo para la membrana bosénica com-
pactificada sobre una esfera a partir de los campos de Yang Mills sobre el
Toro. La carga topoldgica (6.50) es semejante al caso de la membrana enrol-
lada sobre el Toro, sin embargo en este caso la carga méagnetica o nimero
de Chern, viene determinada por un tnico nimero entero (n € Z) mien-
tras que para el Toro la carga viene dada por el producto de dos nimeros
(n1.ng = N € 7Z) de enrollamiento.

En ambos casos las conexiones de los monopolos encontradas (6.34) y
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(6.43) de la membrana corresponden a configuraciones minimales ya que
las acciones son definidas positivas al exigir la condicién de irreducibilidad
(i.e.las cargas son no nulas) . En ambos fibrados (6.19 y 6.39) la carga o
nimero de Chern da un entero para la esfera Chy(P.sr) = Z y para el Toro
Chy(Pioro) = Z, esto no es extrano ya que U(1) x U(1) ~ U(1), sin embargo
es no trivial ya que II;(S?) = e mientras que II;(S! x S') = Z & Z. Para
clasificar estas soluciones como monopolos magnéticos, la carga magnética
es un indicador fisico determinante, sin embargo desde el punto de vista
matematico lo define es el grupo fundamental de homotopia de la variedad
de vacio mg = G/H

El grupo de automorfismos que preservan dreas de la esfera es SO(3), el
cual es més amplio que el U(1)x U(1). La deformacién geométrica aplicada al
Toro permite pasar del mapa del Toro al mapa de la esfera rompe la simetria
del Toro y es una representacién que mantiene simetria cilindrica para la
esfera, es conocido que el mapeo (6.46) no es completamente homeomérfico
a la esfera, de hecho es necesario excluir los polos Norte y Sur (0 = 0, ).
Excluir estos puntos es equivalente a fijar una solucién de vacio en el ca-
so de t’Hooft Polyakov (5.9) que rompe la simetria SO(3) de la membrana
esférica quedando H = SO(2) = U(1) como el grupo de calibre despues del
rompimiento espontaneo de la simetria, y por lo tanto podemos identificar
al menos, algunos de los Monopolos del fibrado P, para la membrana es-
férica con los del Toro P, deformado a una esfera. Como se explicé en la
introduccion, la variedad de vacio que se obtiene en este caso tiene

Hz(mo) = Hl(H) :H1(U(1)) =Z

y por lo tanto pueden llamarse con propiedad monopolo de Dirac. En la mem-
brana esférica, los monopolos se obtienen como un limite de los monopolos
del Toro, y por lo tanto son una especie de monopolos de t’'Hooft Polyakov
para la membrana esférica.

Los monopolos se obtienen en el caso de la esfera por un procedimien-
to analogo a t’Hooft Polyakov. Es necesario un estudio méas completo de la
invariancia completa SO(3) para obtener sus soluciones completas sin necesi-
dad de tomar limites como el aplicado (6.47). Evidentemente se requiere un
estudio que incluya todos los invariantes topoldgicos, en particular es claro
que fisicamente es necesario estudiar también los invariantes que dan origen a
la carga “eléctrica”. De hecho es interesante la posibilidad de la construccién
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de “Diones” (monopolos con carga eléctrica y magnética)para la membrana
asi como el estudio de la condicién de cuantizacién de Dirac para los monopo-
los sobre la esfera, pero estas consideraciones van maés alld de los objetivos
de este trabajo. Por otra parte, las conexiones tipo monopolo encontradas
son minimos estrictos, por lo tanto es posible construir una solucién BPS
sobre ellas, ya que se sabe [13] que para la Supermembrana la contribucién
a la accién admite la solucién minimal para la parte bosénica y nula para la
fermionica y por lo tanto existe la posibilidad de extender estos resultados al
caso supersimétrico.
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