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Resumen

El siguiente trabajo tiene como objetivo general estudiar algunas caracterizaciones de las
funciones de p-Variaciéon acotada, asi como sus relaciones con otras clases de funciones.
El trabajo se realizo siguiendo la Tesis presentada por Rolby Milian Pérez [15] en el ano
2008, completando con el trabajo de Y. Puig de Dios, Fspacios de Funciones Abstractas

de p-Variacion Acotada [17].

Se comienza exponiendo las propiedades de algunos espacios que poseen variacién aco-
tada, haciendo un estudio detallado de las funciones de variaciéon acotada presentadas
por Jordan, con algunas definiciones bdsicas y propiedades que nos permiten definir
en el siguiente capitulo las funciones de p-variacion acotada como una generalizacién
presentada por Winner en [23], desarrollando en éste algunas propiedades basicas como
base fundamental para estudiar luego la relacién de estas funciones con la integral de

Riemann-Stieltjes, sin realizar éste tltimo estudio.

Finalizamos el trabajo con una breve descripcion del espacio de las funciones p-continuas
Absolutamente, algunas de sus propiedades y su relacion directa con las funciones de
p-variacion acotada asi como una generalizacion inmediata de las propiedades de las
funciones de p-variacién acotada para funciones definidas sobre un intervalo [a, b] con

valores en un espacio normado E.
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Introduccion

ES una tarea dificil tratar de aislar, en la historia, el origen de las funciones de variacién
acotada, sin embargo muchos autores coinciden al afirmar que esta clase tiene su origen
en la busqueda de resolver la conjetura, planteada en 1807, por Fourier que establece:
"Toda funcién arbitraria definida en un intervalo puede representarse como una serie
de senos y cosenos” [9]. En 1829 P. L. Dirichlet demostrd, el hoy llamado Criterio de
Dirichlet sobre la convergencia de series de Fourier, que garantiza que: ” Toda funcién
real, definida por medio de un ntimero finito de partes monétonas, tiene serie de Fourier
puntualmente convergente en R” [5], y es en 1881, cuando C. Jordan [11] introduce
las funciones de variacion acotada y demuestra que ellas se pueden representar como
diferencia de funciones monétonas y en consecuencia satisfacen el teorema de Dirichlet.
Esta nocién de funciones de variacién acotada, introducido por Jordan, desempenan un
papel central en muchas investigaciones y ha dado lugar a algunas generalizaciones del
concepto, sobre todo, la intencion de buscar una clase de funciones ”mas grande” cuyos

elementos tengan serie de Fourier puntualmente convergente.

Norbert Wiener fue probablemente el primero en modificar la definiciéon dada por Jordan
y mejorar el teorema de la convergencia. Posteriormente, se han dado otras generaliza-
ciones, y en este trabajo especial de grado se desarrolla un resultado de gran importancia
dentro del analisis funcional: las funciones de p-variacién acotada, obtenido por F. Riez,
a principios del siglo pasado, al encontrar una representacién de los funcionales lineales
continuos sobre el espacio de las funciones absolutamente continuas sobre un intervalo.

Asi, en el trabajo se presenta las bases teoricas de las funciones de p-variacién acotada,



sus propiedades, caracterizaciones y la relacion existente entre el espacio de las funciones
de p-variacién acotada y el espacio de las funciones absolutamente p-continuas.

El trabajo esta estructurado en tres capitulos: el primer capitulo dedicado a los prelim-
inares, definiciones basicas y propiedades sobre el espacio de variacién acotada, comen-
zando por la definicién cléasica de funcién de variacién acotada dada por Jordan en
1881, pasando por algunos resultados importantes sobre la relaciéon entre las funciones
integrables y las funciones de variaciéon acotada, y terminando con un estudio de las
funciones absolutamente continuas, las cuales presentadas en primera instancia en 1905
por Vitali. De esta forma se da paso al capitulo 2, el cual es el de mayor importan-
cia para este trabajo, pues es donde se presenta el estudio detallado de las funciones
de p-variacion acotada, con 1 < p < oo, introducida por Wiener en 1924 como una
generalizacion del concepto de funcién de variacion acotada presentado por Jordan; de-
notando al conjunto de todas las funciones de p-variacién acotada por Vj|a, b], se define
Vaoola, b] v se demuestra que éste es un espacio vectorial y un espacio de Banach. Se
presentan algunas propiedades de las funciones de p-variacion acotada que son general-
izaciones de las propiedades de las funciones de variacién acotada. Finalmente se define
el espacio Cpla, b] de las funciones absolutamente p-continuas en [a, b] y se demuestran
algunos resultados importantes que relacionan dichos espacios.

Finalizamos el trabajo, con un tercer capitulo sobre Funciones vectoriales de p-Variacion
Acotada, dedicado a presentar una generalizacién inmediata de las propiedades de las
funciones de p-variacién acotada para funciones definidas sobre un intervalo [a, b] con
valores en un espacio normado F, que sientan las bases para hacer el estudio de la
integral abstracta de Stieltjes que conlleve a un teorema andlogo al de Representacién
de Riesz y se encuentra una representacion de los operadores lineales y continuos del
espacio de las funciones absolutamente p-continuas sobre un intervalo en un espacio
normado débilmente completo a través de las funciones abstractas de p-variacién aco-
tada; ain cuando sélo se presentan las bases dejando el estudio de la integral y sus

consecuencias para otro estudio.
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Capitulo

Preliminares

Este capitulo esta dedicado a exponer resultados importantes sobre la teoria de las
funciones de variacion acotada, de forma que podamos contar con un marco tedrico en
que se presenten las definiciones basicas asi como algunas propiedades que nos permitan
realizar en el siguiente capitulo un estudio mas detallado de las funciones de p-variacién
acotada, como generalizacion de dicho concepto, presentado inicialmente por Jordan,
en 1881 ([11]). Aqui, s6lo demostramos los resultados que son consecuencia directa de
la definicion de funciones de variaciéon acotada y aquellos resultados que son de analisis
clasico, pero necesarios para realizar las demostraciones, nos limitaremos a citarlos e

indicar las referencias donde el lector interesado puede consultarlos.

§1.1. Definiciones basica

En esta seccion presentamos algunos resultados necesarios para el buen desarrollo del
trabajo y cuya bibliografia principal utilizada para su desarrollo han sido [16, 19].
Recordemos que una funcion se dice mondtona si es creciente o decreciente. Estas fun-
ciones mondtonas juegan un papel decisivo en la caracterizacién de las funciones de
variacién acotada.

En lo que sigue hacemos uso de la medida de Lebesgue y consideramos la integral con
respecto a dicha mediad, la cual denotaremos por m, y recordemos que para un conjunto
(Lebesgue) medible E, diremos que una propiedad se cumple en casi todas partes de

E, o se cumple para casi todo x € E, si existe un subconjunto E, de E para el cual



CAPITULO 1. Preliminares

m(Ep) = 0y la propiedad se cumple para todo = € E — Ej. En este caso abreviaremos

que la propiedad se cumple c.t.p de F.

Teorema 1.1 (Lebesgue). Sea f : [a,b] — R una funcion mondtona sobre el intervalo

(a,b), entonces f es diferenciable casi en todas partes.
Como corolario de este teorema se encuentra:

Corolario 1.2. Sea f una funcién creciente sobre el intervalo cerrado y acotado [a,b].

Entonces f' es integrable sobre [a,b] y

b
/ F@)de < f(b) - f(a).

Definicién 1.1. Sea f : [a,b] — R wuna funcion definida sobre un intervalo cerrado
[a,b]. Diremos que f satisface la condicion de Lipschitz si existe una constante M > 0

tal que
|f(x) = fly)] < M|z —y| para todo x,y € [a,b].

Ademas diremos que f satisface la condicion de Lipschitz de orden «, o es una

funcion de Holder, si existen constantes a > 0 y M > 0 de manera que

|f(z) — fly)| < M|z —y|* para todo x,y € |a,b].

§1.2. Funciones de variacién acotada

Los primeros estudios realizados sobre la variacion acotada, fueron presentados por
Jordan ([11]) en 1881, quien introduce el concepto de funcién de variacién acotada en

un intervalo [a, b] y que hoy dia juegan un papel tan importante en el anélisis real.

El objetivo de este trabajo es presentar un estudio detallado de las funciones de p-
variacion acotada, las cuales son una generalizacién de las funciones de variacién aco-
tada, es justificable dedicar espacio a la consideracién estas funciones y una coleccién
de sus propiedades.

Recordemos la definicién de particién de un intervalo: Dado un intervalo [a,b], una

particién de [a, b] es un conjunto finito £ = {xg, z1, -+ ,x,} tal que a = g < 11 < 253 <
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o <, = b. Alos intervalos [x;,z;41], con i = 0,--- ;n — 1 se les llama intervalos de
la particién . El didmetro de la particién se define por 6(§) = méx{x;;; — z;|. Dadas
dos particiones £ y & de [a,b], diremos que £ es mas fina que £ si & C &'. Ademas
denotaremos por 7([a, b]) el conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b].

Definicién 1.2. Una funcion f : [a,b] — R es de variacion acotada sobre [a,b] si

k
sup Y |f(x;) — f(xi—1)| es acotado, donde el supremo es tomado sobre w([a,b]).
=1

k
Cuando este supremo es finito, sup Y |f(z;) — f(z;-1)| es llamado variacion total de

i=1
f sobre [a,b].

Reproduciamos aqui parte del estudio realizado en [19] sobre las funciones de variacién

acotada:

Sea f una funcién a valores reales definida sobre un intervalo [a,b] y sea & = {z;}%_, €

7([a, b]) definimos:

k

Pe = Z[f(ﬂfz) - f(ili'zel)]+

ne = _f(@) = flei)]”

k
te=n+p= Z|f($i) — flziz)l;

donde

n r si r>0
rto= _ n
0 si r<0. ro=r| =T

Note que f(b) — f(a) = p — n. Definimos:
PP = sup {p, :¢en(la,b])}, Ni=sup{n,:&en(ab])}, y TP = sup {t. : ¢ en(la,b])}.

Veamos la relacion entre estas constantes: para ello comencemos observando que para

cualquier particion £ se tiene que

4



CAPITULO 1. Preliminares

en consecuencia,
NP < PP <TP
» PP es llamada variacién positiva de f sobre [a, b],
» N’ es llamada variacién negativa de f sobre [a, b],

» T? es llamada variacién total de f sobre [a, b].

El siguiente lema nos presenta un resultado natural que se desprende de la definiciéon

de funcién de variacién acotada.

Teorema 1.3. Si f es una funcion de variacion acotada sobre [a,b] entonces f(b) —
fla) = Py-Ng y Ty = Py+Ny.

Demostracién. Sea & = {x;}¥_, una particién del intervalo [a, b], luego

Asf, p. = n, + f(b) — fla) < N+ f(b) — f(a).

Luego N2+ f(b) — f(a) es cota superior para el conjunto {p, : & € 7([a,b])}, asi sup{p, :
¢ €m([a,b])} = Py < Ny + f(b) — f(a), por lo tanto Py — Ny < f(b) — f(a).

Por otro lado, usando nuevamente (1.1) obtenemos:

p. —ng = [f(b) = f(a)
e = P~ f(0)+ fla)
ne < Py—fb)+ f(a).

n

Luego, P! — f(b) + f(a) es cota superior para el conjunto {n, : £ € 7([a,b])}, asf

a

sup{n, : € € n(la, )} = N2 < P~ f(b) + f(a) (12)

5



CAPITULO 1. Preliminares

esto es,
Py — Ny > f(b) = f(a). (1.3)

En consecuencia, de (1.2) y (1.4) se sigue

Py = N; = f(b) — f(a).

Ahora veamos que TP = P’ + N? la segunda parte del teorema. Para este fin, con-

sideremos una particién ¢ de [a,b], en consecuencia p, +n, = t, < TP < oo, esto es,
b

1T, = p,+n,.

De (1.1) obtenemos que n, = p, — f(b) + f(a), y en consecuencia,

£

T, >p,+n, = p,+p,— f(b)+ fla)=2p, — f(b) + f(a)
2p, < T.+ f(b)— f(a)

Ty + f(b) — f(a)

luego es cota superior para el conjunto {p, : §{ € 7([a,b])}, por lo

tanto, : b
sup{p, : € € 7([a,b])} = P* < T+ f(l;) — f(a)
2P < TV f(b) - f(a)
T) > fla)— f(b)+ 2P}
TP > N!—P'+2P
P > N+ PP (1.4)
Ahora bien, dado que TP < N’ + P? y de (1.4), se obtiene T = N? + P?. n

Jordan ademas de presentar el concepto de funciones de variacion acotada demuestra
una caracterizacién de estas funciones: una funcién es de variacién acotada si y solo
si se puede escribir como diferencia de funciones mondétonas, en particular funciones
crecientes.

La relevancia de este resultado radica en que un gran ntimero de propiedades de las
funciones monoétonas se pueden transferir a las funciones que tienen variacion acotada.

A continuacién se presenta formalmente este resultado.
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Teorema 1.4. Las funciones g(z) = P? y h(z) = NZ son funciones crecientes, como

funcion de x.

Teorema 1.5 (Teorema Jordan). Una funcion f es de variacion acotada sobre [a,b] si

y solo si f es la diferencia de dos funciones mondtonas a valores reales sobre [a, b].

Demostracién. Sea f una funcion de variacién acotada y definimos las funciones
g(x) = Py h(z) = NP para a < x < b las cuales son funciones crecientes a valores
reales, de acuerdo al teorema 1.5.

El lema (1.3) nos garantiza:

Teniendo en cuenta que la traslacion de una funcién mondtona creciente sigue siendo
creciente, entonces f se puede expresar como la diferencia de dos funciones mondtonas
crecientes.

Reciprocamente, sean f = g — h con g y h crecientes, entonces para £ = {z;}, una

particion del intervalo [a, b]

V(€)= Z (@) — flwim))|

< Z l9(xi) — g(i1)| + Z (i) = h(wia)|
= 1g(b) = g(a)| + [A(b) — h(a)| < oo,
esto es, TP(f) < g(b) — g(a) + h(b) — h(a) < 0o quedando demostrado el teorema. M

Corolario 1.6. Si f es una funcion de variacion acotada en [a,b], entonces f'(x) existe

para casi todo © en [a,b].

Demostracién. Como f es una funcién de variacién acotada en [a, b], por el teorema

1.5 f puede ser expresada como la diferencia de dos funciones crecientes y por el teorema

7



CAPITULO 1. Preliminares

de Lebesgue 1.1, cada una de estas funciones es diferenciable en casi todo punto de |a, b].
Ademas, dado que la diferencia de funciones diferenciables es diferenciable se tiene que

f'(x) existe para casi todo z en [a, b]. |

Dado que la discontinuidad de las funciones mondtonas son a lo mas de salto, esto es

los limites f(z7) := lim+ f(z)y f(x7) := lim f(x) existen para cada z, y son a lo méas
T—T Tr—x

una cantidad numerable (Ver [21]), se sigue que cualquier funcién de variacién acotada

es continua excepto, posiblemente, en una cantidad numerable de puntos.

§1.3. Diferenciacién de una Integral

A continuacion se presentan algunos resultados importantes sobre la teoria de funciones

integrables y su comparacién con las funciones de variaciéon acotada.

Lema 1.7 ([21]). Si f : [a,b] = R es Riemann integrable en [a,b], entonces la funcidn
F definida por

F(z) = [, f(t)dt
es una funcion continua de variacion acotada.

Demostracién. Primero demostremos que F' es continua. En efecto, sean ¢ € [a,b] y
e > 0. Al ser f integrable sobre [a, b] estd, por definicién, acotada en [a, b]; digamos que

|f(z)| < M, para alguna constante M > 0.

Si h > 0, entonces

e 1

F(Q +h)—F(c)

c+h c
F(c+h)—F(c) = / f(x)dac/ f(z)dx
h

_ /j* f@). -

Ahora bien, dado que |f(z)| < M se tiene que

c+g
—M-hg/ f(z)dx < M - h. (1.5)
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Sih<O,

c+h c
F(c+h)—F(c) = / f(x)dx—/ f(z)dx
c c+h

Asi, de forma similar al caso anterior,
- M < f(z) <

M
— Md:v<f+h:1: /
+
—hM

IN

c+h
hM <f+h x)

| /\

(1.6)
Luego, de (1.5) y (1.6) se obtiene que
|F(c+ h) — F(c)| < M|h|.
Por lo tanto, si |h| < %, se obtiene que
|F(c+h)— F(c)] < M|h| <.

Esto demuestra que F' es continua.
Veamos ahora que F' es de variacién acotada. Para ello, consideramos una particion

€= {z;}r, de [a, ], entonces

te = ZZ; |F'(2:) — F(751)]
k | rwa- [ f(t)dt'

SZ/ (t)]dt

/ |f()]dt < oc.

Luego, T? < co y asi F' es de variacién acotada. ]

9



CAPITULO 1. Preliminares

Teorema 1.8. Si f es Lebesgue integrable en [a,b] y f; f(t)dt =0 para todo x € [a,b],

entonces f(t) =0 casi en todo punto en [a,b].

Demostraciéon. Comenzamos definiendo los siguientes conjuntos:

Eo. = {o:f(x)>1/n)
ET = {z€a,b]: f(z) >0} = LJE,%Jr

E.. = {z: f(z)<—-1/n}
E- = {a:e[a,b]:f(:v)<0}:UE,_

E = {x€lab]: f(x)#0} = E*UE’.
Note que, si z € ET se tiene que f(x) > 0 y asi podemos hallar un entero positivo
k tal que kf(z) > 1, por lo tanto, x € Ej . Esto verifica que E* C Ey C |JFE, +.
Reciprocamente, si x € |J E,, + se tiene que x € Ej 4 para algin entero positivo k por

n
lo que satisface en cuyo caso f(x) > % > 0, es decir, z € E*. Con esto se verifica que
E*=|]JEnw+.
n

De forma analoga, se demuestra que que £~ = J E,, _.

Veamos que la medida de Lebesgue de E es cero, es decir, m(F) = 0. Supongamos que
este no es el caso, es decir, m(E) > 0 entonces m(E™) >0 o m(E~) > 0, y sin pérdida
de generalidad supongamos que m(E*) > 0.

Dado que f es integrable, f es medible y en consecuencia F, ; es medible para todo
n € N*

Al menos uno de los E, ; tiene medida positiva pues si todos los E,, ; tienen medida
cero, entonces m(E™) = 0 yaque m(E™) <> m(ET) = 0lo cual contradice lo supuesto
de que m(E*) >0

Digamos que m(Ex) > 0 y también m(Ex) < oo por ser cada E, ; medible. Entonces

n

dado € > 0 existe un conjunto cerrado F' C Ey tal que
m(Ex\ F) <e
Luego,

m(En) =m(F)+m(Ex\ F) <m(F)+e

10
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Asi,
m(F) >m(Ey) — €

Si tomamos € = @ , entonces m(F) > 0.
Sea A = [a,b] \ F el cual es abierto en R y por lo tanto se puede escribir como unién
numerable y disjunta de intervalos abiertos, entonces existen (a,,b,) con n € N* tales

que

A=|J(an, b,)

n

/Ffz/F%
T

por otra parte

NF)

>0

0=/abf:/Af+/Ff:»/Af=—/Ff¢o

/Afz / f=;7f=§nj 7f—7f =20-0)=

y(anvbn)

Pero

Lo cual es una contradiccion que proviene de suponer que m(E) > 0

Asi, m(E) = 0 y entonces f(t) = 0 casi en todo punto en [a, b]. |

Lema 1.9. Si f es acotada y medible sobre [a,b] y F(z) = [T f(t)dt + F(a) entonces
F'(x) = f(x) para casi todo punto de |a,b.

Demostracién. Ya se ha visto que F' es continua y de variacién acotada en [a,b], por

tanto es diferenciable casi en todo punto de [a, b]. Paran € N,sea f,(z) = n[F(z+ 1) —

11
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F(z)] como f es acotada existe k > 0 tal que |f(¢)| < k para todo t € [a,b] y asi
1
|[ful@)] = n|F(x + —) = F(z)]
m+% T
—ul [ swae- [ s
41

T

=a| [ " f)at

es decir | f,(x)| < k para todo n, y ademés

lin f,(2) = lim (n[F(a+ ) = Flz)
o Fat )~ F@)
o 1

= F'(x) casi en todo punto de [a, b]

También tenemos que {f,} es una sucesién de funciones medibles por ser F' continua y

en consecuencia medible. Entonces aplicando el teorema de convergencia acotada, para

P P
/ F' = lim / f
a n—oo a

= lim (n/pF(:v—l—%)—F(x))dx

p € [a,b] tenemos que

n—oo
Pt
p
:HmM/F@ﬁ—/F®W
n—oo
at+l ‘
p+% a+%
P
/ F'= lim (n / F(t)dt — / F(t))dt (1.7)
n—oo
p a
p+i
Veamos que lim n [ F(t)dt = F(p) para todo p € [a, b]
n—oo p

Dado que F es continua en p, para € > 0 existe § > 0 tal que

12
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t—pl <d=[F(t) - F(p)| <e

Por la propiedad arquimediana, sea n € N tal que % < 6 entonces

p p
De esta forma, de (1.7) tenemos que [ F'=F(p) — F(a)=/[ f para todo p € [a, ]

Luego

(F" — f)=0 para todo p € [a,]]

8 —

Como F"y f son integrables por el lema 1.6 F—f= 0 casi en todo punto en [a, b] entonces

F’ = f casi en todo punto en [a, b] |

Teorema 1.10. Sea f una funcidn integrable sobre [a,b] y suponga que F(x) = F(a)+
[ f(t)dt. Entonces F'(x) = f(z) en c.t.p de |a,b).

Demostracion.

Por definicién f es integrable si y solo si fT y f~ son integrables. Supongamos sin
perdida de generalidad que f > 0, en este caso, F' es una funcién creciente y por tanto
diferenciable c.t.p en [a,b] y en virtud al corolario 1.2 se obtien f: F' < (F(b) — F(a)).

Ahora, para cada n € N, consideramos:

f(x), sif(z) <n

n, si f(z) > n,

fn($> =

13
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fn >0, fn<f
Asi, f— f, >0, f, es integrable Vn.
Sea Gy (x) = [7(f — fa)(t)dt luego G, () es creciente, diferenciable c.t.p en [a, b].
G, >0ct.p
[T ft)dt = Go(z) + [ fa(t)dt

Por el lema anterior

F'= Z(f, f)dt)= G, (x) + fu(x) = ful)
Luego F'(x) > fn(x)Vn Por tanto

F'(2) > f(x) = lim f, () (18)

De esta forma

Lo que implica que

JF =) =
por (1.8) F'—f>0 ct.p

Por tanto F' = f c.t.p de [a, b] |

§1.4. Funciones absolutamente continuas

En 1905 es Vitali [22] quien introduce un primer concepto de las funciones absolu-
tamente continuas. Es importante para este trabajo hacer una breve resenia de las
propiedades de dichas funciones, por su estrecha relaciéon con las funciones de variacién

acotada.

Definicién 1.3. Diremos que una funcion f : [a,b] — R es absolutamente continua en
la,b] si dado € > 0 existe § > 0 tal que para cualquier coleccion de intervalos abiertos

disjuntos dos a dos {(z;,2})}i=1 en [a,b] que verifiquen la condicion ) |z} — x;| < 9,
i=1

se tiene que i |f(zh) — fx;)] <e.
=1

7
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El espacio de las funciones absolutamente continuas en el intervalo [a, b] se denota por
ACa, b], es conocido que toda funcién absolutamente continua en [a,b] es continua en
[a,b] v tiene variacién acotada. Este segundo resultado se presenta formalmente como

el siguiente lema.

Teorema 1.11. Si [ es absolutamente continua en [a,b] entonces f es de variacion

acotada.

Demostracion. Para ¢ = 1, de la continuidad absoluta de f se tiene que, existe un

n
d > 0 tal que {(z;, 2})}, disjuntos tal que Y |z} — x;| < & se tiene que:
=1

§juwn—f@m<1-

—a b—a
2 <0< m, P = {CL = to,t1,t0, ..., tp = b} c W([a,b]),

Q={z; = a+ib_T“/i =0,1,...k} y PP = PUQ, entonces

b
Sean k € N tal que

D P) =D If(t) = f(tin)]

SZ Z |f(sn; +7+1) = f(Sn, + )

i=0 j=ni+1
k—1
<> 1
i=0
=k
Dado que P es arbitraria se tiene que
TP <k < o0

|
El siguiente teorema es consecuencia inmediata del corolario 1.6 y el teorema anterior

1.11.

Corolario 1.12. Si f : [a,b] — R es absolutamente continua entonces f es diferenciable

casi en todas partes de |a, b.

15
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Lema 1.13. Si f es absolutamente continua enla,b] y f'=0 c.t.p en [a,b], entonces f

es constante.

Demostracién. Elegimos ¢ € (a,b]. Nuestro objetivo consiste en verificar que f(c) =
f(a). Sea A C (a,c) tal que m(A) =c—ay f'(z) =0 para todo x € [a, c]. Elegimos
numeros arbitrarios € > 0 y > 0. Dado que f es absolutamente continua, existe § > 0
de manera que para toda coleccién finita {(a;, b;)} de intervalos disjuntos en [a, b] tales
que

n

Z(bi —a;) <0 se cumple la desigualdad Z |f(b;) — fla;)] <e.

i=1 =1

Ademsds, dado que f'(x) = 0 para cada x € A, de la definicién de derivada existe un

y > x de forma que

[f(y) = F(@)| <nly — ).
Los intervalos de este tipo forman una cobertura de Vitali de A, asi podemos elegir una
familia {[xy, yx] }7—; de intervalos disjuntos tales que > (y; — ;) > ¢ —a — 0. Pongamos

=1
Yo = a, Tpy1 = ¢y consideremos la particion

=Y <1 <P <2< Yy < < Ty <Yy <Tp41 =C.

Tendremos que

F(@) = Fl@)l < D 1f ) = Flan)l+ D f (wrer = Flun)l < mle—a) +e
k=1 k=1
De la arbitrariedad de n y €, se obtiene que f(c) = f(a). |

Teorema 1.14. Sea f € AC[a,b]. Entonces f(x) = f(a)+ [ f'(t)dt.

Demostracién. Sea f € AC|a,b], entonces el teorema 1.11 nos garantiza que f es de
variacion acotada y en consecuencia f puede escribirse como diferencia de dos funciones

crecientes, digamos f = f; — f5. De ahi,

(@) < filw) + fal),

16
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[ 1£@lde < 10) = fil) + £(0) - £olo)

por el teorema sobre la derivada de una funcién mondtona. Esto demuestra que f’ es
integrable.

Consideremos ahora,
ofa) = fla)+ [ rioyar

Entonces g € ACla,b] y h = f — g € AC|a,b]. Luego, ¢ = f' en casi todas partes
de [a,b]. Por ello, h(z) = 0 en casi todo punto de [a,b], y por el lema anterior h es

constante, h(z) = h(a) = 0 para todo x € [a, b], esto es f = g. |

Teorema 1.15. Una funcién F : [a,b] — R es una integral indefinida entonces F es

absolutamente continua.

Demostracién. Supongamos que F(z) = [’ f para z € [a,b] con f una funcién

integrable en [a, b]. Sea € > 0 entonces existe 6 > 0 de manera que

m(A) <0 implica que /|f| < e. (1.9)
A

n
Consideremos {(x;, ;) }, disjuntos y (x;, %) C [a, b] tales que z:l |z} —x;| < d, entonces
1=

n

S re) - e =3 | [ e [ i

=1

< Z / o

17
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(x;,x})) < 6, esto

n
Note que los {(z;, z})}"; son tales que Y |z} — x;| < J, asi m( !
: ~

n
=1 1=

implica de (1.9) que

ZIF(:v;)—F(:mMs / |f] < e

U(zi,x7)

(3

18



Capitulo

Funciones de p-Variacion Acotada

62.1. Introduccion

Sea h una funcién continua a la derecha en un intervalo compacto K. Se ha demostrado

que si para toda funcién continua ¢ las sumas Riemann-Stieltjes
> 9 [h(wig1) — h(w:)]
i=1

convergen para toda particién {x;}! , v subdivisiones intermedias {y;}!, de K, en-
tonces h es de variaciéon acotada.

Una pregunta interesante que surge es: jEs posible restringir el espacio de los integran-
dos y conseguir la convergencia de la sumas de Riemann-Stieltjes de un integrador que
no es de variacion acotada?

Una respuesta es dada en base al concepto de funciones de p-variaciéon acotada, con la
cual se puede demostrar la convergencia de las sumas Riemann-Stieltjes para integran-

dos adecuados.

En este capitulo sélo se presentan las funciones de p-variacion acotada, base fundamental
para estudiar luego la relacion de estas funciones con la integral de Riemann-Stieltjes; y
posteriormente sus aplicaciones tanto en el calculo estocédstico como en las matemaéticas

financieras, dado que se ha demostrado gran aplicabilidad en estos campos (Ver [6, 7]).

19
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§2.2. p-variacion

En [23] Wiener introdujo el concepto de funciones de p-variaciéon acotada (p > 0), en
1924, como una generalizaciéon del concepto de variacion acotada dado por Jordan,
donde juega un papel fundamental la funcién ¢(t) = t? con p > 1. Debemos recordar
que esta funcién es una funciéon convexa, por lo cual satisface algunas desigualdades
conocidas, relacionada con las funciones convexas. Recordemos que una funcién ¢ :

[a,b] — R se dice convexa, si para todo z,y € [a,b] y A € [0,1],

e(Az + (1= A)) < Ap(z) + (1 = ANe(y). (2.1)
Para z,y € [a,b], a+ > 0, (2.1) es equivalente a

ax + By ap(z) + Bp(y)
2 (@—‘i‘ﬁ> < ot B : (2.2)

Ver [14].

Definicién 2.1. Sea f : [a,b] - R, 1 <p < oo y & = {t;}I-, una particion de |a,b|. Se

define la variacion de f con respecto a & por

Vo(f.€) = (Z () — f(tz-_mp)
=1

Se define la p-variacion de f como

S

Vp(f;a,b) = sup Vi(f,€) = sup <Z | f(ti) — f(t¢1)|p> : (2.3)
i=1
Si V,(f) < 400 se dice que f tiene p-variacion acotada sobre [a,b].

En caso de no existir posibilidad de confusién, si esta claro el intervalo donde se trabaja,
emplearemos V,(f) en lugar de V,(f;a,b).

El conjunto de todas las funciones de p-variacién acotada se denotara por V,[a, b].
Aparentemente, Wiener traté sobre todo el caso p = 2, llamada también variacién
cuadratica. Para el caso p # 2, la primera gran obra, incluyendo la teoria de la teoria

de dualidad, se llevé a cabo a finales de 1930 por L.C Young, en parte con E. R. Love.

Definicién 2.2. Para la funcion f : [a,b] — R se define Vo (f) como:
Voo (f) i=sup{|f(z) = f(w); =,y € [a,0]}.

20



CAPITULO 2. Funciones de p-Variacion Acotada

Note que si f es acotada, f tiene una oscilacion finita.
Al conjunto Vi[a,b] se le puede dotar de todas las operaciones, usuales, de suma y

multiplicaciéon por un escalar. Esto es,

(f +9)(x) == f(x) +g(x) y (af)(x) = af(x), (2.4)

para cada x € [a,b] y escalar «. Este es un espacio vectorial, es facil verificar que tanto
la suma como el producto por un escalar, estan en el espacio. En efécto: Sean f y g en

Viola, b], esto es Vo (f) < 00y Vao(g) < 0o. Ahora

Vool f +9) = sup{|(f+9)(x) = (f+9) W]  =zy€labl}
= sup{|f(z) = f(y) + 9(x) =9,  x,y€lab]}
< sup{[f(z) = fW|+l9(x) —g(y)l,  z.y€[a,b]}
< sup{|f(z) = fF(W)|. x.y€[ab]} +sup{lg(z) —g(y)], =,y€ la,b]}
)

I
=
=
+
g
S

Por lo tanto (f + g) € Vaola, b].

Por otra parte, sea f € Vla,b] y o un escalar,

Voolaf) = sup{[(af)(z) — (af) ()| .y € [a,b]}
sup{|af () — af(y)| 2,y € [a,b]}
sup{la(f(z) — f(y)| .,y € [a,b]}
afsup{|f(z) — f(¥)| 2,y € [a,b]}
|V (f)

IA Il

IN

Por lo tanto (af) € Vla, b

Teorema 2.1. El espacio Vyola,b] = {f € Vila,b] : f(a) = 0} es un espacio de

Banach con la norma

[flloe = sup{|f(z) = f(y)]; 2,y € [a,0]}.

Demostracién. Sea {f,} una sucesion de Cauchy en V o[a,b], entonces dado € > 0
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existe ng € N, tal que,

n,m > ng = |[fn— fmlleo <€

= Sup{|(fn - fm)(t”vt € [a7b]} <€
= |fa(t) = f()] <€ vVt € [a, b].

Esto significa, que para cada t € [a, b], la sucesion { f,,(¢) }ren s una sucesion de Cauchy

en R, por lo tanto es convergente. Se define una funcién f : [a,b] — R de la forma:

f(t) = lim f,(t), t € [a,b]. (2.5)

Veamos que ||f, — f|looc — 0. Para tal fin, consideremos € > 0, y como antes, podemos

elegir N € N de forma que
lfn — finlloo < € para cada n,m > N.
En consecuencia,

[(fn = fm)(@) = (fn — fm)(Y)| < € para cadaz,y € [a,b]y cada n,m = N.  (2.6)

Luego, para cada par x,y € [a,b] y k > N fijo, en virtud de la continuidad de la funcién

valor absoluto, tendremos que:

= (k=) = U = NI

Asi, si hacemos uso de (2.6) y la igualdad anterior nos permite concluir que
= tm)@) = (=S = | (1 fu— ) @) = (i fu— fu) )] <& 27)

para cada z,y € [a,b] y cada m > N. De aqui se tiene que || f — fillco — 0.

Ademés, como fi € Vi la,b], para cada x,y € [a,b] tendremos que

[f (@) = FW)] = [ frlloo < 1F(2) = FW)] = [fe(@)] = )] <I(f = fu)(@) = (F = f) W) < e,

es decir,
1f(z) — f(v)| < e+ frlloo para todo k> N y todo =z € [a,b].
Esto garantiza, conjuntamente con (2.5), que f € Vi o[a,b]. |
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62.3. Propiedades

El concepto de funciones de p-variacién acotada representa una generalizacion del con-
cepto de variacién acotada, como puede observarse en la definicién (2.3) si reemplazamos
p por 1, es decir, la 1-variacién coincide con la definicién cldsica de funciones de variacion
acotada. Por tal razon, es importante conocer si las propiedades conocidas de funciones

de variacion acotada las preserva esta nueva definicion.

Teorema 2.2. Toda funcion de p-variacion acotada en el intervalo cerrado [a,b] es

acotada en ese intervalo.
Demostracién. Sea z € [a,b], y consideremos la particién {a, z, b}
[f (@) = |f(z) = fa) + fla) = f(b) + f(D)]
< |[f(x) = fla)| + |f(0) = fla)l + | f(D)|
< [f(x) = f@)P +1f(0) = f(a)]” + | £ (D)]
< Va(H)IP + £ (b))
por lo tanto f es acotada en |a, b]. [

Lema 2.3. Sea f una funcion de p-variacion acotada entonces g = f +a Va € R es

también de p-variacion acotada.

Demostraciéon. En efecto, como f es de p-variaciéon acotada se tiene que
= 1
Vo(f) = sup() _|f(t:) — f(tia)[P)» < oo
T =1

Ahora sin perder generalidad tomemos g = f + a , asi

V,(g) = sup Z lg(t;) — g(ti1)|p>

S

s

3=

= sup Z\f+a — (f+a)(ti- )\p>

SAL

= sup Z|f +a— (Zl)—a|p>
= sup Z|f(tz-) —f(ti_1)|p> ' < 0.

23



CAPITULO 2. Funciones de p-Variacion Acotada

Por lo tanto g es de p-variacién acotada y V,(f + a) = V,(f). [ |

Teorema 2.4. Toda funcion de la clase Lipifa,b] (1 < p < o0) es de p-variacion

acotada en [a,b].

Demostracién. Sea f de Lipi|a,b], esto es, para todas x,y de f de [a,b] se tiene

£(2) = f(y)] < Mz —y|»

donde M es una constante que solo depende de f, entonces

(S~ f(tu)\”); <o (Lo~ m);’ |

(i |f(t:) = f(ti_1)|p> : < M(b—a)r,

=1

esto es,

para toda particién 7 : a =ty < t; < ... < t, = b de [a, b]. De aqui se deduce que
V,(f) < M(b—a)>.

Asi f es de p-variacién acotada en [a, b]. |
En el siguiente ejemplo se presenta una funcién que cumple con la condicién de suficien-

cia para la pertenencia de una funcién f al espacio V,[a, b] demostrada anteriormente.

Ejemplo 1 (Funcién de Weierstrass). Sea a un nimero natural mayor que 1. Entonces

la funcion

flz)= Z a® cos(2max) z € [0,1]
n=1
es de 2-variacion acotada.
Veamos que la serie
Z a cos(2ma"x) (2.8)
n=1

converge absolutamente para a > 1, en efecto
o (o.9]
—_n n —_n
Z|a 2 || cos(2ma"z)| < Z‘a 2 | =
n=1 n=1

24
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Ademas, note que

1 1
a>1l=-<l=—<1,
a a2

1\" . . 1

asi la serie ) (—1 es una serie geométrica, de razén —, la cual es convergente.
n=1 \Qa2 a2

Asi, el criterio de comparacién para series nos garantiza que, la serie (2.8) converge

absolutamente. Luego f(z) estd bien definida y ademds es continua, por ser limite

uniforme de una sucesiéon de funciones continuas.

En efecto, calculemos la diferencia f(z + h) — f(x) para un nimero real h cualquiera.

Consideremos el caso en que h < 24 con h # 0,
a

o
—-n

|fle+h)=f(z)] = Za%cos(%ra (x+h)) Z 2 cos(2ma"x)

n=1

— Z a® (cos(2ma™(x + h)) — cos(2ma"x))

< Y a® |cos(2ma™(z + h)) — cos(2ma"x)| . (2.9)

n=1

Por otra parte la identidad trigonométrica

cota) = cos() = ~2sen (5P ysen(* )

es valida para todos o y [ ntimeros reales. Asi

| cos(2ma™ (x 4+ h)) — cos(2ma"x)|
(27ra”(:v +h) + 27ra”x) (27ra”(m +h) — 27ra”x) ‘
2sen sen
2 2
= [2sen(ma™(2x + h))sen(ma"h)|. (2.10)

Luego de (2.9) y (2.10) se tiene que

|f(x + h) i = |2sen(na™(2x + h))sen(wa™h)|.

Ahora bien, la funcién sen(x) estd acotada para cualquier x, esto es |sen(z)| < 1, asi

F(z+h) — f(2)] < i_'élafrzsenmnh)\.
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1
Ademas, dado que ah < 3 tendremos que

1
h>0 = a<—=

N 2.11
oh 2 ¢ 2| (2.11)
1 1 1
h<0 = — = — —_— = . 2.12
= CTon T TS Do T oo (2.12)
De (2.11) y (2.12) se tiene que
< < = >a > ! =a <| ! !
— << —/—=>——>a4>———=>a<| — |= —/—.
2|h| 2|hl - 2|h| 2|h| 2|h] * - 2[h]
Asi,
1 <l ! t 1<1 =
og,a <log, | = |, esto es og, | = |-
g(l ga 2|h| Y g[l 2’h|
Podemos entonces elegir ng € N de manera que
1
<1 — | < 1
= a™ < L qmot!
2|h|
1
= a™|h| < 3 < a™ 1 h. (2.13)
Verifiquemos que:
|sen(ma™h)| < wa”|h| para  n <ng
|sen(ma™h)| < 1 para  n > ng.

En efecto, sin <ngy h >0, comoa >1

a” < a™ = mha" < wha™ = w|h|a™ <

bo |

:0<7rha”§g

iy

Ahora bien en el intervalo [0,

| la funcién seno se encuentra por debajo de la funcién
identidad, esto es, sen(x) < x.
Asi

sen(mha™) < wha" = 7|h|a". (2.14)

26



CAPITULO 2. Funciones de p-Variacion Acotada

Por otra parte sin <ngy h <0, comoa > 1

a" <a™ = —hma" < —hwa™ = w|h|la™ <

bo |

:0<—h7ra”§g

:>—g < hma™ < 0.

Ahora bien en el intervalo [~7, 0] la funcién seno se encuentra por encima de la funcién

identidad, asi

v

sen(hma™) hra

= sen(hma™) > —|h|ma”. (2.15)
Luego de (2.14) y (2.15) se tiene que
—|h|ma™ < sen(hma™) < |h|ma™.
Por lo tanto
|sen(hma™)| < |h|ma™.

Obteniendo asi, lo deseado:

|sen(ma™h)| < mwa"|h| para n < ng
Yy |sen(ma™h)| <1  para n > ng.
En consecuencia,
no 00
|[f(z+h)— f(x)] < Za‘ﬂZsen(wa"hﬂ + Z a”2|2sen(ma"h)|
= n=ng+1
= |f(zx+h)— |<Za 22|h|ma™ + Z a=2|2|
n=ng-+1
—2|h|7r2a2 +2 Z a 2.
n=ng+1
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1
ng n CL§ ng
Ahora, dado que Z a? es una suma geométrica finita, se tiene que > a2 = — (a2 —
n=1 n=1 a2 — 1

1) en efecto,

B

no
2_a
n=1

n

De la misma forma )  a~ 2 es una serie geométrica que converge para a > 1. Asi
n=ng+1

De esta forma

IA

P s @] < o (oF —1) 42 21< 1+>

(12

az ng
= 271_1 [71'|h| (a? —1 < T
az

= 2 [ ) ()

_vavi [t o)
a1 | v Ve

vay[nl o 1
2\/5—1 -7T |h|<\/a7_1>+\/m

Ahora de la desigualdad (2.13) y dado que v/a™—1 < /a™ se obtiene |f(z+h)— f(z)] <

\_/9
—_

(2.16)
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2
\/\2_\/_ (5 +1)4/|h|. En efecto

1

< e

< my/|hlamo + /2

<E+\/§

:w?Jr\/i

:\/i(ngl).

Por lo tanto

e+ - 50 < 22V )

2v2/a
Vva—1
f pertenece a las clases de sz% [0,1] y por el teorema 3.4, se obtiene que f también

Ahora sea k =

(2 + 1) entonces | f(x+h) — f(z)| < k/|h|, esto es, la funcién

pertenece a V5[0, 1].

En el caso en que h > %0 consideramos la aplicacion lineal que mapea el intervalo [0, 1]
a

1
n [0, 2—] dada por y = 2ax y se procede de forma similar.
a

§2.4. Espacio V,|a,b]

El objetivo de esta seccion es demostrar que el conjunto formado por todas las funciones
f tales que V,(f) < 400 (1 < p < o0) puede ser dotado de una norma con la cual es un
espacio de Banach. Por ello comenzamos dotando a V,[a,b] de las operaciones bésicas,
dadas en (2.4) y verificando que la p-variacién define una seminorma sobre dicho espacio.

Para facilitar los calculos, en el resto de la seccion, trabajamos con el conjunto
Vpola.bl = {f : [a,b] = B : Vp(f) < +00 v fa) = 0} (2.17)
Comencemos verificando que la funcién V,(-), es una seminorma.
Teorema 2.5. (i) La funcion VP(-) : Vpla,b] — R es convera y simétrica.
(ii) V,(f) =0 si y sélo si f es constante.
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Demostracion.

(i) Sean 1 < p < oo, f,g € V,ola,b] y consideremos una particién § = {¢;}7, de
[a, b].
Entonces, haciendo uso de la desigualdad triangular (de valor absoluto) y de la convex-

idad de la funcién #P tendremos que, para cada «, § nimeros reales no negativos tales
que a+ = 1.

[(af + Bg)(ti) — (af + Bg)(ti-1) alf(t;) — f(ti-1)| + Blg(t:) — g(ti-1)|

((af + Bg)(t:) — (af + Bg)(tim))" < (alf(t:i) — f(tim1)| + Blg(ts) — g(ti—1)[)"
alf(t) — f(ti-1) [P + Blg(t:) — g(ti-1)["-

IN

IN

Esto es,

n

S laf + B9) (k) — (af + Bt < S alf(ts) — FE0)P + 3 Blg(ts) — gltir) P,
=0

=0 i=0
en consecuencia, VY (af + Bg) < oV (f) + BV (9).
La simetria se sigue como consecuencia inmediata de la simetria de la funcién valor

absoluto.

(ii) Es claro que si f es constante, entonces V,(f) = 0, ademas si suponemos que

V,(f) = 0y consideremos x € [a, b], y sin pérdida de generalidad supongamos que

a # x.

Este punto, determina la particién £ = {a, z, b}, luego

[f@)P = [f(z) = fla)]" < Vp(f) = 0.

Esto nos garantiza que f(x) = 0, para todo z € [a, b]. [ |

Como consecuencia inmediata de este teorema que V), g[a, b] es un espacio normado.

Teorema 2.6. El espacio V,ola,b] (definido en (2.17)) es un espacio de Banach con la

norma | - [, = V5(-).

Demostracion.
Primero debemos verificar que la variacion satisface las condiciones necesarias para ser

norma. Es facil verificar que si f = 0 entonces V,(f) = 0. Por otra parte, haciendo uso
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de la segunda parte del teorema 2.5, se tiene que V,(f) = 0 si y sélo si f es constante

en [a,b], y dado que f(a) = 0 se tiene que f = 0.

Por otra parte, si A es un numero real, tendremos que para toda particién £ = {¢;}7,

se tiene que

D_IONE) = AN E-DF = AP Y1) = Ft)l,
n 1/p n 1/p
(Z )t - (Af>(tm)\p> = (Z () - f(ti1>|p)

en consecuencia, V,(Af) = |A|V,(f).

Para verificar que la V, satisface la desigualdad triangular, consideremos f, g € V,[a, b]
y una particion & = {t;}I, y haciendo uso de la desigualdad de Minkowski se tiene
que:

n 1/p
(Z (f +9)(t:) — (f +9)(tie >|f’>

n 1/p
(Z |f(t:) — f(tim1) + (g(t:) — 9(t¢—1))|p>

=1

n 1/p n 1/p
(Zf(ti)_f(ti—l)|p> +<Zlg(ti)—g(ti_1)lp> ;

=1

IN

en consecuencia, V,(f + g) < V,(f) + V,(9).
Para completar la demostracién, consideremos { f,, } una sucesién de Cauchy en V), o[a, 0],

asi, dado € > 0 podemos elegir ng € N de forma que
Vo(fn = fm) = |fa — fullv, <€ paracada n,m > ng.

Note que, para cada par de elementos x,y € [a,b], podemos elegir una particién & =

{t:}1 de forma que z,y € €. Luego,

|(Fn = Fn) (@) = (fn ylIF < Z\ = (fo = f) (tic0) PP

hSA

[(fn = fm) () = (fu = fm) (W) < (Z [(fn = f) (ti) = (fn = fm)(t¢—1)1p>
i=1
[(fn = fm) (@) = (o = f) )] < Vp(fn = fim) <€ (2.18)

Por lo tanto

|(fn - fm)(x) - (fn - fm)(y)| < €.
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Esto significa que {f,}nen es una sucesién de Cauchy en Vi la,b], asi el teorema 2.1
nos garantiza la existencia de una funcién f € Vi ola, b], de forma que || f,, — flcc — 0.
Luego, dada una particiéon £ = {t;},, podemos hallar un N € N de manera que

NS = fmlloo

[(f = Fa)(t0) = (f = fm) (tic1)] < T

para toda m > N.
Luego,

I(f = fn) (&) = (f = fn) ()P < Hf_gNHOO

" (0wl
(Zuf—fm(m—<f—fN><ti_1>\p> < (Zn”) = || — fwllXP.
i=1 i=1

Como esta desigualdad la podemos obtener para toda particién £ se sigue que cuando
m — 00, V,(f — fm) — 0. Ademas, si procedemos de forma similar, podemos obtener

que

e = 3 (M= <y <o

i=1
esto es, f € V,o[a, b]; Como esta desigualdad la podemos obtener para toda particién £
se sigue que cuando m — oo, V,(f — fin) = 0. Ademds, si procedemos de forma similar,
podemos obtener que

e = 3 (M= gy <o

=1

esto es, f € V,ola,b]; con lo cual concluye la demostracién. [ |

62.5. Otras propiedades

Teorema 2.7. Sean p,q € R, p,q > 1 entonces se cumple que V,, CV, si p <q.

Demostracién. Sea f € V,[a,b], el teorema 2.2 nos garantiza que f es acotada, en
consecuencia podemos considerar M = sup{|f(z) — f(y)|} : =,y € R}. Entonces,
para una particién £ = {t;},

1 1
q q

<Z|f(ti) —f(ti_1)|q> = <Z|f(ti) )P —f(ti_1)|q—p>

< MUV, (f1a, b)) < oo,

IA
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Dado que esta desigualdad se cumpla para cualquier particién £ de [a, b] se sigue que
f e V,a,b]. |

Teorema 2.8. Sea f € V,[a,b] ya < c<b, entonces se cumple:
(VE(f;a,0) + VP(f;6,0)7 < Vi(f), (2.19)

donde Vy|a, B] representa la p-variacion de la funcion f en el intervalo cerrado [ov, ] C

[a, b].

Demostracién. Sea & = {t;}I', una particién de [a,c], en este caso, £ U {b} es una

particién de [a, b], en cuyo caso

Z|f ftio)P < er FE)P + £ () = f(O)lP = Vi(f, € U{b}).

Esto significa, que V,(f,&) < V,(f;a,b), en consecuencia, f € Vy[a,c] y V,(f;a,c) <
V,(f;a,b). De forma similar se obtiene que f € V,[c,b] v V,(f;¢,b) < V,(f;a,b).

Ademds, para verificar que se satisface (2.19) consideramos € > 0, asi haciendo uso de
la definicién de p-variacién, podemos garantizar la existencia de particiones &' : a =
ty<ti<..<t =cy& :c=1t <ty <..<t!=0>delos intervalos [a,c|y |c,b]

respectivamente, tales que
; [f(t) = f(E )P > VP (fra,0) +€/2
2 Nf@E) = fE )P > ViE(fie.0) +€/2.
i=1
Note que £ = & UE” es una particién del intervalo [a, b], para la cual se cumple que
Vy(fiab) = Z |f(t) = f{ti) |
i=1
= D FE) = FE_DP D @) = fE)P
i=1 i=1
> VP(fia,¢) +VP(f;c,b) +e
Dado que esta desigualdad se cumple para cada ¢ > 0, se tiene que
VP(fia,b) > VP(fia,c) +VE(ficb),
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de lo cual se obtiene inmediatamente (2.19). [

En el capitulo de preliminares se estudié una caracterizacién para las funciones de
variaciéon acotada con respecto a la monotonia, el siguiente teorema nos presenta una

propiedad de monotonia de las funciones de p-variacion acotada.

Teorema 2.9. Si f es una funcidn de p-variacion acotada en el intervalo cerrado [a, b]

entonces la funcion V,(f;a,x) es mondtona creciente en |a, b].

Demostracién. Sean xq,x9 € [a,b] con z1 < 3, £ una particién del intervalo [a, x1]
de la forma £ : {a = to,t1, ..., t,, = 21} entonces £ U {x2} es una particién del intervalo
[a, z].

Luego,

D) = )" < D1 (t) = Ftn)l + 1 (22) = f(2)
= Z [f(t:) = ftien)”
< VP(f,a,x2).

Luego, dado que esto se cumple para toda particién £ de [a, z1], VP(f, a, z2) es una cota

superior para el conjunto de las sumas Y | f(¢;) — f(t;—1)[" lo que implica que
i=1

Vo (f,a,@1) = Sup (Z | (t:) — f(ti—l)!p> < V(S a,m2).
i=1

De donde, V,(f,a,z1) < V,(f,a,z2), quedando demostrado que V,(f;a,x) es monétona
creciente, como funcion de . [ |

Antes de continuar, presentamos la siguiente definicién.

Definicién 2.3. Sea I C R un intervalo, una funcion f : I — R se llama reglada o

regular si para cada x € I existen

lim f(¢).

t—azt

f(w—)ztgg{f(t) y flz+)

Teorema 2.10. Sea [ una funcion de p-variacion acotada en [a,b]. Entonces f es

reqular.
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Demostracién. Supongamos lo contrario, que existe z € [a, b] tal que el limite f(z—) =
lim f(t), no existe. Note que si f(z—) = lim f(t) = +oo, para cada n € N, podemos
T—T

r—x
hallar 6 > 0 de manera que

r —t<Jd implica que f(t) > n.

En cuyo caso, para cada n € N podemos elegir x,, € (a,b] tal que f(z,) > n.
De forma similar, si f(x—) = lim f(t) = —o0, para cada n € N, podemos hallar v > 0
T—T

de manera que
x —t <~ implica que f(t) < —n.

Asi, para cada n € N podemos elegir z,, € (a,b] tal que f(z,) < —n.
Cualquiera sea el caso, esto nos permite garantizar que podemos elegir una sucesién
{z,} que converge a x por la izquierda, tal que {f(z,)} no sea una sucesién de Cauchy,

esto es, existe ¢y € R tal que para todo N € N, existen n,m > N para los que se cumple

|f(zn) = f(zm)] = €o. (2.20)

Ahora bien, los z, no necesariamente convergen de manera ordenada a x, sin embargo
dado que {z,} es una sucesién de nimeros reales, se puede obtener una subsucesién
creciente, que denotaremos por {x,, }ren. Luego, hacemos & : a = z,,, < Ty, < ... <
Tp,,, =T

Note que estos elementos de la particién satisfacen (2.20), luego

’f(xm) - f(xmf1)|p = Eg

<Z ‘f(xm> - f(xm1)’p> > H%GO.

n P
Es decir, las sumas <Z |f(zn,) — f (:z:m._l)|p> crecen de manera no acotada, lo cual
=1

1=
contradice la hipdtesis de que f es de p-variacién acotada. Por lo tanto lim f(t) existe.
t—x—
De forma similar se demuestra que h’m+ f(z) existe, por lo cual podemos concluir que
t—x

f es regular. [ ]

Teorema 2.11. Sea f una funcion de p-variacion acotada en [a,b]. Entonces f sdlo

tiene una cantidad numerable de discontinuidades, a lo sumo de primera especie.
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Demostracion. Por el teorema 2.10 se tiene que si f es discontinua entonces la dis-
continuidad debe ser de primera especie.

Para completar la demostracién, debemos verificar que el conjunto de las discontinuidades
es numerable. Definimos el conjunto

Anz{wé[a,b]ylf(l’)—f(x‘)lp>l s |f<x>—f<as+>|p>1}.

n n

Dado que la funcién f es de p-variacion acotada estos conjuntos son finitos; dado que
la suma de la potencia p-ésima de todos los saltos de la funciéon f no pueden ser mayor
a V,(f). Ahora como A, es finito, para cada n € N entonces |J 4,, es numerable. Por

n
lo tanto f tiene una cantidad numerable de discontinuidades. ]

Definicién 2.4 ([2, 10]). Sea X un espacio lineal normado. Se dice que X es separable

si existe una sucesion {x;}5°, en X es denso en X.

Si recordamos que ¢y = ¢o(N) denota un subespacio de {, de todas las sucesiones

x = (z;) tales que lim x; = 0. Es conocido que este espacio es separable, en consecuencia
1—00
Teorema 2.12. El espacio V,[a,b] es no separable.

Demostracion. La demostracion se basa en demostrar que todo subconjunto M de
Vyla, b] denso es no numerable. En efecto, sea M un subconjunto denso de V,[a, b]. Para

cada zo del intervalo abierto (a,b), definimos sobre [a,b] la funcién caracteristica de

{zo}, Xy, por:

1 si t =z
0 si t # xo.

Es fécil verificar que cada X, € V,, en consecuencia, existe {7} C M tal que || f¥° —

Xooll = 0, asi, dado e = 1/4 > 0 existe N, € N tal que
| foo — Xy llv, < 1/4 para todo n > Ng,.

Consideramos ahora g, yo € (a,b) tales que zy < yp, entonces existen f]f,zo, ﬁfio eM

tales que

I3, = Xaollv, <1/4 v IR, — Xuolly, < 1/4. (2.21)
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Por otra parte
n 1/p
X — Xyollv, = S (Zl [(Xoy — Xyo) (i) — (X — Xyo)(til)\p> (2.22)
Note que para todo z € (a,b) — {zo,yo}
[(Xag — Xyo) (o) — (g — X)) (@)] + [( Xy — X)) (2) — (Xay — Xy) (20)]
+ [( Xy = Xyo) (W0) = (Xeg — X)) ()] + [(Xag — Xy ) (D) = (Xay — Xy ) (10)]
= | Xy (w0) — Xy (20) — X (@) — Xy (a)
= 1+1+1+1=4.
de la misma forma
[(Xay = Xyo)(2) = (Xay — Ao ) (w0)| =1
[(Xeg — Xyo) (o) — (Ao — Xy)(2)| =1
[(Xag — Xy ) (D) — (Xog — Xy )(wo)| = 1.
Asi
12X, — Xyollv, > 417 > 1. (2.23)
Luego, haciendo uso de la desigualdad triangular se tiene que:

L <[y = Xy llv, = 14 — o + foo = Sao + fro = fuollvs
<[ ¥y = Faollvy, + 1% = Fuoll + [ f2o = fuollv,
SUA+1/4 4[| fzo = fiollvs,
ast, || foo — fyollv, > 1/2; de lo cual podemos concluir que f,, # fy,, esto es, para cada
xo € (a,b) se obtiene f7° € M, y como el intervalo (a,b) es no numerable, entonces la

cantidad de {f3°} en M, es no numerable, por lo que M es no numerable, obteniendo

asi que V,, es no separable. [ |

Teorema 2.13. Frxiste una sucesion de funciones de p-variacion acotada, tal que
inf | v, > 0.

Demostraciéon. La demostracion del teorema consiste en encontrar una sucesiéon de
funciones de p-variacién acotada, que cumpla la condicién igf |zn]| > 0y cuya serie
infinita es débil incondicionalmente convergente.

Consideremos las funciones g, (z) definidas segin el siguiente esquema:

37



CAPITULO 2. Funciones de p-Variacion Acotada

£(x)

2 siz e [0,1/2]
—2x+2 sixzell/2,1] 0 v

gi1(x) =

Y

—_
kL

Notemos que, en el intervalo [0,1/2] la funcién g; es creciente y en el intervalo [1/2, 1]

es decreciente, de aqui se tiene que,

Vi(91,0,1/2) = g1(1/2) — 1 (0) =1 — 0 = 1,
Vi(g1,1/2,1) = 1(1/2) —q1(1) =1 -0=1
Luego, V1(¢1,0,1) = Vi(g1,0,1/2) 4+ Vi(g1,1/2,1) = 2.
Dk
3 1
4z siz e [0,1/4] ()

Az —2  size[l/2,3/4) .

[

4z +2 sizel(l/4,1/2]
[
[

—dxr+4 sixze[3/4,1]

\

De la misma forma que en el caso anterior, se tiene que,

Vi(g2,0,1/4) = go(1/4) — g2(0) =1 -0 =1,
Vi(g2,1/4,1/2) = g2(1/4) — g2(1/2) =1 -0 =1,
Vi(ga,1/2,3/4) = g2(3/4) — g2(0) =1 -0 =1,

Vi(gs,3/4,1) = g2(3/4) — g2(1) =1 -0 = 1.

Luego ‘/1(927 07 1) = ‘/1<927 07 1/4)+‘/1<g27 1/47 1/2)+‘/1(g27 1/27 3/4)+‘/1(927 3/47 1) = 47
ast V1(g2,0,1) = 22,

Continuando con un procedimiento similar se obtiene que,

2" — 2k  size [Z 2] (k=0,..,2""1—1)

() = e [ 2 S
—2x 42k size A ZE] (k=1,..,2"7)
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P &)

Donde Vi(g,) = 2", para todo n € N, es decir, las funciones g,(x) es de 1-variacién
acotada con Vj(g,) = 2". En consecuencia, g, es de p-variacién acotada en [0, 1], con
Vi (gn) < 2P para todo 1 < p < oo.

Consideremos ahora las funciones

fulz) = 27"Pg, (2) (n=1,2,..),
para las cuales tenemos que
Vo) = Vo2 ™/7g,) = 27707V (o) < 2700r20lP = 1
Por lo que

V,(f,) < 1. (2.24)

n 7
Por otra parte, para cada n € N consideremos la particién & = {t;}?~, donde t; = o
tendremos que

2n—1_1

2k+1 2k p
Vo(far€) > 2 UL gk — g e o
=0
— 2% 2% — 1 v
2—n/P _2”_ 2% _2—n/p _2n - 9
’ 2 [ 2n ] [ T }
an—l_1
= 3 |2k +1) - 27 r2k|
=0
2n—1

+ ) 2 [—2k] — 27 (= (2 — 1))

an—1-1 an—1
= X e e
1=0 =1
_ n—lo—n n—lo—n __ 1 1 .
= 2" 22T = 5 + 5~ 1.
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Asi de esta ultima igualdad y (2.24) se obtiene que V,(f,) = 1, en consecuencia,

inf || v, = mf V,(fn) =1 > 0.

§2.6. Espacio Cla,b]

El moédulo de la continuidad es una manera exacta de medir la suavidad de una funcién.
Steffens [20] atribuye el primer uso de Omega para el médulo de la continuidad a
Lebesgue [12] donde Omega refiere a la oscilacién de una transformacién de Fourier.
De la Valleé Poussin en 1919 [3] menciona ambos nombres "mddulo de continuidad” y
"médulo de la oscilacién”. El concepto de p-continuidad absoluta aparece pro primera

vez en 1937, introducido por Love y Young en [13].

Definicién 2.5. Sea p > 1, se denomina mdédulo de p-continuidad de la funcion f

al valor

n 1/p
wp(6)(f) = S}rlap (Z | f(t:) — f(ti—1)|p> (2.25)

donde el supremo se toma sobre todas las particiones s :a =tg <t < ... <t, =b del

intervalo cerrado [a,b] para los que se cumple t; —t;—1 < § para toda 1 < i <n.

Observacion 2.1. En la seccion del espacio Vy|a,b] se demostrd que para una funcidn

cualquiera de p-variacion acotada en |a,b] y un punto ¢ cualquiera se cumple que:
(V2(fra,e) + VP(f5¢,0)P < Vp(f).

Ahora sim :a =ty < t; < ... < t, = b es una particion del intervalo [a,b] con
ti—ti_1 <0 (1 <i<n) entonces con una prueba similar a la del epigrafe 2.19 se tiene

la acotacion

n 1/p
(Z Vo (fitioa, W) < wp(9)(f). (2.26)

Proposicién 2.14. Para dos funciones f y g de p-variacion acotada en [a,b] se cumple

la desigualdad: wp(0)(f +9) <wp(0)(f) +wp(d)(g).
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Demostracién. Sean f, g funciones de p-variacién acotada en [a,b] y £ = {t;}I, una

particion de [a, b]. Luego, haciendo uso de las desigualdad de Minkowski obtenemos que

n 1/p
(Z (f+9)(ts) — (f + g)(ti_mp)
i=1

" 1/p
= (Z |f(t:) +g(ti) — f(ti-1) — Q(ti—1)|p>
=1

n 1/p n 1/p
< (Z |f(t:) — f(ti_l)\”> + <Z lg(t:) —g(ti_l)l”>
i=1 i=1
< wp(0)(f) + wp(9)(9)-

Dado que esta desigualdad se cumple para cada particién & de [a, b], se obtiene que

wp(0)(f +9) < wp(0)(f) +wp(0)(g)-
_

Definicién 2.6. Una funcion f de V,|a,b] se dice absolutamente p-continua si se

cumple

lim w,(8)(f) = 0.

6—0

Se denotard al conjunto de las funciones absolutamente p-continua en |a, b] por Cyla, b].

Esto es,

Cyla,b] = { f :[a,b] = Ri f € Vyla,b] y limuw,(6)(f) =0}

—0

Si consideramos ahora la norma del supremo para p = 0o, entonces Cy[a, b] = Cla, b] es
el espacio de las funciones continuas sobre el intervalo cerrado [a, b] con el valor inicial

f(a) = 0. Pues, en ese caso es

weo (0)(f) =sup{|f(z) — f(W)]; [t —yl <d y z,y€la,b]}.
Teorema 2.15. C,a,b] es un subespacio cerrado de Vy|a,b] para todos 1 < p < co.

Demostracién. Por definicién tenemos que Cpla,b] C V,[a,b]. Para verificar que
Cpla, b] es un subespacio es suficiente combinar los teorema 2.5 y 2.14. Es suficiente

verificar que el conjunto contiene todos sus puntos de acumulacién. En efecto, sea
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(fn)22, una sucesién de funciones de Cpla, b], que converge a una funciéon f de Vja, b],

esto es, para € > ( existe un ntimero natural n, tal que

| fn — fllv, <€/2 paracada n > n,. (2.27)

Ahora bien, para toda particién £ = {t;}_, se tiene que

n 1/p
Z | f(t:) — f(tz'—1>|p>
1/p
- Z | f(ti )+ fu(ti) = fu(tiza) + fu(tiza) — f(ti—1>|p>

1/p
= Z |(f - fn)(tz) - (f - fn)(ti—l) + fn<tz) - fn<tz‘—1)|p>

n 1/p
< Z|(f_fn)(tz> - (f_fn)(ti—l)’p) <Z’fﬂ i fn i— 1)| )

< wp(0)(f = fu) + wp(8)(fn)-

1/p

Dado que la desigualdad se cumple para toda particién & de [a, b] se tiene que
wp(0)(f) < wp(0)(f = fn) + wp(9)(fn)-
Luego, en virtud de la observacién 2.1 y (2.27) se tiene que
wp(0)(f) < €/2+ wy(d)(fn) paratodo n > n..
En particular,

5 T l(®)(f) (2:28)

wp(9)(f) <
Ahora bien, dado que cada f,, € C,[a,b] se tiene que (1$1’r% wp(0) fn. = 0, en consecuencia,
%
podemos elegir 6. > 0 de manera que

6] < 0 = wy(8)fn, < g (2.29)

Asi, de (2.28) y (2.29) se tiene que para
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CAPITULO 2. Funciones de p-Variacion Acotada

€

ol < b = W) <5

Fup@)(fa) <5+ 5=

esto es, }sin(l) wy(9) fr, = 0, con lo cual se verifica que f € Cpla,b] y en consecuencia este
—

ultimo conjunto contiene todos sus puntos de acumulacion.

Observacion 2.2. Toda funcion absolutamente p-continua en un intervalo cerrado [a, b]

es continua en el mismo intervalo.

El reciproco de la observacién anterior no es cierto en general. El siguiente ejemplo
presenta una funcién continua en un intervalo cerrado, que no es de p-variacién acotada

en el mismo intervalo y en consecuencia no es absolutamente p-continua.

Ejemplo 2.

fa) = 2P cos (%) si x€(0,1],
0 s1 x=0.

donde p es un numero real cualquiera con p > 1.

Demostracion. Sea & : 0 = to, 11 < to, < ... < t; = 1 una particion del intervalo

cerrado [0,1] con t; = %, entonces para k =1,....n es

fexn=0 v se=c0 (%)

43



CAPITULO 2. Funciones de p-Variacion Acotada

En este caso,

m 1/q
Z | f(t:) — f(ti1)|q>

1/q
= SOt - fo)l ) f() - f(ti—1)|q>

t:i sea par t:1 sea impar

s\ /P 1/a
.S (%) |
k=1

FEsta dltima serie diverge para ¢ < p. Entonces para q < p existe una sucesion {&,} de

particiones de [0,1], tales que las sumas

on 1/q
(Z | f(t:) — f(til)‘q)

constituyen una sucesion creciente no acotada y con ello la funcion dada no es de q-
variacion acotada en el intervalo [0, 1], por lo que tampoco es de p-variacion acotada

para g < p en el mismo intervalo y asi tampoco es absolutamente p-continua.

Teorema 2.16. Una funcién f de p-variacion acotada en [a,b] es absolutamente p-
continua (1 < p < 00) si y sélo si para todo € > 0 existe un nimero real § > 0, tal

que

n 1/p
(Z |f(0v) — f(@ﬂp) <e,

para todo conjunto finito de sub-intervalos disjuntos (o, 3;)(i = 1,...,n) de |a,b] para
n 1/p

los que se cumple (Z(ﬂ, — oz,-)p) < 4.
i=1

Demostracién. Sea f € C,a, b] entonces para todo e > 0 existe un nimero real § > 0

tal que

n 1/p
<Z ‘f(tz) - f(ti—1)|p> < €,

para toda particion 5 :a =ty <t; < ... <t,=bcont; —t;_ 1 <dparal <i<n.Si

(e, Bi) C la,b] (i =1,...,m) es un conjunto finito de sub-intervalos disjuntos tales que

m 1/p
(Z(@i - ai)p> <.

i=1
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Entonces (f; — a;) < d(i = 1,...,m) y por hipdtesis se cumple que

m 1/p n 1/p
(Zlf(ai)—f(ﬁi)lp> S(Zlf(tj)—f(tj—lﬂ”) <

donde la particién & :a =ty < t; < ... < t, = b de [a,b] estd formada a partir de los

intervalos (o, ;) agregando una cantidad cualquiera de puntos ¢;, con
51;1 <ty <<ty < oy,

(tzk — 1 ) < 5, (tn — 61‘_1) < (5, (CYZ' — tzr) < 0.

k-1

Reciprocamente, sea € > 0, escogemos un ntimero real § > 0, tal que para todo conjunto

finito de sub-intervalos disjuntos (o, 3;) C [a,b] (i = 1,...,.) tal que

m 1/p
(Z(ﬁi - m)p) <4,

i=1
se cumple que

Sean
1

(o
= (=)

p

b —

de esta forma, si 0 < 2 < §' entonces 2P~ < yvéEia=ty <t <
a

particién de [a,b] con t; — t;_1 < 0’ entonces

n 1/p | | 1/p
t._tA_ p — -1 t‘_
(Gremer) - (S
n 1/p
- (o)

=1

n 1/p
517
—t; — i
< (L)
n l/p
)
- m@“‘“l’)

= ﬁ(b — a)l/p

= 0.
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n 1/p
Dado que (Z |t; — tillp) < 4 la hipétesis nos garantiza que
i=1

1/p
(Z nlf(t:) — f(ti—l)\p> <6

i=1
concluyendo que f es absolutamente p-continua en el intervalo cerrado [a, b]. |
Observacion 2.3. Si consideramos p = 1, en el teorema anterior, entonces la de-

mostracion no funcionaria dado que (2.30) no estaria definido.

Ahora sea f una funcién absolutamente 1-continua, de modo que para todo € > 0 existe

un nimero real § > 0 tal que

wi(0)(f) = sup (Z |f(t:) — f(ti—l)l) <e

donde 75 : a =ty < t; < ... < t, = bes una particién del intervalo [a, b] con t; —t;_1 < 0
(1 <i<mn).Sitesun punto de [a,b] se escoge una particion 7 : a =ty < t; < ... <
tn, = bde [a,b] cont; —t;_1 < (1 <i<n), demodoquet=rt; (1 <k<n)esun
punto de la particién, entonces se tiene que

k

FO = f@] < Y1) = f(ti)]

< DI = f)

i=1
< wi(9)(f)
< €
Dado que esta desigualdad se cumple para todo € > 0 se obtiene que f(t) = f(a) para
todo t € [a,b], esto es, f € Ci[a,b] es constante, de esta forma el espacio Cla,b] sélo
consta da las funciones constantes.
De aqui en adelante consideramos el caso mas general del espacio Cyla,b] para 1 < p <

.

1 1
Teorema 2.17. Sean p,q > 1 con — 4+ — =1 dados, entonces se cumple que:
p

D ValFitior, t)Vilgitior. ) < ,(5) (e (0) ), (2:31)
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para toda particion m:a =ty <ty < .. <t,=0bdela,b] cont;—t;_1 <0 (1 <i<n)
y para dos funciones cualesquiera f € Vypla,b] y g € V,[a,].

Demostracién. Sean f € V,ja,b], g € Vi[a,bl y m:a =1ty <t < .. <t, =0buna
particién de [a,b] con t; — t;_1 < ¢, en virtud de la desigualdad de Holder y haciendo
uso de (2.26) se tiene que

n p s/ n 1/q
ZV f ti— 17 <g7tl 17t) < (Z(%(f?tlhtl))p) <Z %(g;tibti))q)

=1

< wp(0)(f )wq(9)(9).
[ |

Teorema 2.18. Si la funcidn f pertenece a las clases de Lipchitz Lip,la,b] (0 < a < 1),

entonces f es absolutamente p-continua para todo nimero real p > 1/av.

Demostracién. Sean p > 1/«, f € Lip,la,b] (0 < a < 1) entonces |f(z) — f(y)] <
M|z — y|*, donde x,y son puntos cualesquiera de [a,b], 7 :a =ty <t; < ... <t, =0
una particién del intervalo cerrado [a, b] con t; —t;_1 < d para (1 < ¢ < n)y un nimero

real positivo d, entonces

n 1/p |f )| 1/p
(; |f(t:) — f(til)|p> (Z ]t — tz 1| |t — 11\> :

Como f € Lip,[a,b], entonces
|f(t:) = fti-)[P < MPt; —t;_1]*P
t; — tioa| Tt =t
Dado que ap—1 >0

- Mp’tl - tiflyap_l.

|f(t) = ftim)]P < MPJt; — tia|*P7 s — tia]
|f(t:) — fltic) P < Mpfsap_l\t' —ti1]

Z|f flt)lP < MPser- 1Z|t tii| = MP6°"1(b — a),

=1

o (17000 - f<ti_1>rp) RS

p

€ ap—1
Esto es, sip > 1, para todo niimero real € > 0, existe un nimeroreal § = [ ————
Poa? (M(b—a)l/p)
de manera que para cada particiéon 7 : a =ty < t; < ... < t, = bde[a,b] cont;—t; 1 <0

se cumple que w,(0)(f) < ¢,. Por lo que f es absolutamente p-continua con p > é |
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Capitulo

Funciones vectoriales de p-Variacion

Acotada

Este capitulo esta dedicado a presentar una generalizaciéon inmediata de las funciones
de p-variacion acotada: funciones con p-variacion acotada débil. Sin embargo, para ello
debemos presentar antes la definicién y propiedades de las funciones definidas sobre un
intervalo [a, b] con valores en un espacio normado E. La importancia del capitulo radica,
en sentar las bases que nos permitan realizar el estudio de la integral abstracta de Stielt-
jes que conlleve a un teorema andlogo al de Representacion de Riesz y se encuentra una
representacion de los operadores lineales y continuos del espacio de las funciones abso-
lutamente p-continuas sobre un intervalo en un espacio normado débilmente completo

a través de las funciones abstractas de p-variacién acotada.

63.1. Funciones vectoriales con p-Variacién acotada

La p-variacién acotada estd definida para funciones con dominio en un intervalo cer-
rado [a, b] y valores reales, por lo tanto es natural pensar en generalizaciones donde se
consideren funciones en otro espacio distinto a R, en nuestro caso, funciones con valores

en un espacio normado (E, || - [|).

Definicién 3.1. Sea E un espacio normado, la funcién f : [a,b] - E y 1 < p < oo.

Si & = {t;}, es una particion de [a,b], se define la p-variacion (fuerte) de f con
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respecto a & por
V(€)=Y If ) = Ftn)lP.
i=1
Se dice que [ es una funcion de p-variacion acotada si
VA =sup (FP(£:6) 7" < +oc, (3.1)

cuando el supremo se toma sobre el conjunto de todas las particiones de [a,b).

Como ejemplo inmediato, podemos observar que las funciones constantes son de p-

variacién acotada; de hecho, note que para cualquier particién & de [a, b] se tiene que
VA9 = If(t) = ftin)]” =0,
i=1

en consecuencia, V;;E (f) = 0. De hecho, el reciproco también se cumple, como puede

verse en el siguiente teorema.
Teorema 3.1. V;,E(f) =0 si y solo si f es constante.

Demostracion. Ya hemos observado anteriormente que si f es una funcién constante
obtenemos que V,7(f) = 0. Para verificar el reciproco, supongamos que V,”(f) = 0y
sea z un punto en [a,b], lo cual determina una particién del intervalo, a saber, &; =
{a,z,b} := {to, t1,t2}. Luego, dado que V;)E(f) = 0, se tiene que V;jE(f, €)= 22: | f(t:)—
f(ti—1)||P = 0, lo cual implica que ||f(z) — f(a)||r = 0 y por propiedades dze:;orma se
obtiene que f(z) = f(a). Dado que esta igualdad se cumple para cada x € (a,b) se
obtiene que f debe ser constante e igual a f(a) en [a, b].

[
Dados 1 < p < oo y un espacio normado E, a la clase de todas las funciones de

p-variacién acotada en [a, b], que se anulan en a, es denotado por Vp{% [a, b], esto es:
Viiola, o] = {f < [a,b] = E; f(a) =0, V,°(f) < o0}. (3.2)

Y como en el caso de funciones de p-variacién acotada, de valores reales, se presenta el

espacio
Vo la,0) = {f : [a,0] = B;  V,2(f) < oo} (3.3)
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Se pueden demostrar resultados analogos a los obtenidos en el capitulo anterior que se

resumen en los siguientes teoremas:
Teorema 3.2. Sea E un espacio normado, la funcién f: |a,b] = E y 1 < p < oc.
1) f es acotada,
2) g= f+aVaecR es también de p-variacion acotada;
3) Sice (a,b) setiene que (V,P)P(fra,c)+ (VF)P(f;e,b) < (VF)P(f):
Teorema 3.3. Sea E un espacio normado y 1 < p < co.
1) VqEQVpE stq < p;
2)  La funcion (V.F)P(-) : V,Pla,b] = R es conveza y simétrica;
8) El espacio V,[[a,b] es un espacio de Banach con la norma || - || :== V. (-);
4)  Elespacio V,F[a,b] es un espacio de Banach con la norma ||-|| :== V.2 (-)+ | f(a)|;

Las demostraciones de estos teoremas se omiten, como ya se dijo antes, sus demostra-

ciones son similares a las presentadas para el caso de funciones con valores reales.

Definicién 3.2. Sea E un espacio normado, se definen las clases de Liptchiz LipZ[a, b]
con 0 < a < 1 para funciones f : [a,b] — E como el conjunto de las funciones que

satisfacen la desigualdad
1 (z) = fW)ll < Mty — to]*,  para cada  z,y € [a, 0] (3.4)
con M una constante que solo depende de la funcion f.
De esta forma se puede enunciar la siguiente propiedad.
Proposicién 3.4. Si X € LipZ|a, b] (0 < <1), entonces X € V,P[a,b].

Demostracién. Sea f € LipZ[a, b], entonces existen M > 0 de manera que f satisface

(3.4). Entonces, para una particion £ = {¢;}, se tiene que cada par de punto de la
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particién satisface (3.4), en particular, || f(t;) — f(ti-1)||P < MP|t; —t;_1|*P para cada i,
asi,

n n

DOIFE) = FE) P < MPY "t = tia|P < MP Yt —tia]?
=1

i=1 i=1
n 1/p
(Z 1/ (t:) — f(ti—1)||p> <M —a).
i=1
Dado que la desigualdad se cumple para toda particién & de [a, b] se tiene que

V,o(f) < M(b— a).

p

Por lo que f es de p-variacién acotada en [a, b]. [ |

§3.2. p-variacion débil

Para comenzar esta seccion recordemos, brevemente, algunas definiciones, necesarias
para el buen desarrollo de la misma.
Un espacio normado es un para (F,|| - ||) formado por un espacio vectorial E y una

aplicacién || - || : E — R, llamada norma, con las propiedades siguientes:
(i) ||| > 0 para todo z,
(i) ||z|| = 0 siy sblo si x =0,
(i) [az| = all],
(v) [l +yl < =l + llyll

Todo espacio normado es a su vez un espacio métrico, pues basta, dado (E, ||-||), definir
d(xz,y) = ||l — y||. Asi, todas las nociones de espacios métricos estan definidas también

para espacios normados. En particular, los conjuntos
Bp={re€E:|z]|<1} vy Bg={zxcE:|xz]| <1}

son las bolas unitarias abierta y cerrada de E, respectivamente.
Un espacio de normado completo, con la métrica definida por la norma, es llamado

espacio de Banach.
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Definicién 3.3 ([1]). Sean X y Y espacios vectoriales con campo de escalares K. La

funcion T : X —'Y es llamada Operador Lineal si, para v,y € X ya € K:
1) T es lineal, es decir, T(z +y) = T(x) + (y),
2) T es homogéneo, es decir, T(ax) = oT(x).

Un funcional es un operador cuyo rango esté en el conjunto R o C, el cual denotaremos
por K. Un funcional lineal es un operador lineal f : E — K, donde E es un espacio
vectorial. Un funcional lineal acotado es un operador lineal acotado cuyo rango

estd en K, el cuerpo de escalares de E; es decir, si existe K > 0 de manera que
|f(z)] < K||z||, paratodo z € X.

Se define la norma de f del mismo modo que el caso de operadores lineales, y se verifican

las mismas propiedades obtenidas en el caso general.

Definicién 3.4. Sea E un espacio normado. El espacio dual de F, o conjugado de
E, que denotaremos por E*, es el espacio vectorial de todos los funcionales lineales

continuos sobre E. Esto es,
E*={f"f"E—K taque f* eslinealy continuo},
donde K es un campo (R o C).

La suma y multiplicacién de elementos de E* son definidos por

T+ L)@) = fi(@) + f5(2),  (afi)(@) = a.fi(z).

g+ = sup [f*(z)],
Z‘GBE

Ademads, E* es un espacio de Banach con la norma definida por || f*|
donde B :={x € E: ||z||g < 1}.

Es importante recordar que este espacio siempre serd completo por serlo el cuerpo de
escalares de F.

Teniendo presente estas definiciones, podemos determinar qué funciones pueden tener

p-variacion acotada débil.

Definicién 3.5. Sea E un espacio normado. La funcion f : [a,b] — E se dice que es
de p-variacion acotada débil en [a,b], 1 < p < 0o, siy sélo si para todo f* € E* la

funcion real f*f(-) es de p-variacion acotada en |a,b] (Ver definicion 2.1).
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De forma similar como la clase anterior, sea 1 < p < 0o y un espacio normado F, a la

clase de todas las funciones de p-variacién acotada débil en [a, b], la denotaremos por
Vo[ 0) ={f :[a,b] = E; f(a) =0, f*f € Vj[a,b] V f*€ E*}, (3.5)
y de forma similar se define
Vou(la,0]) = {f :[a,8] = B; ff € Vpla,b] ¥ f* e E*}. (3.6)
El siguiente lema nos presenta un relacién de inclusién entre estos dos espacios.

Lema 3.5. La clase de las funciones de p-variacion acotada VPE([a, b)) es subconjunto

de la clase de las funciones de p-variacion acotada débil, Vp:Ew([a, b)).

Demostracién. Sean f € V.'([a,b]), £ = {t;}]_ € [a,b] y f* € E*, entonces en virtud
de la linealidad y acotabilidad de f* se tiene que

Z [P f(t) — [ ftic)P = Z |fA(f(t:) — f(tioa))[P

IA

Z LFAPIS () = f ()P
< IFIPvEor,

esto es, (Vy(f*1))? < |/ IPVE(F)7, luego f € VE,((a.b). .

63.3. Continuidad Débil

Definicién 3.6. Sean E un espacio normado y f : [a,b] — E una funcion. Se dice
que f es continua débilmente en x, si para toda sucesion (T,)nen en |a,b] tal que

T, — xg se tiene que f(x,) " f(x), esto es, para toda f*f(x,) — f*f(z).

Proposicién 3.6. Si f € V]fw([a, b)), siendo E débilmente completo, entonces el con-

jgunto de discontinuidades débil de f es a lo sumo numerable.

Demostracién. Sea f € V7, ([a,b]), esto significa que para todo f* € E* se tiene
que f*(f) es una funcién de p variacién acotada, asi el teorema 2.11 nos garantiza que
f*(f) tiene a lo mas una cantidad numerable de discontinuidades, esto es, f tiene una

cantidad a lo mas numerable de discontinuidades débiles. [ |
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Proposicién 3.7. Sea la funcion F : |a,b] — E* y consideremos la funcion real t —
F(t)(z) conz € E fijo. Si F € V. [a,b] entonces F(-)(x) € Vy[a,b]. De ello se deduce

que: Para f** € E** la funcion t — f*F(t) es de p-variacion acotada en |a,b.

Demostracién. Comencemos verificando que si F' € V.F'[a,b] entonces F(-)(z) €

V'la, b] para cada x € E fijo. En efecto, sea £ = {t;}, una particién de [a, b], entonces

Z |F(t:)(z) — F(tioa(2)]P = Z [(F(t:) — F(tica))(2)[P

< Z () = F ()Pl
= H»’UH%ZHF(E)—F@H)H
<l (v, (F) (3.7)

Dado que la desigualdad se cumple para toda particion £ de [a, b] se sigue que F(-)(z) €
Vila,b] y VF(-)(x) < ||lzl|gV,f" (F) para cada z € E.

Consideremos ahora f** € E** y ¢ = {t;}I", una particién de [a,b], en virtud de las
propiedades de los funcionales lineales f**, F'(-), propiedades del supremo y (3.7) se

sigue que

SO EW) = £ F @) = 31 (P () = PP

IN

Z ISP = FE-)lP

= e Z 1£(t:) = F(ti)]?

< ||f**||p2 sup [[F (1) = F(tia)) (@)
= P s1”1512| L@l

< P sup izl (V2 (F))

]l <

= [lF I ().

o4



CAPITULO 3. Funciones vectoriales de p-Variacion Acotada

Ast, V,(f=F) < || f=||V,F" (F), quedando demostrado que ¢ — f**F(t) es de p-variacién
acotada.

|
Los siguientes teoremas tratan sobre la representacion general de operadores lineales y
continuos que aplican a un espacio normado E en el espacio V,[a, b] de las funciones de

p-variacién acotada en [a, b].

Teorema 3.8. Sean E un espacio normado y F : [a,b] — E* tal que F' € V.7 [a,b].
Entonces la aplicacion U : x +— F(t)(x) es un operador lineal continuo que aplica al

espacio E en el espacio V,a,b).

Demostracién. Sea x € E, dado que F': [a,b] — E* el teorema 3.7 nos garantiza que
la funcién t — F'(t)(z) es de p-variacién acotada para cada z € E, esto es, U aplica
al espacio E en V,[a,b]. La linealidad de U se sigue de la linealidad de cada F(t) € E*.
La continuidad de sigue nuevamente del teorema 3.7.

|

Teorema 3.9. Para cada operador lineal continuo U : E — V,[a,b] existe una funcidn

fe VpE* [a,b], tal que puede ser representado en la forma U : X — f(t)(X).

Demostracién. Sea U : E — V,[a, b] un operador lineal y continuo, tal que U : X +— ¢
y sea t fijo. Entonces la aplicacién F; : X — U(t)(X) es un funcional lineal sobre E,
el cual es continuo por ser composicién de aplicaciones lineales continuas, es decir,
F, € E* para cada t € [a,b] y ¢ : t — F, para cada X € E. Como ¢ € V,a,b], si se
define f : t — [}, entonces f es una funcién de p-variacién acotada débil en [a, b] y, por

la forma en que se construyo f resulta que el operador se puede escribir en la forma

U(X) = ¢(t) = f()(X). u
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