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Resumen

El siguiente trabajo tiene como objetivo general estudiar algunas caracterizaciones de las

funciones de p-Variación acotada, aśı como sus relaciones con otras clases de funciones.

El trabajo se realizó siguiendo la Tesis presentada por Rolby Milian Pérez [15] en el año

2008, completando con el trabajo de Y. Puig de Dios, Espacios de Funciones Abstractas

de p-Variación Acotada [17].

Se comienza exponiendo las propiedades de algunos espacios que poseen variación aco-

tada, haciendo un estudio detallado de las funciones de variación acotada presentadas

por Jordan, con algunas definiciones básicas y propiedades que nos permiten definir

en el siguiente caṕıtulo las funciones de p-variación acotada como una generalización

presentada por Winner en [23], desarrollando en éste algunas propiedades básicas como

base fundamental para estudiar luego la relación de estas funciones con la integral de

Riemann-Stieltjes, sin realizar éste último estudio.

Finalizamos el trabajo con una breve descripción del espacio de las funciones p-continuas

Absolutamente, algunas de sus propiedades y su relación directa con las funciones de

p-variación acotada aśı como una generalización inmediata de las propiedades de las

funciones de p-variación acotada para funciones definidas sobre un intervalo [a, b] con

valores en un espacio normado E.
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Introducción

Es una tarea dif́ıcil tratar de aislar, en la historia, el origen de las funciones de variación

acotada, sin embargo muchos autores coinciden al afirmar que esta clase tiene su origen

en la búsqueda de resolver la conjetura, planteada en 1807, por Fourier que establece:

”Toda función arbitraria definida en un intervalo puede representarse como una serie

de senos y cosenos” [9]. En 1829 P. L. Dirichlet demostró, el hoy llamado Criterio de

Dirichlet sobre la convergencia de series de Fourier, que garantiza que: ” Toda función

real, definida por medio de un número finito de partes monótonas, tiene serie de Fourier

puntualmente convergente en R” [5], y es en 1881, cuando C. Jordan [11] introduce

las funciones de variación acotada y demuestra que ellas se pueden representar como

diferencia de funciones monótonas y en consecuencia satisfacen el teorema de Dirichlet.

Esta noción de funciones de variación acotada, introducido por Jordan, desempeñan un

papel central en muchas investigaciones y ha dado lugar a algunas generalizaciones del

concepto, sobre todo, la intención de buscar una clase de funciones ”más grande” cuyos

elementos tengan serie de Fourier puntualmente convergente.

Norbert Wiener fue probablemente el primero en modificar la definición dada por Jordan

y mejorar el teorema de la convergencia. Posteriormente, se han dado otras generaliza-

ciones, y en este trabajo especial de grado se desarrolla un resultado de gran importancia

dentro del análisis funcional: las funciones de p-variación acotada, obtenido por F. Riez,

a principios del siglo pasado, al encontrar una representación de los funcionales lineales

continuos sobre el espacio de las funciones absolutamente continuas sobre un intervalo.

Aśı, en el trabajo se presenta las bases teoŕıcas de las funciones de p-variación acotada,
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sus propiedades, caracterizaciones y la relación existente entre el espacio de las funciones

de p-variación acotada y el espacio de las funciones absolutamente p-continuas.

El trabajo está estructurado en tres caṕıtulos: el primer caṕıtulo dedicado a los prelim-

inares, definiciones básicas y propiedades sobre el espacio de variación acotada, comen-

zando por la definición clásica de función de variación acotada dada por Jordan en

1881, pasando por algunos resultados importantes sobre la relación entre las funciones

integrables y las funciones de variación acotada, y terminando con un estudio de las

funciones absolutamente continuas, las cuales presentadas en primera instancia en 1905

por Vitali. De esta forma se da paso al caṕıtulo 2, el cual es el de mayor importan-

cia para este trabajo, pues es donde se presenta el estudio detallado de las funciones

de p-variación acotada, con 1 < p < ∞, introducida por Wiener en 1924 como una

generalización del concepto de función de variación acotada presentado por Jordan; de-

notando al conjunto de todas las funciones de p-variación acotada por Vp[a, b], se define

V∞,0[a, b] y se demuestra que éste es un espacio vectorial y un espacio de Banach. Se

presentan algunas propiedades de las funciones de p-variación acotada que son general-

izaciones de las propiedades de las funciones de variación acotada. Finalmente se define

el espacio Cp[a, b] de las funciones absolutamente p-continuas en [a, b] y se demuestran

algunos resultados importantes que relacionan dichos espacios.

Finalizamos el trabajo, con un tercer caṕıtulo sobre Funciones vectoriales de p-Variación

Acotada, dedicado a presentar una generalización inmediata de las propiedades de las

funciones de p-variación acotada para funciones definidas sobre un intervalo [a, b] con

valores en un espacio normado E, que sientan las bases para hacer el estudio de la

integral abstracta de Stieltjes que conlleve a un teorema análogo al de Representación

de Riesz y se encuentra una representación de los operadores lineales y continuos del

espacio de las funciones absolutamente p-continuas sobre un intervalo en un espacio

normado débilmente completo a través de las funciones abstractas de p-variación aco-

tada; aún cuando sólo se presentan las bases dejando el estudio de la integral y sus

consecuencias para otro estudio.
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Capı́tulo 1
Preliminares

Este caṕıtulo está dedicado a exponer resultados importantes sobre la teoŕıa de las

funciones de variación acotada, de forma que podamos contar con un marco teórico en

que se presenten las definiciones básicas aśı como algunas propiedades que nos permitan

realizar en el siguiente caṕıtulo un estudio más detallado de las funciones de p-variación

acotada, como generalización de dicho concepto, presentado inicialmente por Jordan,

en 1881 ([11]). Aqúı, sólo demostramos los resultados que son consecuencia directa de

la definición de funciones de variación acotada y aquellos resultados que son de análisis

clásico, pero necesarios para realizar las demostraciones, nos limitaremos a citarlos e

indicar las referencias donde el lector interesado puede consultarlos.

§1.1. Definiciones básica

En esta sección presentamos algunos resultados necesarios para el buen desarrollo del

trabajo y cuya bibliograf́ıa principal utilizada para su desarrollo han sido [16, 19].

Recordemos que una función se dice monótona si es creciente o decreciente. Estas fun-

ciones monótonas juegan un papel decisivo en la caracterización de las funciones de

variación acotada.

En lo que sigue hacemos uso de la medida de Lebesgue y consideramos la integral con

respecto a dicha mediad, la cual denotaremos porm, y recordemos que para un conjunto

(Lebesgue) medible E, diremos que una propiedad se cumple en casi todas partes de

E, o se cumple para casi todo x ∈ E, si existe un subconjunto E0 de E para el cual
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CAPÍTULO 1. Preliminares

m(E0) = 0 y la propiedad se cumple para todo x ∈ E −E0. En este caso abreviaremos

que la propiedad se cumple c.t.p de E.

Teorema 1.1 (Lebesgue). Sea f : [a, b] → R una función monótona sobre el intervalo

(a, b), entonces f es diferenciable casi en todas partes.

Como corolario de este teorema se encuentra:

Corolario 1.2. Sea f una función creciente sobre el intervalo cerrado y acotado [a, b].

Entonces f ′ es integrable sobre [a, b] y∫ b

a

f ′(x)dx ≤ f(b)− f(a).

Definición 1.1. Sea f : [a, b] → R una función definida sobre un intervalo cerrado

[a, b]. Diremos que f satisface la condición de Lipschitz si existe una constante M > 0

tal que

|f(x)− f(y)| ≤ M |x− y| para todo x, y ∈ [a, b].

Además diremos que f satisface la condición de Lipschitz de orden α, o es una

función de Hölder, si existen constantes α > 0 y M > 0 de manera que

|f(x)− f(y)| ≤ M |x− y|α para todo x, y ∈ [a, b].

§1.2. Funciones de variación acotada

Los primeros estudios realizados sobre la variación acotada, fueron presentados por

Jordan ([11]) en 1881, quien introduce el concepto de función de variación acotada en

un intervalo [a, b] y que hoy d́ıa juegan un papel tan importante en el análisis real.

El objetivo de este trabajo es presentar un estudio detallado de las funciones de p-

variación acotada, las cuales son una generalización de las funciones de variación aco-

tada, es justificable dedicar espacio a la consideración estas funciones y una colección

de sus propiedades.

Recordemos la definición de partición de un intervalo: Dado un intervalo [a, b], una

partición de [a, b] es un conjunto finito ξ = {x0, x1, · · · , xn} tal que a = x0 < x1 < x2 <
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CAPÍTULO 1. Preliminares

· · · < xn = b. A los intervalos [xi, xi+1], con i = 0, · · · , n − 1 se les llama intervalos de

la partición ξ. El diámetro de la partición se define por δ(ξ) = máx{xi+1 − xi|. Dadas
dos particiones ξ y ξ′ de [a, b], diremos que ξ′ es más fina que ξ si ξ ⊆ ξ′. Además

denotaremos por π([a, b]) el conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b].

Definición 1.2. Una función f : [a, b] → R es de variación acotada sobre [a, b] si

sup
k∑

i=1

|f(xi)− f(xi−1)| es acotado, donde el supremo es tomado sobre π([a, b]).

Cuando este supremo es finito, sup
k∑

i=1

|f(xi)−f(xi−1)| es llamado variación total de

f sobre [a, b].

Reprodućıamos aqúı parte del estudio realizado en [19] sobre las funciones de variación

acotada:

Sea f una función a valores reales definida sobre un intervalo [a, b] y sea ξ = {xi}ki=0 ∈
π([a, b]) definimos:

pξ =
k∑

i=1

[f(xi)− f(xi−1)]
+

nξ =
k∑

i=1

[f(xi)− f(xi−1)]
−

tξ = n+ p =
k∑

i=1

|f(xi)− f(xi−1)|,

donde

r+ :=

{
r si r ≥ 0

0 si r < 0.

y

r− = |r| − r+.

Note que f(b)− f(a) = p− n. Definimos:

P b
a = sup

{
p
ξ
: ξ ∈ π([a, b])

}
, N b

a = sup
{
n

ξ
: ξ ∈ π([a, b])

}
, y T b

a = sup
{
t
ξ
: ξ ∈ π([a, b])

}
.

Veamos la relación entre estas constantes: para ello comencemos observando que para

cualquier partición ξ se tiene que

nξ ≤ pξ ≤ tξ,
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CAPÍTULO 1. Preliminares

en consecuencia,

N b
a ≤ P b

a ≤ T b
a .

P b
a es llamada variación positiva de f sobre [a, b],

N b
a es llamada variación negativa de f sobre [a, b],

T b
a es llamada variación total de f sobre [a, b].

El siguiente lema nos presenta un resultado natural que se desprende de la definición

de función de variación acotada.

Teorema 1.3. Si f es una función de variación acotada sobre [a, b] entonces f(b) −
f(a) = P b

a-N
b
a y T b

a = P b
a+N

b
a.

Demostración. Sea ξ = {xi}ki=0 una partición del intervalo [a, b], luego

p
ξ
− n

ξ
=

k∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)]
+ −

k∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)]
−

=
k∑

i=1

[f(xi)− f(xi−1)]

= f(b)− f(a). (1.1)

Aśı, p
ξ
= n

ξ
+ f(b)− f(a) ≤ N b

a + f(b)− f(a).

Luego N b
a+f(b)−f(a) es cota superior para el conjunto {p

ξ
: ξ ∈ π([a, b])}, aśı sup{p

ξ
:

ξ ∈ π([a, b])} = P b
a ≤ N b

a + f(b)− f(a), por lo tanto P b
a −N b

a ≤ f(b)− f(a).

Por otro lado, usando nuevamente (1.1) obtenemos:

p
ξ
− n

ξ
= f(b)− f(a)

n
ξ

= p
ξ
− f(b) + f(a)

n
ξ

≤ P b
a − f(b) + f(a).

Luego, P b
a − f(b) + f(a) es cota superior para el conjunto

{
n

ξ
: ξ ∈ π([a, b])

}
, aśı

sup{n
ξ
: ξ ∈ π([a, b])} = N b

a ≤ P − f(b) + f(a), (1.2)
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CAPÍTULO 1. Preliminares

esto es,

P b
a −N b

a ≥ f(b)− f(a). (1.3)

En consecuencia, de (1.2) y (1.4) se sigue

P b
a −N b

a = f(b)− f(a).

Ahora veamos que T b
a = P b

a + N b
a, la segunda parte del teorema. Para este fin, con-

sideremos una partición ξ de [a, b], en consecuencia p
ξ
+ n

ξ
= t

ξ
≤ T b

a < ∞, esto es,

T b
a ≥ p

ξ
+ n

ξ
.

De (1.1) obtenemos que n
ξ
= p

ξ
− f(b) + f(a), y en consecuencia,

T b
a ≥ p

ξ
+ n

ξ
= p

ξ
+ p

ξ
− f(b) + f(a) = 2p

ξ
− f(b) + f(a)

2p
ξ

≤ T b
a + f(b)− f(a)

luego
T b
a + f(b)− f(a)

2
es cota superior para el conjunto {p

ξ
: ξ ∈ π([a, b])}, por lo

tanto,

sup{p
ξ
: ξ ∈ π([a, b])} = P b

a ≤ T b
a + f(b)− f(a)

2
2P b

a ≤ T b
a + f(b)− f(a)

T b
a ≥ f(a)− f(b) + 2P b

a

T b
a ≥ N b

a − P b
a + 2P b

a

T b
a ≥ N b

a + P b
a . (1.4)

Ahora bien, dado que T b
a ≤ N b

a + P b
a y de (1.4), se obtiene T b

a = N b
a + P b

a . �

Jordan además de presentar el concepto de funciones de variación acotada demuestra

una caracterización de estas funciones: una función es de variación acotada si y sólo

si se puede escribir como diferencia de funciones monótonas, en particular funciones

crecientes.

La relevancia de este resultado radica en que un gran número de propiedades de las

funciones monótonas se pueden transferir a las funciones que tienen variación acotada.

A continuación se presenta formalmente este resultado.
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CAPÍTULO 1. Preliminares

Teorema 1.4. Las funciones g(x) = P x
a y h(x) = Nx

a son funciones crecientes, como

función de x.

Teorema 1.5 (Teorema Jordan). Una función f es de variación acotada sobre [a, b] si

y sólo si f es la diferencia de dos funciones monótonas a valores reales sobre [a, b].

Demostración. Sea f una función de variación acotada y definimos las funciones

g(x) = P x
a y h(x) = Nx

a para a ≤ x ≤ b las cuales son funciones crecientes a valores

reales, de acuerdo al teorema 1.5.

El lema (1.3) nos garantiza:

f(x)− f(a) = P x
a −Nx

a

f(x) = f(a) + g(x)− h(x)

f(x) = g(x)− (h(x)− f(a)).

Teniendo en cuenta que la traslación de una función monótona creciente sigue siendo

creciente, entonces f se puede expresar como la diferencia de dos funciones monótonas

crecientes.

Rećıprocamente, sean f = g − h con g y h crecientes, entonces para ξ = {xi}ni=0 una

partición del intervalo [a, b]

V (f, ξ) =
n∑

i=1

|f(xi)− f(xi−1)|

=
n∑

i=1

|g(xi) + h(xi)− g(xi−1)− h(xi−1)|

≤
n∑

i=1

|g(xi)− g(xi−1)|+
n∑

i=1

|h(xi)− h(xi−1)|

= |g(b)− g(a)|+ |h(b)− h(a)| < ∞,

esto es, T b
a(f) ≤ g(b)− g(a) + h(b)− h(a) < ∞ quedando demostrado el teorema. �

Corolario 1.6. Si f es una función de variación acotada en [a, b], entonces f ′(x) existe

para casi todo x en [a, b].

Demostración. Como f es una función de variación acotada en [a, b], por el teorema

1.5 f puede ser expresada como la diferencia de dos funciones crecientes y por el teorema
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CAPÍTULO 1. Preliminares

de Lebesgue 1.1, cada una de estas funciones es diferenciable en casi todo punto de [a, b].

Además, dado que la diferencia de funciones diferenciables es diferenciable se tiene que

f ′(x) existe para casi todo x en [a, b]. �

Dado que la discontinuidad de las funciones monótonas son a lo más de salto, esto es

los ĺımites f(x+) := ĺım
x→x+

f(x) y f(x−) := ĺım
x→x−

f(x) existen para cada x, y son a lo más

una cantidad numerable (Ver [21]), se sigue que cualquier función de variación acotada

es continua excepto, posiblemente, en una cantidad numerable de puntos.

§1.3. Diferenciación de una Integral

A continuación se presentan algunos resultados importantes sobre la teoŕıa de funciones

integrables y su comparación con las funciones de variación acotada.

Lema 1.7 ([21]). Si f : [a, b] → R es Riemann integrable en [a, b], entonces la función

F definida por

F (x) =
∫ x

a
f(t)dt

es una función continua de variación acotada.

Demostración. Primero demostremos que F es continua. En efecto, sean c ∈ [a, b] y

ϵ > 0. Al ser f integrable sobre [a, b] está, por definición, acotada en [a, b]; digamos que

|f(x)| ≤ M , para alguna constante M > 0.

Si h > 0, entonces

F (c+ h)− F (c) =

∫ c+h

a
f(x)dx−

∫ c

a
f(x)dx

=

∫ c+h

c
f(x).

f

y 

a c c h+

f

( ) ( )F c h F c+ -

Ahora bien, dado que |f(x)| ≤ M se tiene que

−M · h ≤
∫ c+g

c

f(x)dx ≤ M · h. (1.5)

8



CAPÍTULO 1. Preliminares

Si h < 0,

F (c+ h)− F (c) =

∫ c+h

a
f(x)dx−

∫ c

a
f(x)dx

=

∫ c

c+h
f(x) = −

∫ c+h

c
f(x).

Aśı, de forma similar al caso anterior,

−M ≤ f(x) ≤ M

−
∫ c

c+h

Mdx ≤
∫ c

c+h
f(x) ≤

∫ c

c+h

M

hM ≤
∫ c

c+h
f(x) ≤ −hM. (1.6)

Luego, de (1.5) y (1.6) se obtiene que

|F (c+ h)− F (c)| ≤ M |h|.

Por lo tanto, si |h| < ϵ

M
, se obtiene que

|F (c+ h)− F (c)| ≤ M |h| < ϵ.

Esto demuestra que F es continua.

Veamos ahora que F es de variación acotada. Para ello, consideramos una partición

ξ := {xi}ki=0 de [a, b], entonces

tξ =
k∑

i=1

|F (xi)− F (xi−1)|

=
k∑

i=1

∣∣∣∣∫ xi

a

f(t)dt−
∫ xi−1

a

f(t)dt

∣∣∣∣
=

k∑
i=1

∣∣∣∣∫ xi

xi−1

f(t)dt

∣∣∣∣
≤

k∑
i=1

∫ xi

xi−1

|f(t)|dt

≤
∫ a

b

|f(t)|dt < ∞.

Luego, T b
a < ∞ y aśı F es de variación acotada. �

9
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Teorema 1.8. Si f es Lebesgue integrable en [a, b] y
∫ x

a
f(t)dt = 0 para todo x ∈ [a, b],

entonces f(t) = 0 casi en todo punto en [a, b].

Demostración. Comenzamos definiendo los siguientes conjuntos:

En,+ = {x : f(x) > 1/n}

E+ = {x ∈ [a, b] : f(x) > 0} =
∪
n

En,+

En,− = {x : f(x) < −1/n}

E− = {x ∈ [a, b] : f(x) < 0} =
∪
n

En,−

E = {x ∈ [a, b] : f(x) ̸= 0} = E+
∪

E−.

Note que, si x ∈ E+ se tiene que f(x) > 0 y aśı podemos hallar un entero positivo

k tal que kf(x) > 1, por lo tanto, x ∈ Ek,+. Esto verifica que E+ ⊂ Ek,+ ⊆
∪
n

En,+.

Rećıprocamente, si x ∈
∪
n

En,+ se tiene que x ∈ Ek,+ para algún entero positivo k por

lo que satisface en cuyo caso f(x) > 1
k
> 0, es decir, x ∈ E+. Con esto se verifica que

E+ =
∪
n

En,+.

De forma análoga, se demuestra que que E− =
∪
n

En,−.

Veamos que la medida de Lebesgue de E es cero, es decir, m(E) = 0. Supongamos que

este no es el caso, es decir, m(E) > 0 entonces m(E+) > 0 o m(E−) > 0, y sin pérdida

de generalidad supongamos que m(E+) > 0.

Dado que f es integrable, f es medible y en consecuencia En,+ es medible para todo

n ∈ N∗

Al menos uno de los En,+ tiene medida positiva pues si todos los En,+ tienen medida

cero, entoncesm(E+) = 0 ya quem(E+) ≤
∑
n

m(E+) = 0 lo cual contradice lo supuesto

de que m(E+) > 0

Digamos que m(EN) > 0 y también m(EN) < ∞ por ser cada En,+ medible. Entonces

dado ϵ > 0 existe un conjunto cerrado F ⊆ EN tal que

m(EN \ F ) < ϵ

Luego,

m(EN) = m(F ) +m(EN \ F ) < m(F ) + ϵ

10
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Asi,

m(F ) > m(EN)− ϵ

Si tomamos ϵ = m(EN )
2

, entonces m(F ) > 0.

Sea A = [a, b] \ F el cual es abierto en R y por lo tanto se puede escribir como unión

numerable y disjunta de intervalos abiertos, entonces existen (an, bn) con n ∈ N∗ tales

que

A =
∪
n

(an, bn)

por otra parte ∫
F

f ≥
∫
F

1

N

=
1

N
m(F )

> 0

0 =

∫ b

a

f =

∫
A

f +

∫
F

f ⇒
∫
A

f = −
∫
F

f ̸= 0

Pero ∫
A

f =

∫
∪
n
(an,bn)

f =
∑
n

bn∫
an

f =
∑
n

 bn∫
a

f −
an∫
a

f

 =
∑
n

(0− 0) = 0

Lo cual es una contradicción que proviene de suponer que m(E) > 0

Asi, m(E) = 0 y entonces f(t) = 0 casi en todo punto en [a, b]. �

Lema 1.9. Si f es acotada y medible sobre [a,b] y F (x) =
∫ x

a
f(t)dt + F (a) entonces

F ′(x) = f(x) para casi todo punto de [a, b].

Demostración. Ya se ha visto que F es continua y de variación acotada en [a,b], por

tanto es diferenciable casi en todo punto de [a, b]. Para n ∈ N,sea fn(x) = n[F (x+ 1
n
)−

11
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F (x)] como f es acotada existe k > 0 tal que |f(t)| ≤ k para todo t ∈ [a, b] y aśı

|fn(x)| = n|F (x+
1

n
)− F (x)|

= n|
∫ x+ 1

n

a

f(t)dt−
∫ x

a

f(t)dt|

= n|
∫ x+ 1

n

x

f(t)dt|

≤ n

∫ x+ 1
n

x

|f(t)|dt

≤ n

∫ x+ 1
n

x

kdt

= k

es decir |fn(x)| ≤ k para todo n, y además

ĺım
n→∞

fn(x) = ĺım
n→∞

(n[F (x+
1

n
)− F (x)])

= ĺım
n→∞

F (x+ 1
n
)− F (x)
1
n

= F ′(x) casi en todo punto de [a, b]

También tenemos que {fn} es una sucesión de funciones medibles por ser F continua y

en consecuencia medible. Entonces aplicando el teorema de convergencia acotada, para

p ∈ [a, b] tenemos que ∫ p

a

F ′ = ĺım
n→∞

∫ p

a

fn

= ĺım
n→∞

(n

∫ p

a

F (x+
1

n
)− F (x))dx

= ĺım
n→∞

(n

p+ 1
n∫

a+ 1
n

F (t)dt−
∫ p

a

F (t))dt

∫ p

a

F ′ = ĺım
n→∞

(n

p+ 1
n∫

p

F (t)dt−

a+ 1
n∫

a

F (t))dt (1.7)

Veamos que ĺım
n→∞

n
p+ 1

n∫
p

F (t)dt = F (p) para todo p ∈ [a, b]

Dado que F es continua en p, para ϵ > 0 existe δ > 0 tal que

12
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|t− p| < δ ⇒ |F (t)− F (p)| < ϵ

Por la propiedad arquimediana, sea n ∈ N tal que 1
N

< δ entonces

n ≥ N ⇒ 1
n
≤ 1

N
< δ

∣∣∣∣∣∣∣n
p+ 1

n∫
p

F (t)dt− F (p)

∣∣∣∣∣∣∣ = |n

p+ 1
n∫

p

F (t)dt− n

p+ 1
n∫

p

F (p)dt|

≤ n

p+ 1
n∫

p

|F (t)− F (p)| dt

< nϵ
1

n

= ϵ

De esta forma, de (1.7) tenemos que
p∫
a

F ′=F (p)− F (a)=
p∫
a

f para todo p ∈ [a, b]

Luego

p∫
a

(F ′ − f)=0 para todo p ∈ [a, b]

Como F ′ y f son integrables por el lema 1.6 F−f= 0 casi en todo punto en [a, b] entonces

F ′ = f casi en todo punto en [a, b] �

Teorema 1.10. Sea f una función integrable sobre [a, b] y suponga que F (x) = F (a)+∫ x

a
f(t)dt. Entonces F ′(x) = f(x) en c.t.p de [a, b].

Demostración.

Por definición f es integrable si y solo si f+ y f− son integrables. Supongamos sin

perdida de generalidad que f ≥ 0, en este caso, F es una función creciente y por tanto

diferenciable c.t.p en [a, b] y en virtud al corolario 1.2 se obtien
∫ b

a
F ′ ≤ (F (b)− F (a)).

Ahora, para cada n ∈ N , consideramos:

fn(x) =

f(x), si f(x) ≤ n

n, si f(x) > n,

13
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fn ≥ 0, fn ≤ f

Aśı, f − fn ≥ 0 , fn es integrable ∀n.
Sea Gn(x) =

∫ x

a
(f − fn)(t)dt luego Gn(x) es creciente, diferenciable c.t.p en [a, b].

G′
n ≥ 0 c.t.p ∫ x

a
f(t)dt = Gn(x) +

∫ x

a
fn(t)dt

Por el lema anterior

F ′ = d
dx
(
∫ x

a
f(t)dt)= G′

n(x) + fn(x) ≥ fn(x)

Luego F ′(x) ≥ fn(x)∀n Por tanto

F ′(x) ≥ f(x) = ĺım
n

fn(x) (1.8)∫ b

a

F ′ ≥
∫ b

a

f = F (b)− F (a)

De esta forma ∫ b

a

F ′ = F (b)− F (a) =

∫ b

a

f

Lo que implica que ∫ b

a
(F ′ − f) = 0

por (1.8) F ′−f≥ 0 c.t.p

Por tanto F ′ = f c.t.p de [a, b] �

§1.4. Funciones absolutamente continuas

En 1905 es Vitali [22] quien introduce un primer concepto de las funciones absolu-

tamente continuas. Es importante para este trabajo hacer una breve reseña de las

propiedades de dichas funciones, por su estrecha relación con las funciones de variación

acotada.

Definición 1.3. Diremos que una función f : [a, b] → R es absolutamente continua en

[a, b] si dado ϵ > 0 existe δ > 0 tal que para cualquier colección de intervalos abiertos

disjuntos dos a dos {(xi, x
′
i)}i=1 en [a, b] que verifiquen la condición

n∑
i=1

|x′
i − xi| < δ,

se tiene que
n∑

i=1

|f(x′
i)− f(xi)| < ϵ.

14
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El espacio de las funciones absolutamente continuas en el intervalo [a, b] se denota por

AC[a, b], es conocido que toda función absolutamente continua en [a, b] es continua en

[a, b] y tiene variación acotada. Este segundo resultado se presenta formalmente como

el siguiente lema.

Teorema 1.11. Si f es absolutamente continua en [a,b] entonces f es de variación

acotada.

Demostración. Para ϵ = 1, de la continuidad absoluta de f se tiene que, existe un

δ > 0 tal que {(xi, x
′
i)}ni=1 disjuntos tal que

n∑
i=1

|x′
i − xi| < δ se tiene que:

n∑
i=1

|f(x′
i)− f(xi)| < 1.

Sean k ∈ N tal que
b− a

k
< δ <

b− a

k − 1
, P = {a = t0, t1, t2, ..., tn = b} ∈ π([a, b]),

Q = {xi = a+ i b−a
k
/i = 0, 1, ..., k} y P ′ = P ∪Q, entonces

∑
(f, P ) =

n∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)|

≤
k−1∑
i=0

ni+1∑
j=n1+1

|f(sni
+ j + 1)− f(sni

+ j)|

<
k−1∑
i=0

1

= k

Dado que P es arbitraria se tiene que

T b
a ≤ k < ∞

�
El siguiente teorema es consecuencia inmediata del corolario 1.6 y el teorema anterior

1.11.

Corolario 1.12. Si f : [a, b] → R es absolutamente continua entonces f es diferenciable

casi en todas partes de [a, b].
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Lema 1.13. Si f es absolutamente continua en[a, b] y f ′=0 c.t.p en [a, b], entonces f

es constante.

Demostración. Elegimos c ∈ (a, b]. Nuestro objetivo consiste en verificar que f(c) =

f(a). Sea A ⊆ (a, c) tal que m(A) = c − a y f ′(x) = 0 para todo x ∈ [a, c]. Elegimos

números arbitrarios ϵ > 0 y η > 0. Dado que f es absolutamente continua, existe δ > 0

de manera que para toda colección finita {(ai, bi)} de intervalos disjuntos en [a, b] tales

que

n∑
i=1

(bi − ai) < δ se cumple la desigualdad
n∑

i=1

|f(bi)− f(ai)| < ϵ.

Además, dado que f ′(x) = 0 para cada x ∈ A, de la definición de derivada existe un

y > x de forma que

|f(y)− f(x)| < η(y − x).

Los intervalos de este tipo forman una cobertura de Vitali de A, aśı podemos elegir una

familia {[xk, yk]}nk=1 de intervalos disjuntos tales que
n∑

i=1

(yi−xi) > c− a− δ. Pongamos

y0 = a, xn+1 = c y consideremos la partición

a = y0 < x1 < y1 < x2 < y2 < · · · < xm < ym < xn+1 = c.

Tendremos que

|f(c)− f(a)| ≤
n∑

k=1

|f(yk)− f(xk)|+
n∑

k=1

|f(xk+1 − f(yk)| ≤ η(c− a) + ϵ.

De la arbitrariedad de η y ϵ, se obtiene que f(c) = f(a). �

Teorema 1.14. Sea f ∈ AC[a, b]. Entonces f(x) = f(a) +
∫ x

a
f ′(t)dt.

Demostración. Sea f ∈ AC[a, b], entonces el teorema 1.11 nos garantiza que f es de

variación acotada y en consecuencia f puede escribirse como diferencia de dos funciones

crecientes, digamos f = f1 − f2. De ah́ı,

|f ′(x)| ≤ f ′
1(x) + f ′

2(x),
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y ∫ b

a

|f ′(x)|dx ≤ f1(b)− f1(a) + f2(b)− f2(a)

por el teorema sobre la derivada de una función monótona. Esto demuestra que f ′ es

integrable.

Consideremos ahora,

g(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t)dt.

Entonces g ∈ AC[a, b] y h = f − g ∈ AC[a, b]. Luego, g′ = f ′ en casi todas partes

de [a, b]. Por ello, h(x) = 0 en casi todo punto de [a, b], y por el lema anterior h es

constante, h(x) = h(a) = 0 para todo x ∈ [a, b], esto es f = g. �

Teorema 1.15. Una función F : [a, b] → R es una integral indefinida entonces F es

absolutamente continua.

Demostración. Supongamos que F (x) =
∫ x

a
f para x ∈ [a, b] con f una función

integrable en [a, b]. Sea ϵ > 0 entonces existe δ > 0 de manera que

m(A) < δ implica que

∫
A

|f | < ϵ. (1.9)

Consideremos {(xi, x
′
i)}ni=1 disjuntos y (xi, x

′
i) ⊆ [a, b] tales que

n∑
i=1

|x′
i−xi| < δ, entonces

n∑
i=1

|F (x′
i)− F (xi)| =

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
∫ x′

i

a

f(t)dt−
∫ xi

a

f(t)dt

∣∣∣∣∣
=

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
∫ x′

i

xi

f(t)dt

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∫ x′
i

xi

|f(t)|dt

=

∫
∪
i
(xi,x′

i)

|f |.
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Note que los {(xi, x
′
i)}ni=1 son tales que

n∑
i=1

|x′
i − xi| < δ, aśı m(

n∪
i=1

(xi, x
′
i)) < δ, esto

implica de (1.9) que

n∑
i=1

|F (x′
i)− F (xi)| ≤

∫
∪
i
(xi,x′

i)

|f | < ϵ.

�
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Capı́tulo 2
Funciones de p-Variación Acotada

§2.1. Introducción

Sea h una función continua a la derecha en un intervalo compacto K. Se ha demostrado

que si para toda función continua g las sumas Riemann-Stieltjes

n∑
i=1

g(yi)[h(xi+1)− h(xi)]

convergen para toda partición {xi}ni=0 y subdivisiones intermedias {yi}ni=0 de K, en-

tonces h es de variación acotada.

Una pregunta interesante que surge es: ¿Es posible restringir el espacio de los integran-

dos y conseguir la convergencia de la sumas de Riemann-Stieltjes de un integrador que

no es de variación acotada?

Una respuesta es dada en base al concepto de funciones de p-variación acotada, con la

cual se puede demostrar la convergencia de las sumas Riemann-Stieltjes para integran-

dos adecuados.

En este caṕıtulo sólo se presentan las funciones de p-variación acotada, base fundamental

para estudiar luego la relación de estas funciones con la integral de Riemann-Stieltjes; y

posteriormente sus aplicaciones tanto en el cálculo estocástico como en las matemáticas

financieras, dado que se ha demostrado gran aplicabilidad en estos campos (Ver [6, 7]).
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§2.2. p-variación

En [23] Wiener introdujo el concepto de funciones de p-variación acotada (p > 0), en

1924, como una generalización del concepto de variación acotada dado por Jordan,

donde juega un papel fundamental la función φ(t) = tp con p ≥ 1. Debemos recordar

que esta función es una función convexa, por lo cual satisface algunas desigualdades

conocidas, relacionada con las funciones convexas. Recordemos que una función φ :

[a, b] → R se dice convexa, si para todo x, y ∈ [a, b] y λ ∈ [0, 1],

φ(λx+ (1− λ)) ≤ λφ(x) + (1− λ)φ(y). (2.1)

Para x, y ∈ [a, b], α+ β > 0, (2.1) es equivalente a

φ

(
αx+ βy

α+ β

)
≤ αφ(x) + βφ(y)

α+ β
. (2.2)

Ver [14].

Definición 2.1. Sea f : [a, b] → R, 1 ≤ p < ∞ y ξ = {ti}ni=0 una partición de [a, b]. Se

define la variación de f con respecto a ξ por

Vp(f, ξ) :=

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p
) 1

p

.

Se define la p-variación de f como

Vp(f ; a, b) := sup
ξ

Vp(f, ξ) = sup
ξ

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p
) 1

p

. (2.3)

Si Vp(f) < +∞ se dice que f tiene p-variación acotada sobre [a, b].

En caso de no existir posibilidad de confusión, si está claro el intervalo donde se trabaja,

emplearemos Vp(f) en lugar de Vp(f ; a, b).

El conjunto de todas las funciones de p-variación acotada se denotará por Vp[a, b].

Aparentemente, Wiener trató sobre todo el caso p = 2, llamada también variación

cuadrática. Para el caso p ̸= 2, la primera gran obra, incluyendo la teoŕıa de la teoŕıa

de dualidad, se llevó a cabo a finales de 1930 por L.C Young, en parte con E. R. Love.

Definición 2.2. Para la función f : [a, b] → R se define V∞(f) como:

V∞(f) := sup {|f(x)− f(y)|; x, y ∈ [a, b]} .
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Note que si f es acotada, f tiene una oscilación finita.

Al conjunto V∞[a, b] se le puede dotar de todas las operaciones, usuales, de suma y

multiplicación por un escalar. Esto es,

(f + g)(x) := f(x) + g(x) y (αf)(x) = αf(x), (2.4)

para cada x ∈ [a, b] y escalar α. Este es un espacio vectorial, es fácil verificar que tanto

la suma como el producto por un escalar, están en el espacio. En efécto: Sean f y g en

V∞[a, b], esto es V∞(f) < ∞ y V∞(g) < ∞. Ahora

V∞(f + g) = sup {|(f + g)(x)− (f + g)(y)|, x, y ∈ [a, b]}

= sup {|f(x)− f(y) + g(x)− g(y)|, x, y ∈ [a, b]}

≤ sup {|f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)|, x, y ∈ [a, b]}

≤ sup {|f(x)− f(y)|, x, y ∈ [a, b]}+ sup {|g(x)− g(y)|, x, y ∈ [a, b]}

= V∞(f) + V∞(g).

Por lo tanto (f + g) ∈ V∞[a, b].

Por otra parte, sea f ∈ V∞[a, b] y α un escalar,

V∞(αf) = sup{|(αf)(x)− (αf)(y)| x, y ∈ [a, b]}

= sup{|αf(x)− αf(y)| x, y ∈ [a, b]}

= sup{|α(f(x)− f(y))| x, y ∈ [a, b]}

≤ |α| sup{|f(x)− f(y)| x, y ∈ [a, b]}

≤ |α|V∞(f).

Por lo tanto (αf) ∈ V∞[a, b]

Teorema 2.1. El espacio V∞,0[a, b] := {f ∈ V∞[a, b] : f(a) = 0} es un espacio de

Banach con la norma

∥f∥∞ = sup{|f(x)− f(y)|; x, y ∈ [a, b]}.

Demostración. Sea {fn} una sucesión de Cauchy en V∞,0[a, b], entonces dado ϵ > 0
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existe n0 ∈ N, tal que,

n,m > n0 ⇒ ∥fn − fm∥∞ < ϵ

⇒ sup{|(fn − fm)(t)|, t ∈ [a, b]} < ϵ

⇒ |fn(t)− fm(t)| < ϵ ∀t ∈ [a, b].

Esto significa, que para cada t ∈ [a, b], la sucesión {fn(t)}n∈N es una sucesión de Cauchy

en R, por lo tanto es convergente. Se define una función f : [a, b] → R de la forma:

f(t) := ĺım
n→∞

fn(t), t ∈ [a, b]. (2.5)

Veamos que ∥fn − f∥∞ → 0. Para tal fin, consideremos ϵ > 0, y como antes, podemos

elegir N ∈ N de forma que

∥fn − fm∥∞ < ϵ para cada n,m ≥ N.

En consecuencia,

|(fn − fm)(x)− (fn − fm)(y)| < ϵ para cadax, y ∈ [a, b] y cada n,m ≥ N. (2.6)

Luego, para cada par x, y ∈ [a, b] y k > N fijo, en virtud de la continuidad de la función

valor absoluto, tendremos que:

ĺım
n→∞

|(fk − fn)(x)− (fk − fn)(y)| = | ĺım
n→∞

(fk − fn)(x)− ĺım
n→∞

(fk − fn)(y)|

= |(fk − f)(x)− (fk − f)(y)|.

Aśı, si hacemos uso de (2.6) y la igualdad anterior nos permite concluir que

|(f − fm)(x)− (f − fm)(y)| =
∣∣∣( ĺım

n→∞
fn − fm

)
(x)−

(
ĺım
n→∞

fn − fm

)
(y)
∣∣∣ < ϵ, (2.7)

para cada x, y ∈ [a, b] y cada m ≥ N . De aqúı se tiene que ∥f − fm∥∞ → 0.

Además, como fk ∈ V∞,0[a, b], para cada x, y ∈ [a, b] tendremos que

|f(x)− f(y)| − ∥fk∥∞ ≤ |f(x)− f(y)| − |fk(x)| − |fk(y)| ≤ |(f − fk)(x)− (f − fk)(y)| ≤ ϵ,

es decir,

|f(x)− f(y)| ≤ ϵ+ ∥fk∥∞ para todo k ≥ N y todo x ∈ [a, b].

Esto garantiza, conjuntamente con (2.5), que f ∈ V∞,0[a, b]. �
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§2.3. Propiedades

El concepto de funciones de p-variación acotada representa una generalización del con-

cepto de variación acotada, como puede observarse en la definición (2.3) si reemplazamos

p por 1, es decir, la 1-variación coincide con la definición clásica de funciones de variación

acotada. Por tal razón, es importante conocer si las propiedades conocidas de funciones

de variación acotada las preserva esta nueva definición.

Teorema 2.2. Toda función de p-variación acotada en el intervalo cerrado [a, b] es

acotada en ese intervalo.

Demostración. Sea x ∈ [a, b], y consideremos la partición {a, x, b}

|f(x)| = |f(x)− f(a) + f(a)− f(b) + f(b)|

≤ |f(x)− f(a)|+ |f(b)− f(a)|+ |f(b)|

≤ |f(x)− f(a)|p + |f(b)− f(a)|p + |f(b)|

≤ |Vp(f)|p + |f(b)|

por lo tanto f es acotada en [a, b]. �

Lema 2.3. Sea f una función de p-variación acotada entonces g = f ± a ∀a ∈ R es

también de p-variación acotada.

Demostración. En efecto, como f es de p-variación acotada se tiene que

Vp(f) = sup
π
(

n∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p)
1
p < ∞.

Ahora sin perder generalidad tomemos g = f + a , aśı

Vp(g) = sup
π

(
n∑

i=1

|g(ti)− g(ti−1)|p
) 1

p

= sup
π

(
n∑

i=1

|(f + a)(ti)− (f + a)(ti−1)|p
) 1

p

= sup
π

(
n∑

i=1

|f(ti) + a− f(ti−1)− a|p
) 1

p

= sup
π

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p
) 1

p

< ∞.
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Por lo tanto g es de p-variación acotada y Vp(f + a) = Vp(f). �

Teorema 2.4. Toda función de la clase Lip 1
p
[a, b] (1 ≤ p < ∞) es de p-variación

acotada en [a, b].

Demostración. Sea f de Lip 1
p
[a, b], esto es, para todas x, y de f de [a, b] se tiene

|f(x)− f(y)| ≤ M |x− y|
1
p

donde M es una constante que sólo depende de f , entonces(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p
) 1

p

≤ M

(
n∑

i=1

|ti − ti−1|
) 1

p

,

esto es, (
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p
) 1

p

≤ M(b− a)
1
p ,

para toda partición π : a = t0 < t1 < ... < tn = b de [a, b]. De aqúı se deduce que

Vp(f) ≤ M(b− a)
1
p .

Aśı f es de p-variación acotada en [a, b]. �
En el siguiente ejemplo se presenta una función que cumple con la condición de suficien-

cia para la pertenencia de una función f al espacio Vp[a, b] demostrada anteriormente.

Ejemplo 1 (Función de Weierstrass). Sea a un número natural mayor que 1. Entonces

la función

f(x) =
∞∑
n=1

a
−n
2 cos(2πanx) x ∈ [0, 1]

es de 2-variación acotada.

Veamos que la serie

∞∑
n=1

a
−n
2 cos(2πanx) (2.8)

converge absolutamente para a > 1, en efecto

∞∑
n=1

|a
−n
2 || cos(2πanx)| <

∞∑
n=1

∣∣∣a−n
2

∣∣∣ = ∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1an
2

∣∣∣∣ = ∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1
a

1
2

∣∣∣∣n .
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Además, note que

a > 1 ⇒ 1

a
< 1 ⇒ 1

a
1
2

< 1,

aśı la serie
∞∑
n=1

(
1

a
1
2

)n

es una serie geométrica, de razón
1

a
1
2

, la cual es convergente.

Aśı, el criterio de comparación para series nos garantiza que, la serie (2.8) converge

absolutamente. Luego f(x) está bien definida y además es continua, por ser ĺımite

uniforme de una sucesión de funciones continuas.

En efecto, calculemos la diferencia f(x + h)− f(x) para un número real h cualquiera.

Consideremos el caso en que h <
1

2a
con h ̸= 0,

|f(x+ h)− f(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

a
−n
2 cos(2πan(x+ h))−

∞∑
n=1

a
−n
2 cos(2πanx)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

a
−n
2 (cos(2πan(x+ h))− cos(2πanx))

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
n=1

a
−n
2 |cos(2πan(x+ h))− cos(2πanx)| . (2.9)

Por otra parte la identidad trigonométrica

cos(α)− cos(β) = −2sen

(
α+ β

2
)sen(

α− β

2

)
es valida para todos α y β números reales. Aśı

| cos(2πan(x+ h))− cos(2πanx)|

=

∣∣∣∣2sen(2πan(x+ h) + 2πanx

2

)
sen

(
2πan(x+ h)− 2πanx

2

)∣∣∣∣
= |2sen(πan(2x+ h))sen(πanh)|. (2.10)

Luego de (2.9) y (2.10) se tiene que

|f(x+ h)− f(x)| ≤
∞∑
n=1

a
−n
2 |2sen(πan(2x+ h))sen(πanh)|.

Ahora bien, la función sen(x) está acotada para cualquier x, esto es |sen(x)| ≤ 1, aśı

|f(x+ h)− f(x)| ≤
∞∑
n=1

a
−n
2 |2sen(πanh)|.
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Además, dado que ah <
1

2
, tendremos que

h > 0 ⇒ a <
1

2h
=

1

2|h|
⇒ −a >

1

−2|h|
(2.11)

h < 0 ⇒ a >
1

2h
⇒ −a <

1

−2h
=

1

2|h|
. (2.12)

De (2.11) y (2.12) se tiene que

− 1

2|h|
< −a <

1

2|h|
⇒ 1

2|h|
> a > − 1

2|h|
⇒ a <| 1

2|h|
|= 1

2|h|
.

Aśı,

loga a < loga

(
1

2|h|

)
, esto es 1 < loga

(
1

2|h|

)
.

Podemos entonces elegir n0 ∈ N de manera que

n0 < loga

(
1

2|h|

)
≤ n0 + 1

⇒ an0 <
1

2|h|
≤ an0+1

⇒ an0 |h| < 1

2
≤ an0+1|h|. (2.13)

Verifiquemos que:

|sen(πanh)| ≤ πan|h| para n ≤ n0

|sen(πanh)| ≤ 1 para n ≥ n0.

En efecto, si n ≤ n0 y h > 0 , como a > 1

an ≤ an0 ⇒ πhan ≤ πhan0 = π|h|an0 ≤ π

2

⇒ 0 < πhan ≤ π

2

Ahora bien en el intervalo [0, π
2
] la función seno se encuentra por debajo de la función

identidad, esto es, sen(x) ≤ x.

Aśı

sen(πhan) ≤ πhan = π|h|an. (2.14)
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Por otra parte si n ≤ n0 y h < 0 , como a > 1

an ≤ an0 ⇒ −hπan ≤ −hπan0 = π|h|an0 ≤ π

2

⇒ 0 < −hπan ≤ π

2

⇒ −π

2
≤ hπan < 0.

Ahora bien en el intervalo [−π
2
, 0] la función seno se encuentra por encima de la función

identidad, aśı

sen(hπan) ≥ hπan

⇒ sen(hπan) ≥ −|h|πan. (2.15)

Luego de (2.14) y (2.15) se tiene que

−|h|πan ≤ sen(hπan) ≤ |h|πan.

Por lo tanto

|sen(hπan)| ≤ |h|πan.

Obteniendo aśı, lo deseado:

|sen(πanh)| ≤ πan|h| para n ≤ n0

y |sen(πanh)| ≤ 1 para n ≥ n0.

En consecuencia,

|f(x+ h)− f(x)| ≤
n0∑
n=1

a−
n
2 |2sen(πanh)|+

∞∑
n=n0+1

a−
n
2 |2sen(πanh)|

⇒ |f(x+ h)− f(x)| ≤
n0∑
n=1

a−
n
2 2|h|πan +

∞∑
n=n0+1

a−
n
2 |2|

= 2|h|π
n0∑
n=1

a
n
2 + 2

∞∑
n=n0+1

a−
n
2 .
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Ahora, dado que
n0∑
n=1

a
n
2 es una suma geométrica finita, se tiene que

n0∑
n=1

a
n
2 =

a
1
2

a
1
2 − 1

(a
n0
2 −

1) en efecto,

n0∑
n=1

a
n
2 = a

1
2 + a

2
2 + a

3
2 + ...+ a

n0
2

= a
1
2

(
1 + a

1
2 + a

2
2 + a

3
2 + ...+ a

n0−1
2

)
= a

1
2

(
1− a

n0
2

1− a
1
2

)

=
a

1
2

1− a
1
2

(1− a
n0
2 )

=
a

1
2

a
1
2
−1

(a
n0
2 − 1).

De la misma forma
∞∑

n=n0+1

a−
n
2 es una serie geométrica que converge para a > 1. Aśı

∞∑
n=n0+1

a−
n
2 =

a
1
2

a
1
2
−1

(
1

a
n0+1

2

)
.

De esta forma

|f (x+ h)− f (x) | ≤ 2π|h| a
1
2

a
1
2
−1

(
a

n0
2 − 1

)
+ 2

a
1
2

a
1
2
−1

(
1

a
n0+1

2

)
= 2

a
1
2

a
1
2
−1

[
π|h|

(
a

n0
2 − 1

)
+

(
1

a
n0+1

2

)]
= 2

a
1
2

a
1
2
−1

√
|h|√
|h|

[
π|h|

(
a

n0
2 − 1

)
+

(
1

a
n0+1

2

)]

= 2

√
a
√

|h|√
a− 1

π|h|
(
a

n0
2 − 1

)
√

|h|
+

1√
an0+1

√
|h|


= 2

√
a
√

|h|√
a− 1

[
π
√

|h|
(√

an0 − 1
)
+

1√
an0+1|h|

]
. (2.16)

Ahora de la desigualdad (2.13) y dado que
√
an0−1 <

√
an0 se obtiene |f(x+h)−f(x)| ≤
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2
√
2
√
a√

a− 1
(π
2
+ 1)

√
|h|. En efecto

π
√

|h|(
√
an0 − 1) +

1√
an0+1|h|

≤ π
√

|h|
√
an0 +

1√
an0+1|h|

≤ π
√

|h|an0 +
√
2

<
π√
2
+

√
2

= π

√
2

2
+

√
2

=
√
2
(π
2
+ 1
)
.

Por lo tanto

|f(x+ h)− f(x)| ≤ 2
√
2
√
a√

a− 1
(π
2
+ 1)

√
|h|.

Ahora sea k =
2
√
2
√
a√

a− 1

(π
2
+ 1
)
entonces |f(x+h)− f(x)| ≤ k

√
|h|, esto es, la función

f pertenece a las clases de Lip 1
2
[0, 1] y por el teorema 3.4, se obtiene que f también

pertenece a V2[0, 1].

En el caso en que h ≥ 1

2a
consideramos la aplicación lineal que mapea el intervalo [0, 1]

en

[
0,

1

2a

]
dada por y = 2ax y se procede de forma similar.

§2.4. Espacio Vp[a, b]

El objetivo de esta sección es demostrar que el conjunto formado por todas las funciones

f tales que Vp(f) < +∞ (1 < p < ∞) puede ser dotado de una norma con la cual es un

espacio de Banach. Por ello comenzamos dotando a Vp[a, b] de las operaciones básicas,

dadas en (2.4) y verificando que la p-variación define una seminorma sobre dicho espacio.

Para facilitar los cálculos, en el resto de la sección, trabajamos con el conjunto

Vp,0[a, b] := {f : [a, b] → R : Vp(f) < +∞ y f(a) = 0} . (2.17)

Comencemos verificando que la función Vp(·), es una seminorma.

Teorema 2.5. (i) La función V p
p (·) : Vp[a, b] → R es convexa y simétrica.

(ii) Vp(f) = 0 si y sólo si f es constante.
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Demostración.

(i) Sean 1 ≤ p < ∞, f, g ∈ Vp,0[a, b] y consideremos una partición ξ = {ti}ni=0 de

[a, b].

Entonces, haciendo uso de la desigualdad triangular (de valor absoluto) y de la convex-

idad de la función tp tendremos que, para cada α, β números reales no negativos tales

que α+ β = 1.

|(αf + βg)(ti)− (αf + βg)(ti−1)| ≤ α|f(ti)− f(ti−1)|+ β|g(ti)− g(ti−1)|

(|(αf + βg)(ti)− (αf + βg)(ti−1)|)p ≤ (α|f(ti)− f(ti−1)|+ β|g(ti)− g(ti−1)|)p

≤ α|f(ti)− f(ti−1)|p + β|g(ti)− g(ti−1)|p.

Esto es,

n∑
i=0

|(αf + βg)(ti)− (αf + βg)(ti−1)|p ≤
n∑

i=0

α|f(ti)− f(ti−1)|p +
n∑

i=0

β|g(ti)− g(ti−1)|p,

en consecuencia, V p
p (αf + βg) ≤ αV p

p (f) + βV p
p (g).

La simetŕıa se sigue como consecuencia inmediata de la simetŕıa de la función valor

absoluto.

(ii) Es claro que si f es constante, entonces Vp(f) = 0, además si suponemos que

Vp(f) = 0 y consideremos x ∈ [a, b], y sin pérdida de generalidad supongamos que

a ̸= x.

Este punto, determina la partición ξ = {a, x, b}, luego

|f(x)|p = |f(x)− f(a)|p ≤ Vp(f) = 0.

Esto nos garantiza que f(x) = 0, para todo x ∈ [a, b]. �
Como consecuencia inmediata de este teorema que Vp,0[a, b] es un espacio normado.

Teorema 2.6. El espacio Vp,0[a, b] (definido en (2.17)) es un espacio de Banach con la

norma ∥ · ∥Vp = Vp(·).

Demostración.

Primero debemos verificar que la variación satisface las condiciones necesarias para ser

norma. Es fácil verificar que si f ≡ 0 entonces Vp(f) = 0. Por otra parte, haciendo uso
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de la segunda parte del teorema 2.5, se tiene que Vp(f) = 0 si y sólo si f es constante

en [a, b], y dado que f(a) = 0 se tiene que f ≡ 0.

Por otra parte, si λ es un número real, tendremos que para toda partición ξ = {ti}ni=0

se tiene que

n∑
i=1

|(λf)(ti)− (λf)(ti−1)|p = |λ|p
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p,(
n∑

i=1

|(λf)(ti)− (λf)(ti−1)|p
)1/p

= |λ|

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p
)1/p

en consecuencia, Vp(λf) = |λ|Vp(f).

Para verificar que la Vp satisface la desigualdad triangular, consideremos f, g ∈ Vp[a, b]

y una partición ξ = {ti}ni=0, y haciendo uso de la desigualdad de Minkowski se tiene

que:(
n∑

i=1

|(f + g)(ti)− (f + g)(ti−1)|p
)1/p

=

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1) + (g(ti)− g(ti−1))|p
)1/p

≤

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p
)1/p

+

(
n∑

i=1

|g(ti)− g(ti−1)|p
)1/p

,

en consecuencia, Vp(f + g) ≤ Vp(f) + Vp(g).

Para completar la demostración, consideremos {fn} una sucesión de Cauchy en Vp,0[a, b],

aśı, dado ϵ > 0 podemos elegir n0 ∈ N de forma que

Vp(fn − fm) = ∥fn − fm∥Vp < ϵ para cada n,m > n0.

Note que, para cada par de elementos x, y ∈ [a, b], podemos elegir una partición ξ =

{ti}ni=0 de forma que x, y ∈ ξ. Luego,

|(fn − fm)(x)− (fn − fm)(y)|p <

n∑
i=1

|(fn − fm)(ti)− (fn − fm)(ti−1)|p

|(fn − fm)(x)− (fn − fm)(y)| <

(
n∑

i=1

|(fn − fm)(ti)− (fn − fm)(ti−1)|p
) 1

p

|(fn − fm)(x)− (fn − fm)(y)| < Vp(fn − fm) < ϵ. (2.18)

Por lo tanto

|(fn − fm)(x)− (fn − fm)(y)| < ϵ.
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Esto significa que {fn}n∈N es una sucesión de Cauchy en V∞,0[a, b], aśı el teorema 2.1

nos garantiza la existencia de una función f ∈ V∞,0[a, b], de forma que ∥fn − f∥∞ → 0.

Luego, dada una partición ξ = {ti}ni=0, podemos hallar un N ∈ N de manera que

|(f − fm)(ti)− (f − fm)(ti−1)| <
p
√

∥f − fm∥∞
p
√
n

para toda m ≥ N.

Luego,

|(f − fN )(ti)− (f − fN )(ti−1)|p <
∥f − fN∥∞

n(
n∑

i=1

|(f − fN )(ti)− (f − fN )(ti−1)|p
)1/p

<

(
n∑

i=1

∥f − fN∥∞
n

)1/p

= ∥f − fN∥1/p∞ .

Como esta desigualdad la podemos obtener para toda partición ξ se sigue que cuando

m → ∞, Vp(f − fm) → 0. Además, si procedemos de forma similar, podemos obtener

que

Vp(f, ξ) =

n∑
i=1

(
|f(ti)− f(ti−1)|

n

)p

≤ ∥f∥∞ < ∞,

esto es, f ∈ Vp,0[a, b]; Como esta desigualdad la podemos obtener para toda partición ξ

se sigue que cuando m → ∞, Vp(f−fm) → 0. Además, si procedemos de forma similar,

podemos obtener que

Vp(f, ξ) =
n∑

i=1

(
|f(ti)− f(ti−1)|

n

)p

≤ ∥f∥∞ < ∞,

esto es, f ∈ Vp,0[a, b]; con lo cual concluye la demostración. �

§2.5. Otras propiedades

Teorema 2.7. Sean p, q ∈ R, p, q > 1 entonces se cumple que Vp ⊆ Vq si p < q.

Demostración. Sea f ∈ Vp[a, b], el teorema 2.2 nos garantiza que f es acotada, en

consecuencia podemos considerar M = sup{|f(x) − f(y)|} : x, y ∈ R}. Entonces,
para una partición ξ = {ti}ni=0(

n∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)|q
) 1

q

=

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p|f(ti)− f(ti−1)|q−p

) 1
q

≤

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|pM q−p

) 1
q

≤ M q−p(Vp(f ; a, b)
p)

1
q < ∞.
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Dado que esta desigualdad se cumpla para cualquier partición ξ de [a, b] se sigue que

f ∈ Vq[a, b]. �

Teorema 2.8. Sea f ∈ Vp[a, b] y a < c < b, entonces se cumple:

(V p
p (f ; a, c) + V p

p (f ; c, b))
1/p ≤ Vp(f), (2.19)

donde Vp[α, β] representa la p-variación de la función f en el intervalo cerrado [α, β] ⊂
[a, b].

Demostración. Sea ξ = {ti}ni=0 una partición de [a, c], en este caso, ξ ∪ {b} es una

partición de [a, b], en cuyo caso

Vp(f, ξ) =
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p ≤
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p + |f(b)− f(c)|p = Vp(f, ξ ∪ {b}).

Esto significa, que Vp(f, ξ) ≤ Vp(f ; a, b), en consecuencia, f ∈ Vp[a, c] y Vp(f ; a, c) ≤
Vp(f ; a, b). De forma similar se obtiene que f ∈ Vp[c, b] y Vp(f ; c, b) ≤ Vp(f ; a, b).

Además, para verificar que se satisface (2.19) consideramos ϵ > 0, aśı haciendo uso de

la definición de p-variación, podemos garantizar la existencia de particiones ξ′ : a =

t′0 < t′1 < ... < t′m = c y ξ′′ : c = t′′1 < t′′2 < ... < t′′s = b de los intervalos [a, c] y [c, b]

respectivamente, tales que

m∑
i=1

|f(t′i)− f(t′i−1)|p > V p
p (f ; a, c) + ϵ/2

s∑
i=1

|f(t′′i )− f(t′′i−1)|p > V p
p (f ; c, b) + ϵ/2.

Note que ξ = ξ′ ∪ ξ′′ es una partición del intervalo [a, b], para la cual se cumple que

V p
p (f ; a, b) ≥

n∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p

=
m∑
i=1

|f(t′i)− f(t′i−1)|p +
s∑

i=1

|f(t′′i )− f(t′′i−1)|p

> V p
p (f ; a, c) + V p

p (f ; c, b) + ϵ.

Dado que esta desigualdad se cumple para cada ϵ > 0, se tiene que

V p
p (f ; a, b) ≥ V p

p (f ; a, c) + V p
p (f ; c, b),
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de lo cual se obtiene inmediatamente (2.19). �

En el caṕıtulo de preliminares se estudió una caracterización para las funciones de

variación acotada con respecto a la monotońıa, el siguiente teorema nos presenta una

propiedad de monotońıa de las funciones de p-variación acotada.

Teorema 2.9. Si f es una función de p-variación acotada en el intervalo cerrado [a, b]

entonces la función Vp(f ; a, x) es monótona creciente en [a, b].

Demostración. Sean x1, x2 ∈ [a, b] con x1 < x2, ξ una partición del intervalo [a, x1]

de la forma ξ : {a = t0, t1, ..., tn = x1} entonces ξ ∪ {x2} es una partición del intervalo

[a, x2].

Luego,

n∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p ≤
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p + |f(x2)− f(x1)|p

=
n+1∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p

≤ V p
p (f, a, x2).

Luego, dado que esto se cumple para toda partición ξ de [a, x1], V
p
p (f, a, x2) es una cota

superior para el conjunto de las sumas
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p lo que implica que

V p
p (f, a, x1) = sup

ξ

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p
)

≤ V p
p (f, a, x2).

De donde, Vp(f, a, x1) ≤ Vp(f, a, x2), quedando demostrado que Vp(f ; a, x) es monótona

creciente, como función de x. �
Antes de continuar, presentamos la siguiente definición.

Definición 2.3. Sea I ⊆ R un intervalo, una función f : I → R se llama reglada o

regular si para cada x ∈ I existen

f(x−) = ĺım
t→x−

f(t) y f(x+) = ĺım
t→x+

f(t).

Teorema 2.10. Sea f una función de p-variación acotada en [a, b]. Entonces f es

regular.
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Demostración. Supongamos lo contrario, que existe x ∈ [a, b] tal que el limite f(x−) =

ĺım
x→x−

f(t), no existe. Note que si f(x−) = ĺım
x→x−

f(t) = +∞, para cada n ∈ N, podemos

hallar δ > 0 de manera que

x− t < δ implica que f(t) > n.

En cuyo caso, para cada n ∈ N podemos elegir xn ∈ (a, b] tal que f(xn) > n.

De forma similar, si f(x−) = ĺım
x→x−

f(t) = −∞, para cada n ∈ N, podemos hallar γ > 0

de manera que

x− t < γ implica que f(t) < −n.

Aśı, para cada n ∈ N podemos elegir xn ∈ (a, b] tal que f(xn) < −n.

Cualquiera sea el caso, esto nos permite garantizar que podemos elegir una sucesión

{xn} que converge a x por la izquierda, tal que {f(xn)} no sea una sucesión de Cauchy,

esto es, existe ϵ0 ∈ R tal que para todo N ∈ N, existen n,m ≥ N para los que se cumple

|f(xn)− f(xm)| ≥ ϵ0. (2.20)

Ahora bien, los xn no necesariamente convergen de manera ordenada a x, sin embargo

dado que {xn} es una sucesión de números reales, se puede obtener una subsucesión

creciente, que denotaremos por {xnk
}k∈N. Luego, hacemos ξk : a = xn0 < xn1 < ... <

xnk+1
= x.

Note que estos elementos de la partición satisfacen (2.20), luego

|f(xni
)− f(xni−1

)|p ≥ ϵp0(
n∑

i=1

|f(xni
)− f(xni−1

)|p
) 1

p

≥ n
1
p ϵ0.

Es decir, las sumas

(
n∑

i=1

|f(xni
)− f(xni−1

)|p
) 1

p

crecen de manera no acotada, lo cual

contradice la hipótesis de que f es de p-variación acotada. Por lo tanto ĺım
t→x−

f(t) existe.

De forma similar se demuestra que ĺım
t→x+

f(x) existe, por lo cual podemos concluir que

f es regular. �

Teorema 2.11. Sea f una función de p-variación acotada en [a, b]. Entonces f sólo

tiene una cantidad numerable de discontinuidades, a lo sumo de primera especie.
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Demostración. Por el teorema 2.10 se tiene que si f es discontinua entonces la dis-

continuidad debe ser de primera especie.

Para completar la demostración, debemos verificar que el conjunto de las discontinuidades

es numerable. Definimos el conjunto

An =

{
x ∈ [a, b], |f(x)− f(x−)|p > 1

n
ó |f(x)− f(x+)|p > 1

n

}
.

Dado que la función f es de p-variación acotada estos conjuntos son finitos; dado que

la suma de la potencia p-ésima de todos los saltos de la función f no pueden ser mayor

a Vp(f). Ahora como An es finito, para cada n ∈ N entonces
∪
n

An es numerable. Por

lo tanto f tiene una cantidad numerable de discontinuidades. �

Definición 2.4 ([2, 10]). Sea X un espacio lineal normado. Se dice que X es separable

si existe una sucesión {xi}∞i=1 en X es denso en X.

Si recordamos que c0 = c0(N) denota un subespacio de ℓ∞ de todas las sucesiones

x = (xi) tales que ĺım
i→∞

xi = 0. Es conocido que este espacio es separable, en consecuencia

Teorema 2.12. El espacio Vp[a, b] es no separable.

Demostración. La demostración se basa en demostrar que todo subconjunto M de

Vp[a, b] denso es no numerable. En efecto, sea M un subconjunto denso de Vp[a, b]. Para

cada x0 del intervalo abierto (a, b), definimos sobre [a, b] la función caracteŕıstica de

{x0}, Xx0 , por:

Xx0(t) =

1 si t = x0

0 si t ̸= x0.

Es fácil verificar que cada Xx0 ∈ Vp, en consecuencia, existe {fx0
n } ⊆ M tal que ∥fx0

n −
Xx0∥ → 0, aśı, dado ε = 1/4 > 0 existe Nx0 ∈ N tal que

∥fx0
n −Xx0∥Vp < 1/4 para todo n ≥ Nx0 .

Consideramos ahora x0, y0 ∈ (a, b) tales que x0 < y0, entonces existen fx0
Nx0

, f y0
Ny0

∈ M

tales que

∥fx0
Nx0

−Xx0∥Vp < 1/4 y ∥f y0
Ny0

−Xy0∥Vp < 1/4. (2.21)
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Por otra parte

∥Xx0 −Xy0∥Vp = sup
ξ∈π[a,b]

(
n∑

i=1

|(Xx0 −Xy0)(ti)− (Xx0 −Xy0)(ti−1)|p
)1/p

(2.22)

Note que para todo z ∈ (a, b)− {x0, y0}

|(Xx0 −Xy0)(x0)− (Xx0 −Xy0)(a)|+ |(Xx0 −Xy0)(z)− (Xx0 −Xy0)(x0)|

+ |(Xx0 −Xy0)(y0)− (Xx0 −Xy0)(z)|+ |(Xx0 −Xy0)(b)− (Xx0 −Xy0)(y0)|

= |Xx0(x0)−Xy0(x0)−Xx0(a)−Xy0(a)|

= 1 + 1 + 1 + 1 = 4.

de la misma forma

|(Xx0 −Xy0)(z)− (Xx0 −Xy0)(x0)| = 1

|(Xx0 −Xy0)(y0)− (Xx0 −Xy0)(z)| = 1

|(Xx0 −Xy0)(b)− (Xx0 −Xy0)(y0)| = 1.

Aśı

∥Xx0 −Xy0∥Vp ≥ 41/p > 1. (2.23)

Luego, haciendo uso de la desigualdad triangular se tiene que:

1 <∥Xx0 −Xy0∥Vp = ∥Xx0 −Xy0 + fx0 − fx0 + fy0 − fy0∥Vp

≤∥Xx0 − fx0∥Vp + ∥Xy0 − fy0∥+ ∥fx0 − fy0∥Vp

≤1/4 + 1/4 + ∥fx0 − fy0∥Vp ,

aśı, ∥fx0 − fy0∥Vp > 1/2; de lo cual podemos concluir que fx0 ̸= fy0 , esto es, para cada

x0 ∈ (a, b) se obtiene fx0
n0

∈ M , y como el intervalo (a, b) es no numerable, entonces la

cantidad de {fx0
n0
} en M , es no numerable, por lo que M es no numerable, obteniendo

aśı que Vp es no separable. �

Teorema 2.13. Existe una sucesión de funciones de p-variación acotada, tal que

ı́nf
n
∥fn∥Vp > 0.

Demostración. La demostración del teorema consiste en encontrar una sucesión de

funciones de p-variación acotada, que cumpla la condición ı́nf
n
∥xn∥ > 0 y cuya serie

infinita es débil incondicionalmente convergente.

Consideremos las funciones gn(x) definidas según el siguiente esquema:
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g1(x) =

2x si x ∈ [0, 1/2]

−2x+ 2 si x ∈ [1/2, 1]

Notemos que, en el intervalo [0, 1/2] la función g1 es creciente y en el intervalo [1/2, 1]

es decreciente, de aqúı se tiene que,

V1(g1, 0, 1/2) = g1(1/2)− g1(0) = 1− 0 = 1,

V1(g1, 1/2, 1) = g1(1/2)− g1(1) = 1− 0 = 1.

Luego, V1(g1, 0, 1) = V1(g1, 0, 1/2) + V1(g1, 1/2, 1) = 2.

g2(x) =



4x si x ∈ [0, 1/4]

−4x+ 2 si x ∈ [1/4, 1/2]

4x− 2 si x ∈ [1/2, 3/4]

−4x+ 4 si x ∈ [3/4, 1]

De la misma forma que en el caso anterior, se tiene que,

V1(g2, 0, 1/4) = g2(1/4)− g2(0) = 1− 0 = 1,

V1(g2, 1/4, 1/2) = g2(1/4)− g2(1/2) = 1− 0 = 1,

V1(g2, 1/2, 3/4) = g2(3/4)− g2(0) = 1− 0 = 1,

V1(g2, 3/4, 1) = g2(3/4)− g2(1) = 1− 0 = 1.

Luego V1(g2, 0, 1) = V1(g2, 0, 1/4)+V1(g2, 1/4, 1/2)+V1(g2, 1/2, 3/4)+V1(g2, 3/4, 1) = 4,

aśı V1(g2, 0, 1) = 22.

Continuando con un procedimiento similar se obtiene que,

gn(x) =

2nx− 2k si x ∈
[
2k
2n
, 2k+1

2n

]
(k = 0, ..., 2n−1 − 1)

−2nx+ 2k si x ∈
[
2k−1
2n

, 2k
2n

]
(k = 1, ..., 2n−1)
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Donde V1(gn) = 2n, para todo n ∈ N, es decir, las funciones gn(x) es de 1-variación

acotada con V1(gn) = 2n. En consecuencia, gn es de p-variación acotada en [0, 1], con

Vp(gn) ≤ 2n/p, para todo 1 ≤ p < ∞.

Consideremos ahora las funciones

fn(x) = 2−n/pgn(x) (n = 1, 2, ...),

para las cuales tenemos que

Vp(fn) = Vp(2
−n/pgn) = 2−n/pVp(gn) ≤ 2−n/p2n/p = 1.

Por lo que

Vp(fn) ≤ 1. (2.24)

Por otra parte, para cada n ∈ N consideremos la partición ξ = {ti}2
n

i=1 donde ti =
i

2n
,

tendremos que

Vp(fn, ξ) ≥
2n−1−1∑
i=0

∣∣∣∣2−n/p2n
2k + 1

2n
− 2k − 2−n/p2n

2k

2n
+ 2k

∣∣∣∣p

+
2n−1∑
i=1

∣∣∣∣2−n/p

[
−2n

2k

2n
+ 2k

]
− 2−n/p

[
−2n

2k − 1

2n
+ 2k

]∣∣∣∣p

=
2n−1−1∑
i=0

∣∣2−n/p(2k + 1)− 2−n/p2k
∣∣p

+
2n−1∑
i=1

∣∣2−n/p [−2k]− 2−n/p [−(2k − 1)]
∣∣p

=
2n−1−1∑
i=0

∣∣2−n/p
∣∣p + 2n−1∑

i=1

∣∣2−n/p
∣∣p

= 2n−12−n + 2n−12−n =
1

2
+

1

2
= 1.
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Aśı de esta última igualdad y (2.24) se obtiene que Vp(fn) = 1, en consecuencia,

ı́nf
n
∥fn∥Vp = ı́nf

n
Vp(fn) = 1 > 0.

�

§2.6. Espacio Cp[a, b]

El módulo de la continuidad es una manera exacta de medir la suavidad de una función.

Steffens [20] atribuye el primer uso de Omega para el módulo de la continuidad a

Lebesgue [12] donde Omega refiere a la oscilación de una transformación de Fourier.

De la Valleé Poussin en 1919 [3] menciona ambos nombres ”módulo de continuidad” y

”módulo de la oscilación”. El concepto de p-continuidad absoluta aparece pro primera

vez en 1937, introducido por Love y Young en [13].

Definición 2.5. Sea p > 1, se denomina módulo de p-continuidad de la función f

al valor

ωp(δ)(f) = sup
πδ

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p
)1/p

(2.25)

donde el supremo se toma sobre todas las particiones πδ : a = t0 < t1 < ... < tn = b del

intervalo cerrado [a, b] para los que se cumple ti − ti−1 < δ para toda 1 ≤ i ≤ n.

Observación 2.1. En la sección del espacio Vp[a, b] se demostró que para una función

cualquiera de p-variación acotada en [a, b] y un punto c cualquiera se cumple que:

(V p
p (f ; a, c) + V p

p (f ; c, b))
1/p ≤ Vp(f).

Ahora si π : a = t0 < t1 < ... < tn = b es una partición del intervalo [a, b] con

ti− ti−1 < δ (1 ≤ i ≤ n) entonces con una prueba similar a la del eṕıgrafe 2.19 se tiene

la acotación (
n∑

i=1

V p
p (f ; ti−1, ti)

)1/p

≤ ωp(δ)(f). (2.26)

Proposición 2.14. Para dos funciones f y g de p-variación acotada en [a, b] se cumple

la desigualdad: ωp(δ)(f + g) ≤ ωp(δ)(f) + ωp(δ)(g).
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Demostración. Sean f , g funciones de p-variación acotada en [a, b] y ξ = {ti}ni=0 una

partición de [a, b]. Luego, haciendo uso de las desigualdad de Minkowski obtenemos que(
n∑

i=1

|(f + g)(ti)− (f + g)(ti−1)|p
)1/p

=

(
n∑

i=1

|f(ti) + g(ti)− f(ti−1)− g(ti−1)|p
)1/p

≤

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p
)1/p

+

(
n∑

i=1

|g(ti)− g(ti−1)|p
)1/p

≤ ωp(δ)(f) + ωp(δ)(g).

Dado que esta desigualdad se cumple para cada partición ξ de [a, b], se obtiene que

ωp(δ)(f + g) ≤ ωp(δ)(f) + ωp(δ)(g).

�

Definición 2.6. Una función f de Vp[a, b] se dice absolutamente p-continua si se

cumple

ĺım
δ→0

ωp(δ)(f) = 0.

Se denotará al conjunto de las funciones absolutamente p-continua en [a, b] por Cp[a, b].

Esto es,

Cp[a, b] =
{
f : [a, b] → R; f ∈ Vp[a, b] y ĺım

δ→0
ωp(δ)(f) = 0

}
.

Si consideramos ahora la norma del supremo para p = ∞, entonces C∞[a, b] = C[a, b] es

el espacio de las funciones continuas sobre el intervalo cerrado [a, b] con el valor inicial

f(a) = 0. Pues, en ese caso es

ω∞(δ)(f) = sup {|f(x)− f(y)|; |x− y| < δ y x, y ∈ [a, b]} .

Teorema 2.15. Cp[a, b] es un subespacio cerrado de Vp[a, b] para todos 1 < p < ∞.

Demostración. Por definición tenemos que Cp[a, b] ⊆ Vp[a, b]. Para verificar que

Cp[a, b] es un subespacio es suficiente combinar los teorema 2.5 y 2.14. Es suficiente

verificar que el conjunto contiene todos sus puntos de acumulación. En efecto, sea
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(fn)
∞
n=1 una sucesión de funciones de Cp[a, b], que converge a una función f de Vp[a, b],

esto es, para ϵ > 0 existe un número natural nϵ tal que

∥fn − f∥Vp < ϵ/2 para cada n ≥ nϵ. (2.27)

Ahora bien, para toda partición ξ = {ti}ni=0 se tiene que

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p
)1/p

=

(
n∑

i=1

|f(ti)− fn(ti) + fn(ti)− fn(ti−1) + fn(ti−1)− f(ti−1)|p
)1/p

=

(
n∑

i=1

|(f − fn)(ti)− (f − fn)(ti−1) + fn(ti)− fn(ti−1)|p
)1/p

≤

(
n∑

i=1

|(f − fn)(ti)− (f − fn)(ti−1)|p
)1/p

+

(
n∑

i=1

|fn(ti)− fn(ti−1)|p
)1/p

≤ ωp(δ)(f − fn) + ωp(δ)(fn).

Dado que la desigualdad se cumple para toda partición ξ de [a, b] se tiene que

ωp(δ)(f) ≤ ωp(δ)(f − fn) + ωp(δ)(fn).

Luego, en virtud de la observación 2.1 y (2.27) se tiene que

ωp(δ)(f) < ϵ/2 + ωp(δ)(fn) para todo n ≥ nϵ.

En particular,

ωp(δ)(f) <
ϵ

2
+ ωp(δ)(fnϵ). (2.28)

Ahora bien, dado que cada fnϵ ∈ Cp[a, b] se tiene que ĺım
δ→0

ωp(δ)fnϵ = 0, en consecuencia,

podemos elegir δϵ > 0 de manera que

|δ| < δϵ =⇒ ωp(δ)fnϵ <
ϵ

2
. (2.29)

Aśı, de (2.28) y (2.29) se tiene que para
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|δ| < δϵ =⇒ ωp(δ)(f) <
ϵ

2
+ ωp(δ)(fnϵ) <

ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ,

esto es, ĺım
δ→0

ωp(δ)fn = 0, con lo cual se verifica que f ∈ Cp[a, b] y en consecuencia este

último conjunto contiene todos sus puntos de acumulación.

�

Observación 2.2. Toda función absolutamente p-continua en un intervalo cerrado [a, b]

es continua en el mismo intervalo.

El rećıproco de la observación anterior no es cierto en general. El siguiente ejemplo

presenta una función continua en un intervalo cerrado, que no es de p-variación acotada

en el mismo intervalo y en consecuencia no es absolutamente p-continua.

Ejemplo 2.

f(x) =

x1/p cos
( π

2x

)
si x ∈ (0, 1],

0 si x = 0.

donde p es un número real cualquiera con p ≥ 1.

-0,5 0 0,5 1 1,5 

-1 

0 

1 

2 

Demostración. Sea ξ : 0 = t2n+1 < t2n < ... < t1 = 1 una partición del intervalo

cerrado [0, 1] con ti =
1
i
, entonces para k = 1, ..., n es

f(t2k−1) = 0 y f(t2k) = (−1)k
(

1

2k

)1/p

.
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En este caso, (
2n∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)|q
)1/q

=

( ∑
t:i sea par

|f(ti)− f(ti−1)|q +
∑

t:i sea impar

|f(ti)− f(ti−1)|q
)1/q

=

(
2n∑
k=1

(
1

2k

)q/p
)1/q

.

Esta última serie diverge para q ≤ p. Entonces para q ≤ p existe una sucesión {ξn} de

particiones de [0, 1], tales que las sumas(
2n∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)|q
)1/q

constituyen una sucesión creciente no acotada y con ello la función dada no es de q-

variación acotada en el intervalo [0, 1], por lo que tampoco es de p-variación acotada

para q ≤ p en el mismo intervalo y aśı tampoco es absolutamente p-continua.

Teorema 2.16. Una función f de p-variación acotada en [a, b] es absolutamente p-

continua (1 < p < ∞) si y sólo si para todo ϵ > 0 existe un número real δ > 0, tal

que (
n∑

i=1

|f(αi)− f(βi)|p
)1/p

< ϵ,

para todo conjunto finito de sub-intervalos disjuntos (αi, βi)(i = 1, ..., n) de [a, b] para

los que se cumple

(
n∑

i=1

(βi − αi)
p

)1/p

< δ.

Demostración. Sea f ∈ Cp[a, b] entonces para todo ϵ > 0 existe un número real δ > 0

tal que (
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p
)1/p

< ϵ,

para toda partición πδ : a = t0 < t1 < ... < tn = b con ti − ti−1 < δ para 1 ≤ i ≤ n. Si

(αi, βi) ⊂ [a, b] (i = 1, ...,m) es un conjunto finito de sub-intervalos disjuntos tales que(
m∑
i=1

(βi − αi)
p

)1/p

< δ.
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Entonces (βi − αi) < δ(i = 1, ...,m) y por hipótesis se cumple que(
m∑
i=1

|f(αi)− f(βi)|p
)1/p

≤

(
n∑

j=1

|f(tj)− f(tj−1)|p
)1/p

< ϵ,

donde la partición ξδ : a = t0 < t1 < ... < tn = b de [a, b] está formada a partir de los

intervalos (αi, βi) agregando una cantidad cualquiera de puntos tik con

βi−1 < ti1 < ... < tir < αi,

(tik − tik−1
) < δ, (ti1 − βi−1) < δ, (αi − tir) < δ.

Rećıprocamente, sea ϵ > 0, escogemos un número real δ > 0, tal que para todo conjunto

finito de sub-intervalos disjuntos (αi, βi) ⊂ [a, b] (i = 1, ..., .) tal que(
m∑
i=1

(βi − αi)
p

)1/p

< δ,

se cumple que (
m∑
i=1

|f(αi)− f(βi)|p
)1/p

< ϵ.

Sean

δ′ =

(
δp

b− a

) 1
p−1

, (2.30)

de esta forma, si 0 < x < δ′ entonces xp−1 <
δp

b− a
y ξ : a = t0 < t1 < ... < tn = b una

partición de [a, b] con ti − ti−1 < δ′ entonces(
n∑

i=1

|ti − ti−1|p
)1/p

=

(
n∑

i=1

|ti − ti−1|p

|ti − ti−1|
|ti − ti−1|

)1/p

=

(
n∑

i=1

|ti − ti−1|p−1|ti − ti−1|

)1/p

<

(
n∑

i=1

δp

b− a
|ti − ti−1|

)1/p

=
δ

(b− a)1/p

(
n∑

i=1

|ti − ti−1|

)1/p

=
δ

(b− a)1/p
(b− a)1/p

= δ.
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Dado que

(
n∑

i=1

|ti − ti−1|p
)1/p

< δ la hipótesis nos garantiza que

(∑
i=1

n|f(ti)− f(ti−1)|p
)1/p

< ϵ,

concluyendo que f es absolutamente p-continua en el intervalo cerrado [a, b]. �

Observación 2.3. Si consideramos p = 1, en el teorema anterior, entonces la de-

mostración no funcionaŕıa dado que (2.30) no estaŕıa definido.

Ahora sea f una función absolutamente 1-continua, de modo que para todo ϵ > 0 existe

un número real δ > 0 tal que

ω1(δ)(f) = sup
πδ

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|

)
< ϵ

donde πδ : a = t0 < t1 < ... < tn = b es una partición del intervalo [a, b] con ti− ti−1 < δ

(1 ≤ i ≤ n). Si t es un punto de [a, b] se escoge una partición π : a = t0 < t1 < ... <

tn = b de [a, b] con ti − ti−1 < δ (1 ≤ i ≤ n), de modo que t = tk (1 ≤ k ≤ n) es un

punto de la partición, entonces se tiene que

|f(t)− f(a)| ≤
k∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|

≤
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|

≤ ω1(δ)(f)

< ϵ.

Dado que esta desigualdad se cumple para todo ϵ > 0 se obtiene que f(t) = f(a) para

todo t ∈ [a, b], esto es, f ∈ C1[a, b] es constante, de esta forma el espacio C1[a, b] sólo

consta da las funciones constantes.

De aqúı en adelante consideramos el caso mas general del espacio Cp[a, b] para 1 < p <

∞.

Teorema 2.17. Sean p, q > 1 con
1

p
+

1

q
= 1 dados, entonces se cumple que:

n∑
i=1

Vp(f ; ti−1, ti)Vq(g; ti−1, ti) ≤ ωp(δ)(f)ωq(δ)(g), (2.31)
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para toda partición π : a = t0 < t1 < ... < tn = b de [a, b] con ti − ti−1 < δ (1 ≤ i ≤ n)

y para dos funciones cualesquiera f ∈ Vp[a, b] y g ∈ Vq[a, b].

Demostración. Sean f ∈ Vp[a, b], g ∈ Vq[a, b] y π : a = t0 < t1 < ... < tn = b una

partición de [a, b] con ti − ti−1 < δ, en virtud de la desigualdad de Hölder y haciendo

uso de (2.26) se tiene que

n∑
i=1

Vp(f ; ti−1, ti)Vq(g; ti−1, ti) ≤

(
n∑

i=1

(Vp(f ; ti−1, ti))
p

)1/p( n∑
i=1

Vq(g; ti−1, ti))
q

)1/q

≤ ωp(δ)(f)ωq(δ)(g).

�

Teorema 2.18. Si la función f pertenece a las clases de Lipchitz Lipα[a, b] (0 < α ≤ 1),

entonces f es absolutamente p-continua para todo número real p > 1/α.

Demostración. Sean p > 1/α, f ∈ Lipα[a, b] (0 < α ≤ 1) entonces |f(x) − f(y)| ≤
M |x − y|α, donde x, y son puntos cualesquiera de [a, b], π : a = t0 < t1 < ... < tn = b

una partición del intervalo cerrado [a, b] con ti− ti−1 < δ para (1 ≤ i ≤ n) y un número

real positivo δ, entonces(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p
)1/p

=

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p

|ti − ti−1|
|ti − ti−1|

)1/p

.

Como f ∈ Lipα[a, b], entonces

|f(ti)− f(ti−1)|p

|ti − ti−1|
≤ Mp|ti − ti−1|αp

|ti − ti−1|
= Mp|ti − ti−1|αp−1.

Dado que αp− 1 > 0

|f(ti)− f(ti−1)|p < Mp|ti − ti−1|αp−1|ti − ti−1|

|f(ti)− f(ti−1)|p < Mpδαp−1|ti − ti−1|
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p < Mpδαp−1

n∑
i=1

|ti − ti−1| = Mpδαp−1(b− a),

aśı

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p
)1/p

≤ M(b− a)1/pδ
αp−1

p .

Esto es, si p > 1
α
, para todo número real ϵ > 0, existe un número real δ =

(
ϵ

M(b− a)1/p

) p
αp−1

de manera que para cada partición π : a = t0 < t1 < ... < tn = b de [a, b] con ti−ti−1 < δ

se cumple que ωp(δ)(f) < ϵ,. Por lo que f es absolutamente p-continua con p > 1
α
. �
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Capı́tulo 3
Funciones vectoriales de p-Variación

Acotada

Este caṕıtulo está dedicado a presentar una generalización inmediata de las funciones

de p-variación acotada: funciones con p-variación acotada débil. Sin embargo, para ello

debemos presentar antes la definición y propiedades de las funciones definidas sobre un

intervalo [a, b] con valores en un espacio normado E. La importancia del caṕıtulo radica,

en sentar las bases que nos permitan realizar el estudio de la integral abstracta de Stielt-

jes que conlleve a un teorema análogo al de Representación de Riesz y se encuentra una

representación de los operadores lineales y continuos del espacio de las funciones abso-

lutamente p-continuas sobre un intervalo en un espacio normado débilmente completo

a través de las funciones abstractas de p-variación acotada.

§3.1. Funciones vectoriales con p-Variación acotada

La p-variación acotada está definida para funciones con dominio en un intervalo cer-

rado [a, b] y valores reales, por lo tanto es natural pensar en generalizaciones donde se

consideren funciones en otro espacio distinto a R, en nuestro caso, funciones con valores

en un espacio normado (E, ∥ · ∥).

Definición 3.1. Sea E un espacio normado, la función f : [a, b] → E y 1 ≤ p < ∞.

Si ξ = {ti}ni=0 es una partición de [a, b], se define la p-variación (fuerte) de f con
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CAPÍTULO 3. Funciones vectoriales de p-Variación Acotada

respecto a ξ por

V E
p (f, ξ) :=

n∑
i=1

∥f(ti)− f(ti−1)∥p.

Se dice que f es una función de p-variación acotada si

V E
p (f) = sup

ξ

(
V E
p (f, ξ)

)1/p
< +∞, (3.1)

cuando el supremo se toma sobre el conjunto de todas las particiones de [a, b].

Como ejemplo inmediato, podemos observar que las funciones constantes son de p-

variación acotada; de hecho, note que para cualquier partición ξ de [a, b] se tiene que

V E
p (f, ξ) :=

n∑
i=1

∥f(ti)− f(ti−1)∥p = 0,

en consecuencia, V E
p (f) = 0. De hecho, el rećıproco también se cumple, como puede

verse en el siguiente teorema.

Teorema 3.1. V E
p (f) = 0 si y sólo si f es constante.

Demostración. Ya hemos observado anteriormente que si f es una función constante

obtenemos que V E
p (f) = 0. Para verificar el rećıproco, supongamos que V E

p (f) = 0 y

sea x un punto en [a, b], lo cual determina una partición del intervalo, a saber, ξi :=

{a, x, b} := {t0, t1, t2}. Luego, dado que V E
p (f) = 0, se tiene que V E

p (f, ξ) :=
2∑

i=1

∥f(ti)−

f(ti−1)∥p = 0, lo cual implica que ∥f(x) − f(a)∥E = 0 y por propiedades de norma se

obtiene que f(x) = f(a). Dado que esta igualdad se cumple para cada x ∈ (a, b) se

obtiene que f debe ser constante e igual a f(a) en [a, b].

�
Dados 1 ≤ p < ∞ y un espacio normado E, a la clase de todas las funciones de

p-variación acotada en [a, b], que se anulan en a, es denotado por V E
p,0[a, b], esto es:

V E
p,0[a, b] =

{
f : [a, b] → E; f(a) = 0, V E

p (f) < ∞
}
. (3.2)

Y como en el caso de funciones de p-variación acotada, de valores reales, se presenta el

espacio

V E
p [a, b] =

{
f : [a, b] → E; V E

p (f) < ∞
}
. (3.3)

49
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Se pueden demostrar resultados análogos a los obtenidos en el caṕıtulo anterior que se

resumen en los siguientes teoremas:

Teorema 3.2. Sea E un espacio normado, la función f : [a, b] → E y 1 ≤ p < ∞.

1) f es acotada,

2) g = f ± a ∀a ∈ R es también de p-variación acotada;

3) Si c ∈ (a, b) se tiene que (V E
p )p(f ; a, c) + (V E

p )p(f ; c, b) ≤ (V E
p )p(f);

Teorema 3.3. Sea E un espacio normado y 1 ≤ p < ∞.

1) V E
q ⊆ V E

p si q < p;

2) La función (V E
p )p(·) : V E

p [a, b] → R es convexa y simétrica;

3) El espacio V E
p,0[a, b] es un espacio de Banach con la norma ∥ · ∥ := V E

p (·);

4) El espacio V E
p [a, b] es un espacio de Banach con la norma ∥ · ∥ := V E

p (·)+∥f(a)∥;

Las demostraciones de estos teoremas se omiten, como ya se dijo antes, sus demostra-

ciones son similares a las presentadas para el caso de funciones con valores reales.

Definición 3.2. Sea E un espacio normado, se definen las clases de Liptchiz LipEα [a, b]

con 0 < α ≤ 1 para funciones f : [a, b] → E como el conjunto de las funciones que

satisfacen la desigualdad

∥f(x)− f(y)∥ ≤ M |t1 − t0|α, para cada x, y ∈ [a, b] (3.4)

con M una constante que sólo depende de la función f .

De esta forma se puede enunciar la siguiente propiedad.

Proposición 3.4. Si X ∈ LipEα [a, b] (0 < α ≤ 1), entonces X ∈ V E
p [a, b].

Demostración. Sea f ∈ LipEα [a, b], entonces existen M > 0 de manera que f satisface

(3.4). Entonces, para una partición ξ = {ti}ni=0, se tiene que cada par de punto de la
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partición satisface (3.4), en particular, ∥f(ti)− f(ti−1)∥p ≤ Mp|ti − ti−1|αp para cada i,

aśı,

n∑
i=1

∥f(ti)− f(ti−1)∥p ≤ Mp

n∑
i=1

|ti − ti−1|αp ≤ Mp

n∑
i=1

|ti − ti−1|p(
n∑

i=1

∥f(ti)− f(ti−1)∥p
)1/p

≤ M(b− a).

Dado que la desigualdad se cumple para toda partición ξ de [a, b] se tiene que

V E
p (f) ≤ M(b− a).

Por lo que f es de p-variación acotada en [a, b]. �

§3.2. p-variación débil

Para comenzar esta sección recordemos, brevemente, algunas definiciones, necesarias

para el buen desarrollo de la misma.

Un espacio normado es un para (E, ∥ · ∥) formado por un espacio vectorial E y una

aplicación ∥ · ∥ : E → R, llamada norma, con las propiedades siguientes:

(i) ∥x∥ ≥ 0 para todo x,

(ii) ∥x∥ = 0 si y sólo si x = 0,

(iii) ∥αx∥ = α∥x∥,

(iv) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

Todo espacio normado es a su vez un espacio métrico, pues basta, dado (E, ∥·∥), definir
d(x, y) = ∥x− y∥. Aśı, todas las nociones de espacios métricos están definidas también

para espacios normados. En particular, los conjuntos

BE = {x ∈ E : ∥x∥ < 1} y BE = {x ∈ E : ∥x∥ ≤ 1}

son las bolas unitarias abierta y cerrada de E, respectivamente.

Un espacio de normado completo, con la métrica definida por la norma, es llamado

espacio de Banach.

51
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Definición 3.3 ([1]). Sean X y Y espacios vectoriales con campo de escalares K. La

función T : X → Y es llamada Operador Lineal si, para x, y ∈ X y α ∈ K:

1) T es lineal, es decir, T (x+ y) = T (x) + (y),

2) T es homogéneo, es decir, T (αx) = αT (x).

Un funcional es un operador cuyo rango está en el conjunto R o C, el cual denotaremos

por K. Un funcional lineal es un operador lineal f : E → K, donde E es un espacio

vectorial. Un funcional lineal acotado es un operador lineal acotado cuyo rango

está en K, el cuerpo de escalares de E; es decir, si existe K > 0 de manera que

|f(x)| ≤ K∥x∥, para todo x ∈ X.

Se define la norma de f del mismo modo que el caso de operadores lineales, y se verifican

las mismas propiedades obtenidas en el caso general.

Definición 3.4. Sea E un espacio normado. El espacio dual de E, o conjugado de

E, que denotaremos por E∗, es el espacio vectorial de todos los funcionales lineales

continuos sobre E. Esto es,

E∗ = {f ∗; f ∗ : E → K tal que f ∗ es lineal y continuo},

donde K es un campo (R o C).

La suma y multiplicación de elementos de E∗ son definidos por

(f∗
1 + f ∗

2 )(x) := f∗
1 (x) + f ∗

2 (x), (αf∗
1 )(x) := α.f ∗

1 (x).

Además, E∗ es un espacio de Banach con la norma definida por ∥f ∗∥E∗ := sup
x∈BE

|f∗(x)|,

donde BE := {x ∈ E : ∥x∥E ≤ 1}.
Es importante recordar que este espacio siempre será completo por serlo el cuerpo de

escalares de E.

Teniendo presente estas definiciones, podemos determinar qué funciones pueden tener

p-variación acotada débil.

Definición 3.5. Sea E un espacio normado. La función f : [a, b] → E se dice que es

de p-variación acotada débil en [a, b], 1 ≤ p < ∞, si y sólo si para todo f ∗ ∈ E∗ la

función real f ∗f(·) es de p-variación acotada en [a, b] (Ver definición 2.1).
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De forma similar como la clase anterior, sea 1 ≤ p < ∞ y un espacio normado E, a la

clase de todas las funciones de p-variación acotada débil en [a, b], la denotaremos por

V E
p,w,0([a, b]) = {f : [a, b] → E; f(a) = 0, f ∗f ∈ Vp[a, b] ∀ f ∗ ∈ E∗}, (3.5)

y de forma similar se define

V E
p,w([a, b]) = {f : [a, b] → E; f ∗f ∈ Vp[a, b] ∀ f∗ ∈ E∗}. (3.6)

El siguiente lema nos presenta un relación de inclusión entre estos dos espacios.

Lema 3.5. La clase de las funciones de p-variación acotada V E
p ([a, b]) es subconjunto

de la clase de las funciones de p-variación acotada débil, V E
p,w([a, b]).

Demostración. Sean f ∈ V E
p ([a, b]), ξ = {ti}ni=0 ∈ [a, b] y f ∗ ∈ E∗, entonces en virtud

de la linealidad y acotabilidad de f∗ se tiene que

n∑
i=1

|f∗f(ti)− f∗f(ti−1)|p =
n∑

i=1

|f ∗(f(ti)− f(ti−1))|p

≤
n∑

i=1

∥f∗∥p∥f(ti)− f(ti−1)∥p

≤ ∥f∗∥pV E
p (X)p,

esto es, (Vp(f
∗f))p ≤ ∥f ∗∥pV E

p (f)p, luego f ∈ V E
p,w([a, b]). �

§3.3. Continuidad Débil

Definición 3.6. Sean E un espacio normado y f : [a, b] → E una función. Se dice

que f es continua débilmente en x, si para toda sucesión (xn)n∈N en [a, b] tal que

xn → x0 se tiene que f(xn)
ω
→f(x), esto es, para toda f ∗f(xn) → f ∗f(x).

Proposición 3.6. Si f ∈ V E
p,w([a, b]), siendo E débilmente completo, entonces el con-

junto de discontinuidades débil de f es a lo sumo numerable.

Demostración. Sea f ∈ V E
p,w([a, b]), esto significa que para todo f ∗ ∈ E∗ se tiene

que f ∗(f) es una función de p variación acotada, aśı el teorema 2.11 nos garantiza que

f ∗(f) tiene a lo más una cantidad numerable de discontinuidades, esto es, f tiene una

cantidad a lo más numerable de discontinuidades débiles. �
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Proposición 3.7. Sea la función F : [a, b] → E∗ y consideremos la función real t 7→
F (t)(x) con x ∈ E fijo. Si F ∈ V E∗

p [a, b] entonces F (·)(x) ∈ Vp[a, b]. De ello se deduce

que: Para f ∗∗ ∈ E∗∗ la función t 7→ f ∗∗F (t) es de p-variación acotada en [a, b].

Demostración. Comencemos verificando que si F ∈ V E∗
p [a, b] entonces F (·)(x) ∈

V [a, b] para cada x ∈ E fijo. En efecto, sea ξ = {ti}ni=0 una partición de [a, b], entonces

n∑
i=1

|F (ti)(x)− F (ti−1(x))|p =
n∑

i=1

|(F (ti)− F (ti−1))(x)|p

≤
n∑

i=1

∥F (ti)− F (ti−1)∥p∥x∥pE

= ∥x∥pE
n∑

i=1

∥F (ti)− F (ti−1)∥

≤ ∥x∥pE(V
E∗

p (F ))p. (3.7)

Dado que la desigualdad se cumple para toda partición ξ de [a, b] se sigue que F (·)(x) ∈
Vp[a, b] y V F (·)(x) ≤ ∥x∥EV E∗

p (F ) para cada x ∈ E.

Consideremos ahora f ∗∗ ∈ E∗∗ y ξ = {ti}ni=0 una partición de [a, b], en virtud de las

propiedades de los funcionales lineales f∗∗, F (·), propiedades del supremo y (3.7) se

sigue que

n∑
i=1

|f ∗∗(F (ti))− f∗∗(F (ti−1))|p =
n∑

i=1

|f ∗∗(F (ti)− F (ti−1))|p

≤
n∑

i=1

∥f∗∗∥p∥F (ti)− F (ti−1)∥p

= ∥f∗∗∥p
n∑

i=1

∥F (ti)− F (ti−1)∥p

≤ ∥f∗∗∥p
n∑

i=1

sup
∥x∥≤|

|[F (ti)− F (ti−1)](x)|p

= ∥f∗∗∥p sup
∥x∥≤1

n∑
i=1

|[F (ti)− F (ti−1)](x)|p

≤ ∥f∗∗∥p sup
∥x∥≤1

∥x∥pE(V
E∗

p (F ))p

= ∥f∗∗∥p(V E∗

p (F ))p.
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CAPÍTULO 3. Funciones vectoriales de p-Variación Acotada

Aśı, Vp(f
∗∗F ) ≤ ∥f ∗∗∥V E∗

p (F ), quedando demostrado que t 7→ f∗∗F (t) es de p-variación

acotada.

�
Los siguientes teoremas tratan sobre la representación general de operadores lineales y

continuos que aplican a un espacio normado E en el espacio Vp[a, b] de las funciones de

p-variación acotada en [a, b].

Teorema 3.8. Sean E un espacio normado y F : [a, b] → E∗ tal que F ∈ V E∗
p [a, b].

Entonces la aplicación U : x 7→ F (t)(x) es un operador lineal continuo que aplica al

espacio E en el espacio Vp[a, b].

Demostración. Sea x ∈ E, dado que F : [a, b] → E∗ el teorema 3.7 nos garantiza que

la función t 7−→ F (t)(x) es de p-variación acotada para cada x ∈ E, esto es, U aplica

al espacio E en Vp[a, b]. La linealidad de U se sigue de la linealidad de cada F (t) ∈ E∗.

La continuidad de sigue nuevamente del teorema 3.7.

�

Teorema 3.9. Para cada operador lineal continuo U : E → Vp[a, b] existe una función

f ∈ V E∗
p [a, b], tal que puede ser representado en la forma U : X 7→ f(t)(X).

Demostración. Sea U : E → Vp[a, b] un operador lineal y continuo, tal que U : X 7→ ϕ

y sea t fijo. Entonces la aplicación Ft : X 7→ U(t)(X) es un funcional lineal sobre E,

el cual es continuo por ser composición de aplicaciones lineales continuas, es decir,

Ft ∈ E∗ para cada t ∈ [a, b] y ϕ : t 7→ Ft para cada X ∈ E. Como ϕ ∈ Vp[a, b], si se

define f : t 7→ Ft, entonces f es una función de p-variación acotada débil en [a, b] y, por

la forma en que se construyo f resulta que el operador se puede escribir en la forma

U(X) = ϕ(t) = f(t)(X). �
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[5] Dirichelt, P. L., Sur la convergence des séries trigonemétriques que servent
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[16] I. P. Natanson, Theory of Functions of Real variable, Vol I, rev. ed, Ungar, New

York. 1961.

[17] Y. Puig de Dios, Espacios de Funciones Abstractas de p-Variación Acotada. Re-
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