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“Comportamiento Asintótico de las Soluciones
de una Ecuación Integrodiferencial”

RESUMEN

En este trabajo consideraremos la ecuación integro-diferencial

N ′(t) = N(t)

[
a(t)− b(t)

∫ +∞

0

k(s)N(t− s)ds
]
si t > 0 (1)

junto con las condiciones iniciales siguiente

N(t) = φ(t) si t 6 0 (2)

donde a(t) y b(t) son funciones positivas, continuas, y acotadas superior e inferior-

mente, y además φ ∈ FC, y los núcleos K : [0,+∞) → [0,+∞) son funciones

continuas que satisfacen∫ +∞
0

k(s)ds = 1, σ ≡
∫ +∞
0

sk(s)ds < +∞ y ξ ≡
∫ +∞
0

s2k(s)ds < +∞.

El objetivo de este trabajo, es demostrar que si se satisfacen la hipótesis
∫ +∞
0

s2k(s)ds <

+∞ y b0 > M̂(b0)σ donde M̂ =
a0

b0
∫∞
0
k(s)e−a0sds

entonces existe una única solución

N∗(t) de (1) tal que N(t)−N∗(t)→ 0 cuando t→ +∞ para cualquier solución N(t)

de (1).
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INTRODUCCIÓN.

La matemática cada vez está jugando un papel muy importante en las cien-

cias, provocando así el desvanecimiento de las fronteras en las disciplinas científicas

y el resurgimiento del interés en las técnicas tanto modernas como clásicas de las

matemáticas aplicadas. En el área de Ecología, que es la ciencia que estudia las rela-

ciones entre el hombre y en general con los organismos vivos con el medio ambiente,

es frecuente que una especie sea presa de otra, de manera que ambas poblaciones

están relacionadas en una estructura. Durante los años 20, el matemático Italiano

Vito Volterra (1860-1940) y el biólogo americano Alfred J. Lotka (1880-1949) de-

sarrollarón el modelo matemático de la competencia de dos especies con recursos

limitados en un medio cerrado, y que se conoce como modelo de Lotka-Volterra.

Es bien conocido que los ambientes de mayor población cambian con el tiempo

y esto en cambio introduce un crecimiento en las caracteristicas de la población. En

primera instancia las condiciones de ambientes favorables estimulan un incremento

del tamaño de la reproducción mientras que en los ambientes no favorables pueden

conducir a que decline el crecimiento de la natalidad y halla un incremento de la

mortalidad.

Las variaciones temporales de un ambiente de población, son usualmente incor-

poradas en el modelo de sistemas, por la introducción de un parámetro de tiempo

dependiente en ecuaciones controladas, tales ecuaciones controladas son no autóno-

mas y el estudio de las ecuaciones no autónomas no alcanzan el nivel satisfactorio de
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madurez, comparado con las ecuaciones autónomas. En trabajos más recientes, Gol-

palsamy ha realizado un extenso análisis de multiespacios dinámicos en un ambiente

temporalmente uniforme, controlado por ecuaciones diferenciales autónomas con dis-

tribuciones de retardo discretas y continuas. Además en el artículo de Golpalsamy

[3] se derivan un conjunto de condiciones algebraicas suficientes para la existencia

de un atractor global con solución positiva casi periódica de la ecuación logística

integro-diferencial

dN(t)

dt
= N(t)

[
a(t)− b(t)

∫ +∞

0

Kα(s)N(t− s)ds
]

t > 0, α ∈ (0,+∞) (3)

en la cuál a(t), b(t) son funciones positivas, casi periódicas definidas en [0,+∞) y

Kα : [0,+∞) → [0,+∞) es continua a trozos e integrable en [0,+∞) para cada

α ∈ [0,+∞). Para una discusión general de una ecuación integrodiferencial casi

periódica con y sin retardo nos referimos a los trabajos de Fink [1], Yoshizawa [5] y [6],

y Corduneanu [7]. Además en el artículo de Golpalsamy [3] se hace una generalización

de los resultados de Zhang y Golpalsamy en [8], [9] y de Golpalsamy en [10], donde

se estudiaron las ecuaciones de la forma

dx(t)

dt
= r(t)x(t)

[
1− x(t− n)τ

K(t)

]
(4)

dv(t)

dt
= r(t)v(t)

[
1− v(t− τ(t))

K

]
(5)

dN(t)

dt
= N(t)

[
a(t)− b(t)

∫ +∞

0

K(s)N(t− s)ds
]

(6)

cuyos coeficientes son funciones periódicas positivas con un periodo en común. Es

de hacer notar que aunque las ecuaciones integro diferenciales (1.1) y (1.4) son se-

mejantes, en la ecuación (1.1) los coeficientes a y b son funciones casi periódicas,

mientras que en la ecuación integro diferencial (1.4), los coeficientes a y b son perio-

dicos con un periódo común. Las distintas componentes de la biología y de algunos

entornos físicos de un sistema de población pueden ser periódicos, con un periodo

racionalmente independiente, y por tanto no es razonable considerar los distintos

parámetros de los sistemas modelos, ya que estos están cambiando casi periódica-

mente en lugar de periódicamente con periodo común.

Existe una bibliografía extensa sobre ecuaciones diferenciales con coeficientes pe-

riodicos y sus aplicaciones por ejemplo nos referimos a los artículos de Arino et al
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[11], Burton [12], Cushing [13], Golpalsamy [14] y [15], Halanay [16], Hamaya [17],

Nisbet y Gurney [18], Qichang [19] y Zhang y Golpalsamy [20]. Sobre sistemas inte-

grodiferenciales casi periódicos que modelan poblaciones dinámicas, podemos citar

a Seifer [21] y [22], Murakamy [23], Hamaya y Yoshizawa [24]. Los análisis y los

resultados de estos autores dependen crucialmente de la suposición de que existen

mecanismos que establecen una retroalimentación negativa en actos dinámicos sin

retrazo, aunque los métodos de análisis de estos autores no son directamente aplica-

bles a las ecuaciones de la forma (1.1).

El siguiente trabajo se conformo en base a dos capítulos, los cuáles son: Prelimi-

nares donde se colocaron los conceptos necesarios, para la realización de este trabajo

y el capítulo de Estabilidad de las soluciones que es donde se desarrolla todo el traba-

jo, además el objetivo de este capítulo es demostrar que, si se satisfacen la hipótesis∫ +∞
0

s2k(s)ds < +∞ y b0 > M̂(b0)σ donde M̂ =
a0

b0
∫ +∞
0

k(s)e−a0sds
entonces existe

una única solución N∗(t) de (2.1) tal que N(t) − N∗(t) → 0 cuando t → +∞ para

cualquier solución N(t) de (1).



CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

El tema de las ecuaciones diferenciales constituye una rama amplia y muy impor-

tante de la matemática moderna. Desde los primeros tiempos del cálculo, tal tema

ha sido un área de gran importancia teórica y aplicaciones prácticas, y aún continúa

siéndolo en nuestros días. En este capítulo se presentan algunos resultados básicos

de ecuaciones diferenciales y análisis que serán de gran utilidad para el desarrollo de

este trabajo.

§1.1. Teoría Básica

DEFINICIÓN 1.1. Sea f : R → R una función continua y acotada. Denotaremos

por

f0 = ı́nf{f(t) : t ∈ Dom(f)}, y f 0 = sup{f(t) : t ∈ Dom(f)}.

DEFINICIÓN 1.2. Una función K : [0,+∞) → R continua, no negativa y con la

propiedad
∫ +∞
0

k(s)ds = 1, se denomina nucleo normalizado.

Observación 1.1. Denotaremos como FC al siguiente conjunto:

φ ∈ FC = {φ : (−∞, 0]→ [0,∞)/φ(0) > 0, continua y acotada}.

Este conjunto, se conoce como conjunto de las funciones iniciales.

DEFINICIÓN 1.3. Sea f : X → Y . Se dice que f es una función continua si dado

ε > 0, para cada x ∈ X se puede encontrar un δ > 0 tal que y ∈ X, |x − y| < δ

implica |f(x)− f(y)| < ε.

4
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DEFINICIÓN 1.4. Sea f : X → R, diremos que f es acotada si existe M > 0 tal

que |f(x)| 6M para todo x ∈ X.

DEFINICIÓN 1.5. Sea {an} una sucesión de números reales. Supongamos que exis-

ten los números reales U y V que satisfacen las siguentes condiciones:

i) Para cada ε > 0 existe un entero N tal que n > N implica

an < U + ε.

ii) Dado ε > 0 y dado m > 0, existe un entero n > m tal que

an > U − ε.

U se llama el límite superior de {an} y se escribe U = ĺım sup
n→∞

an.

iii) Para cada ε > 0 existe un entero N tal que n > N implica

an > V − ε.

iv) Dado ε > 0 y dado m > 0, existe un entero n > m tal que

an < V + ε.

V se llama el límite inferior de {an} y se escribe V = ĺım inf
n→∞

an.

TEOREMA 1.1. (Criterio de Weierstrass para convergencia uniforme de

integrales impropias) Supongamos que f es localmente integrable con respecto a

x sobre [a, b) y |f(x, y)| 6M(x) si x0 6 x < b para cada y ∈ S, donde∫ b
a
M(x)dx < +∞. Entonces

∫ b
a
f(x, y)dy converge uniformemente en S.

Demostración. Ver la prueba en [25] lema 33.3 pag 268.

TEOREMA 1.2. Sean f(x, y) y D2f(x, y) funciones continuas en [a,+∞) × (c, d]

donde D2f(x, y) es la parcial de f con respecto a y. Supongamos que para y ∈ [c, d],

la integral F (y) =
∫ +∞
a

f(x, y)dx converge y la integral

G(y) =
∫ +∞
a

D2f(x, y)dx converge uniformemente en [c, d]. Entonces F es derivable

en [c, d] y F ′(y) = G(y).

Demostración. Ver prueba en [30] teorema 11.24 pag 333.
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Observación 1.2. Si α y β son funciones reales, estas satisfacen la desigualdad

2αβ 6 α2 + β2. Esto se satisface dado que (α− β)2 > 0.

TEOREMA 1.3. Teorema de valor medio Sea f continua en un intervalo [a, b]

con a < b y diferenciable en el intervalo a < x < b entonces existe c tal que a < c < b

y f ′(c) =
f(a)− f(b)

(b− a)
.

Demostración. Ver la prueba en [26] teorema 7 pag 117.

TEOREMA 1.4. Teorema fundamental del cálculo Sea f : I → R continua en el

intervalo I. Las siguientes afirmaciones sobre la función F : I → R son equivalentes:

F es una integral indefinida de f , esto es, existe a ∈ I tal que

F (x) = F (a) +
∫ x
a
f(t)dt para todo x ∈ I.

F es primitiva de f , esto es, F ′(x) = f(x) para todo x ∈ I.

Demostración. Ver la prueba en [26] teorema 1 pag 160.

TEOREMA 1.5. (Teorema de comparación entre dos ecuaciones diferencia-

les escalares) Sea D un conjunto abierto de R2, f(t, y) y g(t, y) funciones continuas

f, g : D → R, y′ = f(t, y) e y′ = g(t, y) las correspondientes ecuaciones diferenciales.

Supongamos que una de las dos funciones f y g es localmente lipschitziana en D con

respecto de la variable y. Sean y, z : [a, b]→ R soluciones respectivas de y′ = f(t, y)

e y′ = g(t, y). Supongamos que se verifica

g(t, y) 6 f(t, y) en D, y que z(a) 6 y(a).

Entonces

z(t) 6 y(t).

Demostración. Ver la prueba en [29] pag 161.

TEOREMA 1.6. (Fórmula de Leibniz’s) Supongamos que f y ft, son continuas

sobre D en R donde ft es la parcial de f con respecto a t, y que α y β son funciones

las cuáles son diferenciables en el intervalo [c, d] y tiene valores en [a, b]. Si ϕ es

definida en [c, d] por ϕ(t) =
∫ β(t)
α(t)

f(x, t)dx entonces ϕ tiene una derivada para cada

t en [c, d] la cuál viene dada por

ϕ′(t) = f(β(t), t)β′(t)− f(α(t), t)α′(t) +
∫ β(t)
α(t)

ft(x, t)dx.
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Demostración. Ver la prueba en [25] lema 31.8 pag 245-246.

LEMA 1.1. Sea g(t) una función diferenciable en [0,+∞). Si existe un número

positivo M tal que |g′(t)| 6 M para todo t > 0 y
∫ +∞
0
|g(t)|dt < +∞ entonces

ĺım
t→∞

g(t) = 0.

Demostración. En virtud de que 2|g′(t)||g(t)| 6 2M |g(t)| para todo t > 0,

obtenemos ∫ +∞

0

2|g′(t)||g(t)|dt 6 2M

∫ +∞

0

|g(t)|dt

< +∞

En consecuencia
∫ +∞
0

2|g′(t)||g(t)|dt converge absolutamente y por tanto
∫ +∞
0

2g′(t)g(t)dt

converge. Ahora bien∫ +∞

0

2g′(t)g(t)dt =

∫ +∞

0

d

dt
(g2(t)) = ĺım

t→+∞
[g2(t)− g2(0)]

Lo que implica que ĺım
t→+∞

g2(t) existe. Probemos ahora que ĺım
t→+∞

g2(t) = 0. En efecto,

supongamos que ĺım
t→+∞

g2(t) = ε20 con ε0 > 0, luego dado ε =
ε20
2

existe t > 0 tal que

|g2(t)− ε20| <
ε20
2

para todo t > t. De aqui tenemos que para todo t > t

g2(t)− ε20 > −
ε20
2

ó |g(t)| > ε0√
2
.

Por lo que, para todo t > t∫ t

0

|g(s)|ds >
∫ t

t

|g(s)|ds >
∫ t

t

ε0√
2
ds =

ε0√
2

(t− t)

Haciendo tender t hacía más infinito, se tiene que
∫ t
0
|g(s)|ds = +∞ lo cuál contradice

la hipótesis

Por tanto ĺım
t→+∞

g2(t) = 0 y en consecuencia ĺım
t→+∞

g(t) = 0.

LEMA 1.2. Sea b(t), Z(t) y W (t) son funciones acotadas. Supongamos que k(s) es

un núcleo normalizado y
∫ +∞
0

sk(s)ds < +∞, entonces la función

G(t) =

∫ +∞

0

∫ t

t−s
k(s)b(v + s)(eZ(v) − eW (v))dvds

está bien definida, es diferenciable y su derivada viene dada por

G′(t) = (eZ(t) − eW (t))

∫ +∞

0

k(s)b(t+ s)ds− b(t)
∫ +∞

0

k(s)(eZ(t−s) − eW (t−s))ds.
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Demostración. Por ser b(t), Z(t) y W (t) acotadas se tiene que eZ(t) y eW (t)

tambien lo són, digamos que |b(t)| < M1, |eZ(t)| < M2 y |eW (t)| < M3.

Estudiemos la buena definición de G(t)

|G(t)| =
∣∣∣∣∫ +∞

0

∫ t

t−s
k(s)b(v + s)(eZ(v) − eW (v))dvds

∣∣∣∣
6
∫ +∞

0

|k(s)|
∫ t

t−s
|b(v + s)||(eZ(v) − eW (v))|dvds

6
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s
|b(v − s)||(eZ(v) − eW (v))|dvds

6
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s
M1(M2 +M3)dvds

=

∫ +∞

0

k(s)Rsds donde R = M1(M2 +M3)

=R

∫ +∞

0

k(s)sds

<+∞,

así la integral es finita ya que por hipótesis sabemos que
∫ +∞
0

k(s)sds < +∞, así

G(t) está bien definida.

Ahora probemos queG(t) es diferenciable, para ello debemos probar que
∫ +∞
0

Dtf(s, t)ds

converge uniformemente en [0,+∞) donde f(s, t) =
∫ t
t−s k(s)b(v+s)(eZ(v)−eW (v)dv).

En efecto, como consecuencia del teorema fundamental del cálculo se tiene que

Dtf(s, t) =
∂

∂t

∫ t

t−s
k(s)b(v + s)(eZ(v) − eW (v))dv

=

[
∂

∂t

∫ 0

t−s
k(s)b(v + s)(eZ(v) − eW (v))dv

+

∫ t

0

k(s)b(v + s)(eZ(v) − eW (v))dv

]
=
[
k(s)b(t+ s)(eZ(t) − eW (t))− k(s)b(t)(eZ(t−s) − eW (t−s))

]
.

Por tanto

|Dtf(s, t)| 6 |k(s)||b(t+ s)||eZ(t) − eW (t)|

+ |k(s)||b(t)||eZ(t−s) − eW (t−s)|,

tomando L = máx sup
t∈R
|eZ01(t) − eZ02(t)|, de acá tenemos que |Dtf(s, t)| 6 2k(s)M1L

como M1

∫
2Lk(s)ds < +∞. Por el criterio de weierstrass para la convergencia uni-
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forme de integrales impropias, se tiene que
∫ +∞
0

Dtf(s, t)ds converge uniformemente

para t ∈ [0,+∞). Además

G(t) =

∫ +∞

0

∫ t

t−s
k(s)b(v + s)(eZ(v) − eW (v))dvds

=

∫ +∞

0

f(s, t)ds

< +∞ la cual converge.

Luego por teorema (2.2) se tiene que

G′(t) =

∫ +∞

0

Dtf(s, t)ds

=

∫ +∞

0

[
k(s)b(t+ s)(eZ(t) − eW (t))− k(s)b(t)(eZ(t−s) − eW (t−s))ds

]
= (eZ(t) − eW (t))

∫ +∞

0

k(s)b(t+ s)ds− b(t)
∫ +∞

0

k(s)(eZ(t−s) − eW (t−s))ds.

Por tanto G(t) es diferenciable.

LEMA 1.3. Sea b(t), Z(t) y W (t) son funciones acotadas. Supongamos que k(s) es

un núcleo normarlizado
∫ +∞
0

s2k(s)ds < +∞, σ =
∫ +∞
0

sk(s)ds < +∞, entonces la

función

F (t) = (b0)2
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s

∫ t

u

(
eZ(v) − eW (v)

)2
dvduds

está bien definida, es diferenciable y su derivada viene dada por

F ′(t) = (b0)2σ(eZ(t) − eW (t))2 − (b0)2
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s
(eZ(u) − eW (u))2duds.

Demostración.

Por ser b(t), Z(t) y W (t) acotadas se tiene que eZ(t) y eW (t) tambien lo són,

digamos que |b(t)| < L1, |eZ(t)| < L2 y |eW (t)| < L3, así se tiene que

|
(
eZ(v) − eW (v)

)2 | = |(eZ(v))2 − 2eZ(v)eW (v) + (eW (v))2| 6 (L2)
2 + 2L2L3 + (L3)

2 = L

donde L = (L2)
2 + 2L2L3 + (L3)

2.
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Estudiemos que F (t) está bien definida,

|F (t)| =
∣∣∣∣(b0)2 ∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s

∫ t

u

(
eZ(v) − eW (v)

)2
dvduds

∣∣∣∣
6|(b0)2|

∫ +∞

0

|k(s)|
∫ t

t−s

∫ t

u

|
(
eZ(v) − eW (v)

)2 |dvduds
=(b0)2

∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s

∫ t

u

Ldvduds

=(b0)2
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s
L(t− u)duds

=L(b0)2
∫ +∞

0

k(s)(t2 − t2 + ts− t2

2
+
t2

2
− ts+

s2

2
)ds

=(b0)2
L

2

∫ +∞

0

k(s)s2ds

<+∞,

así F (t) está bien definida, ya que por hipótesis
∫ +∞
0

k(s)s2ds < +∞.

Calculemos ahora la derivada de F (t). Probemos previamente que está es una función

derivable. En efecto F (t) se puede escribir como:

F (t) = (b0)2
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s

∫ t

u

(eZ(v) − eW (v))2dvduds

= (b0)2H(t)

donde

H(t) =

∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s

∫ t

u

(eZ(v) − eW (v))2dvduds

=

∫ +∞

0

G(s, t)ds

con G(s, t) = k(s)
∫ t
t−s

∫ t
u
(eZ(v) − eW (v))2dvdu. Probemos que H(t) es diferenciable,

para ello debemos probar que
∫ +∞
0

DtG(s, t)ds converge uniformemente en [0,+∞).

Calculemos DtG(s, t), para ello utilicemos la Fórmula de Leibniz’s. Observemos que

G(s, t) se puede expresar como

G(s, t) = k(s)

∫ t

t−s
g(u, t)du,

donde g(u, t) =
∫ t
u
(eZ(v) − eW (v))2dv, además se tiene que g(u, t) es una función
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continua y gt(u, t) = (eZ(t) − eZ(t))2 tambien es continua en [0,+∞). Por tanto

DtG(s, t) = k(s)[g(t, t)− g(t− s, t) +

∫ t

t−s
(eZ(t) − eW (t))2du]

= k(s)[−g(t− s, t) +

∫ t

t−s
(eZ(t) − eW (t))2du]

= k(s)[s(eZ(t) − eW (t))2 −
∫ t

t−s
(eZ(v) − eW (v))2dv].

Por lo que

|DtG(s, t)| = |k(s)[s(eZ(t) − eW (t))2 −
∫ t

t−s
(eZ(v) − eW (v))2dv]|

6 |k(s)|
[
|s||(eZ(t) − eW (t))2| −

∫ t

t−s
|(eZ(v) − eW (v))2|dv

]
tomando L = máx{sup

t∈R
|(eZ(t) − eW (t))2|} se tiene que

|DtG(s, t)| 6 2sk(s)L

como 2
∫ +∞
0

sk(s)Lds < +∞. Nuevamente por el criterio de weierstrass para con-

vergencia uniforme de integrales impropias, se tiene que
∫ +∞
0

DtGs,tds converge uni-

formemente para t ∈ [0,+∞) como

H(t) =

∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s
(eZ(t) − eW (t))2dvduds

=

∫ +∞

0

DtG(s, t)ds

< +∞, converge.

Por el teorema (2.2) se tiene que

H ′(t) =

∫ +∞

0

k(s)

[
s(eZ(t) − eW (t))2 −

∫ t

t−s
(eZ(v) − eW (v))2dv

]
ds

=

∫ +∞

0

k(s)s(eZ(t) − eW (t))2ds−
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s
(eZ(v) − eW (v))2dv]ds

= (eZ(t) − eW (t))2
∫ +∞

0

sk(s)ds−
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s
(eZ(v) − eW (v))2dv]ds

= σ(eZ(t) − eW (t))2 −
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s
(eZ(v) − eW (v))2dv]ds,
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donde σ =
∫ +∞
0

sk(s)ds. Así tenemos que

F ′(t) = (b0)2σ(eZ(t) − eW (t))2 − (b0)2
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s
(eZ(u) − eW (u))2duds.

Por tanto F (t) está bien definida y además es diferenciable.

LEMA 1.4. Sean U(t) y V (t) funciones continuas. Si 0 < θ(t) < 1, entonces U(t)(1−
θ(t)) + V (t)θ(t), se encuentra entre U(t) y V (t)

Demostración. Supongamos los siguientes casos

Caso 1

U(t) < V (t)

dado que 0 < θ(t) < 1 se tiene que 1− θ(t) > 0, así

U(t)(1− θ(t)) < V (t)(1− θ(t)) = V (t)− V (t)θ(t)

despejando V (t) se tiene U(t)(1− θ(t)) + V (t)θ(t) < V (t).

Por otro lado

U(t)(1− θ(t)) + V (t)θ(t) = U(t)− U(t)θ − V (t)θ(t)

= U(t) + θ(t)(V (t)− U(t))

> U(t)

de este modo U(t) < U(t)(1− θ(t)) + V (t)θ(t) < V (t)

Caso 2

V (t) < U(t)

sabemos que 0 < θ(t) < 1 se tiene que 1− θ(t) > 0 así

U(t)(1− θ(t)) > V (t)(1− θ(t)) = V (t)− V (t)θ(t)

despejando V (t) tenemos U(t)(1− θ(t)) + V (t)θ(t) > V (t).

Por otro lado

U(t)(1− θ(t)) + V (t)θ(t) = U(t)− U(t)θ − V (t)θ(t)

= U(t) + θ(t)(V (t)− U(t))
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de acá tenemos que

U(t) > U(t)(1− θ(t)) + V (t)θ(t)

por tanto

U(t) > U(t)(1− θ(t)) + V (t)θ(t) > V (t)

De este modo se puede concluir que U(t)(1− θ(t)) + V (t)θ(t) entre U(t) y V (t).

LEMA 1.5. Para todo x, y ∈ (−∞, β] se cumple que

(x− y)(ex − e−y) > e−β(ex − ey)2.

Demostración. Sean x, y ∈ (−∞, β]. Aplicando el Teorema de Valor Medio a la

función f(t) = et, se tiene que existe θ con 0 < θ < 1 tal que ex−ey = e[(1−θ)x+θy](x−
y) ó (x − y) = (ex − ey)e−[(1−θ)x+θy]. Multiplicando en ambos lados de la igualdad

anterior por ex − ey, se tiene

(x− y)(ex − ey) = (ex − ey)2e−[(1−θ)x+θy]. (1.1)

Por otro lado, se tiene por hipótesis que x 6 β y y 6 β, por tanto se cumple que

(1− θ)x+ θy 6 (1− θ)β + θβ = β;

de acá se tiene que e−β 6 e−[(1−θ)x+θy], sustituyendo está desigualdad en (1.1), se

tiene que

(x− y)(ex − ey) > e−β(ex − ey)2.

Por lo que queda demostrado el lema.



CAPÍTULO 2

ESTUDIO PARA LA ESTABILIDAD DE LAS

SOLUCIONES.

En este capítulo consideraremos la ecuación integro-diferencial

N ′(t) = N(t)

[
a(t)− b(t)

∫ +∞

0

k(s)N(t− s)ds
]
si t > 0 (2.1)

junto con las condiciones iniciales siguiente

N(t) = φ(t) si t 6 0 (2.2)

donde a(t) y b(t) son funciones positivas, continuas, y acotadas superior e inferior-

mente, y además φ ∈ FC, y los núcleos K : [0,+∞) → [0,+∞) son funciones

continuas que satisfacen∫ +∞
0

k(s)ds = 1, σ ≡
∫ +∞
0

sk(s)ds < +∞ y ξ ≡
∫ +∞
0

s2k(s)ds < +∞.

Está ecuación ha sido estudiada profundamente por algunos autores, en los cuáles

podemos citar a Golpalsamy y He en [3] y a Seifer en [2], donde ellos consideran los

coeficientes de esta ecuación casi periódicos y acotados superiormente e inferiormen-

te y sus trabajos estan enfatizados en demostrar la estabilidad de las soluciones de

la ecuación (2.1).

El objetivo de este capitulo es demostrar que si se satisfacen la hipótesis
∫ +∞
0

s2k(s)ds <

+∞ y b0 > M̂(b0)σ donde M̂ =
a0

b0
∫ +∞
0

k(s)e−a0sds
entonces existe una única solu-

ción N∗(t) de (2.1) tal que N(t)−N∗(t)→ 0 cuando t→ +∞ para cualquier solución

N(t) de (2.1).

14
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§2.1. Positividad y Acotamiento de la solución de la ecuación

(2.1)

En está sección estudiaremos el comportamiento de las soluciones de la ecuación

integro-diferencial (2.1) especificamente la positividad y el acotamiento de dichas

soluciones.

LEMA 2.1. Si N(t, φ) es cualquier solución de la ecuación (2.1), con la condición

inicial (2.2), entonces N(t, φ) > 0 para t > 0

Demostración. Sea N(t) cualquier solución de la ecuación (2.1). Por tanto se

satisface que para todo t > 0

N ′(t) = N(t)

(
a(t)− b(t)

∫ +∞

0

k(s)N(t− s)ds
)

de acá se tiene que

N ′(t) = N(t)P (t) donde P (t) = a(t)− b(t)
∫ +∞

0

k(s)N(t− s)ds

es decir, equivalentemente

N ′(t)−N(t)P (t) = 0. (2.3)

Usando el factor integrante como método de la resolución de la ecuación diferencial

(2.3). Se tiene que
d

dt

(
N(t)e

∫ t
0 P (s)ds

)
= 0.

Integrando (2.3) desde 0 hasta t y utilizando el teorema fundamental del cálculo

N(t)e
∫ t
0 P (s)ds −N(0) = 0

esto implica que

N(t) = N(0)e−
∫ t
0 P (s)ds.

Como N(0) > 0 y e−
∫ t
0 P (s)ds es no-negativa para todo t > 0, se tiene que N(t) > 0

∀t > 0

LEMA 2.2. Si N(t) es cualquier solución de la ecuación integro-diferencial (2.1)

entonces ĺım sup
t→+∞

N(t) 6
a0

b0
∫ +∞
0

k(s)e−a0sds
≡ M̂.
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Demostración. Sea N(t) cualquier solución de la ecuación (2.1). Por la positividad

de N(t) y por ser a(t) y b(t) funciones acotadas superior e inferiormente, se cumple

que

N ′(t) 6 N(t)

[
a0 − b0

∫ +∞

0

k(s)N(t− s)ds
]
. (2.4)

Por tanto se cumple que

N ′(t) 6 a0N(t) para t > 0.

Integrando la desigualdad anterior desde t− s hasta t, con t− s > 0, se obtiene que∫ t

t−s

dN(σ)

N(σ)
dσ 6

∫ t

t−s
a0dσ

esto implica que

ln(N(t))− ln(N(t− s)) 6 a0s

ln

(
N(t)

N(t− s)

)
6 a0s

aplicando la función exponencial a ambos lados de la desigualdad, se obtiene

N(t)

N(t− s)
6 ea

0s

por tanto

N(t− s) > N(t)e−a
0s para t > s > 0 (2.5)

sustituyendo, esta desigualdad en (2.4), se tiene que

N ′(t) 6 N(t)

[
a0 − b0

[∫ t

0

k(s)N(t− s)ds+

∫ +∞

t

k(s)N(t− s)ds
]]

6 N(t)

[
a0 − b0

∫ t

0

k(s)N(t− s)ds
]

= N(t)

[
a0 −

(
b0

∫ +∞

0

k(s)e−a
0sds

)
N(t)

]
digamos que

N ′(t) 6 N(t)[a0 − b0f(t)N(t)] donde f(t) =

∫ t

0

k(s)e−a
0sds > 0



Glennimar Carreño Suárez. 17

sabemos que

ĺım
t→+∞

f(t) = ĺım
t→+∞

∫ t

0

k(s)e−a
0sds =

∫ +∞

0

k(s)e−a
0sds < +∞

ya que k(s)e−a
0s 6 k(s), esto implica que

∫ +∞
0

k(s)e−a
0sds 6

∫ +∞
0

k(s)ds = 1, por

tanto
∫ +∞
0

k(s)e−a
0sds converge digamos a f ∗, es decir ĺım

t→+∞
f(t) = f ∗.

Por otro lado como N ′(t) 6 N(t)[a0 − b0f(t)N(t)] se tiene por el teorema de com-

paración que N(t) 6 Y (t), donde Y (t) es solución de la ecuación

Y ′(t) = Y (t)[a0 − b0f(t)Y (t)] con Y (0) = N(0) = φ(0). (2.6)

La ecuación (2.6) se puede escribir como

Y ′(t)− a0Y (t) = −b0f(t)Y 2(t).

La cuál es una ecuación de Bernoulli. Haciendo el cambio de variable u(t) = Y −1(t),

se obtiene que

u′(t) + a0u(t) = b0f(t) (2.7)

la cual es una ecuación lineal de primer orden. Resolvamos por el método de factor

integrante. Sea P (t) = a0 y Q(t) = b0f(t) y el factor integrante e
∫
P (t)dt = ea

0t

multiplicando a ambos lados de la ecuación (2.7) se obtiene

ea
0tu′(t) + a0u(t)ea

0t = b0f(t)ea
0t

ahora integrando desde 0 hasta t se tiene que

u(t)ea
0t − u(0) =

∫ t

0

b0f(s)ea
0sds

por tanto

u(t) = u(0)e−a
0t + b0e

−a0t
∫ t

0

f(s)ea
0sds (2.8)

como u(t) =
1

Y (t)
, sustituyendo en la ecuación anterior, se obtiene

1

Y (t)
=

1

Y (0)
e−a

0t +
b0
∫ t
0
f(s)ea

0sds

ea0t
. (2.9)
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Estudiemos ahora el siguiente ĺım
t→+∞

∫ t
0
f(s)ea

0sds

ea0t
.

Primeramente veamos que
∫ +∞
0

f(s)ea
0sds diverge, en efecto

sabemos que
∫ +∞
0

f(s)ea
0sds = ĺım

t→+∞

∫ t
0
f(s)ea

0sds resolvamos
∫ t
0
f(s)ea

0sds por el

método de integración por partes. Consideremos a = f(s) y dv = ea
0sds por tanto

da = f ′(s)ds y v =
1

a0
ea

0s observemos que si f(s) =
∫ s
0
k(θ)e−a

0θdθ, se cumple por

el teorema fundamental del cálculo que f ′(s) = k(s)e−a
0s.

En consecuencia

ĺım
t→+∞

∫ t

0

f(s)ea
0sds = ĺım

t→+∞

[
f(s)ea

0s

a0
|t0 −

1

a0

∫ t

0

k(s)e−a
0sea

0sds

]

= ĺım
t→+∞

[
f(s)ea

0s

a0
|t0 −

1

a0

∫ t

0

k(s)ds

]

= ĺım
t→+∞

[
f(t)ea

0t

a0
− 1

a0

∫ t

0

k(s)ds

]
= +∞

ya que, cuando t → +∞, f(t) → f ∗ =
∫ +∞
0

k(s)e−a
0sds < +∞ y ea

0t → +∞ y

además
∫ +∞
0

k(s)ds = 1.

Por tanto ĺım
t→+∞

∫ t
0
f(s)ea

0sds

ea0t
tiene una forma indeterminada

∞
∞

. Apliquemos la regla

de l’Hopital

ĺım
t→+∞

∫ t
0
f(s)ea

0sds

ea0t
= ĺım

t→+∞

f(t)ea
0t

a0ea0t

= ĺım
t→+∞

f(t)

a0

=
f ∗

a0
.

Por otro lado, aplicando limite cuando t tiende a +∞ y utilizando el hecho anterior

a la ecuación (2.9) se obtiene

ĺım
t→+∞

1

Y (t)
= ĺım

t→+∞

(
1

y(0)
e−a

0t +
b0
∫ t
0
f(s)ea

0tds

ea0t

)
=
b0f
∗

a0
.
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Es decir ĺım
t→+∞

Y (t) =
a0

b0f ∗
.

En virtud de que N(t) 6 Y (t), se obtiene que

ĺım sup
t→+∞

N(t) 6 ĺım sup
t→+∞

Y (t) = ĺım
t→+∞

Y (t) =
a0

b0f ∗

=
a0

b0
∫ +∞
0

k(s)e−a0sds

= M̂

Por tanto ĺım sup
t→+∞

N(t) 6 M̂ =
a0

b0
∫ +∞
0

k(s)e−a0sds

LEMA 2.3. Si existe un ε0 > 0 tal que
∫ +∞
0

k(s)e−(a0−b
0M̂−ε0)s < +∞ donde M̂ es

como en el lema (3.2) entonces para cualquier solución N(t) de la ecuación integro-

diferencial (2.1), se satisface que

ĺım inf
t→+∞

N(t) >
a0

b0
∫ +∞
0

k(s)e−(a0−b0M̂)sds
≡ m̂ > 0.

Demostración. Sea N(t) cualquier solución positiva de (2.1). En virtud del lema

3.2 se tiene que ĺım sup
t→+∞

N(t) 6 M̂ , dado ε > 0 existe un t1 tal que t > t1 implica que

N(t) < ĺım sup
t→+∞

N(t) + ε, en consecuencia

N(t) < M̂ + ε, para todo t > t1. (2.10)

Por otro lado, de la ecuación (2.1) y por la positividad de las soluciones, se tiene que

N ′(t) > N(t)

[
a0 − b0

∫ +∞

0

k(s)N(t− s)ds
]

= N(t)

[(
a0 − b0

∫ +∞

t−t1
k(s)N(t− s)ds

)
− b0

∫ t−t1

0

k(s)(M̂ + ε)ds

]
(2.11)

observemos que si 0 < s < t− t1 esto implica que t− s > t1, por lo que sustituyendo

(2.10), en la desigualdad anterior, se obtiene que

N ′(t) > N(t)

[
a0 − b0

∫ t−t1

0

k(s)(M̂ + ε)ds− b0
∫ +∞

t−t1
k(s)N(t− s)ds

]
.

Definamos c(t) para todo t > t1, como

c(t) = a0 − b0(M̂ + ε)
∫ t−t1
0

k(s)ds− b0
∫ +∞
t−t1 k(s)N(t− s)ds t > t1
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estudiemos el ĺım
t→+∞

c(t), esto es

ĺım
t→+∞

c(t) = ĺım
t→+∞

[
a0 − b0(M̂ + ε)

∫ t−t1

0

k(s)ds− b0
∫ +∞

t−t1
k(s)N(t− s)ds

]
t > t1

= a0 − b0(M̂ + ε)

ya que
∫ +∞
0

k(s)ds = 1 y
∫∞
∞ k(s)N(t− s)ds = 0 por tanto

ĺım
t→+∞

c(t) = a0 − b0(M̂ + ε) (2.12)

observemos que

ĺım
t→+∞

b0
∫ +∞

t−t1
k(s)N(t− s)ds = 0 (2.13)

de (2.12) y (2.13), se puede garantizar que dado ε1, con 0 < ε1 <
ε0
2
, existe T > t1

tal que

|c(t)− a0 + b0(M0 + ε)| < ε1 y |b0
∫ +∞

t−t1
k(s)N(t− s)ds| < ε1

por tanto, se cumple, aplicando propiedades de valor absoluto y despejando c(t) se

tiene,

a0 − b0(M̂ + ε)− ε1 < c(t) < a0 − b0(M̂ + ε) + ε1 ∀t > T (2.14)

además por la positividad de las soluciones y por ser k(s) un núcleo normalizado ,

se obtiene

b0
∫ +∞

t−t1
k(s)N(t− s)ds < ε1. (2.15)

Por otro lado de la desigualdad (2.11) se tiene que

N ′(t) > c(t)N(t) ∀t 6 t1

lo cuál es equivalente a la desigualdad

dN(t)

N(t)
> c(t)dt

integrando está ultima desigualdad desde t− s hasta t, con t− s > 0, obtenemos

ln

(
N(t)

N(t− s)

)
>
∫ t

t−s
c(r)dr

aplicando la función exponencial a ambos lados de la desigualdad, se obtiene

N(t) > N(t− s)e
∫ t
t−s c(r)dr para t− s > t1
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equivalentemente tenemos

N(t− s) 6 N(t)e−
∫ t
t−s c(r)dr para t− s > t1. (2.16)

sustituyendo (2.15) y (2.16) en (2.11) se obtiene que

N ′(t) > N(t)

[
a0 − ε1 − b0

(∫ t−s

0

k(s)e
∫ t
0 c(r)drds

)
N(t)

]
. (2.17)

De (2.14) se tiene que∫ t

t−s
(a0 − b0(M̂ + ε)− ε1)dr <

∫ t

t−s
c(r)dr <

∫ t

t−s
(a0 − b0(M̂ + ε) + ε1)dr

lo cuál es equivalente

(a0 − b0(M̂ + ε)− ε1)s <
∫ t

t−s
c(r)dr < (a0 − b0(M̂ + ε) + ε1)s

por lo que

−
∫ t

t−s
c(r)dr < −(a0 − b0(M̂ + ε)− ε1)s

así

b0
∫ t−t1

0

k(s)e−
∫ t
t−s c(r)drds < b0

∫ t−t1

0

k(s)e−(a0−b
0(M̂+ε)−ε1)sds

6 b0
∫ +∞

0

k(s)e−(a0−b
0(M̂+ε)seε1sds ∀t > t1

sustituyendo la desigualdad anterior en (2.17) nos queda

N ′(t) > N(t)

[
(a0 − ε1)− (b0

∫ +∞

0

k(s)e−(a0−b
0(M̂+ε))seε1sds)N(t)

]
.

Consideremos a = a0− ε1 y b = (b0
∫ +∞
0

k(s)e−(a0−b
0(M̂+ε))seε1sds)N(t). Por teorema

de comparación, se tiene que

N(t) > W (t) ∀t > T,

donde W (t) es solución de la ecuación diferencial logística y′(t) = y(t) [a− by(t)].

Aplicando limite inferior cuando t tiende a más infinito

ĺım inf
t→+∞

N(t) > ĺım inf
t→+∞

W (t) = ĺım
t→+∞

W (t) =
a

b
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en consecuencia

ĺım inf
t→+∞

N(t) >
a0 − ε1

b0
∫ +∞
0

k(s)e−(a0−b0(M̂+ε))seε1sds

haciendo ε, ε1 tender a cero, se tiene que

ĺım inf
t→+∞

N(t) >
a0

b0
∫ +∞
0

k(s)e−(a0−b0(M̂))sds
≡ m̂

Observación 2.1. A partir de los lemas (3.2) y (3.3), usando la definición de límite

superior e inferior podemos afirmar que N(t) está acotada tanto inferiormente como

superiormente.

En efecto, del lema (3.3), se tiene que

ĺım inf
t→+∞

N(t) > m̂

para cada ε1 > 0, existe T1 > 0 tal que para todo t > T1 implica que

N(t) > ĺım inf
t→+∞

N(t)− ε1

esto implica que

N(t) > m̂− ε1. (2.18)

Por otro lado

ĺım sup
t→+∞

N(t) < M̂

para cada ε2 > 0 existe T2 > 0 tal que para todo n > N2, implica que

N(t) < ĺım sup
t→+∞

N(t) + ε2

esto implica que

N(t) < M̂ + ε2 (2.19)

tomando T = mı́n{T1, T2} y haciendo tender a ε1 y ε2 a cero cuando t tiende a más

infinito, se sigue de (2.18) y (2.19) que m̂ < N(t) < M̂ .
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§2.2. Estabilidad de las soluciones

En está sección estudiaremos la estabilidad de las soluciones de la ecuación

integro-diferencial (2.1).

TEOREMA 2.1. Si b0 > M̂(b0)2σ y
∫ +∞
0

s2k(s)ds < +∞, entonces existe una única

solución N∗(t) de la ecuación integro-diferencial (2.1) en R tal que 0 < N∗(t) < M̂

para t ∈ R, además para cualquier solución N(t) de (2.1) se cumple que

N(t)−N∗(t)→ 0 cuando t→ +∞.

Demostración. SeanN1(t) yN2(t) dos soluciones de la ecuación integro-diferencial

(2.1). Consideremos Z1(t) = logN1(t), Z2(t) = logN2(t) y fijemos t0 ∈ R de manera

que Z01(t) = Z1(t + t0) y Z02(t) = Z2(t + t0). Por la observación anterior, se tiene

que, N1(t) y N2(t) son funciones acotadas superior e inferiormente, por lo que Z1(t)

y Z2(t) tambien son acotadas.

Observemos que cada Ni(t + t0) con i = 1, 2 es solución de la ecuación (2.1) reem-

plazando a(t), b(t) por a(t+ t0), b(t+ t0) respectivamente , es decir se cumple que

N ′i(t+ t0) = Ni(t+ t0)

(
a(t+ t0)− b(t+ t0)

∫ +∞

0

k(s)Ni(t+ t0 − s)ds
)

por tanto
N ′i(t+ t0)

Ni(t+ t0)
= a(t+ t0)− b(t+ t0)

∫ +∞

0

k(s)eZ0i(t−s)ds. (2.20)

Como Zi(t) = logNi(t) con i = 1, 2, se cumple

Ni(t) = eZi(t).

Por lo que, de la ecuación (2.20), se obtiene que

Z ′i(t) = a(t+ t0)− b(t+ t0)

∫ +∞

0

k(s)eZi(t−s)ds. (2.21)

Definamos

V (t) =

[
Z01(t)− Z02(t)−

∫ +∞

0

∫ t

t−s
k(s)b(v + t0 + s)(eZ01(v) − eZ02(v))dvds

]2
+ (b0)2

∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s

∫ t

u

(eZ01(v) − eZ02(v))2dvduds.
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Veamos que V (t) está bien definida y además es diferenciable.

Consideremos

V1(t) =

∫ +∞

0

∫ t

t−s
k(s)b(v + t0 + s)(eZ01(v) − eZ02(v))dvds y

V2(t) = (b0)2
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s

∫ t

u

(eZ01(v) − eZ02(v))2dvduds

de manera que V (t) = [Z01(t)−Z02(t)−V1(t)]2+V2(t). Para ello primero estudiaremos

la buena definición de Z01(t) y Z02(t), en efecto, ya que Ni(t) con i = 1, 2 es acotada

superior e inferiormente se tiene que

|Z0i(t)| = | logNi(t+ t0)| < +∞

de este modo Z0i(t) con i = 1, 2 está bien definida.

Por los lemas (2.2) y (2.3) tenemos que V1(t) y V2(t) están bien definidas y además

son diferenciables y sus derivadas vienen dadas por

V ′1(t) =(eZ01(t) − eZ02(t))

∫ +∞

0

k(s)b(t+ t0 + s)ds− b(t+ t0)

∫ +∞

0

k(s)(eZ01(t−s) − eZ02(t−s))ds

V ′2(t) =(b0)2σ(eZ01(t) − eZ02(t))2 − (b0)2
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s
(eZ01(u) − eZ02(u))2duds.

De acá tenemos que V (t) = [Z01(t) − Z02(t) − V1(t)]
2 + V2 < +∞, de este modo

tenemos que V (t) esta bien definida.

Ahora veamos que V (t) es diferenciable. Sabemos que

V (t) = [Z01(t)− Z02(t)− V1(t)]2 + V2(t).

Denotemos V (t) = [Z01(t)− Z02(t)− V1(t)]2. Por tanto V (t) = V (t) + V2.

Veamos que V (t) es diferenciable, en efecto sabemos que V1(t) es diferenciable y su

derivada viene dada por

V ′1(t) = (eZ01(t)−eZ02(t))

∫ +∞

0

k(s)b(t+t0+s)ds−b(t+t0)
∫ +∞

0

k(s)(eZ01(t−s)−eZ02(t−s))ds,

y además como

Z ′0i(t) = Z ′i(t+ t0)

=
N ′i(t+ t0)

Ni(t+ t0)
con i = 1, 2;
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sustituyendo está expresión y V ′1(t) en V ′(t) se obtiene

V ′(t) =2

[
Z01(t)− Z02(t)−

∫ +∞

0

∫ t

t−s
k(s)b(v + t0 + s)(eZ01(v) − eZ02(v))dvds

]
×[

Z ′01(t)− Z ′02(t)− (eZ01(t) − eZ02(t))

∫ +∞

0

k(s)b(t+ t0 + s)ds

−b(t+ t0)

∫ +∞

0

k(s)(eZ01(t−s) − eZ02(t−s))ds

]
=2

[
Z01(t)− Z02(t)−

∫ +∞

0

∫ t

t−s
k(s)b(v + t0 + s)(eZ01(v) − eZ02(v))dvds

]
×[

N ′1(t+ t0)

N1(t+ t0)
− N ′2(t+ t0)

N2(t+ t0)
− (eZ01(t) − eZ02(t))

∫ +∞

0

k(s)b(t+ t0 + s)ds

+b(t+ t0)

∫ +∞

0

(eZ01(t−s) − eZ02(t−s)ds)

]

Sustituyendo en la ecuacion anterior
N ′1(t+ t0)

N1(t+ t0)
y
N ′2(t+ t0)

N2(t+ t0)
se tiene

V ′(t) =2

[
Z01(t)− Z02(t)−

∫ +∞

0

∫ t

t−s
k(s)b(v + t0 + s)(eZ01(v) − eZ02(v))dvds

]
×[

a(t+ t0)− b(t+ t0)

∫ +∞

0

k(s)N1(t+ t0 − s)ds− a(t+ t0)

+b(t+ t0)

∫ +∞

0

k(s)N2(t+ t0 − s)ds− (eZ01(t) − eZ02(t))

∫ +∞

0

k(s)b(t+ t0 + s)ds

+b(t+ t0)

∫ +∞

0

k(s)(eZ01(t−s) − eZ02(t−s))ds

]
=2

[
Z01(t)− Z02(t)−

∫ +∞

0

∫ t

t−s
k(s)b(v + t0 + s)(eZ01(v) − eZ02(v))dvds

]
×[

b(t+ t0)

∫ +∞

0

k(s)(N2(t+ t0 − s)−N1(t+ t0 − s))ds

−(eZ01(t) − eZ02(t))
] ∫ +∞

0

k(s)b(t+ t0 + s)ds+ b(t+ t0)

∫ +∞

0

k(s)(eZ01(t−s) − eZ02(t−s))ds]

=2

[
Z01(t)− Z02(t)−

∫ +∞

0

∫ t

t−s
k(s)b(v + t0 + s)(eZ01(v) − eZ02(v))dvds

]
×[

−b(t+ t0)

∫ +∞

0

k(s)(eZ01(t−s) − eZ02(t−s))ds− (eZ01(t) − eZ02(t))

∫ +∞

0

k(s)b(t+ t0 − s)ds

+b(t+ t0)

∫ +∞

0

k(s)(eZ01(t−s) − eZ02(t−s))ds

]
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V ′(t) =− 2

[
Z01(t)− Z02(t)−

∫ +∞

0

∫ t

t−s
k(s)b(v + t0 + s)(eZ01(v) − eZ02(v))dvds

]
×

(eZ01(t) − eZ02(t))

∫ +∞

0

k(s)b(t+ t0 − s)ds.

de acá que V (t) es diferenciable.

Por tanto V (t) es diferenciable y su derivada está dada por

V ′(t) = −2

[
Z01(t)− Z02(t)−

∫ +∞

0

∫ t

t−s
k(s)b(v + t0 + s)(eZ01(v) − eZ02(v))dvds

]
×[

(eZ01(t) − eZ02(t))

∫ +∞

0

k(s)b(t+ t0 − s)ds
]

+ (b0)2σ(eZ01(t) − eZ02(t))2

− (b0)2
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s
(eZ01(u) − eZ02(u))2duds.

Sean

I1(t) =− 2(Z01(t)− Z02(t))(e
Z01(t) − eZ02(t))

∫ +∞

0

k(s)b(t+ t0 + s)ds

I2(t) =2

(∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s
b(v + t0 + s)(eZ01(v) − eZ02(v))dvds

)
×∫ +∞

0

k(s)b(t+ t0 + s)ds(eZ01(t) − eZ02(t))

I3(t) =(b0)2σ(eZ01(t) − eZ02(t))2

I4(t) =− (b0)2
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s
(eZ01(v) − eZ02(v))2dvds.

Por lo que

V ′(t) = I1(t) + I2(t) + I3(t) + I4(t).

Observemos que

I1(t) = −2(Z01(t)− Z02(t))(e
Z01(t) − eZ02(t))

∫ +∞

0

k(s)b(t+ t0 + s)ds

6 −2(Z01(t)− Z02(t))(e
Z01(t) − eZ02(t))

∫ +∞

0

k(s)b0ds

= −2(Z01(t)− Z02(t))(e
Z01(t) − eZ02(t))b0

esto ocurre, ya que 0 < b0 6 b(t+ t0 + s) 6 b0 y
∫ +∞
0

k(s)ds = 1.
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Tambien que

I2(t) =2

∫ +∞

0

k(s)

(∫ t

t−s
b(v + t0 + s)(eZ01(v) − eZ02(v))dv

)
ds×

(eZ01(t) − eZ02(t))

∫ +∞

0

k(s)b(t+ t0 + s)ds

=

∫ +∞

0

k(s)

(∫ t

t−s
b(v + t0 + s)2(eZ01(v) − eZ02(v)).

(eZ01(t) − eZ02(t))dv
)
ds.

∫ +∞

0

k(s)b(t+ t0 + s)ds

aplicando la observación (2.2) se tiene

I2(t) =

∫ +∞

0

k(s)

[∫ t

t−s
b(v + t0 + s)

(
(eZ01(v) − eZ02(v))2

+(eZ01(t) − eZ02(t))2
)
dvds

] ∫ +∞

0

k(s)b(t+ t0 + s)ds

6
∫ +∞

0

k(s)(b0)2
∫ t

t−s

[
(eZ01(v) − Z02(v))2dv + (b0)2(eZ01(t) − eZ02(t))2

]
dvds

=(b0)2
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s
(eZ01(v) − eZ02(v))2dvds+ (b0)2(eZ01(t) − eZ02(t))2∫ +∞

0

k(s)sds

=(b0)2
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s
(eZ01(v) − eZ02(v))2dvds+ (b0)2σ(exp(Z01(t))− eZ02(t))2

=− I4 + (b0)2σ(eZ01(t) − eZ02(t))2

esto ocurre por ser 0 < b0 6 b(t+ t0 + s) 6 b0,
∫ +∞
0

k(s)ds = 1 y
∫ +∞
0

k(s)sds ≡ σ.

Sustituyendo I1(t), I2(t), I3(t), I4(t) en V ′(t) tenemos que

V ′(t) 6− 2(Z01(t)− Z02(t))(e
Z01(t) − eZ02(t))b0 − I4 + (b0)2σ(eZ01(t) − eZ02(t))2

+ (b0)2σ(eZ01(t) − eZ02(t))2 + I4

=− 2[(Z01(t)− Z02(t))(e
Z01(t) − eZ02(t))b0 + (b0)2σ(eZ01(t) − eZ02(t))2] (2.22)

Ahora usando el Teorema de valor medio y el hecho de que Ni(t + t0) 6 M̂ , para

i = 1, 2 y t ∈ R a la función f(x) = ex, evaluado en Z01(t) y Z02(t). Se tiene por el

lema (2.4) tomando 0 < θ(t) < 1 que

Z02(t) < Z01(t)(1− θ(t)) + Z02(t)θ(t) < Z01(t).
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Se puede concluir que Z01(t)(1− θ(t)) + Z02(t)θ(t) está entre Z01(t) y Z02(t), ahora

aplicando el teorema de valor medio obtenemos

eZ01(t)(1−θ(t))+Z02(t)θ(t) =
eZ01(t) − eZ02(t)

Z01(t)− Z02(t)

equivalentemente tenemos que

(Z01(t)− Z02(t)) = (eZ01(t) − eZ02(t))e−[(Z01(t)(1−θ(t))+Z02(t)θ(t))].

Multiplicando en ambos lados de la igualdad por (eZ01(t) − eZ02(t)), se obtiene que

(Z01(t)− Z02(t))(e
Z01(t) − eZ02(t)) = (eZ01(t) − eZ02(t))2e(Z01(t)(1−θ(t))+Z02(t)θ(t))−1

.

Por ser Ni(t+ t0) acotada, se cumple que existe M̂ > 0 tal que Ni(t+ t0) 6 M̂ , para

i = 1, 2, t ∈ R, por lo que consideremos X = Z01(t), Y = Z02(t) y β = ln(M̂) en el

lema (2.5) se tiene

(Z01(t)− Z02(t))(e
Z01(t) − eZ02(t)) >

(eZ01(t) − eZ02(t))2

M̂
(2.23)

Ahora usando (2.23) en (2.22) tenemos que

V ′(t) 6 −2

(
b0

M̂
− σ(b0)2

)
(eZ01(t) − eZ02(t))2

Si tomamos r0 =
b0

M̂
− σ(b0)2, r0 > 0 y usando (2.23) integrando desde 0 hasta t

∫ t

0

V ′(p)dp 6 −2r0

∫ t

0

((eZ01(p) − eZ02(p))2)dp

así

V (t)− V (0) 6 −2r0

∫ t

0

(eZ01(p) − eZ02(p))2dp

luego

2r0

∫ t

0

(eZ01(p) − eZ02(p))2dp 6 V (0)− V (t)

equivalentemente ∫ t

0

(eZ01(p) − eZ02(p))2dp 6
V (0)− V (t)

2r0
(2.24)
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está ecuación es finita dado que V (t) es un operador acotado, así de (2.24) tenemos∫ +∞

0

(N1(s+ t0)−N2(s+ t0))
2ds < +∞.

Además

|N ′1(s+ t0)−N ′2(s+ t0)| 6 |N ′1(s+ t0)|+ ||N ′2(s+ t0)|

= |N1(s+ t0)(a(s+ t0)− b(s+ t0)

∫ +∞

0

k(s)N1(s+ t0 − s)ds)|

|N2(s+ t0)(a(s+ t0)− b(s+ t0)

∫ +∞

0

k(s)N2(s+ t0 − s)ds)|

6 |N1(s+ t0)|[|(a(s+ t0)|+ |b(s+ t0)|
∫ +∞

0

|k(s)||N1(t0)|ds)]

|N2(s+ t0)|[|(a(s+ t0)|+ |b(s+ t0)|
∫ +∞

0

|k(s)||N2(t0)|ds)]

6 |N1(s+ t0)|[a0 + b0

∫ +∞

0

|k(s)||N1(t0)|ds)]

|N2(s+ t0)|[a0 + b0

∫ +∞

0

|k(s)||N2(t0)|ds)]

= W1[a
0 + b0

∫ +∞

0

k(s)W1] +W2[a
0 + b0

∫ +∞

0

k(s)W2ds]

= W1[a
0 + b0M1] +W2[a

0 + b0M2]

= W

dondeW = W1[a
0+b0W1]+W2[a

0+b0W2], de este modo |N ′1(s+t0)−N ′2(s+t0)| 6 W

así

|(N ′1(s+ t0)−N ′2(s+ t0))
2| 6 W 2.

En consecuencia, por el lema (2.1), se tiene que

ĺım
t→+∞

(N1(t+ t0)−N2(t+ t0))
2 = 0 para t0 ∈ R arbitrario,

usando la definición de limite al infinito se tiene que para todo ε > 0 existe T > 0

tal que 0 6 (N1(t+ t0)−N2(t+ t0))
2 < ε haciendo ε tender a cero, se tiene que

N1(t+ t0) = N2(t+ t0)
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y por ser t0 arbitrario se obtiene

N1(t) = N2(t).

Digamos que N∗(t) = N1(t) = N2(t).

Por un lado sea N∗(t) solución de la ecuación (2.1), sabemos por el lema (3.2) que

el ĺım sup
t→+∞

N∗(t) 6 M̂ , así por definición de limite superior si M̂ > ĺım sup
t→+∞

N∗(t)

entonces dado ε =
M̂

2
> 0 existe t1 > 0 para todo t > t1 tal que N∗(t) <

M̂

2
< M̂

así tenemos que N∗(t) está acotada superiormente.

Por otro lado sea N(t) cualquier solución de la ecuación (2.1) y definamos ahora Z(t)

y U(t) como Z(t) = log(N(t)) y U(t) = log(N∗(t)) y definamos el operador como se

hizo anteriormente, es decir

V (t) =[Z(t)− U(t)−
∫ +∞

0

∫ t

t−s
k(s)b(v + t0 + s)(eZ(v) − eU(v))dvds]2

+ (b0)2
∫ +∞

0

k(s)

∫ t

t−s

∫ t

u

(eZ(v) − eU(v))2dvduds

usando el mismo argumento que en la parte anterior, se obtiene

ĺım
t→+∞

N(t)−N∗(t) = 0.
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