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“COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LAS SOLUCIONES
DE UNA ECUACION INTEGRODIFERENCIAL’

RESUMEN

En este trabajo consideraremos la ecuacion integro-diferencial
+o0
N'(t) = N(¢) {a(t) — b(t)/ k(s)N(t —s)ds|si t>0 (1)
0
junto con las condiciones iniciales siguiente
N{t)=¢(t) st t<0 (2)

donde a(t) y b(t) son funciones positivas, continuas, y acotadas superior e inferior-
mente, y ademés ¢ € FC, y los nicleos K : [0,+00) — [0,+00) son funciones

continuas que satisfacen

f0+oo k(s)ds=1, o= fOJrOO sk(s)ds <400 y &= fOJrOO s*k(s)ds < +oo.

El objetivo de este trabajo, es demostrar que si se satisfacen la hipotesis f0+°o s?k(s)ds <

0
— - a . . . : 2z
+00y by > M(b)o donde M = entonces existe una tnica solucién

bo [, k(s)e="sds
N*(t) de (1) tal que N(t) — N*(t) — 0 cuando ¢ — 400 para cualquier solucion N (¢)

de (1).

il
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INTRODUCCION.

La matematica cada vez estd jugando un papel muy importante en las cien-
cias, provocando asi el desvanecimiento de las fronteras en las disciplinas cientificas
y el resurgimiento del interés en las técnicas tanto modernas como clasicas de las
matemaéticas aplicadas. En el area de Ecologia, que es la ciencia que estudia las rela-
ciones entre el hombre y en general con los organismos vivos con el medio ambiente,
es frecuente que una especie sea presa de otra, de manera que ambas poblaciones
estdn relacionadas en una estructura. Durante los anos 20, el mateméatico Italiano
Vito Volterra (1860-1940) y el bidlogo americano Alfred J. Lotka (1880-1949) de-
sarrollaron el modelo matematico de la competencia de dos especies con recursos

limitados en un medio cerrado, y que se conoce como modelo de Lotka-Volterra.

Es bien conocido que los ambientes de mayor poblaciéon cambian con el tiempo
y esto en cambio introduce un crecimiento en las caracteristicas de la poblacion. En
primera instancia las condiciones de ambientes favorables estimulan un incremento
del tamano de la reproducciéon mientras que en los ambientes no favorables pueden
conducir a que decline el crecimiento de la natalidad y halla un incremento de la

mortalidad.

Las variaciones temporales de un ambiente de poblacién, son usualmente incor-
poradas en el modelo de sistemas, por la introducciéon de un parametro de tiempo
dependiente en ecuaciones controladas, tales ecuaciones controladas son no auténo-

mas y el estudio de las ecuaciones no auténomas no alcanzan el nivel satisfactorio de
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madurez, comparado con las ecuaciones auténomas. En trabajos mas recientes, Gol-
palsamy ha realizado un extenso anélisis de multiespacios dindmicos en un ambiente
temporalmente uniforme, controlado por ecuaciones diferenciales auténomas con dis-
tribuciones de retardo discretas y continuas. Ademas en el articulo de Golpalsamy
[3] se derivan un conjunto de condiciones algebraicas suficientes para la existencia
de un atractor global con solucién positiva casi peridédica de la ecuacion logistica
integro-diferencial

dN(t)

dt

— N(t) [a(t)—b(t) 0+mKa(s)N(t—s)ds t>0, ac(0,400) (3)

en la cudl a(t), b(t) son funciones positivas, casi periddicas definidas en [0,400) y
K, : [0,400) — [0,400) es continua a trozos e integrable en [0,+00) para cada
a € [0,+00). Para una discusion general de una ecuacion integrodiferencial casi
periddica con y sin retardo nos referimos a los trabajos de Fink [1], Yoshizawa [5] y [6],
y Corduneanu |7]. Ademas en el articulo de Golpalsamy [3] se hace una generalizacion
de los resultados de Zhang y Golpalsamy en [8], [9] v de Golpalsamy en [10], donde

se estudiaron las ecuaciones de la forma

dx(t) x(t—n)T

PO _ 1 tyo(t) {1 _ut- ) T(t))} (5)

dt K
400
%t“) = N(t) [a(t) — b(t) : K(S)N(t—s)ds} (6)

cuyos coeficientes son funciones peridédicas positivas con un periodo en comun. Es
de hacer notar que aunque las ecuaciones integro diferenciales (1.1) y (1.4) son se-
mejantes, en la ecuacion (1.1) los coeficientes a y b son funciones casi periddicas,
mientras que en la ecuacion integro diferencial (1.4), los coeficientes a y b son perio-
dicos con un peridédo comun. Las distintas componentes de la biologia y de algunos
entornos fisicos de un sistema de poblacién pueden ser periddicos, con un periodo
racionalmente independiente, y por tanto no es razonable considerar los distintos
parametros de los sistemas modelos, ya que estos estan cambiando casi periddica-

mente en lugar de periddicamente con periodo comin.

Existe una bibliografia extensa sobre ecuaciones diferenciales con coeficientes pe-

riodicos y sus aplicaciones por ejemplo nos referimos a los articulos de Arino et al
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[11], Burton [12]|, Cushing [13|, Golpalsamy [14] y [15], Halanay [16], Hamaya [17],
Nisbet y Gurney [18], Qichang [19] y Zhang y Golpalsamy [20]|. Sobre sistemas inte-
grodiferenciales casi periddicos que modelan poblaciones dinamicas, podemos citar
a Seifer [21] y [22], Murakamy [23], Hamaya y Yoshizawa [24]|. Los analisis y los
resultados de estos autores dependen crucialmente de la suposicién de que existen
mecanismos que establecen una retroalimentacion negativa en actos dinamicos sin
retrazo, aunque los métodos de analisis de estos autores no son directamente aplica-

bles a las ecuaciones de la forma (1.1).

El siguiente trabajo se conformo en base a dos capitulos, los cudles son: Prelimi-
nares donde se colocaron los conceptos necesarios, para la realizacion de este trabajo
y el capitulo de Estabilidad de las soluciones que es donde se desarrolla todo el traba-

jo, ademas el objetivo de este capitulo es demostrar que, si se satisfacen la hipotesis
0
—~ — Qa
[.7°9 8%k(s)ds < +oo y by > M(I*)o donde M = ——— ——— entonces existe
bo [, K(s)e="ds

una unica solucion N*(t) de (2.1) tal que N(t) — N*(t) — 0 cuando t — 400 para

cualquier solucion N(t) de (1).



CAPITULO 1

PRELIMINARES

El tema de las ecuaciones diferenciales constituye una rama amplia y muy impor-
tante de la matematica moderna. Desde los primeros tiempos del calculo, tal tema
ha sido un area de gran importancia teodrica y aplicaciones practicas, y aun continta
siéndolo en nuestros dias. En este capitulo se presentan algunos resultados béasicos
de ecuaciones diferenciales y analisis que seran de gran utilidad para el desarrollo de

este trabajo.

§1.1. Teoria Basica

DEFINICION 1.1. Sea f : R — R una funcion continua y acotada. Denotaremos

por
fo=mf{f(t):t € Dom(f)}, y f°=sup{f(t):te€ Dom(f)}.

DEFINICION 1.2. Una funcion K : [0,400) — R continua, no negativa y con la

propiedad f0+oo k(s)ds =1, se denomina nucleo normalizado.
Observacion 1.1. Denotaremos como FC' al siguiente conjunto:

pe FC ={¢p:(—00,0] = [0,00)/0(0) >0, continua y acotada}.
Este conjunto, se conoce como conjunto de las funciones iniciales.

DEFINICION 1.3. Sea f: X — Y. Se dice que f es una funcion continua si dado
e > 0, para cada x € X se puede encontrar un § > 0 tal quey € X, |[x —y| < ¢

implica |f(z) - J(y)] < <.
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DEFINICION 1.4. Sea f : X — R, diremos que f es acotada si existe M > 0 tal
que | f(z)] < M para todo x € X.

DEFINICION 1.5. Sea {a,} una sucesion de nimeros reales. Supongamos que exis-

ten los numeros reales U y V' que satisfacen las siguentes condiciones:

i) Para cada € > 0 existe un entero N tal que n > N implica

anp < U +¢.

1) Dado € > 0 y dado m > 0, existe un entero n > m tal que
ap > U —¢.

U se llama el limite superior de {a,} y se escribe U = limsup a,,.
n—00

i1t) Para cada € > 0 existe un entero N tal que n > N implica

a, >V —e.

1) Dado € > 0 y dado m > 0, existe un entero n > m tal que
a, <V +e.

V' se llama el limite inferior de {a,} y se escribe V = liminf a,,.
n—oo

TEOREMA 1.1. (Criterio de Weierstrass para convergencia uniforme de
integrales impropias) Supongamos que f es localmente integrable con respecto a
x sobre [a,b) y |f(x,y)| < M(zx) si zg < x <b para cada y € S, donde

fab M (z)dxr < +o00. Entonces fab f(z,y)dy converge uniformemente en S.

Demostracion. Ver la prueba en [25] lema 33.3 pag 268.

TEOREMA 1.2. Sean f(z,y) y Daf(x,y) funciones continuas en |a,+00) X (c,d]
donde Dy f(x,y) es la parcial de f con respecto a y. Supongamos que para y € [c,d],
la integral F(y) = fa+oo f(x,y)dx converge y la integral

G(y) = f(:roo Dy f(x,y)dx converge uniformemente en [c,d]. Entonces F es derivable
en [c,d] y F'(y) = G(y).

Demostracion. Ver prueba en [30] teorema 11.24 pag 333.
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Observacion 1.2. Si a y 5 son funciones reales, estas satisfacen la desigualdad

208 < a? + 3. Esto se satisface dado que (o — 3)* > 0.

TEOREMA 1.3. Teorema de valor medio Sea [ continua en un intervalo [a,b]

con a < by diferenciable en el intervalo a < x < b entonces existe ¢ tal que a < ¢ < b
fla) — f(b)
/ —
Y f (C) - (b . a) :

Demostracion. Ver la prueba en [26] teorema 7 pag 117.

TEOREMA 1.4. Teorema fundamental del cdlculo Sea f : I — R continua en el

intervalo I. Las siquientes afirmaciones sobre la funcion F': I — R son equivalentes:

» F' es una integral indefinida de f, esto es, existe a € I tal que

F(z) = F(a)+ [ f(t)dt para todo z € I.
» F' es primitiva de f, esto es, F'(x) = f(x) para todo z € I.
Demostracion. Ver la prueba en [26] teorema 1 pag 160.

TEOREMA 1.5. (Teorema de comparacion entre dos ecuaciones diferencia-
les escalares) Sea D un conjunto abierto de R?, f(t,y) y g(t,y) funciones continuas
frg:D =R,y = f(t,y) ey = g(t,y) las correspondientes ecuaciones diferenciales.
Supongamos que una de las dos funciones f y g es localmente lipschitziana en D con
respecto de la variable y. Sean y, z : [a,b] — R soluciones respectivas de y' = f(t,y)

ey = g(t,y). Supongamos que se verifica

g(t,y) < f(t,y) en D, yque z(a)<y(a)

Entonces

z(t) < y(t).
Demostracion. Ver la prueba en [29] pag 161.

TEOREMA 1.6. (Formula de Leibniz’s) Supongamos que f y f;, son continuas
sobre D en R donde f; es la parcial de f con respecto at, y que o y 8 son funciones
las cudles son diferenciables en el intervalo [c,d] y tiene valores en [a,b]. Si ¢ es
definida en [c,d] por ¢(t) = ff(%) f(z,t)dz entonces ¢ tiene una derivada para cada

t en [c,d] la cudl viene dada por

& (t) = F(B), DB (1) — Fla(t), )/ (t) + [ fil, t)da.
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Demostracion. Ver la prueba en [25] lema 31.8 pag 245-246.

LEMA 1.1. Sea g(t) una funcion diferenciable en [0, +oo) Si existe un nimero
positivo M tal que |¢'(t)] < M para todo t > 0 y fo (t)|dt < 400 entonces
1i = 0.
g et =0

Demostracion. En virtud de que 2|¢'(t)||g(t)] < 2M]|g(t)| para todo t > 0,

/ " alg llg(0)lde < 2 / " g0)at

< 400

obtenemos

En consecuencia [," 2|¢(t)||g(t)|dt converge absolutamente y por tanto [," 2¢/(t)g(t)dt

converge. Ahora bien

+o0 +o0o
/0 29/ (t)g (1)t = / LP1) = m [P(1) — g(0)]

Lo que implica que . H+m g*(t) existe. Probemos ahora que . h’in g*(t) = 0. En efecto,
— 400 —+00
2
€ _
supongamos que th’frn g*(t) = &3 con gy > 0, luego dado ¢ = EO existe t > 0 tal que
—r+00
2
£ - _
lg%(t) — &3] < 50 para todo ¢ > 7. De aqui tenemos que para todo t > ¢
2

En . o
2)—e2 > -9 ¢ |g(t)] > —=.

Por lo que, para todo t >t

/|g |ds>/|g Jlds > 7 - -9

Haciendo tender ¢ hacia més infinito, se tiene que fo |g(s)|ds = 400 lo cuél contradice
la hipotesis

Por tanto t£+moog (t) = 0 y en consecuencia Eeroog( ) =0. ]

LEMA 1.2. Sea b(t), Z(t) y W(t) son funciones acotadas. Supongamos que k(s) es

un nicleo normalizado y fOJrOO sk(s)ds < 400, entonces la funcion

+o0
/ / b(v + 5)(eZ®) — ")) duds
t—s

esta bien definida, es diferenciable y su derivada viene dada por

G'(t) = (ez(t) — eW(t)) /O+Oo k(s)b(t + s)ds — b(t) /0+00 k’(s)(ez(t_s) — eW(t_S))ds.
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Demostracion. Por ser b(t), Z(t) y W(t) acotadas se tiene que e?() y W)
tambien lo sén, digamos que |b(t)] < My, [eZ?®| < My y [eW®)] < Ms.
Estudiemos la buena definicion de G(t)

+o00

)| = b(v + 5)(e?™ — V) duds

+oo
g/ k(s |/ b(v + 8)||(eZ®) — V)| duds
0

+o0
é/() k(s) /t_ |b(v — s)||(e? ) _ eW(”))\dvdS

+00 t
< / k(S) / Ml(MQ + Mg)d’l}ds
0 t—s

+o0
:/ k(s)Rsds donde R = M;(Msy+ Mj)
0 .
—R/ k(s)sds
0

<+ 00,

asi la integral es finita ya que por hipodtesis sabemos que f0+oo k(s)sds < +oo, asi
G/(t) esta bien definida.

Ahora probemos que G(t) es diferenciable, para ello debemos probar que f0+oo Dif(s,t)ds
converge uniformemente en [0, +00) donde f(s, t) ft Ck(s)b(v+s) (€M) —eW W dy).

En efecto, como consecuencia del teorema fundamental del calculo se tiene que
D, f(s,t) 8/ )o(v + )(eZ®) — W)y
=[5 [ ko + ) -
[ R+ (e = O
— [k(s)b(t + 3)(eZ(t) _ eW(t)) _ k(s)b(t)@Z(H) B eW(t*s))} .

Por tanto

[Def(s,)] < [k(s)[[b(t + 5)[[e” — "]
+ [k (s)][b(#)]]e”7) — M),
tomando L = méxsup |eZ01() — ¢Z02()| de aca tenemos que |D,f(s,t)| < 2k(s)M,L

teR
como M; [2Lk(s)ds < +oo. Por el criterio de welerstrass para la convergencia uni-
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forme de integrales impropias, se tiene que f0+°° Dy f(s,t)ds converge uniformemente

para t € [0, +00). Ademas

+oo
/ / b(v + 5)(e?V) — V) duds

= f(S,t)

0

< 400 la cual converge.

Luego por teorema (2.2) se tiene que

G'(t) = +Oo D, f(s,t)ds

= /*Oo [k(s)b(t + $)(eZ® — WD) _ (s)b(2) (20 — GW(t—s))dS]
= (7 — VW) /+OO k(s)b(t+ s)ds — b(t) /+OO k(s)(eZ4=9) — W (t=9))gs.

Por tanto G(t) es diferenciable. n

LEMA 1.3. Sea b(t), Z(t) y W(t) son funciones acotadas. Supongamos que k(s) es

un nicleo normarlizado f0+oo s*k(s)ds < +o0, 0 = f0+°° sk(s)ds < +oo, entonces la

F(t) = (1°) /0 m k(s) /t: / t (@ — VN dududs

esta bien definida, es diferenciable y su derivada viene dada por

funcion

—+o00 t
F/(8) = (1°)20(cZ® — W O)2 _ (02 / k(s) / (20 _ W2y ds.
0 t—s

Demostracion.

Por ser b(t), Z(t) y W(t) acotadas se tiene que e?® y ¢"® tambien lo son,
digamos que |b(t)] < Ll \ez(t)\ < Ly y |e"®| < Ls, asi se tiene que
| ( () _ JW(v) )2 Z(v — 9eZW)W(v) 4 (eW(U))2| < (L2)2 2Lyl + <L3)2 -
donde L = (Lq)? + 2L2L3 + (L3)%.
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Estudiemos que F'(t) esta bien definida,

—+o00 t t
|F(t)|:’(b°)2 / k(s) / / (@) — @) dududs
0—"_Oo t—st u . 2
<P [ [ 1 = ) dududs
—(f)—oo t t_st b
:(bo)z/ k(s)/ / Ldvduds
0 t—s Ju

=(")? /0+OO k(s) /t; L(t — u)duds

+o0 t2 t2 82
:L(bo)2/ E(s)(t? —t* +ts — — + — —ts+ —)ds
0 2 2 2
o2l [T 2
=(")"— k(s)s“ds
2 Jo

< + o0,

asi F'(t) esta bien definida, ya que por hipotesis fo )s2ds < +o0.
Calculemos ahora la derivada de F'(t). Probemos prev1amente que esta es una funcion

derivable. En efecto F(t) se puede escribir como:

F(t) = (") / / / VO dududs

= (V") H(t)

H(t) / T / / dvduds

= /0 G(s,t)ds

con G(s,1) (s) [, [1(e?® — e"®))2dudu. Probemos que H(t) es diferenciable,

para ello debemos probar que fo * D;G(s,t)ds converge uniformemente en [0, +00).

donde

Calculemos D;G(s,t), para ello utilicemos la Formula de Leibniz’s. Observemos que

G(s,t) se puede expresar como
t
G(s,t) = k:(s)/ g(u,t)du,
t—s

donde g(u,t) = fi(ez(”) — " )2dy, ademas se tiene que g(u,t) es una funcién
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continua y g;(u,t) = (eZ® — eZ®)2 tambien es continua en [0, +00). Por tanto
DiG(s,t) = k(s)[g(t,t) —g(t — s,t) + /t (eZ® — W02 4]
t—s
= k(s)[—g(t —s,t) + /t (eZ® — V)24
t—s
= k(s)[s(e?® — V)2 _ /t (eZ®) — VW24,
t—s
Por lo que
IDGLs, 0] = s — WO — [ (20— ey
t—s

t
< k(s)] [[sll(eZ® — W ®)y2) / () — V2| gy
t—s

tomando L = max{sup |(eZ?®) — V®))2|} se tiene que
R

|D:G(s,t)| < 2sk(s)L

“+oo . . .
como 2 [," sk(s)Lds < +oc. Nuevamente por el criterio de weierstrass para con-
vergencia uniforme de integrales impropias, se tiene que fo D,G s 4ds converge uni-

formemente para t € [0, +00) como

+o0 t
H(t) = / k(s)/ (eZ® — W2 dududs
0 t—s

+oo
= DG (s,t)ds
0
< 400, converge.

Por el teorema (2.2) se tiene que

H (1) = /0 s {s(ez( /t (cZ0 )dv}d
_ /0 () s(e40 — ¢ /O N / (eZ0) — W02y ds
= () — V)2 /0 /0 m / (eZ®) — W20y ds

= g (eZt) — W 1)2 —/ k(s)/ (eZ®) — eWN24y)ds,
0 t—s
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donde o = [, sk(s)ds. Asi tenemos que
+oo

F/(t) — (bO)2O_(€Z(t) . 6W(t))Q . (bO)Q/

t
k(s)/ (eZ0) — W2y ds.
0 t—s

Por tanto F'(t) esta bien definida y ademaés es diferenciable. [

LEMA 1.4. Sean U(t) y V (t) funciones continuas. Si0 < 0(t) < 1, entonces U(t)(1—
0(t)) + V(t)0(t), se encuentra entre U(t) y V(1)

Demostracion. Supongamos los siguientes casos
Caso 1
U(t) < V(t)

dado que 0 < () < 1 se tiene que 1 — 0(t) > 0, asi

Ut)(1=0(t) <V ()1 -0(t) = V() = V($)o(t)

despejando V() se tiene U(t)(1 —6(t)) + V (1)0(t) < V(1).

Por otro lado

=U(t) +0(t)(V(t) - U(t))
> U(t)
de este modo U(t) < U(t)(1 —0(t)) + V(£)0(t) < V(t)
Caso 2
V(t) < U(t)

sabemos que 0 < 6(t) < 1 se tiene que 1 — 6(t) > 0 asi

Ut)(1=0(t) > V()1 —0(t) = V() = V(£)o(t)

despejando V(t) tenemos U(t)(1 —0(t)) + V(1)8(t) > V(¢).

Por otro lado
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de aca tenemos que
Ut) >U)(1—0(t) + V(t)o(t)

por tanto
U)>U(@)(1—=6(t) +V()o(t) > V()

De este modo se puede concluir que U(t)(1 — 6(t)) + V(t)0(t) entre U(t) y V(t). =

LEMA 1.5. Para todo x,y € (—o0, ] se cumple que
(= )" = ) 3 et - eV

Demostracion. Sean x,y € (—oo, 3]. Aplicando el Teorema de Valor Medio a la
funcion f(t) = e*, se tiene que existe  con 0 < 6 < 1 tal que e* —e¥ = el1=0+0v] (5
y) 6 (x —y) = (e* — e¥)e (=024 Nultiplicando en ambos lados de la igualdad

anterior por e* — €Y, se tiene
(z —y)(e” — e¥) = (e — e¥)2e [1=0r+0y], (1.1)
Por otro lado, se tiene por hipotesis que x < fy y < 3, por tanto se cumple que
(1-=0)z+0y<(1-0)5+05=p;

de aca se tiene que e ? < e~ [(1=07+0%] gustituyendo esta desigualdad en (1.1), se

tiene que
(= y)(e” —e¥) = e (e — e¥)”.

Por lo que queda demostrado el lema. [ ]



CAPITULO 2

ESTUDIO PARA LA ESTABILIDAD DE LAS
SOLUCIONES.

En este capitulo consideraremos la ecuacion integro-diferencial

N'(#) = N(t) [a@)—b(t) /0 RSN - s)ds|si >0 (2.1)

junto con las condiciones iniciales siguiente
Nit)=o¢(t) si t<0 (2.2)

donde a(t) y b(t) son funciones positivas, continuas, y acotadas superior e inferior-
mente, y ademas ¢ € FC, y los nicleos K : [0,400) — [0,+00) son funciones

continuas que satisfacen
f0+°° k(s)ds=1, o= fo s)ds < +oo y erOO s*k(s)ds < +oc.

Esté ecuacion ha sido estudiada profundamente por algunos autores, en los cuales
podemos citar a Golpalsamy y He en [3] y a Seifer en [2], donde ellos consideran los
coeficientes de esta ecuacion casi periddicos y acotados superiormente e inferiormen-
te y sus trabajos estan enfatizados en demostrar la estabilidad de las soluciones de
la ecuacion (2.1).

El objetivo de este capitulo es demostrar que si se satisfacen la hipotesis f0+°° s?k(s)ds <

CLO

+ooy by > M (b°)o donde M = — —— entonces existe una tnica solu-
bo J,  k(s)em®"sds

cion N*(t) de (2.1) tal que N(t)—N*(t) — 0 cuando ¢t — 400 para cualquier solucion

N(t) de (2.1).

14



GLENNIMAR CARRENO SUAREZ. 15

§2.1. Positividad y Acotamiento de la solucién de la ecuaciéon

(2.1)

En esté seccion estudiaremos el comportamiento de las soluciones de la ecuacion
integro-diferencial (2.1) especificamente la positividad y el acotamiento de dichas

soluciones.

LEMA 2.1. Si N(t,¢) es cualquier solucion de la ecuacion (2.1), con la condicion

inicial (2.2), entonces N(t,¢) > 0 parat >0

Demostracion. Sea N(t) cualquier solucion de la ecuacion (2.1). Por tanto se

)
satisface que para todo t > 0

de acé se tiene que
+oo
N'(t) = N(t)P(t) donde P(t)=alt)— b(t)/ k(s)N(t — s)ds

es decir, equivalentemente

N'(t) — N(t)P(t) = 0. (2.3)

Usando el factor integrante como método de la resolucion de la ecuacion diferencial

(2.3). Se tiene que
d

dt

Integrando (2.3) desde 0 hasta ¢ y utilizando el teorema fundamental del célculo

(N(t)efcf P<S>ds) ~0.

N(t)eds s _ N(0) = 0
esto implica que
N(t) = N(0)e~ Jo P()ds

Como N(0) >0y e~ Jo P()ds o5 no-negativa para todo t > 0, se tiene que N(t) >0
YVt >0 [ ]

LEMA 2.2. Si N(t) es cualquier solucion de la ecuacion integro-diferencial (2.1)
a’ —

M.

entonces limsup N (t) < —
t—-+00 Q bo 0+ k(s)e=a"sds
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Demostracion. Sea N (t) cualquier solucion de la ecuacion (2.1). Por la positividad
de N(t) y por ser a(t) y b(t) funciones acotadas superior e inferiormente, se cumple
que

+oo
N'(t) < N(t) [ao — bo/ k(s)N(t — s)ds| . (2.4)
0
Por tanto se cumple que
N'(t) <a’®N(t) para t=>0.

Integrando la desigualdad anterior desde ¢t — s hasta ¢, con t — s > 0, se obtiene que

t dN t
(U)da g/ a’do
t—s N<O) t—s

esto implica que

In(N(t)) —In(N(t — s)) < a’s

aplicando la funcién exponencial a ambos lados de la desigualdad, se obtiene

0

N(t)
N(t—s)

a-s

por tanto
N(t—s) > N(t)e’aos para t>s2>0 (2.5)

sustituyendo, esta desigualdad en (2.4), se tiene que
r t “+o0
N'(t) < N(t) [a® — by [/ k(s)N(t — s)ds + / k(s)N(t — s)ds”
L 0 t
r t
< N() |a® - bo/ kE(s)N(t — s)ds}
L 0

_ N :ao _ (bo /0 +OO k(s)e“osds) N(t)]

digamos que

N'(t) < N(#t)[a® — bof(t)N(t)] donde f(t) = /0 k(s)e=®*ds > 0
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sabemos que

t

+oo
lim f(t) = lim k(s)e™**ds = / k(s)e"*ds < +o0
0

t——+o0 t——4o00 0

—+00
0o K

tanto fOJrOO k(s)e=*"*ds converge digamos a f*, es decir tLl'Ernoo f(t)=r~

Por otro lado como N'(t) < N(t)[a® — bof(t)N(t)] se tiene por el teorema de com-

ya que k(s)e "¢ < k(s), esto implica que f0+°° k(s)e *"sds < (s)ds = 1, por

paracion que N(t) < Y (), donde Y (t) es solucion de la ecuacion
V() = Y()[a® — bof (Y ()] con Y(0) = N(O) = 6(0).  (26)
La ecuacion (2.6) se puede escribir como

Y'(t) —a®Y (t) = —bof(t)Y?(t).

La cual es una ecuaciéon de Bernoulli. Haciendo el cambio de variable u(t) = Y ~1(¢),

se obtiene que
u'(t) + au(t) = by f(t) (2.7)

la cual es una ecuacion lineal de primer orden. Resolvamos por el método de factor
integrante. Sea P(t) = a° y Q(t) = bof(t) y el factor integrante e/ P(Hdt — ¢a

multiplicando a ambos lados de la ecuacion (2.7) se obtiene
a%t 1 0 a%t a%t
e (t) + a u(t)e® " =bof(t)e
ahora integrando desde 0 hasta t se tiene que
0 t 0
u(t)e” ' —u(0) = / bof(s)e” *ds
0

por tanto

u(t) = u(0)e= ™" 4 boe "t /0 F(s)e”ds (2.8)

como u(t) = , sustituyendo en la ecuacién anterior, se obtiene

1
Y(t)

(2.9)

- = e

Y(t)  Y(0) et

1 1 o N bo fot f(s)e®sds
; :
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(L Sd
s
Estudiemos ahora el siguiente lim fo e
t—-+o00 ea t

Primeramente veamos que f0+°o f (s)e“osds diverge, en efecto
sabemos que [, f(s)e”*ds = tHer fot f(s)e”*ds resolvamos fot f(s)e®*ds por el
—+00
método de integracion por partes. Consideremos a = f(s) y dv = e sds por tanto

0
el teorema fundamental del calculo que f'(s) = k;( Jema’s,

g _ als : _ 5 —a%9
da = f'(s)ds y v = ¢ observemos que si f fo (0)e=*?dh, se cumple por
En consecuencia

t B 0 ¢
a-s 1
lim / f(S)eaOSdSZ lim &%——/ k(s)e_aoseaosds]
0

t—+o00 0 t—+o00 CLO

1 t
— I JANTI gt
_tLleroo a® o ao/o k:(s)ds]

I a%t t
1
= lim f@et 1 k(s)ds]
t—+00 a® a® 0
= +00

ya que, cuando t — +oo, f(t) — f* = [T k(s)e **ds < +o0y et = 400y

0
ademas [" k(s)ds = 1

(I Sds
Por tanto lim fo

t—+o0 eaot

de ’'Hopital

00
tiene una forma indeterminada —. Apliquemos la regla
00

[LFeetds e
lim 0 = lim
t—+00 eaot t—+o0o alea’t

= h’mw

t—too @Y
f*

a®’

Por otro lado, aplicando limite cuando t tiende a +oo y utilizando el hecho anterior

a la ecuacion (2.9) se obtiene

b e“’td
lim ! = lim L6 @t | Ofo 0 ”
t—+o00 Y( ) t—+o00 y(O) ea t
_ bof*

a®
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Es decir lim Y (t) = —.
En virtud de que N(t) < Y (t), se obtiene que

0

a
limsup N(¢t) < limsupY (¢t) = lim Y(¢) =
t—>+oop 0 t—>+oop Q t—-+oo Q bof*
bo 0+°° k(s)e=a"sds
- M
Por tanto limsup N(t) < M = = - ]
t—+00 bo J,  k(s)em@sds

LEMA 2.3. Si existe un ¢y > 0 tal que f(foo k(s)e_(ao_boﬁ_go)s < +oo donde M es
como en el lema (3.2) entonces para cualquier solucion N(t) de la ecuacion integro-

diferencial (2.1), se satisface que

m > 0.

liminf N(t) > —————
t——o00 bo 0 k(s)e (a )Sds

Demostracion. Sea N(t) cualquier solucion positiva de (2.1). En virtud del lema

3.2 se tiene que limsup N (t) < ]\//T, dado € > 0 existe un t; tal que t > t; implica que

t——+o0

N(t) < limsup N(t) + ¢, en consecuencia
t——+o00

N(t) < M +¢e, paratodo t3>t. (2.10)

Por otro lado, de la ecuacion (2.1) y por la positividad de las soluciones, se tiene que
+oo
N'(t) = N(¥) {ao - bo/ k(s)N(t — s)ds]
0

_N() Kao—bo /t m k;(s)N(t—s)ds) g /O k) (T +5)ds] (2.11)

—t
observemos que si 0 < s < t — t; esto implica que t — s > t;, por lo que sustituyendo
(2.10), en la desigualdad anterior, se obtiene que

—+00

N'(t) = N(t) [ao —° /0”1 k(s)(M + €)ds — bo/t k(s)N(t — s)ds} :

—t1
Definamos ¢(t) para todo ¢ > t;, como

c(t) = ap — (M + ) [ k(s)ds — 00 [T k(s)N(t — s)ds t > t,

t—t1
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estudiemos el 1im ¢(t), esto es
t—+o0

t—t1 —+o0
; R 10T 30 _
tl}inoo c(t) = t£+moo [ao b (M + 5)/0 k(s)ds — b /t_t1 E(s)N(t —s)ds| t>t

= Qg — bo(ﬂ‘i‘ Ef)

vaque [["k(s)ds =1y [Zk(s)N(t — s)ds = 0 por tanto

Im c(t) = ag — °(M +¢) (2.12)
t——+o00
observemos que
“+oo
lim bo/ k(s)N(t — s)ds =0 (2.13)
t——+o00 t—t,

de (2.12) y (2.13), se puede garantizar que dado €1, con 0 < &1 < %, existe T > t;
tal que

+o0o
o(t) — a0 + My +2)| < 21y ybO/ k()N (t — 5)ds| < £,
t

—t1
por tanto, se cumple, aplicando propiedades de valor absoluto y despejando ¢(t) se
tiene,

ag— (M +e)—ey <clt) <ag—WO(M+e)+e Vt>T (2.14)
ademés por la positividad de las soluciones y por ser k(s) un nucleo normalizado ,

se obtiene

v° /+OO E(s)N(t — s)ds < e;. (2.15)

—t

Por otro lado de la desigualdad (2.11) se tiene que
N'(t) > c(t)N(t) Vt<t

lo cuél es equivalente a la desigualdad

AN (1)
S0 > c(t)dt

integrando esté ultima desigualdad desde ¢ — s hasta ¢, con t — s > 0, obtenemos

N(t) t
In| ———— ) > d
(ea) > [ o
aplicando la funcién exponencial a ambos lados de la desigualdad, se obtiene

N(t) > N(t — s)eftt—s i para t—s >t
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equivalentemente tenemos
N(t—s) < N(t)e_fttfsc(’")dr para t—s > ti. (2.16)
sustituyendo (2.15) y (2.16) en (2.11) se obtiene que
t—s
N'(t) = N(t) [ao —g =0 (/ k(s)elo Cmdrds) N(t)} . (2.17)
0
De (2.14) se tiene que
t - t t -
/ (ag —b° (M +¢) —e)dr < / c(r)dr < / (ag — b°(M +¢) +&)dr
t—s t—s t—s
lo cuél es equivalente
—_~ t —_~
(ap — (M +¢) —e1)s < / c(r)dr < (ag —b°(M +¢) +¢&1)s
t—s
por lo que
t
—/ c(r)dr < —(ag — b°(M +¢) —&1)s
t—s
asi
t—t1 . t—t1 0/
bO/ k(s)e_ Jis c(r)drds < bO/ k’(S)ei(aoib (M+€)f€1)sd5
0 0
+o0 0
< bo/ k(s)e_(ao_b (Mte)seersgs e > ¢
0
sustituyendo la desigualdad anterior en (2.17) nos queda

N,(t) > N(t) {(@0 . 81) . (bO /+OO /{(S)ei(aofbo(M\JFE))sealsds)N(t)

Consideremos a = ag —e; y b = (b° 0+OO k(s)e*(QO*bO(M“))SeElSdS)N(t). Por teorema

de comparacién, se tiene que
N(t)=W(t) Vt=>T,
donde W (t) es solucion de la ecuacion diferencial logistica y/(t) = y(t) [a — by(t)].

Aplicando limite inferior cuando ¢ tiende a méas infinito

lfminf N(£) > lminf W(t) = lim W(t) = =

t—+o0 t—+o00 t—+oo b
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en consecuencia

lfm inf N (t) > S

t—+o0 o f0+°° k(S)e—(ao—bO(M+€))see1sd8
haciendo €, 1 tender a cero, se tiene que

liminf N(t) > 0 — =m

t—+o0 Bo 0+°° k(s)e— (a0t (MD)s (g

Observacion 2.1. A partir de los lemas (3.2) y (3.3), usando la definicion de limite
superior e inferior podemos afirmar que N(t) estd acotada tanto inferiormente como

supertormente.

En efecto, del lema (3.3), se tiene que

liminf N(¢) > m

t—+o00

para cada £; > 0, existe T} > 0 tal que para todo t > T7 implica que

N(t) > liminf N(t) — &,

t——+o0

esto implica que

N(t) > i — & (2.18)

Por otro lado

limsup N(¢) < M

t——+o0

para cada g9 > 0 existe T5 > 0 tal que para todo n > Ny, implica que

N(t) < limsup N(t) + &2

t—-+o0
esto implica que

N(t) < M + &5 (2.19)

tomando T'= min{7T3, 75} y haciendo tender a €1 y €5 a cero cuando ¢ tiende a mas
infinito, se sigue de (2.18) y (2.19) que m < N(t) < M. ]
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§2.2. Estabilidad de las soluciones

En estd seccion estudiaremos la estabilidad de las soluciones de la ecuaciéon

integro-diferencial (2.1).

TEOREMA 2.1. Si by > M(bo oy fo % s%k(s)ds < +o0o, entonces existe una tnica
solucion N*(t) de la ecuacion integro-diferencial (2.1) en R tal que 0 < N*(t) < M

para t € R, ademds para cualquier solucion N(t) de (2.1) se cumple que
N(t)— N*(t) - 0 cuando t— +o0.

Demostracion. Sean Ni(t)y Ny(t) dos soluciones de la ecuacion integro-diferencial
(2.1). Consideremos Z1(t) = log Ni(t), Z(t) = log No(t) y fijemos ty € R de manera
que Zoi(t) = Z1(t +to) v Zoa(t) = Za(t + o). Por la observacion anterior, se tiene
que, Ny(t) y Na(t) son funciones acotadas superior e inferiormente, por lo que Z;(t)
y Zs(t) tambien son acotadas.

Observemos que cada N;(t + to) con i = 1,2 es solucion de la ecuacion (2.1) reem-

plazando a(t), b(t) por a(t + to), b(t + to) respectivamente , es decir se cumple que

+00
N;(t+to) = N;(t + to) (a(t +to) — b(t + to)/ k(s)N;(t +tg — S)ds)
0
por tanto
N/ (t+to)
N;(t +to)
Como Z;(t) = log N;(t) con i = 1,2, se cumple

+o0o
= a(t +to) — b(t + to) / k(s)eZ0it=9) s, (2.20)
0

Nz(t) = €Zi(t).
Por lo que, de la ecuacion (2.20), se obtiene que
+oo
Zi(t) = a(t + to) — b(t+t0)/ k(s)eZit=9 s, (2.21)
0

Definamos

2

+o0
V(t) = [Zm — Zpa(t) / / k(s)b(v +tg + 5)(eZ01®) — eZ02()) gy s
0

¢
+ (b°) / / (eZ0r(¥) _ oZ02(N\2 yduyls.
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Veamos que V() esta bien definida y ademas es diferenciable.

Consideremos

+oo t
Vi(t) = / / k(s)b(v + to + s)(eZ01®) — 22 dyds y
0 t—s

+oo t t
Va(t) = (60)2/ k(s)/ / (eZ01() — 2022y s
0 t—s Ju

de manera que V' (t) = [Zo1(t)— Zo2(t) = Vi (t)]?+Va(t). Para ello primero estudiaremos
la buena definicion de Zyi(t) y Zoa(t), en efecto, ya que N;(t) con ¢ = 1,2 es acotada

superior e inferiormente se tiene que
| Zoi(t)] = |log N;(t + to)| < +00

de este modo Zy;(t) con ¢ = 1,2 esta bien definida.
Por los lemas (2.2) y (2.3) tenemos que Vi(t) y V,(t) estan bien definidas y ademés

son diferenciables y sus derivadas vienen dadas por
+00 +oo
Vi(t) =(eZ0 ) — gZo2()) / k(s)b(t + to + s)ds — b(t + o) / k(s)(eZort=9) — gZo2(t=9)) (s
0 0
+oo t
V(1) :(b0)20<€Z01(t) _ eZoz(t))2 _ <b0)2/ k(s)/ (eZm(U) _ eZOQ(“))Qduds.
0 t—s

De acé tenemos que V(t) = [Zo1(t) — Zoa(t) — Vi(1)]* + Vo < 400, de este modo
tenemos que V() esta bien definida.

Ahora veamos que V() es diferenciable. Sabemos que
V(t) = [Zoi(t) = Zoa(t) = Vi(D)]" + Va ().

Denotemos V (t) = [Zo1(t) — Zoa(t) — Vi(t)]>. Por tanto V() = V(t) + Va.
Veamos que V (t) es diferenciable, en efecto sabemos que V;(t) es diferenciable y su

derivada viene dada por

—+o00 —+oco
Vi(t) = (eZOl(t)—eZOQ(t))/ k(s)b(t+t0+s)ds—b(t+t0)/ k‘(s)(eZOl(t_s)—eZOQ(t_s))ds,
0 0

y ademas como

Zoi(t) = Zi(t + to)
NIt +to)

=——~ con i=1,2;
N;(t +to)
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sustituyendo esta expresion y V{(t) en V'(t) se obtiene

400
Vi(t) =2 {Zm — Zpa(t) / / b(v + to + s)(eZ @) — Zlv )dvds]
{Zéﬂ ) = Ziu(t) — (%0 — eZoalt)) / k(s)b(t + to + s)ds
0
+o00
—b(t + to) / k‘(s)(ezol(t—s) 6Z02(t—s))d8:|

+o00
=2 [Zm — Zoo(t / / b(v + to + s) (e — 6202(”))dvd3] X

Ni(t+ty) Nj(t+to)
[Nl(tﬂo)  Na(t+to)

“+o00
_ <€Zo1(t) _ ezoz(t)) / k(s)b(t + to + s)ds
0
+00
+b(t + 1) / (7o) — eZOQ(”’dS)}
0

N{(t+to) Nyt +to)

se tiene
Ni(t+t0) * Nolt+to)

Sustituyendo en la ecuacion anterior

Vi(t) 2{201 — Zoo(t / m / )b(v + to + ) (eZor®) — Zolv )dvds}
it t0) =0l 1) [ KN+t s)ds — alt + 1)
bt + o) /0 () Na(t + o — )ds — (2 _ o2l /0 Rl 4 to + )ds
#olt -t [K A
=2 [Zm — Zoo(t / m / )b(v 4t + 5) (eZor¥) — gZo2(v )dvds}
[b(t+t0)/0 B(5)(Na(t 4t — 5) — Ni(E+ o — 5))ds

“+o00

“+00
— (o) — Zoa(t))] / k(s)b(t +to+ s)ds + b(t + to) / k(s)(eZort=2) — eZox(t=5)) g4
0
+oo
=2 [Zm — Zo(t / / b(v + to + s)(eZ0 V) — gZo2(v )dvds}
+o00
|:—b(t + to)/ k(s)( Zo1(t—s) _ Z02(t s))ds . (€Z01(t) . 6Z02(t))/ k(s)b<t +ty — s)ds
0 0

+00
+b(t + to) / k(s)(ezm(t*s) — 6Z02(t3))ds]
0
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+o0o
Vi(t)=—2 [201 — Zoa(t / / b(v + to 4 5)(e20®) — 22 dyds | x

(€Z01(t) Z02( )) / k( )b(t +ty — s)ds.
0

de acé que V (t) es diferenciable.

Por tanto V (t) es diferenciable y su derivada esta dada por

+oo
Vi(t) = -2 [Zm — Zpo(t / / b(v + to + s)(eZ0 ) — Z02(V)) dy s

{(eZm(t) eZo2(t ))/ k( )b(t +to — S)ds} + (bO)QO.(eZm(t) _ 6202(75))2
0

“+o00 t
— (bO)Q/ k‘(s)/ (6201(“) — eZOQ(“))Qduds.
0 t—s

Sean
+o00
Ii(t) = = 2(Zo(t) = Zoa(1)) (71 — €721 / B(s)b(t + to + 5)ds
+o00 t 0
L(t) =2 (/ k’(s)/ b(v + to + s)(eZ0 ) — €Z02(”))dvds) y
0 t—s
+oo
/ k()b(t + to + s)ds(eZ01®) — gZo2(t))
0
I5(t) =(b°)?a (7o) — Zo2(0))2
+o00 t
IL(t) = — (bO)Q/ k‘(s)/ (eZOl(”) eZ02( v)) dvds.
0 t—s

Por lo que

V'(t) = Li(t) + L(t) + I3(t) + L4(t).

Observemos que

Il(t) = —2(Zgl(t) — Zog<t))<6201(t) — €ZO2(t)) /+Oo k(S)b(t +t9 + S)dS

_2(201<t) _ Zgg(t))(ezm(t) _ eZOQ(t)) /+0° k(s)bods

~2(Zon(t) = Zoa (1)) (7 — 720y

T k(s)ds = 1.

esto ocurre, ya que 0 < by < b(t +1to+s) <y [,
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Tambien que

D(t) =2 /0 s ( /t: b(v -+t + 5) (21 — (Zox(v )dv) dsx

“+o00
(20 _ (Zon(0) / B(s)b(t + to + 5)ds
0

+o0 t
:/ k(s) (/ b(v + to + 5)2(eZ0rV) — Zo2(V)y,
0 t—s
+o0
(eZorlt) eZo2(t))dv) ds. / k(s)b(t +to + s)ds
0

aplicando la observacion (2.2) se tiene

I(t) :/O+°° k(s) {/t: b(v + to + 5) ((Z0®) — Z02())2

(7010 — 70202 ] /+oo k(s)b(t +to+ s)ds
</0 h k(s)(b°)? /t_ [(6201(”) — Zpa(v))2dv + (0°)%(eZ0r (V) — gZo2(t)) *] dvds

—+oo t
:(60)2/ k(S)/ (6201( v) _ Zoz ) dvds + (bo) ( Zo1(t) _ ezoz(t))2
0 t—s

/0+00 k(s)sds

~0y [ " k(s) [P0 = B0 s 1 (1 Ptexp(Zun(0) - 0

=—I,+ (b0)2a(eZ°1(t) — eZOQ(t))Q

esto ocurre por ser 0 < by < b(t + 1o+ ) <0, [ k(s)ds =1y [ k(s)sds = 0.
Sustituyendo 14 (t), I5(t), I5(t), I4(t) en V'(t) tenemos que

V/(t) < — 2(Zo1 (1) — Zon(t)) (20 — eZ020)py — I, + (°) 25 (20D — eZ02()2
({02 4
= = 2[(Zou(t) = Zoa (1)) ("W — P2 + (1) 0 (71 — 72 0)2] - (2.22)

Ahora usando el Teorema de valor medio y el hecho de que N;(t + ty) < M , para
i=1,2yteRalafuncion f(x) = e”, evaluado en Zy;(t) y Zpa(t). Se tiene por el
lema (2.4) tomando 0 < §(t) < 1 que

Zoz(t) < Zn (t)(l — Q(t)) + Zoz(t)e(t) < Zon (t)
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Se puede concluir que Zy (t)(1 — 6(t)) + Zoa(t)0(t) esta entre Zy (t) y Zpa(t), ahora
aplicando el teorema de valor medio obtenemos

Z Z
Zon (0)(1-0()+ Zoa (H)0(8) __ e 01(t) _ e 02(t)
Zo1(t) — Zpa(1)

e

equivalentemente tenemos que

(Zo1(t) — Zna(t)) = (6201(75) _ 6202(75))6—[(201(t)(1—9(t))+Z02(t)9(t))]‘

Multiplicando en ambos lados de la igualdad por (e%0:®) — ¢Z02() se obtiene que

(Z()l (t) _ ZO2(t))(eZ01(t) _ ezoz(t)> — (eZ()l(t) _ eZoz(t))26(201(t)(lfe(t))+Z02(t)9(t))_1.

Por ser N;(t+to) acotada, se cumple que existe M > 0 tal que N;(t+ty) < M, para

i=1,2,t € R, por lo que consideremos X = Zy(t), Y = Zp(t) y 5 = In(M) en el
lema (2.5) se tiene

ZOl(t) _ ZOQ(t) 2
(Zow(t) = Zoa(t)) (71 — 7020 > < ]/\/76 ) (2.23)

Ahora usando (2.23) en (2.22) tenemos que

V’(t) < -2 (% — 0(60)2) (6201(t) _ eZOQ(t)>2

b
Si tomamos g = ﬂo\ — o (b°)?, ro > 0 y usando (2.23) integrando desde 0 hasta ¢

t t
/ V'(p)dp < —2rg / ((e%1) — 020)12) g
0 0

asi
t
V(t) - V(0) < —27‘0/ (eZm(p) _ eZ°2(p))2dp
0
luego
t
27,0/ (eZm(p) 6202(P))2dp < V(0) — V(t)
0
equivalentemente

(2.24)
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esté ecuacion es finita dado que V(t) es un operador acotado, asi de (2.24) tenemos
+oo
/ (N1 (s + to) — Na(s + tg))?ds < +oo.
0
Ademas
[ N1 (s + to) — Ny(s + to)| < [Ni(s + to)| + [|Na(s + to)]
+oo
= | N1(s + to)(a(s + to) — b(s + to) / k(s)Ni(s + to — s)ds)|
0
+o0
[ Na(s + to)(als + to) — b(s + to) / k(s)Na(s + to — s)ds)]
0
+oo
< [Ni(s + to)|[[(als +to)| + [b(s + to)] / |k (s)[[ V1 (to)|ds)]
0
“+oo
| Na(s + to)|[|(a(s +to)| + [b(s + to)] / | (s)[[N2(to)|ds)]
0
+oo
<IN+ tallla + by [ k()N ()l ds)]
0
+oo
[ Na(s + to)l[a” + bo/ |k (s)[[V2(to)|ds)]
0

+o0 +oo
= Wl[ao + bg / k(S)Wl] + WQ[CLO + b() / k(S)WQdS]
0 0

= W1 [ao + boMl] + W2 [ao + boMg]
=W

donde W = W [a®+byW1]+Wa[a® +byWa], de este modo | Ny (s+tg) — Ny(s+to)| < W

asi

[(N1(s + to) — Ni(s +10))*] < W™

En consecuencia, por el lema (2.1), se tiene que

lim (Ny(t +tg) — No(t +1t9))* =0 para to € R arbitrario,

t——+o0

usando la definiciéon de limite al infinito se tiene que para todo € > 0 existe T > 0

tal que 0 < (Ny(t + tg) — Na(t + t0))? < € haciendo € tender a cero, se tiene que

Ni(t+to) = Na(t + to)
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y por ser ty arbitrario se obtiene

Digamos que N*(t) = Ny(t) = No(t).
Por un lado sea N*(t) solucion de la ecuacion (2.1), sabemos por el lema (3.2) que

el limsup N*(t) < M , asi por definicién de limite superior si M > lim sup N*(t)

t—+o00 t—+o00

—~

M M~
entonces dado ¢ = 5 > 0 existe t; > 0 para todo t > t; tal que N*(t) < 5 <M

asi tenemos que N*(t) esta acotada superiormente.
Por otro lado sea N (t) cualquier solucion de la ecuacion (2.1) y definamos ahora Z(t)
y U(t) como Z(t) =log(N(t)) y U(t) = log(N*(t)) y definamos el operador como se

hizo anteriormente, es decir

V(t) =[2(t) = U(#) - /;OO /; k(s)b(v + to + s)(e?®) — V) dvds]?

+o0 t t
+ (60)2/ k(s)/ / (e?®) — VN2 dyduds
0 t—sJu

usando el mismo argumento que en la parte anterior, se obtiene

lfim N(t) — N*(t) = 0.

t——+o0
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