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“Medidas de Inclusión entre Conjuntos Difusos:
Fundamentos y Ejemplos de Aplicaciones ”

RESUMEN

A través del presente trabajo se presentarán los fundamentos requeridos para el

desarrollo de las medidas de inclusión entre conjuntos difusos, entre ellos un análisis

sobre relaciones de inclusión (contención), algunas de sus propiedades y se mostrará

la utilidad del desarrollo teórico por medio de sus aplicaciones. Se estudiarán las

medidas de inclusión entre conjuntos difusos. Así mismo, se mostrará la utilidad del

desarrollo teórico a través de su aplicación en problemas prácticos.

Palabras clave: conjuntos difusos, medidas de inclusión, lógica difusa.
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INTRODUCCIÓN.

La comparación y descripciones de objetos es una operación habitual en muchos

dominios: psicología, analogía, ciencias físicas, procesador de imágenes, clustering,

razonamiento deductivo, razonamientos basados en casos entres otros campos. Estas

comparaciones frecuentemente se basan en medidas que intentan determinar qué

puntos tienen en común ambos objetos y en cuales difieren.

La medida de comparación tiene varias formas dependiendo del propósito de su

utilización. Se considera varios tipos de medida de comparación.

Medidas de satisfacción: La satisfacción se corresponde a una situación en la

cual consideramos un objeto de referencia y una clase para decidir si el nuevo

objeto es compatible o satisface la referencia.

Medidas de inclusión: También se ocupa de situación en donde en donde ten-

emos los objetos de referencias, en este caso, medimos si los puntos en común

entre A y B son importante a A.

Medidas de semejanzas: Se utiliza para realizar una comparación entre las

descripciones de dos objetos del mismo nivel de generalidad para decidir si

tiene muchas características comunes.

Medidas de desemejanza: La desemejanza entre objetos evalúa hasta qué punto

son diferentes.

Se propone estudiar la aplicación de operaciones de inclusión, intersección y diferen-

cia para las medidas que permitan comparar conjuntos difusos tales como las pre-

1
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sentadas por Bouchon-Meunier, Rifqi y otros [2], [14], [15]. Así mismo, se mostrará

la utilidad del desarrollo teórico a través de su aplicación en problemas prácticos



CAPÍTULO 1

PRELIMINARES.

La matemática de los conjuntos difusos trabaja con conjuntos que no tienen

límites perfectamente definidos, es decir, la transición entre la pertenencia y no perte-

nencia de una variable a un conjunto es gradual. Estos conjuntos se caracterizan por

las funciones de pertenencia, que dan flexibilidad a la moderación utilizando expre-

siones lingüísticas, tales como mucho, poco, leve, severo, escaso, suficiente, caliente,

frío, joven, viejo, etc. Surgió de la necesidad de solucionar problemas complejos con

información imprecisa, para los cuales la matemática y lógica tradicionales no son

suficientes. La lógica difusa es un lenguaje que permite trasladar sentencias sofisti-

cadas del lenguaje natural a un formalismo matemático.

La lógica difusa fue inventada en 1965 por Lofti Zadeh, guiado por el principio de

que las matemáticas pueden ser usadas para encadenar el lenguaje con la inteligencia

humana. Algunos conceptos pueden ser mejor definidos con palabras, los conjuntos

difusos ayudan a construir mejores modelos de la realidad.

§1.1. Conjuntos Difusos

Sea X una colección de objetos denotados genéricamente por x.

DEFINICIÓN 1.1. Conjunto difuso.

Es el que expresa el grado de pertenencia al conjunto que tiene cada uno de los

elementos. El conjunto difuso A en X puede definirse como el conjunto de los pares

3
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ordenados:

A = {(x, µA(x))/x ∈ X}

donde µx es llamada la función de pertenecia para el conjunto difuso A.

Ejemplo 1.1.

Figura 1.1: Función de pertenecia

DEFINICIÓN 1.2. Funciones de pertenencia dan para cada elemento de X un grado

de pertenecía al conjunto A. El valor de esta función está en el intervalo entre 0 y 1,

siendo 1 el valor para máxima pertenencia. Si el valor de esta función se restringiera

solamente a 0 y 1, se tendría un conjunto clásico, o no-difuso. Esta función no

es única. En general, es preferible usar funciones simples, debido a que simplifican

muchos cálculos y no pierden exactitud, debido a que precisamente se está definiendo

un concepto difuso.

§1.1.1. Tipos de Funciones de Pertenencia

Las funciones utilizadas más frecuentemente son:

Triangular: Definido por sus límites inferior a y superior b, y el valor modal m,

tal que a<m<b.

A(x) =


0, si x 6 a;

(x− a)/(m− a), si x ∈ (a,m];

(b− a)/(b−m), si x ∈ (m, b);

0, si x > b.
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También puede representarse así:

A(x; a,m, b) = máx{mı́n{(x− a)/(m− a), (b− x)/(b−m)}, 0}

Figura 1.2: Función de pertenecia triangular

Función Gaussiana: Definida por su valor medio m y el valor k > 0.

A(x) = ek(x−m)2

Figura 1.3: Función de pertenecía Gaussiana

Función S: Definida por sus límites inferior a y superior b, y el valor m, o punto

de inflexión tal que a < m < b.
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Figura 1.4: Función de pertenecia S

Función Trapezoidal: Definida por sus límites inferior a y superior d, y los

límites de su soporte, b y c, inferior y superior respectivamente.

A(x) =



0, si x 6 a;
x−a
b−a , si x ∈ (a, b];

1, si x ∈ (b, c];
d−x
b−c , si x ∈ (c, d];

0, si x > d.

Figura 1.5: Función de pertenecía Trapezoidal

Función Pseudo-Exponencial: Definida por su valor medio m y el valor k > 1.

A(x) =
1

1 + k(x−m)2

DEFINICIÓN 1.3. Un conjunto cantoriano se describe de modo intuitivo como una

colección de objetos, los cuales poseen un criterio de pertenecía que nos permiten
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Figura 1.6: Función de pertenecía Pseudo-Exponencial

decidir si un objeto pertenece o no al conjunto.

El universo de discurso lo designaremos por X = {x} y A,B los subconjuntos de X.

§1.2. Operaciones con Conjutos Difusos.

DEFINICIÓN 1.4. Consideremos los conjuntos difusos A y B . La intersección de

estos dos conjuntos es un conjunto difuso C denotado por

C = A ∩ B. La función de pertenecía de este nuevo conjunto difuso C está dada por:

µC(x) = mı́n(µA(x), µB(x)) para x ∈ X.

DEFINICIÓN 1.5. Consideremos los conjuntos difusos A y B . La unión de estos dos

conjuntos es un conjunto difuso C denotado por C= A ∪ B. La función de pertenecía

de este nuevo conjunto difuso C está dada por:

µC(x) = máx((µA(x), µB(x))) para x ∈ X.

DEFINICIÓN 1.6. Consideremos el conjunto difuso A, su complemento, denotado

por Ac es también un conjunto difuso, caracterizado por la función de pertenecía:

µcA(x) = 1− µA(x) para x ∈ X.

DEFINICIÓN 1.7. Consideremos los conjuntos difusos A y B. la diferencia de A

respecto a B es también un conjunto difuso dado por:

A−B = A ∩Bc

Usando la función de pertenecía se tiene:

µA−B(x) = mı́n(µA(x), 1− µB(x))

para x ∈ X.
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DEFINICIÓN 1.8 (Suma disyuntiva). Consideremos los conjuntos difusos A y B,

la suma disyuntiva de estos conjuntos es también un conjunto difuso dado por :

A+B = (A ∩Bc) ∪ (B ∩ Ac)

Ejemplo 1.2 (Aplicación sencilla). Supongamos que una persona cualquiera desea

ir a tomar una cerveza a un local tradicional, que la cerveza sea barata y que el local

quede cerca de su casa. Él dispone de 4 lugares conocidos y además tiene sed.

Aquí podemos distinguir tres conjuntos difusos:

1. Cerveza barata.

2. Local tradicional.

3. Cercanía a su hogar.

Para él:

1. Una cerveza barata es una que cueste alrededor de 4 Bs o menos.

2. Un local tradicional es un local que al menos tenga 5 años funcionando.

3. Que quede cerca de su casa es que no quede a más de 10 manzanas.

Según las preferencias del individuo se pueden construir los siguientes conjuntos di-

fusos:

Precio Cerveza (Bs) Años de servicios Cuadras

Local 1 4,4 3 3

Local 2 3,8 7 12

Local 3 4 4 9

Local 4 4,25 5 10

Como se deben intersectar los conjuntos, según la solución clásica el local debe

estar a lo mas a 10 manzanas, tener a lo menos 5 años de servicio y que la cerveza

cueste a lo más 4 Bs.
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(a) Conjunto de Cerveza barata (b) Conjunto de local tradicional

(c) conjunto de cercanía

Veamos primero cual seria la solución clásica.

Precio Cerveza (Bs) Años de servicios Cuadras Solución clásica

Local 1 0 0 1 0

Local 2 1 1 0 0

Local 3 1 0 1 0

Local 4 0 1 1 0

Mediante la solución clásica el individuo se hubiera quedado en su hogar, lo cual no

es “consistente” con la hipótesis “Tiene Sed”.

Ahora Observemos la solución Difusa.

Precio Cerveza (Bs) Años de servicios Cuadras Solución Difusa

Local 1 0,2 0,5 1 0,2

Local 2 1 1 0,6667 0,6667

Local 3 1 0,8 1 0,8

Local 4 0,5 1 1 0,5
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Mediante la solución difusa deducimos que el individuo posiblemente hubiera ido

al Local 3 a disfrutar su cerveza.

DEFINICIÓN 1.9. T -norma

Un operador T -norma es una función de dos puntos T (., .) satisfaciendo:

T (0, 0) = 0, T (a, 1) = T (1, a) = a (acotamiento)

T (a, b) 6 T (c, d) si a 6 c y b 6 d (monotona)

T (a, b) = T (b, a) (commutatividad)

T (a, T (b, c)) = T (T (a, b), c) (asociatividad)

Ejemplo 1.3. Los operadores T-norma más usados son:

Tmı́n(a, b) = mı́n(a, b) = a ∧ b

Producto Algebraico: T (a, b) = ab.

Producto acotado: T (a, b) = máx(0, a+ b− 1) = 0 ∨ (a+ b− 1).

Producto drástico:T (a, b) =


a, si b = 1;

b, si a = 1;

0, si a, b 6 1.

DEFINICIÓN 1.10. T -conorma (S-norma)

Un operador T -conorma (S-norma) es una función de dos puntos S(., .) satisfacien-

do:

S(1, 1) = 1, S(a, 0) = T (0, a) = a (acotamiento)

S(a, b) 6 S(c, d) si a 6 c y b 6 d (monotona)

S(a, b) = S(b, a) (commutatividad)

S(a, S(b, c)) = S(S(a, b), c) (asociatividad)

Ejemplo 1.4. Los operadores T-conorma más usados son:

S(a, b) = máx(a, b) = a ∨ b
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Suma Algebraica: S(a, b) = a+ b− ab.

Suma acotada : S(a, b) = mı́n(1, a+ b) = 1 ∧ (a+ b).

Producto drástico:T (a, b) =


a, si b = 0;

b, si a = 0;

1, si a, b > 0.

§1.3. Características de un Conjunto Difuso

DEFINICIÓN 1.11. La altura de un Conjunto Difuso "height"

El valor más grande de su función de pertenecía:

sup
x X

µ(x)

DEFINICIÓN 1.12. Conjunto Difuso Normalizado "normal"

Si existe algún elemento x ∈ X, tal que pertenece al conjunto difuso totalmente, es

decir, con grado 1. O también, que:

Altura(A) = 1

.

DEFINICIÓN 1.13. Soporte de un Conjunto Difuso "support"

Elementos de X que pertenecen a A con grado mayor a 0:

Soporte(A) = {x ∈ X|µA(x) > 0}

.

DEFINICIÓN 1.14. El núcleo de un conjunto difuso (core)

El núcleo de un conjunto difuso A es el conjunto de todos los puntos x en X tales

que µA(x) = 1. Esto es,

Nucleo(A) = {x ∈ X|µA(x) = 1}

.

DEFINICIÓN 1.15. Puntos de cruce Çrossover"

Son los puntos del conjunto difuso para los cuales µA(x) = 0,5. Esto es,

Cruce(A) = {µA(x) = 0, 5}
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DEFINICIÓN 1.16. Conjunto difuso simple "Singleton"

Es el conjunto difuso para el cual el soporte es solamente un punto, en el cual el

valor de la función de pertenecía es 1.

Figura 1.7: Algunas características de un conjunto difuso

§1.4. Relaciones Difusas

DEFINICIÓN 1.17. Consideremos dos conjuntos en el universo de discurso, el pro-

ducto cartesiano A × B y el conjunto L=[0,1]. Se llama relación difusa R de A en

B al par (R, µR), donde R es un subconjunto de A × B y µR es una función de

pertenecía definida sobre A×B a valores en L.

NOTACIÓN 1.1. xRy

En esta notación x es un elemento de A, y un elemento de B, µ(x, y) representa

la intesidad del grado de la relación.

§1.4.1. Operaciones con relaciones difusas

La unión R y S denotada por R ∪ S es la relación difusa :

µR∪S(x, y) = máx[µR(x, y), µS(x, y)] = µR(x, y) ∨ µS(x, y)
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La intersección R y S denotada por R ∩ S es la relación difusa:

µR∩S(x, y) = mı́n[µR(x, y), µS(x, y)] = µR(x, y) ∧ µS(x, y)

DEFINICIÓN 1.18.

Es reflexiva si y solo si R(x, x) = 1 ∀x ∈ X.

Es simétrica si y solo si cuando R(x, y) = R(y, x) ∀x, y ∈ X.

Transitiva si y solo si T (R(x, y), R(x, z)) 6 R(x, z)

§1.4.2. Composición de relaciones difusas

Consideremos A,B y C tres conjuntos R ∈ A×B , R1 ∈ B ×C. La composición

de R y R1 es también una relación difusa definida así:

µR1◦R(x, y) = máx[mı́n((µR(x, y), µR1(y, z))]

DEFINICIÓN 1.19. α - cortaduras

Dado α en [0,1]. Una α - cortadura de un conjunto difuso A es un conjunto nítido

Aα constituido por los puntos del conjunto de discurso X, que tienen un grado de

pertenecía mayor o igual a α.

Tipos de α - cortaduras:

α - cortaduras fuerte

A>α = {x ∈ X/µA(x) > α}

Simplemente α - cortaduras

A>α = {x ∈ X/µA(x) > α}

TEOREMA 1.1 (Primer Teorema de Descomposición ). Para todo conjunto difuso

A: A ∈ P (x) ( P(X) representa el conjunto de todos los posibles subconjuntos de X.)

se tiene que:

A=∪α∈[0,1]A>α ; donde A>α = αA>α
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TEOREMA 1.2 (Segundo Teorema de Descomposición ). Para todo conjunto difuso

A: A εP (x) se tiene que:

A=∪αε[0,1]A>α

DEFINICIÓN 1.20. Convexidad

Dado un subconjunto A en Rn. A es un un conjunto convexo si y solo si para todo

par (r,s) de A y todo α ∈ [0,1],

t = αr + (1− α)s ∈ A (1.1)

también se dice que un conjunto A en Rn es convexo si para cada par de puntos r y

s en A, todo punto localizado en el segmento de la recta cuyo extremos son r y s esta

también en A.

DEFINICIÓN 1.21. Un conjunto difuso A de Rn se dice convexo si y solo si cada

una de las α - cortaduras es también un conjunto difuso convexo.

Un conjunto difuso A de R se dice convexo si y solo si

A(αx1 + (1− α)x2) > min[A(x1, A2)]∀x1, x2 ∈ R y α ∈ [0, 1] (1.2)

DEFINICIÓN 1.22. Cardinalidad

Sea X un conjunto finito, la cardinalidad |A| de un conjunto difuso A sobre X es

definido como:

|A| =
∑
x∈X

µA(x) (1.3)

DEFINICIÓN 1.23. Distancia entre conjuntos

d(A,B) ==
∑
x∈X

| µA(x)− µB(x) | (1.4)

DEFINICIÓN 1.24. Número Difuso

Un número difuso A es una cantidad difusa µA : R −→ [0, 1] que satisface las

siguientes condiciones:

Convexo.

Normalizado.
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Figura 1.8: Número difuso triangular alrededor de 4 y el número
difuso trapezoidal(intervalo difuso) más o menos 5 y 7.

DEFINICIÓN 1.25. Variables Lingüísticas.

Si una variable puede tomar las palabras en un lenguaje natural como sus valores, ésta

es llamada variable lingüística, donde las palabras son caracterizadas por conjuntos

difusos definidos en el universo de discurso en el cual se define la variable.

DEFINICIÓN 1.26. Una variable lingüística es caracterizada por (X,T,U,M), donde:

X es el nombre de la variable lingüística.

T es el conjunto de valores lingüísticos que X puede tomar.

U es el dominio físico real en el cual la variable lingüística X toma sus valores

cuantitativos (nítidos).

M es una regla semántica que relaciona cada valor lingüístico en T con un

conjunto difuso en U.



CAPÍTULO 2

INCLUSIONES E IGUALDADES DE CONJUNTOS

DIFUSOS.

DEFINICIÓN 2.1. La inclusión en el sentido de Zadeh(1965)

A se dice que es incluido en B ( A⊆ B ) si y sólo si

∀x ∈ X,µA(x) 6 µB(x) (2.1)

Cuando la desigualdad es estricta, la inclusión se dice que es estricta y se denota A

⊂ B. ⊆ y ⊂ son transitivas. ⊆ Es una relación de orden en ℘̃(X); Sin embargo, no

es un orden lineal.

DEFINICIÓN 2.2. Igualdad (equality)

Dos conjuntos difusos, definidos en el mismo Universo, son iguales si tienen la

misma función de pertenencia:

A = B ⇔ µA(x) = µB(x),∀x ∈ X

§2.1. Otras inclusiones e igualdades

La definición Zadeh de inclusión e igualdad puede parecer muy estricta, sobre

todo porque los valores precisos de miembros son, por esencia, fuera de su alcance.

DEFINICIÓN 2.3. Inclusión débil e Igualdad

Una primera manera de suavizar inclusión de conjuntos difusos está dada por las

16
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definiciones:

x α-pertenece a A si y sólo si x ∈ Aα;
A es débilmente incluido en B, denotado A ≺α B, tan pronto como todos los elemen-

tos de X α-pertenecen a A o a B, matemáticamente,

A ≺α B ⇔ x ∈ (A ∪B)α, ∀x ∈ X. (2.2)

Lo que equivale a

∀x ∈ X, máx(1− µA(x), µB(x)) > α.

Prácticamente, A ≺α B no es cierto, tan pronto como

∃x ∈ X, µA > 1− α ∧ µB(x) 6 α.

Como por ejemplo ≺α es transitiva sólo para α > 1
2
. La transitividad para α = 1

2
se

puede recuperar modificando ligeramente la condición anterior

A ≺α
1

2
B ⇔ ∀x ∈ X, µA(x) 6

1

2
∨ µB(x) >

1

2
. (2.3)

Podemos querer imponer la condición de inclusión de Zadeh (⊆) es un caso particular

de ≺α, es decir,

Si A ⊆ B , Entonces A ≺α B.

Esto es sólo para α 6 1
2
. Por lo tanto, la solo transitiva ≺α consistente con ⊆ es

≺ 1
2
(abreviado ≺), siempre que se adopten las modificaciones menores introducidas

anteriormente.

Nótese bien: Si α > 1
2
, la inclusión de Zadeh no implica ≺α, porque los elementos x

∈ X tales que 1− α < µA(x) < µB(x) 6 α no pertenece a (A ∪B)α (ver 2.2).

El conjunto de igualdades ! asociados con ≺ se define como A ! B si y sólo

si A ≺ B y B ≺ A , es decir,

A! B ⇔ ∀x ∈ X, mı́n[ máx(1− µA(x), µB(x)),máx(µA(x), 1− µB(x)) ] >
1

2
.

Lo que equivale a

∀x ∈ X, máx[ mı́n(µA(x), µB(x)),mı́n(1− µA(x), 1− µB(x)) ] >
1

2
.
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La igualdad débil !, es interpretada como sigue. Ambos valores de pertenecia µA(x)

y µB(x) son mayores o iguales a 1
2
, o ambos menor o igual a 1

2
. Esta igualdad débil

no es transitiva. La falta de transitividad no contradice nuestra intuición sobre la in-

clusión débil o igualdad. Sin embargo,para recuperar la transitividad de !, podemos

usar 2.3 para definir la igualdad.

Por último, ! está relacionada con la diferencia simétrica 4 a través de

A! B ⇔ ∀x ∈ X, µA4B(x) <
1

2
.

Del mismo modo, la otra diferencia simétrica, está relacionado con conjunto de igual-

dad de Zadeh (=):

A = B ⇔ AOB = ∅

§2.2. ε-Inclusiones y ε-Igualdad

Otra manera de definir igualdades menos fuertes o inclusiones es el uso de algunas

medidas escalares de S similitud o grados de inclusión I entre dos conjuntos difusos

A y B.

A ⊂ε B ⇔ I(A,B) > ε

A =ε B ⇔ S(A,B) > ε.

⊂ε y =ε, respectivamente, denotan la ε-inclusión y ε-igualdad. De acuerdo con las

definiciones de I y S, ⊂1 y =1 puede coincidir con ⊆ y = , respectivamente. Debemos

al menos establecer las siguientes condiciones. Si A ⊆ B ,entonces A ⊂1 B; si A =

B, entonces A =l B. Por otra parte, S debe ser simétrica.

Existen diferente grados de inclusión y medidas de similitud en la la literatura.

DEFINICIÓN 2.4. Grados de inclusión

Basado en la intersección y cardinalidad

I(A,B) =
|A ∩B|
|A|

(2.4)

También se puede definir grado de inclusión de la siguiente manera:
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DEFINICIÓN 2.5. Grados de inclusión

Para medir el grado en el que un conjunto difuso está incluido en otro (Kosko, 1992):

S(A,B) =
1

Card(A)
{Card(A)−

∑
x∈X

máx{0, A(x)−B(x)}} (2.5)

Ejemplo 2.1.

A = 0,2/1 + 0,3/2 + 0,8/3 + 1/4 + 0,8/5⇒ Card(A) = 3,1 ;

B = 0,2/2 + 0,3/3 + 0,8/4 + 1/5 + 0,1/6⇒ Card(B) = 2,4;

S(A,B) = 1
3,1
{3,1− {0,2 + 0,1 + 0,5 + 0,2 + 0 + 0}} = 2,1

3,1
= 0,68;

S(B,A) = 1
2,4
{2,4− {0 + 0 + 0 + 0 + 0,2 + 0,1}} = 2,1

2,4
= 0,88 ;

Existe otras maneras de calcular el grado de inclusión entre dos conjunto difusos;

como lo es usando implicaciones difusas [8] tales como: implicación de Dienes, impli-

cación Gödel, implicación de Lukasiewicz entres otras implicaciones.

Ejemplo 2.2.

Calcular el grado de inclusión del ejemplo anterior usando implicación de Di-

enes[8].

DEFINICIÓN 2.6. Implicación de Dienes

d(A ⊆ B) = mı́n
x∈X

máx(1− µB, µA)

A = 0,2/1 + 0,3/2 + 0,8/3 + 1/4 + 0,8/5 ;

B = 0,2/2 + 0,3/3 + 0,8/4 + 1/5 + 0,1/6

d(A ⊆ B) = mı́n
x∈X

(0,8, 0,8, 1, 0,8, 0,9) = 0,8

∴ d(A ⊆ B) = 0,8

d(B ⊆ A) = mı́n
x∈X

(0,8, 0,7, 0,3, 0,8, 1) = 0,3

∴ d(B ⊆ A) = 0,3
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NOTACIÓN 2.1.

Para cualquier conjunto Ω de elementos, sea F (Ω) el conjunto de subconjuntos difusos

de Ω ,fA la función de pertenencia de cualquier descripción A en F (Ω) y sup(A) =

{x ∈ Ω/fA 6= 0} su soporte. La comparación de dos conjuntos difusos A y B definidos

sobre un universo dado toma en cuenta los elementos del universo que pertenecen,

al menos en parte, a cada uno de ellos. Dependiendo de la situación, se prefiere

considerar los elementos que pertenecen a A y no a B, a B y no a A, o a ambos. Se

toma también en consideración el grado de pertenencia de estos elementos para A y

B y, finalmente, el peso de la parte del universo común para A y B o relevante a sólo

uno de ellos. Usamos la definición clásica de intersección:fA∩B = min{fA, fB}para
describir los elementos que pertenecen A y B. Se supone que se han dado medios para

evaluar el peso de los elementos del universo caracterizado por un conjunto difuso a

través de una medida difusa.

DEFINICIÓN 2.7. Una medida difusa M es una aplicación que lleva elementos de

F (Ω)→ R+ tal que, para cada A y B en F (Ω):

AM1 : M(∅) = 0 (2.6)

AM2 : Si B ⊆ A, entonces M(B) 6M(A). (2.7)

Si los valores de M son restringidos entre [0,1], M es una medida difusa intro-

ducida por M. Sugeno [6].

Los ejemplos siguientes de medidas difusa serán usados en las medidas de compara-

ción:

M1(A) =

∫
Ω

fA(x)dx (2.8)

M2(A) = supx∈ΩfA(x) (2.9)

M3(A) =
∑
count

(A) =
∑
x∈Ω

fA(x) si es finito (2.10)

M4(A) = |sup(A)| si |.| denota una mtrica sobre Ω (2.11)

M5(A) =
∑

Ω

fA(x)r si es finito y r entero (2.12)

Una medida difusa nos permite evaluar el peso de la parte del universo común de A

y B si consideramos M(A ∩B) , por ejemplo. La identificación de los elementos del



Joan Pérez. 21

universo que pertenecen en A y no en B, o a la inversa, es alcanzada mediante una

operación llamada diferencia:

DEFINICIÓN 2.8. Una operación en F (Ω) es llamada una diferencia y denotada

por − , si satisface para cada A y B en F (Ω):

D1 : Si A ⊆ B, entonces A−B = ∅

D2 : A−B ⊆ A− (A ∩B)

D3 : B − A es monótona con respecto a B : B ⊆ B
′
implica B − A ⊆ B

′ − A

Ejemplo 2.3.

fA−1B(x) = max(0, fA(x)− fB(x)) (2.13)

fA−2B(x) =

{
fA(x), si fB(x) = 0;

0, si fB(x) > 0.
(2.14)



CAPÍTULO 3

MEDIDA DE COMPARACIÓN ENTRE CONJUNTOS

DIFUSOS.

§3.1. Comparación entre conjuntos difusos

La comparación de objetos con descripciones imperfectas, afectadas con impreci-

siones e inexactitudes puede ser tratada utilizando conjuntos difusos para representar

tales descripciones. Conjuntos nítido o cantoriano que representan las descripciones

exactas y ciertas de objetos serán considerados como los casos particulares de con-

juntos difusos.

§3.1.1. Medidas de comparación

La forma más simple de medida de comparación entre A y B toma en cuenta

A ∩ B , B - A y A - B.

DEFINICIÓN 3.1. Una medida de comparación sobre Ω es una aplicación que llevan

elementos de S : F (Ω)× F (Ω)→ [0, 1] tal que

S(A,B) = GS(A ∩B,B − A,A−B)

para dar una función GS : F (Ω)× F (Ω)× F (Ω) → [0, 1]

Según las propiedades de GS , obtenemos varias medidas de la proximidad de

dos conjuntos difusos. Dado que el orden sobre F (Ω) inducido por la inclusión de

22
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conjuntos difusos no es total, una medida de similitud es insuficiente para comparar

cualquier par de conjuntos difusos A y B. Además, puede ser útil comparar dos

conjuntos difusos A y B más globalmente que solamente mediante este orden. Por

ello, se introduce una medida menos restrictiva de similitud.

DEFINICIÓN 3.2. Una M-medida de comparación sobre Ω es una aplicación que

lleva elementos de S : F (Ω)× F (Ω) → [0, 1] tal que

S(A,B) = FS(M(A ∩B),M(B − A),M(A−B))

para dar una aplicación FS : R+×R+×R+ → [0, 1] y una M medida difusa sobre Ω.

Se puede ver la diferencia entre una medida de comparación y una M- medida de

comparación por el ejemplo dado en la figura 3.1 , donde se tiene que:

A ∩B = A ∩ C

A−1 B = A−1 C

M1(A ∩D) = M1(A ∩B) = M1(A ∩ C)

M1(A−1 D) = M1(A−1 B)

Pero

A ∩D 6= A ∩B

A−1 D 6= A−1 B

Cualquier medida de comparación es una M medida de comparación. Por ejemplo,

podemos considerar solamente el subconjunto nítido de Ω y M1, M3, M4 o M5 son

equivalentes.

§3.2. Similitudes de conjuntos difusos

Para dos subconjuntos difusos A y B de Ω, puede que se quiera ver la semejanza

entre ellos o sus diferencias. Ante todo, se enfocará el primer caso.

DEFINICIÓN 3.3. Una M- medida de similitud en Ω es una M- medida de com-

paración en S que satisface:

AF1 : FS(u, v, w) es no decreciente en u, no creciente en v y en w.

Donde u = M(A ∩B), v = M(B − A) y w = M(A−B)
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Figura 3.1: Diferencia entre medida de comparación y M-medida de
comparación

Esta definición es justificada por la proposición siguiente que corresponde a exi-

gencias naturales para una cantidad que evalúa hasta qué punto A y B son similares.

PROPOSICIÓN 3.1. Una M- medida de similitud S satisface las siguientes propiedades:

P1: M-Monotonicidad: Si M(A∩B) >M(A∩B′
) y M(B −A) 6M(B

′ −A) y

M(A−B) 6M(A−B′
), entonces S(A,B) > S(A,B

′
).

P2: Monotonicidad: Si A ∩ B ⊇ A ∩ B′ y B − A ⊆ B
′ − A y A− B ⊆ A− B′,

entonces S(A,B) > S(A,B
′
).

Demostración.

[P1]

S(A,B) = FS(u, v, w) Por la definición (3.3)

Luego, por hipótesis tenemos que:

M(A ∩B) > M(A ∩B′
)

M(B − A) 6 M(B
′ − A)

M(A−B) 6 M(A−B′
)
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⇒ S(A,B) > FS(M(A ∩B′
),M(B

′ − A),M(A−B′
)) = S(A,B

′
)

⇒ S(A,B) > S(A,B
′
)

[P2]

S(A,B) > FS(u, v, w) por la definicin (3,3)

Luego, por hipótesis tenemos que:

A ∩B ⊇ A ∩B′

B − A ⊆ B
′ − A

A−B ⊆ A−B′

⇒ S(A,B) > FS(A ∩B′
, B

′ − A,A−B′
) = S(A,B

′
)

⇒ S(A,B) > S(A,B
′
)

Las propiedades siguientes son también las consecuencias directas de axioma AF1,

los mencionamos porque ellos expresan la influencia de los tres elementos

M(A∩B),M(A−B) yM(B−A) de un modo más claro que el que puede visualizarse

por ejemplo en la figura 3.1.

PROPOSICIÓN 3.2. Una M-medida de similitud S satisface las siguientes propiedades

adicionales:

P3 Información M-elemental izquierda interna: Si M(A∩B) = M(A∩B′
) y M(A−

B) = M(A − B′
), entonces M(B − A) 6 M(B

′ − A) implica que S(A,B) >

S(A,B
′
).

P4 Información M- elemental derecha interna: Si M(A ∩B) = M(A ∩B′
) y

M(B − A) = M(B
′ − A), entonces M(A − B) 6 M(A − B

′
) implica que

S(A,B) > S(A,B
′
).

P5 Información M- elemental derecha externa: Si M(A − B) = M(A − B
′
) y

M(B − A) = M(B
′ − A), entonces M(A ∩ B) > M(A ∩ B′

) implica que

S(A,B) > S(A,B
′
).

Estas tres propiedades pueden ser interpretadas de la siguiente forma:
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Para una cantidad dada de información común a las descripciones A y B y una

cantidad dada de información contenida a A y no a B, mientras menor sea la

información contenida en B y no a A, más se parecerán A y B.

Para una cantidad dada de información contenida en A y no en B y una can-

tidad dada de información contenida en B y no en A, mientras mayor sea la

información común a las descripciones A y B, más se parecerán A y B.

Las medidas de similitud son todavía muy generales y se pueden identificar tres

clases importantes de tales medidas. En las dos primeras, A es considerado como

una referencia y B es comparado con A. Así, estas medidas no son simétricas. En la

tercera, A y B tienen la misma clase de estatus y ninguno de ellos es una referencia.

Así, esta medida es simétrica.

§3.2.1. Medidas de satisfacción

Las primeras familia medidas de similitud a considerar evalúa la satisfacción de

una descripción de referencia A de F (Ω) según una nueva descripción B definida

como un subconjunto difuso de Ω [16].

DEFINICIÓN 3.4. Una M- medida de satisfacción en Ω es una M- medida de simil-

itud S tal que:

AF2 FS(0, v, w) = 0 para cualquier valor de v y w

AF3 FS(u, v, w) es independiente de w

AF4 FS(u, 0, .) = 1 para cualquier valor de u 6= 0

Las propiedades dadas en la proposición 3.1 son todavía válidas para una M-

medida satisfacción que también satisfacen las propiedades adicionales que tienen en

cuenta su especificidad. La mayor parte de ellos son las versiones ampliadas de las

propiedades requeridas por A. Tversky de su noción de semejanza.

PROPOSICIÓN 3.3. Basado el orden de las descripciones deducidas de la inclusión

de conjuntos difusos, las siguientes propiedades se mantienen para una M- medida

de satisfacción:
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P6 Exclusividad: Si A ∩B = ∅ entonces S(A,B) = S(B,A) = 0.

P7 Contención: Si B ⊆ A,B 6= ∅, entonces S(A,B) = 1.

P8 Independencia: Si A ∩B = C ∩D,A′ ∩B′
= C

′ ∩D′
, B − A = B

′ − A′ y

D−C = D
′−C ′ , entonces S(A,B) > S(A

′
, B

′
) si y solo si S(C,D) > S(C

′
, D

′
)

P9 Independencia relativa: Si A ∩B = A ∩D,A ∩B′
= A ∩D′

, B −A = B
′ −A y

D−A = D
′−A, entonces S(A,B) > S(A,B

′
) si y solo si S(A,D) > S(A,D

′
).

Demostración.

P6 Sea A ∩B = ∅. Queremos probar que S(A,B) = S(B,A) = 0

En efecto,por definición 3.2.1 [AF2] tenemos que:

FS(M(A∩B),M(B−A),M(A−B)) = FS(0,M(B−A),M(A−B)) Por hipótesis

Además, como B − A y A−B son independientes, entonces tenemos que:

FS(M(A ∩B),M(B − A),M(A−B)) == 0

Luego por definición 3.1 tenemos que:

FS(M(A ∩B),M(B − A),M(A−B)) = S(A,B) = 0

Por otro lado tenemos que

FS(M(B ∩ A),M(A−B),M(B − A)) = FS(0,M(A−B),M(B − A))

Además , como M(A − B), M(B − A) son independientes, entonces tenemos

que:

FS(M(B ∩ A),M(A−B),M(B − A)) = 0

Aplicando la definición 3.1 tenemos que:

FS(u, v, w) = S(B,A) = 0

Por tanto

S(A,B) = S(B,A) = 0.
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[P7 ] Sea B ⊆ A,B 6= ∅, queremos probar que S(A,B) = 1.

En efecto; por definición 3.2.1 en la parte [AF4], tenemos que:

FS(M(A ∩B), 0,M(A−B)) = 1

Aplicando la definición 3.1 tenemos que:

FS(M(A ∩B),M(B − A),M(A−B)) = S(A,B) = 1

Por tanto

S(A,B) = 1

P8 Queremos Probar que S(A,B) > S(A
′
, B

′
)⇔ S(C,D) > S(C

′
, D

′
)

S(A,B) > S(A
′
, B

′
) ⇔ FS(M(A ∩B),M(B − A)) > FS(M(A

′ ∩B′
),M(B

′ − A′
))

⇔ FS(M(C ∩D),M(B
′ − A′

)) > FS(M(C
′ ∩D′

),M(B
′ − A′

))

⇔M(C ∩D) >M(C
′ ∩D′

)

Por tanto: M(D − C) = M(D
′ − C ′

)

De ahí, debido a [AF1], obtenemos que:

S(C,D) > S(C
′
, D

′
)

P9 Queremos probar que S(A,B) > S(A,B
′
)⇔ S(A,D) > S(A,D

′
)

S(A,B) > S(A,B
′
) ⇔ FS(M(A ∩B),M(B − A)) > FS(M(A ∩B′

),M(B
′−))

⇔ FS(M(A ∩D),M(B
′ − A)) > FS(M(B ∩D′

),M(B
′ − A))

⇔M(A ∩D) >M(B ∩D′
) por hipótesis

Como M(D − A) = M(D
′ − A)

de ahí, debido a [AF1], obtenemos que:

S(A,D) > S(A,D
′
)

.

La propiedad de independencia puede ser interpretada así: es equivalente comparar

la semejanza de un primer par (A,B) a la semejanza de un segundo par (A
′
, B

′
) con
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la misma diferencia, o comparar la semejanza de cualquier otro primer par (C,D) a

la semejanza de cualquier otro segundo (C
′
, D

′
), también con la misma diferencia,

en cuanto la información común al primer par es conservada, la información común

al segundo par es conservada.

La independencia relativa es un caso particular de la independencia, en el caso

donde C,A′
, C

′ son reemplazados por A. Esto quiere decir que, para un objeto dado

de referencia A, es equivalente comparar la semejanza de cualquier objeto B con éste

a la semejanza de cualquier objeto B′ que tiene la misma diferencia con A, para una

información dada común A y B, A y B′ .

Notamos que el modelo dado por A. Tversky como

S(A,B) = f(A ∩B,B − A,A−B)

puede ser considerado como un M-medida de satisfacción S, con tal de que la

f(u, v, w) sea independiente de w y, otra vez, creciente en u y decreciente en v.

Las propiedades de independencia e independencia relativa de S son compatibles con

la independencia definida por A. Tversky.

PROPOSICIÓN 3.4. Una M- medida de satisfacción S tiene las siguientes propiedades:

P10 Ejemplaridad: Si M(B − A) >M(A−B), entonces S(A,B) 6 S(B,A).

P11 Información M- elemental interna: Si M(A ∩B) = M(A ∩B′
), entonces

M(B − A) 6M(B
′ − A) implica que S(A,B) > S(A,B

′
).

P12 Información M- elemental externa: Si M(B − A) = M(B
′ − A), entonces

M(A ∩B) >M(A ∩B′
) implica que S(A,B) > S(A,B

′
).

P13 Solubilidad: Para algún A, B, B′ tal que M(A ∩B) > M(A ∩B′
) y

M(B−A) < M(B
′−A), existe un par (P,Q) tales que M(P ∩Q) = M(A∩B),

M(Q − P ) = M(B
′ − A) y S(A,B) > S(P,Q) > S(A,B

′
) si FS(u, v, .) es

estrictamente creciente en u y estrictamente decreciente en v.

Demostración.

P10 Supongamos que M(B − A) >M(A−B) entonces.
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S(A,B) = FS(M(A ∩B),M(B − A))

6 FS(M(A ∩B),M(A−B))

= S(B,A)

∴ S(A,B) 6 S(B,A)

P13 Supongamos que M(A ∩B) > M(A ∩B′
) y M(B − A) < M(B

′ − A).

Si existe P y Q tal que:

M(P ∩Q) = M(A ∩B)

M(Q− P ) < M(B
′ − A).

Entonces tenemos que:

S(P,Q) = FS(M(P ∩Q),M(Q− P ))

= FS(M(A ∩B),M(B
′ − A)).

Además

S(P,Q) < FS(M(A ∩B),M(B − P )) = S(A,B)

S(P,Q) > FS(M(A ∩B′
),M(B

′ − A)) = S(A,B
′
).

Se demostrará ahora que allí existe un par (P,Q). En efecto; Podemos considerar

P = A y Q con una función de pertenencia fQ(x) = fB(x) para todo x tal que

fB(x) 6 fA(x) y fQ(x
′
) > fB(x

′
) para todo x′ tal que fB(x

′
) > fA(x

′
).

Encontramos que:

M(Q ∩ P ) = M(A ∩B) y escogemos un Q tal que

M(Q− P ) = M(Q− A) = M(B
′ − A) por [D3]

.

La propiedad de solubilidad quiere decir que, si B se parece más a A que a B′ ,

existen dos objetos P y Q, con la misma información común que A y B, con la misma

diferencia que B′ y A, que proporcionan una medida de semejanza en el intervalo

]S(A,B
′
), S(A,B)[.
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Esta última propiedad es, otra vez, una propiedad que puede ser vinculada a la

noción de solubilidad introducida por A. Tversky.

Por lo general, las M- medidas de satisfacción no son simétricas, lo cual quiere

decir que, para la mayor parte de los subconjuntos difusos A y B, S(A,B) 6= S(B,A)

porque A es tomado como una referencia y, además, S depende de B - A y no de

A - B.

Ejemplo 3.1.

M- medidas de satisfacción son las siguientes:

S(A,B) = 1 − supfA(x)=0fB(x) = 1 −M2(B −2 A) [2] por conjuntos difusos

normalizado, con M2 y la diferencia definida por −2.

S(A,B) = infxmin(1 − fB(x) + fA(x), 1) = 1 −M2(B −1 A) para conjuntos

difusos normalizados, con M2 y la diferencia definida por −1.

S(A,B) = M(A ∩ B)/M(B) = M(A ∩ B)/(M(A ∩ B) + M(B − A)) con la

medida de información M1 o M3 y la diferencia definida por −1.

§3.2.2. Medidas de inclusión

La segunda familia de medidas de similitud a considerar toma en cuenta la noción

de inclusión. Muchas aplicaciones necesitan el empleo de medidas de inclusión, que

consideran un objeto de referencia A y mira a las características de B que son comunes

a A.

DEFINICIÓN 3.5. Una M- medida de inclusión S sobre Ω es un M- medida de

similitud tal que:

AF2 FS(0, v, w) = 0 para cualquier valor de v y w.

AF5 S es reflexiva.

AF6 FS(u, v, w) es independiente de v.

PROPOSICIÓN 3.5. Una M- medida de inclusión satisface las siguientes propiedades:

P6 Exclusividad.
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P14 Inclusión de conjunto: Si M es tal que: M(A) = M(A ∩ B) + M(A − B)

para algún A y B, entonces alguna M- medidas de inclusión es monótona con

respecto a M(A ∩ B) y, como una consecuencia, es monótona con respecto a

B para un A fijo:

Si M(A ∩B) 6M(A ∩B′
) entonces S(A,B) 6 S(A,B

′
)

Si B ⊆ B
′ entonces S(A,B) 6 S(A,B

′
).

Demostración.

P6 Queremos probar que:

Si A ∩ B = ∅, entonces S(A,B) = S(B,A) = 0

En efecto,

supóngase que A ∩ B = ∅

S(A,B) = F (M(A ∩B),M(B − A),M(A−B))

= F (M(∅),M(B − A),M(A−B))

= F (0,M(B − A),M(A−B))

= 0

∴ S(A,B) = 0

De manera análoga se prueba que S(A,B) = 0.

Así obtenemos lo deseado:

S(A,B) = S(B,A) = 0

Probaremos la [P14].

Supongamos que:

M(A) = M(A∩B) +M(A−B) = M(A∩B′
) +M(A−B′

) para cada B′ , así,

si M(A ∩B) 6M(A ∩B′
), tenemos que, M(A−B) >M(A−B′

).

Entonces, aplicando la definición [AF1] obtenemos que: S(A,B) 6 S(A,B
′
).

Si B ⊆ B
′ tenemos que, M(A ∩B) 6M(A ∩B′

) y M(A−B) >M(A−B′
) .

Luego aplicando la definición [AF1] obtenemos que: S(A,B) 6 S(A,B
′
).
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Las propiedades de la información M- elemental interior y exterior análogo para

P11 y P12 están satisfechos por M- medida de inclusión.

Ejemplo 3.2.

Ejemplo de M-medidas de inclusión son los siguientes:

S(A,B) = |A∩B|/|A| = M3(A∩B)/(M3(A∩B)+M3(A−B)), con la medida

difusa M3 y la diferencia −1.

S(A,B) = infxmin(1 − fA(x) + fB(x), 1) = 1 −M2(A −1 B) por conjuntos

difuso normalizado.

El grado clásico de inclusión (inclusión de Zadeh):

S(A,B) =
1

|Ω|
∑
x

min(1, 1− fA(x) + fB(x)) = 1− 1

Ω
M3(A−1 B) (3.1)

Es una M- medida de comparación que satisface todos los requerimientos de una

M- medida de inclusión, excepto el hecho de que: S(A,B) 6= 0 para A y B tal que

A ∩B = ∅.

§3.2.3. Medidas de semejanza

La última familia de medidas de similitud a considerar toma en cuenta dos objetos

y mira las características que ellos tienen en común, sin tomar en cuenta a uno de

ellos como una referencia.

DEFINICIÓN 3.6. Una M-medida de semejanza sobre es una M- medida de similitud

S que satisface las propiedades:

AF Reflexividad: S(A,A) = 1.

AF7 Simetría: S(A,B) = S(B,A).

M- Medidas de semejanza S que satisfacen una propiedad adicional de T- transi-

tividad, para una t-norma T, S(A;B) > T (S(A,C), S(C,B)),∀A,B,C ∈ F (Ω) son

conocidas como relaciones de indistinguibilidad.
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La propiedad de simetría de M- medidas de semejanza implica que F (u, v, w)

es simétrica en v y w: F (u, v, w) = F (u,w, v) . En el caso particular donde todas

las descripciones son tales que: M(A − B) = M(B − A) , cualquier M- medida de

satisfacción S es una medida de semejanza ya que es reflexiva. Además, S se hace

simétrica debido a esta condición especial. Este es por ejemplo el caso si consideramos

descripciones definidas como clases de una partición difusa comúnmente usada en el

control difuso con las formas de funciones de pertenencia simétricas, idénticas para

todas las clases localizadas a intervalos regulares como se indica en la figura 3.2.

Figura 3.2: Partición difusa en un control difuso.

Ejemplo 3.3. Una M- medidas de semejanza son los siguientes:

S(A,B) = exp(−β|dr(A,B)|) donde β > 0 y dr(A,B) = (
∑
|fA− fB|r)

1
r , para

r>0, la distancia generalizada geométricamente para conjuntos difusos. Esta

cantidad es una relación transitiva de producto de indistinguibilidad; de ahí

esto es una M - medida de semejanza, con la medida de M5 de la información

y la diferencia definida por −1.

S(A,B) = M(A∩B)
M(A∪B)

para M tal que:

M(A∪B) = M(A∩B) +M(A−B) +M(B−A), por ejemplo M1 o M3 y con

la diferencia definida por −1.

S(A,B) = 1− 1
|Ω|

∑
x |fA(x)− fB(x)| = 1− 1

|Ω|(M3(A−B) +M3(B −A)) con

la medida difusa M3 y la diferencia −1.
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§3.3. Medidas de desemejanza

Muchas medidas de comparación de conjuntos difusos en la literatura están

basadas en una clase de distancia entre sus funciones de pertenencia. A continuación

se dan los requerimientos necesarios para su introducción en el marco de trabajo

general.

DEFINICIÓN 3.7. Una M-medida de desemejanza S sobre Ω es una M- medida de

comparación que satisface los siguientes requerimientos:

AF8 Minimalidad: S(A,A) = 0.

AF9 FS(u, v, w) es independiente de u y creciente en v y w.

Claramente, una distancia es una medida de desemejanza que es simétrica y

satisface la desigualdad triangular.

Ejemplo 3.4. M- medidas de desemejanza son los siguientes:

S(A,B) = |A2B| = 1
|Ω|(

∑
x fA−B(x) +

∑
x fA−B(x)) donde A 2 B define el

subconjunto difuso de elementos que aproximadamente pertenecen a A y no B

o a la inversa, es una M-medida de desemejanza con la medida de información

M3 y la diferencia −1.

La distancia geométrica generalizada normalizada:S(A,B) = ( 1
|Ω|

∑
|fA−fB|r)

1
r

para r > 1, con la medida difusa M5 y la diferencia −1.

S(A,B) = d∞(A,B) = sup|fA(x) − fB(x)| con la medida difusa M5 y la

diferencia −1.



CAPÍTULO 4

EJEMPLOS DE APLICACIONES.

Las medidas de inclusión pueden ser utilizadas de diversas maneras. A contin-

uación presentaremos dos ejemplos.

Ejemplo 4.1.

Existen aplicaciones relacionadas con el manejo de bases de datos difusas; tal es

el caso presentado en[17], donde se presentan nuevas características de un lenguaje

(FSQL) que permite manejar información difusa en bases de datos difusas o nítidas.

Entre estas nuevas características están comparadores difusos.

Además de los comparadores típicos (=, >,>, . . . ), FSQL incluye otros compara-

dores, entre ellos INCL y FINCL, El comparador INCL examina si un valor difuso

está incluido en otro, y retorna un valor nítido de la siguiente lógica tri-valuada:

A INCL B =


NULL, si A o B son NULL;

TRUE, si A(x) 6 B(x), para todo x;

FALSE, en otro caso.

(4.1)

FINCL define un grado de inclusión. Este grado es calculado así:

CDEG (A FINCL B) =
Card(A ∩B)

Card(A)
(4.2)

Donde Card es la cardinalidad de la función de pertenencia. La intersección de A

y B puede usar la t-norma minimum. Por lo tanto, si CDEG (A FINCL B) = 1,

esto significa que A está totalmente incluido en B. En el otro extremo, si CDEG

(A FINCL B) = 0, esto significa que A no está en absoluto incluido en B.

36
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Ejemplo 4.2.

Supongamos que se quiere establecer una comparación entre casas para alquilar

con los siguientes atributos difusos:

Precio (P): bajo (pA), medio (pB), alto (pC).

Tamaño (T): pequeño (tA), medio (tB), grande (tC).

Antigüedad (A): nuevo (aA), seminuevo (aB), viejo (aC).

Estado general de mantenimiento (M): malo (mA), regular (mB), bueno

(mC).

Supongamos que las funciones de pertenencia tengan las formas indicadas en la

Figura 4.1 y los valores específicos indicados en la tabla 4.

Figura 4.1: Funciones de pertenencia relacionadas con el ejemplo 4.2
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Variable / eti-
queta

Universo
de discurso

A(a1, a2, a3, a4) B(b1, b2, b3, b4) C(c1, c2, c3, c4)

Precio (P ) en
miles de Bs

[1, 10] [1, 1, 2, 3] [2, 3, 6, 7] [6, 7, 10, 10]

Tamaño (T ) en
decenas de m2

[30, 300] [30, 30, 60, 70] [90, 100, 300, 300] [90, 100, 300, 300]

Antigüedad (A)
en años

[0, 50] [0, 0, 2, 3] [2, 3, 9, 10] [9, 10, 50, 50]

Mantenimiento
(M) en escala de
0 (mínimo) a 10

[0, 10] [0, 0, 3, 4] [3, 4, 6, 7] [6, 7, 10, 10]

Tabla 4.1: valores específicos de la figura 4.1, para el ejemplo 4.2

Supongamos que se tenga un grupo de casas en alquiler de precio bajo, tamaño

medio, nuevo, y mantenimiento bueno, según la tabla anterior; llamaremos a este

grupo Gej1a.

Además supóngase que hay otro grupo de casas, llamemóslo Gej1b, en el que se de-

finen sus atributos de precio, tamaño, antigüedad y mantenimiento con funciones de

pertenencia trapezoidales de:

Precio = [1.5, 1.5, 2, 2.5]; Tamaño = [50, 55, 60, 67]; Antigüedad = [1, 1, 1.5, 2];

Mantenimiento = [5, 7, 9, 10].
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Veamos el grado de inclusión del grupo Gej1b en Gej1a.

El precio de Gej1b, está completamente incluido en Gej1a.

El tamaño de Gej1b está completamente incluido en Gej1a.

La antigüedad de Gej1b está completamente incluida en Gej1a.

El mantenimiento de Gej1b no está completamente incluido en Gej1a.

Esto puede observarse en la figura 4.2.

Figura 4.2: Grado de inclusión

Si aplicamos

CDEG (A FINCL B) =
Card(A ∩B)

Card(A)

En primer lugar calculemos lo siguiente:

Card(A ∩B) =
0,8 x 4

2

= 1,6

Card(A) =
5x1

2

= 2,5

Sustituyendo en la ecuación 4.2 obtenemos lo siguiente:

CDEG(A FINCL B) =
1,6

2,5
= 0,64 (4.3)
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Ejemplo 4.3.

Grado de inclusión en objetos con varios atributos difusos.

En el contexto de bases de datos difusas, hay diversas formas para desarrollar

modelos que soporten borrosidad e imprecisión. Uno de estos modelos es el denomi-

nado "Fuzzy Semantic Model"(FSM) el cual puede permitir a una entidad pertenecer

a varias clases de acuerdo a diferentes grados de pertenencia que reflejan hasta qué

punto la entidad posee atributos de esas clases.

El Modelo Semántico Difuso es un modelo de datos que utiliza conceptos de mode-

lado difuso y soporta el manejo de borrosidad, incertidumbre e imprecisión a niveles

de atributo, entidad y clase [18].

En es Modelo, el espacio de entidades E es el conjunto de todas las entidades del

dominio de interés. Una entidad difusa en E es una entidad natural o artificial tal que

una o varias propiedades son difusas. En otras palabras, una entidad difusa verifica

sólo parcialmente algunas propiedades de su clase. Una clase difusa K en E es una

colección de entidades difusas K = {(e, µk(e)) : e ∈ E ∧ µk(e) > 0}. µk es la función

de pertenencia y µk(e) es el grado de pertenencia de la entidad difusa e en la clase

difusa K.

Una clase difusa es una colección de entidades difusas que tienen propiedades co-

munes. La borrosidad es por tanto inducida cuando una entidad verifica sólo parcial-

mente algunas de estas propiedades. Se denotará Xk = {p1, p2, . . . , pn}(con n > 1).

Xk es denominado el conjunto extendido de la clase difusa K y pi ∈ Xk (i =

1, 2, . . . , n) es una propiedad extendida asociada con K.

Una entidad puede verificar completamente o parcialmente las propiedades de una

clase difusa.

Si Denominamos GIi es el grado de inclusión correspondiente al atributo i es-

tablecemos un factor de ponderación wi (0 6 wi 6 1), para permitir asignar un

grado de relevancia a cada atributo i, Se puede utilizar una suma ponderada de los

grados de inclusión de los atributos:

Grado de inclusión global =

n∑
i=1

wi.GIi

n∑
i=1

wi

(4.4)
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Así, en el caso particular presentado en el ejemplo 4.2, hay cuatro atributos (n = 4); si

el factor de ponderación para cada atributos (digamos que w1 = w2 = w3 = w4 = 1),

y tomando en cuenta que GI1=GI2=GI3=1; GI4=0.64, entonces:

Grado de inclusión global=
3 + 0,64

4
= 0,9
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