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Introduccion

El estudio de los espacios de Bergman ha tenido un desarrollo muy vertiginoso a partir
las ultimas décadas del siglo XIX, estudio requiere de conocimiento de métodos tan-
to del Analisis Complejo como del Anélisis Funcional y la teorfa de Operadores. Los
Operadores de Composicion se desarrollan en ambas lineas de investigacion, por esta
razéon también han sido objeto de multiples estudios en los ultimos anos , quedando

aun muchos problemas por estudiar

Este trabajo pretende recopilar algunos aspectos importantes de los Operadores de
Composicion actuando sobre Espacios de Bergman en el disco unitario, entre los cuales

tenemos su acotamiento y su compacidad.

El trabajo esta estructurado en tres capitulos: El primer capitulo: Preliminares, esta
dedicado especificamente a introducir la teoria basica necesaria para comprender mejor
el desarrollo del trabajo. En el capitulo dos: Espacios de Bergman, se definen los es-
pacios de Bergman y se estudian algunas propiedades importantes necesarias para el
tratamiento del ultimo capitulo; Operadores de Composicién, donde se defininen los
operadores de composiciéon sobre cualquier espacio de Banach, se enuncia y demues-
tra el Teorema de Subordinaciéon de Littlewood el cual garantizara el acotamiento del
Operador de Composicion sobre los espacios de Bergman y se hace un estudio de la

compacidad de dicho Operador.
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Resumen

Este trabajo presenta en un primer lugar una revision detallada de los conceptos funda-
mentales de la teoria de funciones analiticas u holomorfas, espacios de Hilbert y teoria
de Operadores compactos en espacios de Hilbert que nos permitiran tener una base
tedrica, la cual serd necesaria para el desarrollo del trabajo. En segundo lugar se intro-
duciran los espacios de Bergman A? de funciones analiticas, veremos como es la norma
es este espacio, se usa el Teorema de Subordinacion de Littlewood para demostrar que
el Operador de Composicion sobre el espacio de Bergman es acotado y finalmente se

estudia la compacidad de este Operador.
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CAPITULO 1

Preliminares

Con la intencion de que este trabajo sea en gran medida auto contenido a continuacion
introduciremos un conjunto de definiciones algunas propiedades y resultados basicos de
teoria de Operadores: teoria de espacios normados completos y nociones elementales de
series y sucesiones. Gran parte de las demostraciones de los enunciados son consecuen-
cias inmediatas de definiciones, las mismas pueden encontrarse en libros de topologia

de espacios métricos y de series y sucesiones en espacios normados completos, como en:

[], [2],[11], [13],[17]

61.1. Espacios vectoriales

Definicion 1.1. Sea K un cuerpo y X un conjunto no vacio dotado con reglas de adicion
y multiplicacion por escalar que asignan a todo vector x,y € X una suma x +y € X
y todo x € X y a€ K un producto ax € X, entonces X se llama un espacio vectorial

sobre K si se cumplen los axiomas siguientes

1. X es un grupo abeliano con respecto a la suma, es decir:

1.1 Para todoxe X : x+y=y—+=x.
1.2 Para todo z,y,2€ X : (x+y)+z=a+ (y+2).

1.3 Emiste un unico @, tal que para todo r€ X se cumple:

T+ =x=Q+.
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1.4 Para todo x€ X, existe un unico —x € X, tal que:

r+(—r)=0=(—1)+=x.
2. La multiplicacion por escalar verifica:

2.1 Para todo, x€ X, Para todo, a, € K : a(f.x) = (a.f)x .

2.2 Para todo x€ X : l.x =x =1, (1 la identidad en K) .

2.3 Para todo x€ X y para todo, a, € K: z(a+ ) =z.a+ zf.
2.4 Para todo, x,y€ X y todo a€ K: alx+y)=a.zx+a.y.

Adicionalmente un espacio vectorial X cumple:
Para todo x€ X : 0.z =@ =2.0 (@ es el elemento neutro de K).

Por otro lado, siempre que no se especifique el campo K, entenderemos que se trata de

R o C.

Ejemplo 1.1. El conjunto R, con campo R es un espacio vectorial con las operaciones
usuales de suma y multiplicacion por escalar. No es dificil verificar las condiciones de la

definicion (2.18) para este conjunto. Ademdas, R se le denomina espacio vectorial real.

Ejemplo 1.2. El conjunto C, con campo C también es un espacio vectorial con las
operaciones de suma y multiplicacion por escalar que a continuacion serdn definidas

respectivamente;
» Para todo (z,y), (z,w)€ C : (x,y) + (z,w) =(z + 2,y + w).

» Para todo (x,y),(z,w)€ C: (x,y).(z,w) = (z.z —y.w,r.w +y.2), donde (z,y) es

un escalar en el campo C.

Ademds, el conjunto C se le denomina espacio vectorial complejo. Por otra parte, del

hecho que R C C obtenemos que C con campo R también es un espacio vectorial.
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§1.2. Espacios métricos

Definicion 1.2. Un espacio métrico se define como un par (X,d) donde X es un
conjunto arbitrario no vacio y d : X x X — R una aplicacion, denominada métrica

en X ,tal que, para cuales quiera x, y, 26 X se verifica :
1. d(x,y) > 0 para todo z,y€ X con d(z,y) =0 si, y sdlo si, t =y.
2. d(z,y) = d(y,z) para todo x,ye X .
3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) para todo x,y,z€ X .

Se dice que la condicion (2) es la propiedad de simetria que debe tener cualquier nocion

de distancia, y la condicién (3) se conoce como desigualdad triangular .

Ejemplo 1.3. La métrica euclidiana sobre R™ (n > 0) se define como :

de(x7y) = \/(331 - 91)2 +eee+ (l'n - y”>2
donde © = (3717-7727"' 73371) yy= (y17y2a"' 7yn)'

§1.2.1. Espacios normados

Definicién 1.3. Un espacio normado es un par (X, ||.||) formado por un espacio vecto-

rial X y una aplicacion ||.|| : X — R, llamada norma, con las siguientes propiedades :
1. ||z|| >0, para todo x€ X con ||z|| =0 si,y sdlo si, x =0.
2. ||a.z|| = |a|.||z||, paratodo x € X ytodoescalar a € K .
3. x4yl < ||=|| + |lyl|, paratodo x,ye X .

Ahora ilustraremos esta definicion con los siguientes ejemplos .

Ejemplo 1.4. C es un espacio normado con La norma euclidiana, la cual se define

como sigue :

[ = zlle = /(21— 20)% + (2 — 22)2.
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Donde x = (x1,x2) y 2 = (21, 22). Ademds la norma euclidiana también se denota como
l.|, a esta notacion se le conoce como mddulo, esta notacion coincide con la norma
o métrica usual en R, en lo sucesivo se empleard la notacion |.|, cuando se refiera a
distancia entre elementos del conjunto C. También, notemos que la métrica euclidiana

es la misma que la norma euclidiana sobre C .

Ejemplo 1.5. R™ (n > 0) es un espacio normado con la norma euclidiana que se define

como Sigue:

(@, 9)lle = V(21 = 91)? + - + (20 — ya)?.
Donde x = ($1,.ZU27"' 7In) Yy = (yhy%"' 7yn)

Definicion 1.4. Un espacio vectorial normado X se dice que es Banach si es completo

respecto a la métrica inducida por la norma.
Definiciéon 1.5. para X un espacio normado se define :
B, ={zeX: |z| <1}.

y se llama Bola unitaria de X .

§1.3. Teoria de Operadores

Definicion 1.6. Sean XY espacios normados. Una aplicacion T : X — Y es un

operador lineal si, para todo z,ye X, Ae K.
TAz+y) = T(x) + T(y).

Definicion 1.7. Un operador lineal T', es acotado, si existe una constante M > 0 para

la cual :
IT(z)ly < M|lz|x
para todo r € X .

Definicion 1.8. Dado un operador T : X — Y lineal y acotado, donde X,Y son

espactos normados ,se llama norma de T' a la siguiente expresion :

= sup

para x # 0 .
lellx l2llx
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Definicion 1.9. Para X,Y espacios de vectoriales normados, se define el conjunto :
LX,)Y)={T:X =Y :T es un operador lineal y acotado} .

y en el caso particular que Y = X, £(X,Y) se denota como sigue.
L(X):={T : X — X : T es un operador lineal y acotado} .

El cual es un espacio vectorial con las operaciones algebraicas usuales y es normado si

definimos ||T'||¢ como en la definicion anterior.

Teorema 1.1. Sean X,Y espacios vectoriales normados. Si Y es de Banach entonces
el espacio £(X,Y) es un espacio de Banach.
Demostracion:

Sea {T,} una sucesion se Cauchy en £(X,Y), esto es:
Dado ¢ > 0, Existe Ny >0, tal que si n,m > N entonces || T, — T, ||¢< €.

Luego, para cualquier x€ X se cumple.

| Tn(z) = To(z) Iy = || (Th —Tn)() [y
< N T = Tw lle [l2llx

A\

ellz||x  paran,m > Ngy .

Esto nos dice que {T,(z)} es una sucesion de Cauchy en Y, como Y un espacio de
Banach {T,,(z)} es una sucesion de Cauchy que converge en'Y luego existe lim T, (x).

Definamos ahora el siguiente operador :

T:X—=Y
r— T(x) = lim T,(z)

n—oo
Veamos que T es lineal .

Sean r,ye X ae K

Tlax+y) = lim T,(ax +y)
= lim T, (ax) + lim T,(y)
= o lim T,(2) + lim T,(y)
= aT(z)+T(y) .
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Luego T es lineal .
Veamos que T es acotado .

Sin > N tenemos

I Tue) ~T@) Iy = | Tule) — i Tola) ly
= 7711_{20 | To(z) = Ton(z) |y

< lim ¢||lz||x = ellz||x -
m—0o0
Asi, T, — T es acotado para n > N, y dado que por hipdtesis T,, es acotado, entonces :
T="1T,—(T,—T) es acotado .

Luego T es acotado.
Ahora debemos probar que T,, — T.
En efecto, sabemos que
| Tn(x) = T(x) |y < el

De esta desigualdad tenemos :

| To(z) = T(x) [ly
|||

< ¢ para x #0. (1.1)

Luego ,al tomar el supremo sobre los x # 0 en (1.1) obtenemos:
H T, —T Hg<8.

De esta forma T,, — T con la norma de £(X,Y) lo que establece la completitud de
£(X,)Y).
|

Definicion 1.10. Sean (X, d), (Y,d') espacios métricos. Se dice que una aplicacion

T:X —Y es continua en xo€ X, cuando :
Para todo € > 0, existe 6 > 0, tal que, T'(B(xo,06)) C B(T(zo),¢) .

Si T es continua en todo x € X, a esta se llama aplicaciéon continua .
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Proposicion 1.2. T : X — Y es continua en xqy si, y solo si, toda sucesion (x,)nen
que converge a xo verifica T(x,) — T(xg) .

Demostracion:

(=) Sea T continua en xy, asi por definicion tenemos que :

Dado € > 0, existe § > 0 talque T(B(xo,d)) C B(T(zo),¢€) .

Como x,, — xg, y considerando el mismo § de la continuidad, existe N > 0
tal que x, € B(xg,0), para todo n > N. Ast, T(x,) € B(T(zo),¢) .

En otras palabras .

Para cualquier € > 0, existe N > 0:T(x,)€ B(T(xg),e) para todo n > N
lo que significa que T'(z,,) — T'(xo).

(<) Supongamos por contrarreciproco que T no es continua en g, entonces

tenemos que:
FEziste € > 0, para todo 6 > 0, existe y€ B(xo,9), tal que, T(y) ¢ B(T(xp),¢) .

Si elegimos 6, = 1/n, encontramos una sucesion (Yn)nen, tal que, y, € B(xg,0,) y
T(yn) ¢ B(T(x),€). Entonces y, — o pero T'(y,) - T(xo) .
|

Teorema 1.3. Sean X,Y espacios normados para un operador lineal T : X — Y, las

siguientes proposiciones son equivalentes :
1. T es acotado .
2. T es continuo.

Demostracion:

(1 = 2). Por hipdtesis existe una constante M > 0, tal que, para cualquier z€ X .
| T(x)[]y < M||z||x .

. €
Luego sea € > 0, y consideremos § = i tal que, |lxg — z||x < 0 para xg,x € X .

Ahora estudiemos lo siguiente :

£
1T (z0) = T(@)lly = |IT(z0 = 2)lly = Mllwo —zllx < M7z =e.
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%, tal que, ||T(xo) — T(x)|ly < e siempre que

||zo — z||x < 0. De esta forma se tiene que T es continuo .

Ast, dado € > 0, existe 6 =

(2 = 1). Supongamos que T es continuo y no acotado, asi para n€ N existex, € X tal

que :
T (@n)lly > nflan]lx.
Entonces:
1z, 1z,
HT<_ & > H >1> sea yn:_x—a con HynHX:_
nll z ||/ Ty nl [l x n
1 1 :
Ahora || yn — 0 ||lx = ||ynllx —, pero sabemos que — — 0 si n — 00, es
n n
decir, y, — 0 pero T(y,) - 0 = T(0), luego T no es continuo en 0. Esto es una

contradiccion al hecho de ser T continua, luego lo supuesto es falso asi T es acotado .
|

Definiciéon 1.11. Un operador lineal f: X — K con K = (R o C), se llama funcional

lineal .

Definicion 1.12. Sea X un espacio vectorial normado el conjunto X* de todos los

funcionales lineales acotados en X se llama Dual de X .

Corolario 1.4. El conjunto X* dotado con las operaciones puntuales algebraicas y con

la norma :

[1£]

= =sup{ [[f(2)lly : |lzllx =1},

es un espacio de Banach.
Demostracion:

Cuando 'Y es un cuerpo de escalares tenemos que el espacio £(X,Y) = £(X,K) = X*.
[ ]

§1.4. Espacios Topolbgicos

Definicion 1.13. Sea X un conjunto no vacio, Una clase T de subconjuntos de X es

una topologia de X (o0 en X') si, y sdlo si, T verifica los ariomas siguientes :
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» X y (0 pertenecen a T .
s La union de cualquier nimero de conjuntos de T pertenecen a T .

s La interceccion de dos conjuntos cualesquiera de T pertenece a T .

Los elementos de T se llaman conjuntos T -abiertos, o simplemente conjuntos abiertos,

y X conjuntoamente con la clase T, es decir, el par (X,7T) es un espacio topoldgico .

Un espacio de Banach X posee la topologia generada por la norma, ademas de esta

topologia lo podemos dotar de otra topologia llamada la topologia Débil .

§1.4.1. Topologia Débil

Supongamos que X es un conjunto y JF una familia de funciones tal que cada f en F
mapea a X sobre un espacio topologico Yy . Siempre es posible hallar una topologia de
X que haga cada elemento de F continuo; por ejemplo, simplemente declaramos cada
subconjunto de X un abierto. Por esa razoén, es conveniente ser capaz de encontrar una
topologia en X que tenga los suficientes conjuntos abiertos que haga que cada elemento

de F sea continuo. Esto es siempre posible, como se muestra en el siguiente resultado .

Proposiciéon 1.5. Sea X un conjunto y sea F una familia de funciones y {(Yy,7,) :
f € F} una familia de espacios topoldgicos tal que cada f en F mapea a X sobre el
correspondiente Yy. Entonces existe una topologia mds pequena en X con respecto a la
cual cada elemento de F es continuo. Es decir, existe una tnica topologia 7, de X tal

que:

1. Cada f en F es T,-continua; vy

2. St T es una topologia de X tal que cada f en F es T -continua, entonces 7, C T.

La topologia 7, tiene a {f~Y(U): fe F,U€ 7,} como una subbase .

Demostracion:

Sea § = {f~(U) : f € F,Ue 1,} y sea 7, la topologia generada por la subbase ¢ .
Dado que 6 C 7., cada elemento de F es T,-continua.

Ahora, supongamos que, T es una topologia de X tal que, cada miembro de F es
T-continua . Entonces § C 7, asi 7, C 7. La afirmacion de la unicidad se sigue inmedi-

atamente.. [ |
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Definicion 1.14. Sea F un conjunto, el cual es una familia topologica de funciones de
X, y la topologia 7, es la F topologia de X o la topologia débil de X inducida por F .
La coleccion {f~Y(U): fe F,Ue 7,} es la subbase estindar de esta topologia, y la base
estandar de esta topologia es la coleccion de todos los conjuntos que son intersecciones

finitas de elementos de esta subbase .

Definicion 1.15. Un conjunto dirigido es un subconjunto no vacio I con una relacion

=< tal que:
1. YVae l,a <X «a.
2. Va, € I, tales que o 2 B y B X «, entonces a = 3
3. Yo, B,v€ I, tales que o = B y B = 7y, entonces o = 7.

4. Para cada par de elementos o, 3 € I, existe un vop € I tal que, o = Yap Y
ﬁ j P)/a,ﬁ .

Definicion 1.16. Una red en un conjunto X es una funcion definida entre un conjunto

dirigido I y el conjunto X de la siguiente manera :

ri I —X

a—Tq

Definicion 1.17. Sea (z,)acs una red en un espacio topoldgico X, y sea x un elemento
de X. Entonces (x,) converge a z, y x es llamado el limite de (x,) , si para cada
vecindad U de x, existe o, en I tal que, x,€ U siempre que o, = a. Esta convergencia

es denotada por x, — x o limye;xy = .

Definicion 1.18. Sea X un espacio vectorial normado. Se dice que una red x, € X,
converge (débilmente) a x € X, lo cual denotaremos x, — x si, f(z,) — f(z), para

todo fe X*.
Definicion 1.19. Sea F la familia de funciones en X*, dada por:
F = {Jf}feX; donde JfE X

La topologia débil en X*, es determinada por la familia F y es llamada simplemente

topologia débil en X* o topologia débil * .
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Proposicion 1.6. Una red {pa}acr en X*, converge a ¢ en X* en la topologia débil

en X* si, y solo si, limyer po(x) = o(z), paratodox e X .

Teorema 1.7 ( Teorema de Banach-Alaoglu). La bola unitaria cerrada del espacio

de Banach X*, es compacta en la topologia débil* .

Definicién 1.20 (Convergencia de Operadores). Sean X,Y espacios normados,

una sucesion de operadores {T,,} en £(X,Y), se dice que converge :

1. Uniformemente al operador T si, {T,} converge a T en norma en £(X,Y), esto

es si, |1, —Tl|lg — 0.

2. Fuertemente al operador T si, {T,x} converge a T(z) fuertemente en Y, para

cada x€ X, esto es si, ||T,(x) —T(x)|ly — 0.

3. Débilmente al operador T si, {T,(x)} converge débilmente a T(x) en Y, para
cada v € X es decir, |f(T,(z)) — f(T(z))| — 0, paratodo f € £(X) y para todo
re X.

§1.5. Operadores en Espacios de Hilbert

Los operadores estudiados en éste trabajo se desarrollaran basicamente en espacios de
Hilbert, es por esto necesario exponer algunas definiciones y hechos elementales de estos

espacios .

Definiciéon 1.21. Sea H un espacio vectorial real o complejo, se define la funcion pro-

ducto interno, (-,-) : H x H — K, tal que, para todo x,y,z€ H y todo a € K.

1. (z,y) = (y,x) .
2. (aw+y,2) = o, 2) + (9, 2)
3. (z,x) > 0; la igualdad se cumple si, y solo si, © = 0.

Un espacio vectorial complejo H dotado de un producto interno es un, espacio con

producto interno o pre-Hilbert,.
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Definiciéon 1.22 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz.). Para todo x,y€ H, espacio

con producto interno
[, )| < (2, 2) 2y, )2

Consecuencia de ésta desiqualdad, es que todo espacio con producto interno o pre-

Hilbert es también un espacio normado con la norma :
2|l = (2, 2)'/2.
Por tanto es también métrico, con la distancia:
d(z,y) = llz—yll = Viz—yz—y).

Esto motiva a la siguiente definicion .

Definiciéon 1.23. Un espacio de Hilbert es un espacio Pre-Hilbert completo, ( respecto
a la métrica asociada).Por tanto, todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach en

el que se ha definido un producto interno .

Definiciéon 1.24. Para x,y € 'H diremos que :
1. Son ortogonales si (x,y) =0, y se escribe, x L y .
2. x es llamado vector unitario de H si ||z|| =1.

3. st F es un subespacio lineal de H, entonces, el conjunto
Ft:={axeH: (z,y) =0, paratodoy € F}, se llama complemento ortogonal de
FenH.

Definicion 1.25. Una sucesion de vectores {e,} en el espacio de Hilbert H es llamada

base ortonormal de H si se cumple las siguientes propiedades :
1. Los vectores en {e,} son mutuamente ortogonales .
2. Cada e, es un vector unitario .

o]
3. Para cada x € H, la serie Y (x,e,)e, converge a z, en la norma de la topologia

n=1
de 'H .
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Definicion 1.26. Una sucesion ortonormal {e,}nen en H, es una sucesion completa,

si (x,e,) = 0 para todo n€ N si, y solo si, x =0.

A una sucesion ortonormal completa de un espacio de Hilbert, H,se le llama base

ortonormal de ese espacio.

Teorema 1.8. Sea {e,}nen una sucesion ortonormal en H, los siguientes enunciados

son equivalentes :
1. {e,}n es una base ortonormal.

2. La igualdad de Parserval se cumple, es decir

[eS)
2] = 32 | (z,en) [* -
n=1

Demostracion:
Ver en [1] |

Ahora a un espacio de Hilbert dotado de una base ortonormal se le llama espacio de
Hilbert Separable .

Teorema 1.9 ( Teorema de Reprecentasion de Riesz). Sea X un espacio de
Hilbert un funcional f : X — K es lineal y acotado si, y solo si, existe un unico y€ X

tal que f(x) = (z,y) para todo x€ X. y ademds ||f|| = ||yl .

Demostracion:
Probaremos primero que ||f|| = ||y||.
Dado que y € X, consideremos el funcional f(x) = (x,y). Claramente, f es lineal

ademds |f(x)] = {z,y)| < ||z|||lyl| por la desigualdad de Cauchy- Schwarz, por lo
tanto, f estd acotado y |[f|| < |[ly[|. Pero si hacemos x =y, |f(y)| = llyll.|lyl| lo que
implica que |[f[| = |lyl| y de esta manera || f]| = [ly]].

Por otro lado sea f un funcional lineal y acotado en X, y definimos

M={ze X : f(x) =0} que es un subespacio cerrado de X por la continuidad de f.
SiM=X, f=0vy f(x) = (x,0), es decir, existe y =0 tal que f(x) = (z,0).

Si M # X, emiste w # 0 tal que w € M+, vamos a probar que existe o € K tal que
y = aw satisface las condiciones del teorema.

Size M, f(x) =0y (z,aw) =a(z,aw) = 0, y cualquier a sirve.
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Six=pw con f#0, f(z)=L0f(w) y (x,aw) = fal{w,w), conlo que, f(x) = (r,aw)
cuando o = f(w)/||w]]?.

St x € X es arbitrario, x = x — Pw + Pw y elegimos (B para que v — fx € X, es decir
B = f(z)/f(w). De este modo

F(2) = f(z = Bw) + F(Bw) = (v — fuw, aw) + (Bw, aw) = (z, 0w) = (,y).

Una vez establecido esto queremos demostrar que y€ X es inico.

Supongamos que no es unico, es decir que existe otro elemento digamos z€ X tal que:
(x,y) = (z, 2) paratodo x€ X .

Ahora de esta igualdad y por las propiedades del producto interno tenemos (x,y—z) = 0,
para cada T en x lo que a su vez implica que y - z = 0 o que y = z, lo que completa la

demostracion del teorema .
[ |

Una de las aplicaciones de Teorema de Riesz es que permite de manera natural asociar a
todo operador T'€ £(H) el llamado operador adjunto 7% € £(H) definido por la condi-
cion (T'(z),y) = (z,T*(y)) . para todo z,y € H, lo cual expresaremos en el siguiente

teorema .

Teorema 1.10. Sea T un operador acotado en un espacio de Hilbert H, entonces,

existe un unico operador T* € £(H) tal que:
(T(2),y) = (&, T"(y))
para todo x,y € H y ademds ||T|| = ||T"|| .

Demostracion:

Para cada y € ‘H definamos el funcional f,(z) = (T'(x),y). Debido a que

(T (@), )| < [Tyl < T[]yl -

Se deduce que f, es un funcional lineal acotado, luego por el teorema de reprecentacion

de Riesz, existe un tunico z€ H, tal que, f,(x) = (z, 2), definamos el operador
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T*(y) = z. Dicho operador es lineal pues, para todo y1,y.€ H, a€ K, z€ H:

(2, T"(ay1 +y2)) = (T(z), 0y +y2)
= a(T'(z),y) + (T'(z),52)
= az, T"(y1)) + (2, T"(32))
= (z,aT"(y1) + T"(y2)) -

Ademés T* esta acotado pues para todo z,y€ 'H

{2, T* ()| = [, T* ()| < (T[Nl ]|yl -

En particular, para z = T*(y) Tenemos que ||T*(y)||*> < [|T||-|T*(Y)]|.||y||, de donde
NI < ITN-wll y I < (|71 (1)
Por otra parte, como T** = T, resulta que ||T|| = ||T*]| < ||T*]| (2) luego de (1) y (2)
obtenemos que ||T'|| = ||T7||.

[
Se dirda que T es autoadjunto si T' = T™. Para un operador autoadjunto la norma se

calcula segun .
IT)| = sup{ (T(x),a) © Ilellx =1},
Definicion 1.27. Para T € £(H), se define su Nicleo como sigue :
ker(T):={xeH:T(z)=0}.
Este conjunto es un subespacio cerrado de H .

Definicion 1.28. Un operador lineal se llama definido positivo si, (T(x),x) > 0, para

todo x € H. Un ejemplo de un operador definido positivo, es el operador Mddulo de
T; |T| := (T*T)"?,

Definicion 1.29. Sea T un operador lineal en £(H), la Descomposicion Polar de T, se
define como T := V|T|, donde V € £(H) es una isometria parcial, es decir,
|V (z)|| = ||z||, para todo x€ (ker T')* .
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§1.6. Operadores Compactos

Definicién 1.30. Un operador lineal T en H. Es un operador compacto si, T(B1) es

compacto (en la topologia de la norma de H).

De esta definicion se desprende que todo operador compacto debe ser acotado, en efecto:
si T es un operador compacto T'(B) es compacto , en particular T'(By) es acotado, luego

para cualquier x € By, existe un M > 0 tal que || T'(x) ||y < M, luego si z # 0

T/ l2llx) lly < M
IT(@) Iy < Mlz[lx .

por lo tanto T" es un operador acotado .

Proposicion 1.1. Un operador lineal T en H es compacto si, y solo si, T(By) es
compacto en 'H .

Demostracion:

(=). Supongamos que T es un operador lineal y compacto en H,

luego por la definicion (1.30) se tiene que T'(By) es compacto en H ,y en particular

T(B1) es cerrado en H, por tanto se cumple que T(B1) = T(B1), lo que prueba que
m es compacto .

(«<). Supongamos ahora que T(By) es compacto en H.

Como m es compacto tenemos en particular que es acotado en H, consideremos
una red {xyYoer en H que converja débilmente a x.

Veamos ahora que T es débilmente continuo, sabemos que x, — x débilmente, es decir
que para todo funcional ¢ € H*, p(x,) — @(x), o equivalentemente como H es un
espacio de Hilbert por el teorema de Riesz (1.9) que, (x4,g) — (x,g) esto es
limaer(za, 9) = (x,9) para g€ H, debemos probar que T(z,) — T(x) débilmente sobre
H. Para p € H*, nuevamente por el teorema de Riesz (1.9) eziste g€ H, tal que
?(T(xa)) = (T'(24),g), por otro lado, por definicion de T* se tiene, (T (z,)) =
(T'(za),9) = (a, T*(9)) = (Za, g), asi

maer P(T(2a) = limee(T(2a), 9) = imeer(za, 9) = (z,9) = (z,T7(9)) = (I'(x),g) ().
Lo que prueba que T(x,) — T(x) débilmente, ast, T es débilmente continua en H .

Ahora por el teorema en [6] sabemos que By es débil compacta en H, ahora de este

hecho y de la continuidad débil continuidad de T, tenemos que T'(By) es débil cerrado
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en ‘H, podemos afirmar que T'(By1) es cerrado en la topologia de la norma en H .
En efecto
consideremos una red {y,} en T(B1), tal que y, — y, debemos probar que y € T(By),
para esto consideremos la red {x,} en H que converja débilmente a x, si definimos
T(xa) = Ya, y por los cdlculos realizados en (I) tenemos que T'(xy) — T(x) débilmente
esto implica que y, — y débilmente, como T(By1) es débil mente cerrado
y="T(x)€ T(By), luego T(Bq) es cerrado en la topologia de la norma, con lo que se
cumple que T(By) = T(By), lo que garantiza la compacidad de T(By) en la topologia
de la norma .

[

Existen unas series de condiciones equivalentes a la definicion de operador compacto

que se presentan en los siguientes teoremas .

Teorema 1.11. Sea T en 'H un operador lineal, entonces los siguientes enunciados son

equivalentes :

1. T es compacto .

2. i {x,}22,, es una sucesion acotada en X, existe una subsucesion {x,, } para la

cual {T(x,,)} es convergente en la topologia de la norma.

Demostracion:

(1 = 2).Sea {z,} una sucesion acotada en X, esto es, existe M > 0, para el cual se
x

cumple que, ||z,|| < M para todo n € N. Luego podemos afirmar que, {Mn} es una

sucesion en By, en efecto, notemos que:

1 1
= —||lza|| < =M =1.
71l < 57

Tn

15

Ahora, consideremos {yn} = {T(F#)}, la cual es una sucesion, tal que, y, € T(By) co-

mo T es compacto, entonces T(B1) es compacto, por lo tanto {y,} tiene una subsucesion

digamos {yn, } la cual converge a algin y e m , esto es, y,, — Yy en la topologia de

la norma. Por lo tanto, existe {xy, } subsucesion de {x,} ,tal que, {T'(x,,)} converge
en la topologia de la norma .

(2 = 1). La prueba de esta parte de la demostracion se realizard por contrarrecipro-

co, esto es supondremos que el operador T', no es compacto, esto implicaria que existe
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una sucesion {x,}5°, acotada tal que para cualquier subsucesion {x,,} se cumple que
{T'z,,} no converge en la topologia de la norma.

En efecto, como T no es compacto, por la definicion (1.30) tenemos que m no
es compacto, sea M = m Luego M es un conjunto mo compacto, ast, existe M,
suceston en M, tal que, ninguna subsucesion M, de M, converge, ahora para M, existe

T(x,)€ T(By), de tal manera que se pueden hacer las siguientes correspondencias :

M1 — T(Il)
M2 — T(l‘g)
M3 — T(ZL‘g)

M, — T(x,).

Ahora, podemos seleccionar un epsilon lo suficientemente pequeno, de tal forma que, la
diferencias entre las M, y las T'(x,) sean tan pequenia como queramos, esto lo podemos
hacer para toda n. Por lo tanto, existe {z,} € By y por otro lado como {M,} no poseen
ninguna subsucesion convergente tenemos que, {T'(x,)} no posee ninguna subsucesion

convergente, lo que completa la prueba del teorema .
|

Teorema 1.12. Sea T' en 'H un operador lineal, entonces los siguientes enunciados son

equivalentes :
1. T es compacto .
2. || T(xy,) ||[— 0siempre que x, — 0 débilmente en X .

Demostracion:
(1= 2). Sea {x,} una sucesion acotada que converge débilmente a 0, y, = T(z,). Sea

h: X — C, un funcional lineal acotado, definamos :

Siendo h un funcional acotado, f también lo es, en efecto:

f @) = [W(T@))] < [|hllx-[IT@)ly < [hllx-NT 2l < Mlellx
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como x,, — 0 débilmente, f(x,) — f(0) para todo fe X*. (A)

De ésta forma h(y,) — h(0), luego, como h es un funcional acotado cualquiera, y, — 0
débilmente.

Ahora se debe probar que ||y,|| — 0. Supongamos que no, es decir, supongamos que
existe € > 0, para todo N € N tal que n > N y ||y,|| > €. Asi existe una subsucesion
digamos y,, - 0 en M = T(By), Para esta subsucesion tenemos una sucesion {x,, }
la cual es acotada en By, luego por la condicion (2) del teorema (1.11), existe una
subsucesion {yn, }, para la cual, {15, } es convergente en la topologia de la norma, esto
es, Yn, = Ta, — ¥, luego por teorema se tiene que yz, — ¥, y por (A) , tenemos y, — 0
luego yz, — 0, y por la unicidad del limite § = 0.

Asi

yadl =0y lyall > €.

lo cual es una contradiccion, por lo tanto || y, [|— 0.

(2 = 1). Suponiendo que T no es compacto, por teorema (1.11) existe una sucesion
{z,.}, para la cual no hay subsucesion convergente a T (x,, ). Sin pérdida de generalidad
se puede suponer ademds que {x,} C By, por el teorema de Banach-Alaogli, By es
compacta, de ésta forma {x,} tiene una subsucesion convergente la cual es acotada

pero no tiene imagen convergente por 1.

|
Definicion 1.31. 5i X, Y son espacios de Banach, se define el conjunto :
KX, Y)={T:X =Y :T es un Operador Compacto}.
En caso en que X =Y se denota por K(X).

Teorema 1.13. El conjunto IC(X,Y) es un espacio de Banach.

Demostracion:

Como £(X,Y) es un espacio de Banach, es suficiente demostrar que K(X,Y) es un
subespacio lineal cerrado de el , en efecto.

Sean Ty, Ts operadores compactos,y sea {x,} una sucesion acotada en X, luego ex-
iste, M > 0, tal que, ||z, || <M para todo n, ahora notemos que

{(Th+To)(xn)} = {T1(x,) +To(xn)}. Luego existe una subsucesion de {x,} para la cual
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{T(x,)} converge. A su vez ésa subsucesion tiene otra subsucesion una subsucesion para
la que {Ty(z,)} converge, luego para ésa subsucesion Ty + Ty converge. Ast K(X,Y') es
subespacio lineal de £(X,Y'). Ahora es necesario verificar que si {T,} es una sucesion de
operadores compactos que convergen o T, este operador es compacto. Sea {x,} una suce-
sion acotada que converge débilmente a 0, sin pérdida de generalidad, supongamos que
{z,} € By, por el teorema anterior, || Tx(z,) ||— 0 para todo k, ahora se debe probar que
| T(z,) ||— 0. Dado € > 0 se puede encontrar un me N, tal que, || T, —T ||< e/2. De
igual manera se puede encontrar un N € N, tal que, || T,,,(zy) ||< €/2 para todo n > N.

Entonces para todo n > N
| T(zn) | < (| T(2n) = Tonlzn) | + || Tonlza) I< e

Asi queda demostrado que T es un operador compacto y el espacio K(X,Y') es un espacio
de Banach .
|

El teorema anterior demostré que K(X,Y) es un subespacio cerrado de £(X,Y), ésta
propiedad unida a la expresada en el siguiente teorema indican que (X, Y), es un ideal

cerrado de £(X,Y") con respecto a la norma del operador.

Teorema 1.14. Si T € K(X,Y), entonces para todo operador acotado S € £(X,Y), los

operadores T'S y ST son compactos.

Demostracion:

Sean T y S como en el enunciado. Si {f,} es una sucesion acotada en X, entonces

{S(fn)} también lo es, siendo T compacto, {T'(Sf,)} tiene una subsucecion convergente,

y como {T(S(fn)} = {T(S(fn)0}: T'S es compacto. Sea {T(fnr)} una subsucecion

convergente de T'(f,,), como S es acotado {S(T(fnx))} converge y asi ST es compacto.
[

§1.7. Teoria de Operadores Compactos en Espacios de Hilbert

Teorema 1.15. Un operador lineal y acotado T en 'H es compacto si, y solo si, T™ es
compacto .
Demostracion:

(=). Supongamos que T' es compacto y consideremos una sucesion {x,} acotada en H
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y que converja débilmente a 0, como {x,} es acotado existe una constante M > 0 para

el cual ||x,|| < M ahora estudiemos ||T*(x,)]||?

17" (za)I]* =

I
—_—  ~
S
—~
N
*
—~
&
3
~—
~
—~
&
3
~—
~

< [T(T (n))( n))]
< 7T (@n)[|-]n]]
< 1T (zn))||M .

Lo que debemos probar ahora que T*(z,,) converge débilmente a 0 en 'H es decir debemos
probar que para toda p € H* o(T*(x,)) — @(T%(0)) por el teorema de Riesz existe un
unico p€ 'H tal que

p(T*(xn)) = (T"(xn), p) = (20, T (p)) -

Luego

Hm (T (2)) = Um(T" (), p)

= lim{w,, T (p))
= (0,77 (p))

= (T7(0),p)

= (0.0).

Lo que prueba que T*(x,) — 0 débilmente, y por tanto T™ es débilmente continuo . Ahora
por la compacidad de T y del hecho que T*(x,) — 0 débilmente, podemos concluir
port teorema (1.12), que ||T(T*(x,))|| — 0,y asi ||T*(x,)|| — 0, lo que establece la
compacidad de T* por teorema (1.12) .
(«<). Del hecho que (T*)* =T y de lo probado anterior mente podemos concluir que T
es compacto .

|

Teorema 1.16. Siendo 'H un espacio de Hilbert y'T' un operador definido en €l, entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes :

1. T* es compacto .
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2. T*T es compacto .
8. | T |= (T*T)? es compacto .

Demostracion:

(1 = 2). Como T es compacto por el teorema (1.14) K(H), es un ideal, asi T*T es
compacto .

(2 = 3). Por la descomposicion polar de T se tiene que T = V|T| para algin operador
V' unitario en H, recordando que un operador U : H — H es unitario si es lineal y
satisface que UU* = I = U*U, definamos ahora S = |T|, entonces podemos afirmar
que S? = T*T, en efecto.

Como T = V|T|, implica que, T* = (V|T|)* = |T|*V*.

Ast, T*T = |T|*V*V|T| = |T|*I|T| = |T|*|T| = |T|* = 5*. Sea x,, una sucesion acotada

en 'H que converge débilmente a 0, entonces

[ S(za) | = (S(zn), S(zn))
= (5(S(zn)), n)
= <S2(In)7xn>‘

Por lo tanto
|S () (1< 1[S% ()] |2al] -

Por hipotesis T*T es compacto, y dado que S* = T*T, se tiene que S* es compacto
por lo tanto, basado en el teorema (1.12) ocurre que ||S?*(x,)|| — 0, asi obtenemos que

| S(xn) [|[— 0, queda demostrado asi que S = |T'| es compacto, por teorema (1.12) .

(3= 1).5i|T| es compacto, por la descompocision polar de T se tiene que. T = V|T|
K(H) es un ideal cerrado, luego T también es compacto luego por teorema (1.15) pode-
mos concluir que T es compacto .



CAPITULO 2

Espacios de Bergman

El objetivo de este capitulo es definir y estudiar las propiedades de los espacios de
Bergman, se comenzara con algunas definiciones y resultados de Teoria de Funciones

de Variable Compleja, que se pueden ampliar en [3], [8] [9],[16], [19], [20], [21], [22].

Definiciéon 2.1. Parar > 0 y z € C, se denota D(z,1) al disco abierto de centro z y

radio r. De la siguiente manera:
D(z,r)={ 20€C:|z—z|<r}.

El disco unitario en el plano complejo se denotard D y 0D si se quiere referir a su

frontera.

Definicion 2.2. La medida de Lebesque de drea normalizada sobre el disco unitario en

el espacio complejo la denotaremos dA(z), y viene dada por:
1 1
dA(z) := —dxdy = —rdrdf .
T T

Definicion 2.3. Una vecindad de un punto zy en el plano complejo es el conjunto de

todos los puntos z tales que |z — zy| < € donde € es cualquier nimero real positivo .

Definicion 2.4. Un conjunto S se dice que es abierto (relativo al plano complejo) si

cada punto ¢ de S tiene una vecindad contenida en S .

Definicion 2.5. Una disconezion de un conjunto S son dos conjuntos Sy y Sy tales

que:

23
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1. S # 0,5, #0
2. 5iU8, =85
3. 51NSy =10

4. S{ﬂSQZQ)ySHﬂSé:@.

Donde A" denota el conjunto de puntos de acumulacion de A, recordando que zg es un
punto de acumulacion de un conjunto S si toda vecindad de zg contiene infinitos puntos
de S .

Definicion 2.6. Un conjunto S se dice que es conexo si este no tiene disconexion, es

decir, no existen dos conjuntos S1 y Sy satisfaciendo la difinicion anterior.

Definicion 2.7. Sea f : Q2 — C, donde 2 es un conjunto abierto y conexo de C. Si
para zo € ) existe

ltm, _,, & =S (20)
zZ— 20
éste se llamard derivada de f en zy y se denota f'(zg). Si la derivada existe para todo

z€ () se dice [ es analitica en ).

Definiciéon 2.8. Se denomina Hol(2,dA), al espacio de todas las funciones analiticas

u holomorfas a valores complejos definidas en €2 .

Teorema 2.1. Si f puede representarse mediante series de potencia en €2, la funcion
fe€ Hol(2,dA). Recirocamente si f € Hol(),dA), para a€ Q y {a,}5°, una sucesion
de valores constantes en C, existe un R > O tal que:
o0
f(z) = nz::O an(z —a)" Vz€ D(a, R),
donde R es el radio de convergencia de la serie :

1

lmsupy o, | ax ['F

R =

Demostracion:

Ver en [8] |
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Definicion 2.9. La funcion u : Q — R, es una funcion armonica si u tiene sequndas
derivadas parciales continuas v :
Pu O%u
o2 " a2

Teorema 2.2. Una funcion f = u+ v definida en €2 es una funcion analica si, y sdlo

=0.

st, Re(f) =u e Im(f) = v son funciones armonicas que satisfacen las ecuaciones de

Cauchy, es decir
ou  Ov ou ov
ik TR v v
Demostracion:

Ver en [§] |

Teorema 2.3 (Formula Integral de Cauchy). Sean f una funcion analitica en
Q, sea zg € Q yr > 0,tal que, D(29,7) C Q. Por altimo, sea 7y : [0,1] — C la curva

() = 29 + re*™™. Entonces para cada z € D(zq,7 ) .

" omi f — z
Demostracion:
Ver en [§] |

Definicién 2.10. para todo z € Q se define el funcional punto evaluacion a,(f) := f(2)
para todo f€ Hol(§,dA) .

Un espacio de Banach X en el cual los funcionales punto evaluacion son continuos, se

le llama Espacio Funcional Analitico.

Definicion 2.11. Supongamos que X es un espacio de medida y p una medida positiva.

Se define para 1 < p < 00, el espacio de funciones de potencia p-ésima integrable,como

LP(u)={f:D—-C :fmedibley/){|f\du<oo}.

Si definimos la aplicacion || - ||p : LP(u) — R, por

171, 1=</X|f|”du))l/p,

LP(p) ={f:D— C : fmedibley||f||, <oo}.

tendremos que
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En el caso p = o0
L) :={f D —=C: ||f|lec =supess{ |f|: 2z€ Q } < o0}.

Proposicién 2.4. Si1 < p < oo entonces LP (1) es un espacio vectorial sobre C y || -],

es una Semi norma.

Demostracion:

Ver en [13] [
Teorema 2.5 ( Teorema Riesz-Fischer). Si 1 < p < oo entonces (LP(u),|| - ||) es
de Banach

Demostracion:

Ver en [13] |

En éste momento contamos con la teoria necesaria para definir los espacios de Bergman

y estudiar algunos aspectos interesante de ellos.

Definicion 2.12. El espacio de Bergman AP(D), para 1 < p < oo, consiste de todas

las funciones analiticas tales que f € LP(S),dA), esto es .
AP(D) = { fe LP(Q,dA): f es analitica } .

Asi, AP(D) es el subespacio de funciones analiticas que estan en LP(§),dA) .

En la mayoria de los casos se trabajard en el disco unitario D y mientras no se preste

a confucion se escribird LP := LP(D,dA), Hol(D) := Hol(D,dA), y A? := AP(D) .

62.1. Formula Integral de Cauchy en AP

Sabemos que cualquier f € AP es una funcién analitica, luego para cualquier z € D, la
formula de Cauchy expresa:
1 f(w)
f2) = 5=

w—z

- omi

dw,

|lw—z|=r
donde we D(z,7) vy 0<r; <r=1—]|z].
i0

Siw = z+4 re”, entonces:
L[ f(z+re?)
flz) = 57 i T ryie’de
1 2T )
= — fz+ rlele)dG.

2 Jo
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Al multiplicar por r; a esta igualdad e integrando en funcién de r; se obtiene:
r 1 T 2m ] dr.df
/ rif(z)dry = —/ / f(z +T1619)7ﬂ1 n
0 2Jo Jo T
r? 1
Tie) = 5 [ fwdaw)
D
1
16 = % [ Swidaw). (21)

Luego la expresion (2.1) obtenida, es la Formula de Cauchy en espacios de Bergman .

Si se evalua el modulo en la igualdad (2.1) se obtiene:

G = TQ/f JiA(w)
< / F(w)ldAw) (2:2)

Considerando ¢ € R de tal forma que % + % =1, es decir q es el conjugado de p, como

f € LP por la desigualdad de Hdélder se tiene en (2.2) que:

(fosirase)” ([ (%) asw)”
=y (|f(w)|)pdz4<w))l/p.

1 e
(1—1z)*

—
~—~
&
[\

—
—~
&

AN

por lo tanto

f(z)] < (2.3)

para cualquier funciéon f e AP.

Luego para cualquier conjunto compacto K C D, existe una constante C'x para la cual

sup{ |f(2)]: z€e K} < || [ [lp Ck.

Por lo tanto cada funcional evaluaciéon puntual es acotado en D y de ésta forma continuo

en el espacio de Bergman AP.

Proposicion 2.6. Sea {f,}5°, una sucesion de funciones que pertenecen a AP, si {f,}
es una sucesion norma-p convergente, entonces su limite es una funcion analitica.
Demostracion:

Siendo {f,}52, una sucesion norma-p convergente es norma-p Cauchy, es decir, se
cumple que para todo € > 0, existe ng € N, tal que, para n,m > ng implica || fo,— ||, < €

por otro lado, por la desigualdad (2.3) para |z| <1 con r € (0,1) fijo, se tiene:
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1) = dule) | < L=l ot e

Por lo tanto 2)} es una sucesion uniforme de Cauchy para cada subconjunto com-
) n

pacto de D, lo que quiere decir que, {f,}:2, es una susecion de funciones analiticas

que converge localmente a f(z), veamos ahora que f(z) es analica, en efecto como cada

fa(2) es analitica en Q, tenemos por la formula integral de Cauchy .
1 n
fulz) = —/ de z€ D(a,r).
210 Joary W — 2

Ademds que f,(z) — f(2) uniformemente sobre cada D(a,r) C Q, podemos tomar

limites dentro de la integral, obteniéndose :

21 wW— 2

z—L f<w)dwz D(a,r
7 /CW) € D(a,1).

lo cual demuestra que, f(z) es analitica en D(a,r) y asi en §).

Teorema 2.7. El espacio de Bergman AP es un espacio de Banach para 1 < p < co.
Demostracion:
Como el espacio LP es completo, basta demostrar que, AP es un subespacio cerrado de
él. para ello Supongamos que { f,}22 | es una sucesion de funciones analiticas en AP, tal
que, || fn — f llb— 0 para alguna f € LP, ahora fijemos algin r € (0,1), entonces para
|z| < 7, por la desigualdad (2.3) tenemos que
1

| fu(2) = fm(2) | < =z | fo = fon llp -
Luego{f.(2)} es una sucesion uniforme de Cauchy es cada subconjunto compacto de
D, asi, f,(2) — f(2) uniformemente en cada subconjunto compacto de D, y por la proposi-
cion (2.6) f(z) es analitica en D .

Se ha demostrado que el espacio AP es de Banach y también que los funcionales punto
evaluacion son acotados, luego podemos afirmar que AP es un Espacio de Banach Fun-
cional Analitico. En el caso particular en que p = 2, se tiene el espacio A2, definamos

ahora un producto interno sobre él.



CESAR MORENO. 29

Definicion 2.13. Si fy g son dos funciones en A%, la expresion de su producto interno

esta dado de la siguiente manera :

() = [ FlwigwidA(w).
D
Luego, por el teorema (2.7) con ( p = 2) se tiene que A? es Banach con la norma en

A? como:

wm(éummmmm)m.

Asi A? es un espacio de Hilbert con producto interno .

Para cualquier funcion f € A2, sabemos que por ser analitica, tiene un desarrollo en
serie de Taylor convergente en D, y el producto interno se puede expresar en funcién
de tales series.

Sean . .
f(z) = Zanz" yg(z) = anz”.
n=0 n=0

Para ciertos valores a,,, b, €C, los desarrollos de Taylor de dos funciones en A?(ID), entonces :

f(rew)g(rew) — (i anrnemﬂ) (i Ernenw)
n=0 n=0
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rdrdf
Luego, multiplicando por , € integrando sobre I tenemos;

1 2r X
/ Fre®)glre®)dA(w) = / S a, By T4
D 0 0

n=0 &
1 2w 0
[ St
0 0 p=0 g
[ee) 1 21
— do
= Zanbn/ r*tidy —
n=0 0 0 m
o0 1
— 2
= Zanbn/ r# i dr 1)
n=0 0 &
i [ p2nt2 r=1
= 2 an n( )
e 2n+2/, .,
= Qia b, !
T2+ 1)
N —n+ 1
Asi .
>, anb,
(fa)=> =1

esta serfa la expresion del producto interno en A?(D). De esta manera la norma para

cada f € A? se puede calcular en funcién de los coeficientes de su expansion en serie .

o0

g = kel (2.4

nzon—kl'

De manera que podemos dar una nueva definicién para el espacio de Bermang A"

Definicién 2.14. Sea f una funcion analitica y f(z) = Y .~ a,2" su expansion en
serie de Taylor. Se define el espacio de Bergman A? como el espacio de las funciones

analiticas tales que :

A? es un Espacio Funcional Analitico y por el Teorema de representacion de Riez, existe

una unica funcion K, para la cual :

a.(f) = f(z) = (f,K.) paratodo fec A*.
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La intencion ahora es caracterizar a K, como un elemento de A? .

Teorema 2.8. Sea {e,}°, una base ortonormal de A* entonces.

K.(w) =) en(z)en(w).

Demostracion:

Si {e,}°, es una base ortonormal de A* como K, € A2,

Kz - i(sz en>€n

n

I
o

(en, K.)e, .

I
WE

I
=)

n

Como K, es el funcional punto evaluacion, (e,, K,) = e,(2) .

K=Y aFen.
n=0

Notemos que K.(w) para w € D es una funcion analitica, y su serie de Taylor es

convergente luego :

K.(w) = 3 elz)enw)
n=0
Ast queda demostrado el teorema. |

Definicién 2.15. Se define el Niicleo de Bergman o Niicleo Reproductor de A? como

K(z,w) = K,(w).

Corolario 2.9. En A2, el funcional punto evaluacion en el punto w € D viene dado
por f(z) = (f, K.) donde:

1 1
K(z,w)= — K. |=——.
G = o v K= o
Demostracion:
Sea e, (w) :=v/n+ 1lw". primero se verificard que {e,}>>, forma una base ortonormal

para A*(D) en efecto.

(Ems€n) = em(w)e,(w)dA(w)

(Vm + Dw™(vVn + Dw"dA(w) .

J
/
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Siw=re? para 0<r <1y 0<0<2r, setendrd:
Lo : grdrdf
(em,€n) = / / \/(m +1)(n+ 1)rm+”ez(m_”) —_
0o Jo ™

1 1 2 ]
= - / V(m+1)(n+ 1)7“m+"+1d7“/ em=m9qg.
T Jo 0

Pero

o 0 sim#n
/ ez(m—n)0d9 — ?é
0

21 sim=n.

Por lo tanto sim=mn

2 1) [t
<€m7 em> W(m + ) / T2m+1d7ﬂ
™ 0

= 1.
Ast, e, (w) = v/n+ 1w™ con n =0 forma un conjunto ortonormal.
Para probar que es una base de A? se verificard que es completo. Es bien conocido que

probar este hecho es equivalente a demostrar que la igualdad de Parserval se cumple

para esta sucesion, es decir:

IF17= "1 (fiea) > paratodo fe A*(D).
n=0

Sea fe A*(D) y f(z) = D07 yanz" su desarrollo de Taylor correspondiente, ahora

estudiemos lo siguiente :

(fren) = [ (Vi F 1) s
= /Dianz"<\/m—ﬂ)(zm)d2’

= \/m—i—l/Zanz"(zm)dz
D =0

o0

1 2
T : drdf :
= \/m+1/ / E (anT"J“me’("_m)g)—T - si z=re"
0 0 n=0

™

1 1 o0 2w )
_ vVm + / Z anrn+m+1dr / ez(nfm)Hde )
g 0 n=0 0
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Esta ultima integral es diferente de cero sélo para n = m, asi se obtiene

1
(f,em) = 2\/m—+1/ 2™ dr

2m+2

- 2\/m—+1am<2 +2>”:
- 2\/—1am< s )

- i)

am,
- m—+1
Esto es
am
(f,em) = —" (2.5)
Entonces por (2.4)
2 . am [
I8 = 3| s
_ f: | |
— (m+1)

Por la igualdad (2.5) se obtiene

LFI5= D 1) em(2) P

Lo que prueba que {e,}>_, es una base ortonormal para A*(D). Siguiendo con la de-

mostracion del colorario, por el teorema (2.8) se tiene que :

o0

K(z,w) = Z en(z)en(w)

= Z(n + 1)2z"w"

n=0

= Zn(zw) —|—Z(zw) : (2.6)

n=0

Pero sabemos que la seqgunda serie en (2.6)
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[e.9]

1
w)" = w|< 1. 2.
Z(zw) = bara | 2w |< (2.7)

n=0

Ahora, consideremos el producto de Cauchy de la serie Y ,(2W)" con si misma para

hallar una formula para la serie y .~ nz"w" esto es:

o) () - (ot

_ i(m)z )

= ) (n+1)(z0)"

n=0

[
NE

n(zw)" + Z(z@)”

I
o

n

Luego

n=0 n n

in(zw)” - ( Ooo(zm>n)2 . ( Oo()(m)n)
1

1 _
= ((1_2@)2) ~ {5 bara |zw| < 1. (2.8)

Asi al sustituir (2.7) y (2.8) en (2.6) tenemos

1
K -
(z,w) (1 — zw)?
Ahora, estudiemos || K, ||.
| K. | = <KZaKZ>1/2
= [K.(2)]*
1 1/2
B [(1 - zz>2]
B 1
1=z >

y asi queda demostrado el teorema .
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Corolario 2.10. Sea f € A2, ésta funcion puede ser representada por la siguiente

o= [ (f&d/x(w).

1 —zw)?

integral

Demostracion:

Por la definicion del nicleo Reproductor

a.(f) = flz) = <f7Kz>:/Df(w>Kz(w)dA(w): f(w)K(z, w)dA(w)

D
Luego por el corolario (2.9) :

O )

1 — 2w)

Definicion 2.16. La funcion k,(w) se llamard kernel reproductor normalizado en

A%(D) y su expresion es:

w) = K(w,2)
bx(w) K(z,2)
Donde .
Kw,z) = (1-wz)?* _ 1— | 2 |2
K(z,z) 1 (1—wz)*
(1= 1[=%)?

Notemos que para {e,}°°, una base ortonormal de A? | k,(w) también se puede expresar

de la siguiente forma:
ka(w) = (1= [ 2 ) D en(w)en(2) .
n=1

Definicion 2.17. Sea dA una medida de drea de Lebesque normalizada en D. Para

B> —1, dAg serd la medida finita definida segin
dAs(z) = (1— | z H)PdA(2).

Definiciéon 2.18. El espacio de Bergman Ponderado AL, con (> —1 y

p > 0, se define como el conjunto de las funciones alaliticas en D para las cuales

/D | F(2) P dAs(z) < oo.
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El espacio de Bergman Ponderado Ag es un subespacio cerrado del espacio LP(D, dAg),
como éste tltimo espacio es un espacio de Banach, Ag también lo es. La demostracion

de éste hecho es perecida a la realizada en el teorema (2.7) .



CAPITULO 3

Operadores de Composicion

La composicion es una operacion que surge de manera natural al trabajar en espacios
de funciones, en éste caso para una funcion ¢ analitica en el disco unitario, se estudi-
ara el operador que compone una funciéon en Hol(ID) con ¢, que se llamara Operador
de Composicion. La acotacion y la compacidad, seréan los temas especificos ha ser de-
sarrollados en este capitulo, sera necesario recordar algunos resultados y definiciones
relevantes necesarias para el desarrollo del tema y se pueden ampliar en [4],[12], [16],
[19],20],[21] .

Definicién 3.1. Sea f : D — R una funcion continua en D si para cada z€ D, re (0,1)
y h una funcion armdnica definida en una vecindad de D(z,r) que satisface f < h para

z =1 ,se dice que [ es subarmonica es D si f < h para z <r.

Teorema 3.1. Sea f: D — R una funcion continua en D, f es subarmadnica, si y solo
si, para cada zg € D existe un ro > 0 tal que si D(zy,ro) C D
2 )
f(z0) < o f(zo +7€®)dd  para todo r € (0,r).
T Jo
Un ejemplo interesante de una funcién subarmoénica, que serd usado mas adelante, es

el siguiente .

Ejemplo 3.1. Si f€ Hol(D), la funcion | f(z) [P, para p > 0, es una funcion subar-

monica .

37
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Si zg € D es tal que f(z9) # 0, entonces una rama de (f(2))P es analitica en una

vecindad de zy, asi para r > 0 tal que, D(zg,7) C D

1

(f(20))" = %/0 7r(f(zo +re))Pdh .

de aqui se deduce que:

2
| f(20) [P< %/0 | flzo + 7€) [P df.

Si f(z0) = 0, la desigualdad también se cumple, entonces se puede afirmar que | f(z) |

es una funcion subarmonica .

Teorema 3.2 (Teorema del Modulo Maximo). Si f es una funcion analitica en
un dominio Q) y zo es un punto en Q2 con |f(z)| > |f(2)| para todo z € 2, entonces
f debe ser una funcion constante.

Demostracion:

Si f(2) es analitica en un dominio QL y zy € Q, debido a la formula integral de cauchy

f(z0) = L[

21 Jo 2 — 20

dz .

Ahora como 2 C D, es un abierto no necesariamente convexo, con zo € 2 y R > 0, tal
que D(zo, R) C Q) entonces por ser D(z, R) convexo, a partir de la igualdad anterior

obtenemos que para cada r € (0, R).

1
f(Zo) = 2— f(ZO) dz
U C(zo0,r) Z =20
1 27 ’LH . .
= Mewde para z =z —re? y 0<60<2r

270 Jo ret
1 2w ]

= — fzo+re®)dd .
2m Jo

Esta dltima ecuacion es conocida como la Formula del valor medio de Gauss, y asi al

tomar maodulo.
1 27

| f(20) | | flzo+re?) [ dO ] . (3.1)

S 5x ;

Ahora por hipdtesis tenemos que | f(z) | < | f(z0) |, para | z — 2o | < r tenemos
1 2w ) 1 2w

| flzo +7e®) || dO| <

5r | 1) Il
= |f(Zo)|‘

27 Jo



CESAR MORENO. 39

en consecuencia
1 2

| flzo+re®) |[d0] < | f(z0) ] (3-2)

27 Jo

De (3.1) y (3.2) se tiene

1 2m )
Ho) | = 5= [ 1ot re) 11 ap ]
Asi
1 2 0 1 2
3 | LGosren s~ [ 15 1ao) = 0.
Luego
1 2m 0
3= | (1 Gotre®) | = 1) ) a8 = 0.

Como el integrando es menor o igual que cero se tiene que
| flzo+7e?) [ =] f(20)[d§ = 0.

Por lo tanto
| f(2) | =|f(20)|= 0en | z—2|<T.

Ahora dado que el mddulo de la funcion analitica f(z) es constante en D(zp, 1), entonces

f(2) es constante en | z — zy |< r. Asi queda demostrado el teorema .
|

Una aplicaciéon importante del Teorema del Médulo Maximo, que se utilizara en éste

trabajo es el Lema de Schwarz

Lema 3.3 (Lema de Schwarz). Sea f € Hol(D) tal que f(D) C Dy f(0) = 0,

entonces :

1. |f(2)| < |z| para todo z€ D, con igualdad para algin z€ D si, y sdlo si, f es una

rotacion .
2.1 f(0) | < 1, con igualdad solamente si f es una rotacion.

Demostracion:
ver en [§] |
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Ahora se esta en condiciones de desarrollar el tema de Operadores de Composicion .

Definicion 3.2. Sea ¢ : D — D, una funcion analitica se define el Operador Composi-

cion asociado a ¢ (llamado el simbolo) en el espacio Hol(D) como :
Cof = foypara todo fe Hol(D).
Como f oy € Hol(D), podemos asegurar que,
C, : Hol(D) — Hol(D).

Algunas propiedades de los Operadores de Composicion son caracterizadas por la fun-

cion analitica ¢ asociada .

Teorema 3.4. C, es uno a uno si ¢ no es constante.

Demostracion:
Sean f,g€ Hol(D), si C,(f) = Cy,(g) entonces

Co(f(2)) = Coly(2))
fle(z)) = g(e(2)).

Por hipdtesis ¢ no es constante, p(D) es abierto y por teorema de unicidad, en [8], se

tiene que f = g ]

Teorema 3.5. C, es invertible si, y solo si, p : D — D es biyectiva.
Demostracion:

Sea fe Hol(D), si ¢ es biyectiva, existe o', entonces

C<p—1 ° Cga(f) = Cgo—l(f(gp))
= fle(e™)
= f.
De igual manera se tiene que
Ccp o Ccpfl, = f .

De esta forma C, tiene como inversa a Cy,-1.

Si ahora se supone que ¢ no es uno a uno. Sean a,be D), tales que a # by p(a) = ¢(b).
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Entonces f(e(a)) = f(@(b)) para cada f € Hol(D). De esta forma cada funcion g que
pertenezca al rango de C, satisface

g(a) = g(b), pero la funcion identidad no estd en el rango de C,, pues de ser asi
fow =1 lo que no puede ocurrir pues ¢ no es uno a uno, de ese modo, C, tampoco
en uno a uno y por lo tanto no tiene inversa .

¢ Que pasa cuando ¢ no es sobreyectiva ¢

Se elige we D\¢(D), y se definen estas dos funciones.:

fo) = —— gy ge) = ——

z—w o(z) —w

Para cualquier z € D, f es analitica en p(D) y g es analitica en D, también se puede
ver que g(z) = f(¢(2)) para todo z€ p(D), entonces g ¢ RanCl,.

Si g€ RanCl,, deberia existir una funcion h € H(D) que cumple la condicion, C,(h) =
g, y se tendria que :

g(z) = h(p(z)) para todo z€ D.

por lo que

h(p(2)) = flp(2)) para todo z# w.

y por Teorema de unicidad en [8], se tiene que

h=f.

Como h es analitica en D, f también lo es, asi f seria acotada en D y en particular en
un entorno de w, lo que es una contradiccion .

De ésta forma g ¢ RanCy,, quedando entonces, demostrado el teorema. |

Definicion 3.3. Un automorfismo conforme es una funcion ¢ : D — D, analitica y

biyectiva .

Teorema 3.6. Sea ¢, una funcion definida para cualquier we D, como:

paratodo z€ D .
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Entonces, ¢, es un automorfismo conforme.

Demostracion:

Notemos que

1= [ pu(z) [

Luego

En cambio si z€ 0D

Entonces

De ésta forma

y ademds

[ 1—wz > —|w—2]?
| 1 —wz |?
(1 —wz)(1 —wz) — (w—2)(W—72)
| 1 —wz |?

1 —wzZ — Wz 4+ wzwz — (W0 — WZ — 2W + 2Z)

|1 —wz |?
1—wz—wz+ |w|?| 2z > - |w|? +wz + 20— | 2 |2
| 1 —wz |?
LtwPlz]P—fw]? =]z
| 1 —wz |?
(1—|wP)(1-] 2"

para todo z€ .

11— w2 P2

1= [ pu(2) [*> 0.

| u(z) P< 1.

1- | ‘pw(z) |2: 0.

| pu(z) P=1.
ou(D) =D.
0y (0D) = 0D

Por la definicion de ¢, ella es analitica en el conjunto R={2z€ C :|z| < 1/|w|}

como we D se tiene que DC R por lo que ¢, es analitica en D .
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Por dltimo es siguiente cdlculo muestra que @, es su propia inversa :

pulpulz) = sow( “"2)

1 —wz
w—z
o w 1-wz
—_— w—2z
1 w 1-wz

w—Wwz —w + 2

1 —wz —ww+wz
2(1=Jw [?)
(1= ]w?)

= z.

Por lo tanto p,, es biyectiva. Asi se concluye que ¢, es un automorfismo conforme.

Teorema 3.7. Si ¢ es un automorfismo conforme de D, entonces existe a€ D y existen
w,v € ID que cumplen
p(z) =wea(z) ¥ @(z) = pa(v2).

Demostracion:
Siendo ¢ un automorfismo, existe a € D tal que p(a) = 0. Si se define ¢ = ¢ o @,
€l es un automorfismo que fija el origen y por lo tanto es una rotacion, es decir existe

we ID tal que ¢(z) = wz, entonces se tiene que :

P(2) = powa(z) =wz.

al sustituir z = p,(2), de las propiedades de p, se obtiene

P(2) = wpa(2) .

Por otra parte, se define 1 = ¢, 0 esta funcion también es un automorfismo conforme
que fija el origen. De la misma forma que en el caso anterior, existe v € 0D tal que

W(z) = vz, entonces :
Y(2) = pa 0 9(2) = vz.

y al aplicar @, a las dos ultimas igualdades, como ¢,, €s involutiva, se obtiene;

p(2) = @a(vz).
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Este teorema acaba de demostrar que cualquier automorfismo conforme en D, puede ser
expresado en funcién de algin automorfismo conforme del tipo ¢,. Los operadores de
composicion actuando en espacios de Hilbert pueden ser caracterizados por medio del
estudio del conjunto de funcionales punto evaluaciéon como se observara en el siguiente

teorema .

Teorema 3.8. Sea T : H — H un operador acotado. T', es un operador de composicion
si, y sdlo si, el conjunto K(D) = { K, : x€ D} es invariante sobre T*. De esta forma
T=C, yT"(K,) = K1)

Demostracion:

supongamos que T es un operador composicion para alguna funcion ¢ : D — D, asi

T = C,. Luego para toda funcion f€ Hol(D) :

(L, TM(K.)) =

De ésta forma T* K, = K.y y por lo tanto K(ID) es invariante por T*. Ahora si K (D)

es invariante por T, se define, T* K, = K.y para alguna funcion ¢ : D — D entonces

Tf(z) =(Tf K.) == ([, T"K.) = {f, Ky() = f((2)) = Co(f(2))-

y por lo tanto T es un operador de composicion. [ |

§3.1. Acotacion de los Operadores de Composicion

En esta seccion se busca conseguir las condiciones bajo las cuales el operador de Com-
posicion es acotado. Para ello el teorema se subordinacion de Littlewood muestra que

aquellos operadores de composicion cuyo simbolo fija el origen, son acotados.

Definicion 3.4. Para f y g funciones analiticas en D, se dice que g estd subordinada

a f, si
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g(z) = fop(z), para todo z€ D.
Para alguna funcion analitica ¢ : D — D que fija el origen.

Teorema 3.9 (Teorema de Subordinacién de Littlewood). Sean f,g funciones

analiticas definidas en D y supongamos que g estd subordinada a f, entonces:

21 2
/|WWWM§/IW%PM
0 0

Para todo r€ [0,1) y p>0.

Demostracion:

Por definicion, existe ¢ : D — D una funcion analitica con ¢(0) = 0, tal que, g(z) =
fle(2)). tomando r € (0,1) fijo y considerando h(z) una funcion armdnica para todo
| 2 |< r definida para todo z = r como h(z) :=| f(2) |P. Esta funcion asi definida es

subarmonica en D segin el ejemplo (3.1), luego
| f(2) |P < h(z) paratodo |z| < r.

Ademds como p es un automorfismo de D, que fija el origen, por el lema de Schwarz,

lo(z) | < |z| < r,as, paratodo |z| <r, se tiene:

[ 9(2) IP=1f(e(2) [P < hlp(2))-

Entonces
1

27 0 ) 1 2w 0
= | st pan< oo [ et as.

Como h es armonica, por la propiedad del valor medio

1 2m )
o | flo(re)) [7d0 < h(e(0))
T Jo
1 27 0

= h(0) = %/0 h(re”)dd
1 27 »

= — Y 1P de .
5 [ 1|

Ast queda demostrado el teorema. [

La pregunta natural que surge es ;Que ocurre si ¢ no fija el origen?. El siguiente

teorema da repuesta a esta interrogante .
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Teorema 3.10. Sea ¢ : D — D una funcion analitica y p > 1, entonces

[ 1560 aac) < (DD [ paac)

Para toda funcion analitica en D .

Demostracion:
Sean a = p(0) y ¥(2) = pq 0 Y(2), entonces ¥ fija el origen y por las propiedades de
©q se tiene que p(z) = p, 0P (2) .

/0 ’ | f(‘P(Teie)) P do = /0 ' | f(¢a oz/;(rew)) P do.

Al aplicar el teorema (3.9)

/0 ’ | f(@(?“ew)) P do < /0 ’ ’ f(gpa(rew)) P do .

FEsta desigualdad se cumple para cualquier r€ (0,1), por lo tanto al multiplicar por r/m

e integrando sobre r, se obtiene

[l raac) < [ 1) P aae). (3.3)

Se realiza el cambio de variable w = p,(z) donde el Jacobiano de ¢, es

(1-laf’)
J = - .
‘pa(z) ‘ 1 _ 52 ’4
(1-laf’) a—z
Veamos que en efecto J,, (z2) = ————— . Sabemos que @, (2) = — , sea zg un el-
|1—az | 1 —az

emento en el dominio de p,, determinaremos ) (z) para ello estudiaremos la existencia

del siguiente limaite

2al2) = Palz0)

limz—>20
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Esto es
rae—z _ a—z
lim QOG(Z) Soa(ZO) _ h’m 1-az 1a20:|
z—20 Z— 2o z—zo | Z— 20
" [(a —2)(1 —az) — (a — 20)(1 — @z)
= lim
2=z | (z — 20)(1 —az)(1 —az)

C [=lalPz—2+]al?z+ 2
= lim — —
=z | (z2—20)(1 —az)(1 —az)

- i [llePl sl ey
2=z | (2 — 20)(1 —az)(1 —az)

~ o | (Ez)(—af?)
= Jim) (z—zo)(l—ﬁz)(l—azo)}

. 1—|al’
= Ilim|— — —
==z | (1 —az)(1—az)
1—|al’
(1 - 520)2

Como zy es arbitrario podemos decir que @, es analitica en C\{1/a}, mds ain

1—|al”
90a<2) - _(1 - 62)2
ahora es facil ver que ¢l (2) es igual a —kq(2), y es tal que el determinante Jacobiano

real de v, (z), es
(1-laf?)?

|1—az |*

Jou(2) =| ka(2) =

Ahora al aplicarlo en la sequnda integral de la ecuacion (3.3), se tiene

[lseenpaae < [ 1w 1"a">dA<> (3.4)

Por otro lado como ¢, es un automorfismo conforme se tiene que o, : D — D y ademds
como ¢ : D — D, tenemos para a en el rango de ¢ que |a| < 1 y para w en el dominio

de @, que | w | < 1. Ahora del andlisis complejo sabemos que
[1—aw| > [|1]—|aw]||=[1-|a]|lw]|. (3.5)

Por otro lado tenemos que, |a | <1y |w| <1, asi tenemos, |a||w | < 1. ahora del
dado | w | <1 estoimplicaque |a || w|<|a| enconsecuencia —|al|lw|> —|a]|.

Luego
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—laffw] = —Jaf. (3.6)
Asi de (3.6) en (3.5) tenemos que
|[1—aw|>[1-aljw]|>]1-]a] [=1-a].
y se obtiene que
1 1
T S =
[1—Jwl[ = 1-]al

luego al aplicarlo a la integral del lado derecho de la ecuacion (3.4) obtenemos que :

[iretnrae < LM /|f dA(w
() o
_ Gf}:) / F(w)PdA(w)

Como, a = ¢(0), el teorema queda demostrado . [

La norma del operador de composicion en el espacio de Bergman AP viene dada por:

1C fllar
114

Por el teorema (3.10), C,, es un operador acotado en A” para p > 1.

1/p
ICutll = ( [ 1ftenpaacs)

1Cllp = sup
f#0

luego
2
1cl < (1+ rgo<o>r) "
T L= e(0)]
para todo p > 1. En particular, si p = 2, entonces C, es acotado en el espacio de

Bergman A? con

Il < AL
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De aqui en adelante, se estudiaran los operadores de composicion actuando en el espacio
de Bergman A2
Teorema 3.11. Si k. es el kernel reproductor normalizado en A?

: E
eIl =

———— paratodoze D.
|p(2)?

Demostracion:

Recordemos primero que
ko(w) = (1= [ E.(w) = (1)K (w,z).
Ahora por las propiedades de el producto interno definido en A2,

Coe(w) = (CpKKu) = (K CoKo)
= C,Ku(2) = Ku(o(2))
= K(w,p(2)) = Kyey(w).

De esta forma

1
GG = Kol = ——=3-
’ T T le()P
Luego para k, se tiene
gk =
o 1—e(2))?

63.2. Operadores de Composicién Compactos

La compacidad del operador C,, ha sido estudiada ampliamente por diferentes autores y
se puede encontrar en la literatura muchas demostraciones basadas en la no existencia
de la derivada angular de ¢, en éste trabajo se expondra ese caso pero su analisis se
hara en funcion de la existencia del limite de ||[Chk.|| = (1—12]*)/(1—]p(2)|*) cuando
|z| — 17. Se expone el Test de Schur, que sera necesario para hacer a esta exposicion

auto contenida antes de esto daremos la siguiente definicion.
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Definiciéon 3.5. Sea (X, ) un espacio medible y K una funcion medible en X x X |

entonces K induce un operador lineal T en el espacio de Hilbert L*(X,du) dado por
150 = [ K@) fG)dut) 1€ L(X.dy).
X

Este operador T es llamado Operador Integral inducido por el kernel K. Asi presentare-
mos una condicién suficiente muy usada para el acotamiento del operador integral T

en LP(X,du), en el caso 1 < p < 00, este resultado es llamado teorema de Schur o Test
de Schur

Teorema 3.12 (Teorema de Schur). Supongamos que K es una funcion medible
no negativa en X XY, T el operador integral inducido por K, y sea 1 < p < oo con

% + % = 1. Si existe una constante C' > 0 y una funcion positiva h en X tal que :

| Kwhrdn) < criey. (3.7)
X
para casi todo x € X. Ademds

| Klewhardua) < chy. (3.8)

b's
para casi todo y € X, entonces el operador T es un operador acotado en LP(X,du), mds
aun :
7)) < C.

Demostracion:

Las desigualdades (3.7) y (3.8) son una consecuencia directa de la desigualdad de
Holder y el teorema de Fubini, en efecto;

si fe LP(X, dy), entonces para algin t€ X
5@ = | [ K
< [ Kol
= [ Kphh) @)l
= [ K o) w)ldut)

_ /X K (2,y)7 K (2,9)7 h(y)h(y) " |f )l dp(y)

_ /X K (2, y) 7 h(y) K (2, 9)7 h(y) " |f @) ldu(y)
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Ahora por la desigualdad de Hdlder
1/p
i@l = | [ Kt } | [ s roram)|

Luego por el teorema de Fubini y la desigualdades (3.7) y (3.8) se tiene que

ITflr = (2170 = [ [P < [ cner [ K71 o)Pdud)dua)
= o [ )i [ KehGrdtdu)
< 0 [ b)) PCH P du(y

_ on / FW)Pdu(y)
= /U )Pdp(y)

= C*(f.f)
Asi
AP < CmlIfI”
Luego
T
|Tfl] < C||fl||estoimplica ||||fJ|C||| < C para f#0.
T
de esta forma C' es cota superior de H||f];||| .Y

HTH:sup{% c f# 0}§C’.

esto es

1Tl <C

Asi T es un operador integral acotado en LP(x,dp), y con norma menor o igual a C

Ahora daremos el siguiente corolario del Test de Schur en el caso particular de L*(x, du)

Test de Schur: Sea T un operador integral definido en L?*(DD)

_AH@MMMMW
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Donde H es una funcién medible en D x D. Supongamos que existe una funciéon medible

h: D — C, y una constante C' > 0 tal que:

/D H(z.y)h(y)dAly) < Chlz).

para casi todo z € . Ademas
| Hepha)aw) < ch).
D
para casi todo x € ID. Entonces el operador T es un operador acotado y mas atin
1Tl <C.
Acontinuacion se dard una condicién necesaria para la compacidad del operador C,

Teorema 3.13. Supongamos que ¢ : D — D es analitica entonces C, es compacto en
A? si, y sdlo si,
1—z[?
j2=1- 1 — |o(2)]
Demostracion:
Sea C, compacto, por el Teorema (1.15) sabemos que C:; es compacto y por el teorema
(3.11) sabemos que :
1—2?

Ck.|| =
16k = T ep

De la compacidad de C} y del hecho que k. — 0 cuando |z| — 17 uniformemente

1— |z
donde k,(w) = ———.
() 1 — |wz|
en cualquier subconjunto compacto K C D, entonces ||Ck.|| converge a cero cuando
|z| — 1°.
Para demostrar la otra implicacion se demostrard la compacidad del operador C,C7 y
de nuevo por el teorema (1.15), se habrd demostrado la compacidad de C,. Recordemos

también que la funcion K.(w) es el nicleo reproductor de A% y por el corolario (2.10) .

&) = k) = [ W) ).

p (1 —2w)
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entonces

CoCf(z) = Co(C*(f(2)))
C.CLf, K.)
‘£, CIK)
o Koz))

Co(Ko())
= ([, Kuz 09

_ / ACITY
D (1= @(2)p(w))

Para poder demostrar la compacidad de C,C7, se elige {fiy} € A? una sucesion de

(
(c:
(c:
(f,

funciones, que convergen a cero uniformemente en K C 1D compacto. Luego para

0 < r <1 definimos la siguiente funcion carasteristica :
0 silz| <,
Xr(2) =
1 sir<|z|<1.

Se pueden determinar estas dos integrales :

B fr(w) w
G = [ oA,

Gk zZ) =
) /D (1 = p(2)p(w))?

De esta forma
C,Cof(2) = Fi(2) + Gi(2) .

El objetivo es demostrar que las normas de Fy y Gy convergen a cero cuando k — o0 .

[1m@Paae - [ /leq( Sl) g4 (w)

p(2)p(w))”
< (/.

Se(w)
Como fr(w) — 0 uniformemente cuando |w| < r,se tiene que

2

dA(z)

(1_¢(z)@(w)) ‘dA( )>2dA(z).

|Fy|]| — 0. (3.9)
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Para cualquier 0 < r < 1 notemos que:

Liearaac) = [ jcueraae) + [ iGEreaac) . @10

Al revisar la primera integral de la suma en (3.10) se obtiene

2

2 Jr(w)xr(w)
Gr(2)|*dA(z) = ———~ —dA(w)| dA(z
footeorancy = [ || G| a4
X0 a0 dac).
= /|g( D e(2)p(w)]? ( )) )
De esta forma
/ |Gr(2)]?dA(2) — 0 cuando k — oo . (3.11)
|z[<r

Para acotar la sequnda integral en (3.10) se define el siguiente operador integral .

z) = f(w)_ dA(w) .
| /n»|1—so<z>so<w>|2 "

/sz w)dA(w)

Donde
H,(z,w) = Xr(w)xr(2)

1= @(2)p(w)]?
es el niucleo reproductor del operador integral T,.

La idea es utilizar el Test de Schur para acotar la norma de T). con la cantidad,

R
M, = sup 12

——— para 0<r<l1.
r<lzl<1 1L — |90(Z)’2

Para lo cual se define h(w) = (1 — |w|?)?, donde —1 < 3 <0.

(oA — [ ) wP)?
o = L

BTENC
< ) [ ‘1(_ 'L‘ dA(w)
< we [ )
_ /|c |dAﬁ( w) donde ‘”:—1_;@)@
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Como C, es un operador acotado en los espacios de Bergman ponderados definidos en

(2.18), al tomar —1 < 3 < 0, se tiene:

/H z,w)h(w)dA(w) < XT(Z)/DmdAB(w)-

Por la proposicion 1.4.10 en [14], se tiene que :
[ opiaaw) = Ox-lp)R)

— AR
- ovtn -l (S )

= Cx.(2)h(2) (1(_ |ﬁ(jg|)2>

< Ch(z)M".
Entonces
/H z,w)h(w)dA(w) < Ch(2)(M,)™"  para cualquier z€ D .
De manera andloga se tiene la siguiente desiqualdad

/Hr(z,w)h(z)dA(z) < Ch(w)(M,)™"  para cualquier we D .
D

Por esta razon existe una constante C > 0 para la cual

[ msbPaae) < con) . .12
D
Pero sabemos que

2

T.f(2)]? =

/D H, (2, w)| ()] dA(w)

Xr(w)X—r(Z) w)dA(w 2
o 1= et A

Luego

Xr (W)X (2) (W) dA(w ?
D|1_¢<2)W|2!f( )|dA(w)

dA(z) .

/D TSl =

por otro lado

fk(w)Xr(w>
Gi(z) = — 2dAw )
) /D(l—so(Z)SO(w)) )
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Esto implica

()
Gl < [ R daw).

y ademds sabemos que

[iear= [ _ GiaIAC) )+ [ 16 ()AG).

Ahora notemos que

[1Gerkeie - [|f (f%ﬂ)ydmw (A(:)
)@@ P
< UL g )] 24
<[] 1 wdaw)| aae
~ [ ImaEDFA).

De esta manera se tiene que

G.|2dA G dA T dA
/D| N (Z)S/m' W /| (1) PAA(2)

Ast al tomarle limite a esta ultima expresion obtenemos

k—o0

lim / |GdA(z) < lim C(M,)~".
— 00 D

y como lim M, = 0 para cual para cualquier r y por (3.9)

r—1-

1im/|C¢CZ|2dA(w):O.

k—o00

y por tanto C, es compacto .
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