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FRICCIÓN AGITACIÓN DE ALUMINIO AA 1100-0 UTILIZANDO EL MÉTODO DE LOS

ELEMENTOS FINITOS”

Presentado por la ciudadana RAISA L. VALDIVÉ LUNAR titular de la Cédula de Identidad
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“OPTIMIZACIÓN DE LA TEMPERATURA EN EL PROCESO DE
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RESUMEN

El trabajo que se presenta tiene como objetivo optimizar los valores de las temperaturas

durante el proceso de soldadura por fricción agitación de placas de aluminio AA 1100-0 uti-

lizando el método de los elementos finitos (MEF). Se estudió el comportamiento de las tem-

peraturas aplicando MEF a la ecuación de transferencia de calor utilizada por [14]. La meto-

dologı́a implementada permitió modelar el problema aplicando el software ABAQUS/CAE

v6.7-1 con elementos hexaédricos de ocho nodos y tetraédricos de cuatro nodos. La simu-

lación del proceso de soldadura por fricción agitación de aluminio AA 1100-0 reportó una

diferencia de temperaturas de 80.3oC en comparación con el valor máximo obtenido experi-

mentalmente por [1]. El resultado evidencia que el modelado del proceso permite predecir

el comportamiento térmico de la soldadura. Ası́ mismo, el análisis de la ecuación realizado

con el MEF permite que el uso del software sea confiable para generar valores óptimos en la

solución del problema objeto de estudio.

Palabras Clave: Método de los Elementos Finitos, Temperatura, Optimización, Soldadura.
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INTRODUCCIÓN

Hoy dı́a, el método numérico de los elementos finitos constituye una parte implı́cita en

la ciencia y la ingenierı́a moderna. Diversos y distintos procesos fı́sicos en problemas de

mecánica y de formaciones de sólidos, entre otros, requieren el modelado.

Los procesos de transferencia de calor, en particular, el de soldadura por fricción agita-

ción están colaborando con la optimización de la temperatura de una manera comparativa

entre lo práctico-real (ensayos) y lo simulado (computacional). Esto da lugar a que los ma-

temáticos se avoquen al trabajo de búsqueda de los cálculos que optimicen los valores.

La soldadura por fricción agitación o ”Friction Stir Welding”(FSW), es un proceso rela-

tivamente nuevo para unir dos láminas o placas por medios mecánicos, a través del cual se

obtiene una soldadura en estado sólido de alta calidad y la unión se produce por el calen-

tamiento por fricción agitación que experimentan las mismas con el correspondiente flujo

de calor entre ellas, este proceso ha permitido el desarrollo de aplicaciones importantes que

han causado impacto en la producción y en el uso de metales livianos ya que facilita la sol-

dadura de metales como el aluminio, magnesio, cobre y acero incluyendo muchas aleaciones

consideradas de difı́cil soldabilidad por procesos convencionales por fusión [14].

Las piezas soldadas a través del proceso de soldadura por fricción agitación pueden ser

utilizadas en transbordadores espaciales, aviones, embarcaciones, equipos médicos, entre

otros, debido a la calidad, a las propiedades que adquiere el material y al bajo costo. Cabe

destacar que para este proceso se requiere menos energı́a y materiales, porque al realizar las

uniones no se requiere alcanzar la temperatura de fusión del material y sólo se desperdicia

una mı́nima cantidad de éste. En tal sentido, en este trabajo se da un aporte ya que se logra

optimizar la temperatura en el proceso de la FSW de dos placas de aluminio AA 1100-0, con

el método de elementos finitos y el paquete computacional ABAQUS/CAE v6.7-1.

1



INTRODUCCIÓN 2

El informe se ha dividido en capı́tulos. En el capı́tulo 1 se hace una exposición del plan-

teamiento del problema, justificación, objetivos de la investigación, alcances y limitaciones

de la misma. En el capı́tulo 2, se reseñan los trabajos y los elementos teóricos que susten-

tan el objeto de estudio. En el 3 se presenta una metodologı́a que permite lograr el objetivo

de la investigación y finalmente, en el capı́tulo 4 se describen los resultados obtenidos en la

investigación.

Raisa L. Valdivé Lunar Optimización de la temperatura en el FSW de aluminio utilizando MEF



CAPÍTULO 1

EL PROBLEMA

En el presente capı́tulo se plantea la problemática estudiada, se exponen los objetivos que

fueron planteados para alcanzar la solución satisfactoria del problema. Se justifica la investi-

gación y por último se exponen las consideraciones realizadas y las limitantes encontradas.

§1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

A raı́z de la creación del proceso FSW [14], en la última década se han abierto espacios

para realizar ensayos en aluminio AA 1100-0 soldando por fricción agitación, obteniendo

resultados satisfactorios con respecto al cordón soldado.

La soldadura por fricción agitación es un proceso de unión en estado sólido de láminas o

placas gruesas por medios mecánicos. En la figura 1.1 se esquematizan los componentes del

proceso donde la herramienta está conformada por un apoyo normal al eje de rotación, y un

perno de diámetro pequeño conectado al apoyo. El apoyo de la herramienta actúa como un

respaldo superior para prevenir que el material salga expulsado de las piezas a soldar.

El proceso de soldadura FSW se describe a continuación: (1) las láminas se colocan a

tope en un eje común; (2) el perno rotativo se hunde dentro de las piezas a soldar hasta que

el apoyo de la herramienta está en contacto ı́ntimo con la superficie de trabajo; (3) el pin

se mueve en la dirección de soldadura a medida que la herramienta se mueve a lo largo

de la costura, ası́ el material calentado y ablandado fluye alrededor del pin hacia su parte

posterior, (4) se crea la unión de las láminas, debido a que se produce un calentamiento por

fricción entre ellas promoviendo un comportamiento pastoso/viscoso del material.

El proceso permite observar el comportamiento del material utilizando variaciones en las

velocidades, tanto de rotación como de traslación de la pieza, para determinar la temperatura

óptima en la zona de contacto y obtener el mejor resultado. El estudio que realizó [1] para en-

contrar esta temperatura requirió de varios ensayos termográficos. Estos ensayos consisten

en producir imágenes de la radiación infrarroja emitida en forma de calor por algún cuerpo,

a través de una cámara llamada detector de barrido de infrarrojos. Asimismo, para obtener

3



Capı́tulo 1. El Problema 4

FIGURA 1.1: Esquema de los componentes para el proceso de FSW.

un cordón de soldadura que no presente defectos en cuanto a material residual alrededor

del mismo (conocido como rebaba) se deben realizar pruebas de ensayo y error modificando

factores como la velocidad de rotación del pin y la velocidad de traslación de la pieza, ası́ co-

mo también el esfuerzo o fuerza que ejerce la herramienta sobre las placas. Esto deriva una

serie de problemas de tipo experimental, ya que requiere de la inversión de mucho tiempo

y recursos, tanto humanos como materiales. En tal sentido surge la necesidad de analizar y

profundizar sobre los campos de temperaturas involucrados en el proceso de FSW de dos

placas de aluminio AA 1100-0, utilizando métodos numéricos aplicables a la ecuación de

conservación de calor (1.1) utilizada por [14], con el fin de minimizar los ensayos prácticos y

poder predecir la temperatura óptima.

ρCp
∂T
∂t

= ∇(k∇T) + Q (1.1)

donde ρ es la densidad del material, Cp es el calor especı́fico, T la temperatura y Q la tasa de

generación de calor interna.

Uno de los métodos numéricos aplicables a la ecuación (1.1) fue abordado por [5]. Este

autor trabajó con el método de los elementos finitos para obtener el modelo matemático

de un problema de conducción de calor en placas metálicas y materiales compuestos tipo

carbono-carbono, especificando las condiciones fronteras consistentes con el fenómeno de

transferencia de calor en el material considerado.

Raisa L. Valdivé Lunar Optimización de la temperatura en el FSW de aluminio utilizando MEF



Capı́tulo 1. El Problema 5

En el presente trabajo se estudia el Método de los Elementos Finitos, para encontrar la

temperatura óptima durante el proceso de soldadura por fricción agitación de dos placas de

aluminio AA 1100-0.

§1.2. OBJETIVOS

§1.2.1. Objetivo General

Optimizar los valores de las temperaturas durante el proceso de soldadura por fric-

ción agitación de placas de aluminio AA-1100-0 utilizando el Método de los Elementos

Finitos.

§1.2.2. Objetivos Especı́ficos

Analizar la ecuación de transferencia de calor planteada utilizando el Método de los

Elementos Finitos.

Modelar el problema utilizando el software ABAQUS/CAEv6.7-1 con los elementos

tetraédricos de cuatro nodos y hexaédricos de ocho nodos.

Comparar los resultados prácticos obtenidos por termografı́a y los encontrados con el

Método de los Elementos Finitos.

§1.3. JUSTIFICACIÓN

El proceso de soldadura por fricción agitación FSW, es un proceso relativamente nue-

vo para metales en estado sólido. El FSW consiste en unir dos láminas de metal aplicando

fricción y fuerza a través de una herramienta giratoria.

La FSW está considerada como el adelanto más significativo en la unión de metales en

décadas y, además es una tecnologı́a ”verde”debido a su eficiencia energética, su amabilidad

con el ambiente, y versatilidad. Comparada con los procesos de soldadura tradicionales, la

FSW consume considerablemente menos energı́a, no usa consumibles tales como cubierta de

gas o flujo, y no se crean emisiones perjudiciales durante la soldadura. Asimismo, diferentes

aleaciones y composiciones de aluminio pueden ser unidas con la misma facilidad [10].

Se han realizado estudios en universidades de América del Sur como los de [2], [4], [5],

[6], [11]-[15] y [18], en relación al proceso de soldadura por fricción agitación, desde diversos

Raisa L. Valdivé Lunar Optimización de la temperatura en el FSW de aluminio utilizando MEF



Capı́tulo 1. El Problema 6

aspectos como modelados numéricos y análisis inversos del proceso de transferencia de calor

utilizando algunas herramientas numéricas y materiales.

Cabe destacar las diversas e importantes aplicaciones de este proceso de soldadura, como

lo son la construcción de partes para vehı́culos, embarcaciones y aeronaves. Actualmente se

está aplicando este proceso para construir tanques de combustible para cohetes en la NASA

[10].

Hasta el presente, en la UNEXPO no existen estudios que utilicen las ecuaciones que go-

biernan la transferencia de calor en el proceso de soldadura por fricción agitación, debido a

que esto involucra un amplio análisis matemático en el cual intervienen variables que deben

ser controladas. En un principio, la UNEXPO cuenta con datos obtenidos en ensayos reali-

zados por estudiantes y estudios de fotometrı́a hechos a la pieza objeto de soldadura, pero

no tienen una base matemática que respalde la validez de los resultados. Ası́ mismo, debido

a la existencia de softwares matemáticos que son capaces de manejar ecuaciones complejas

y a los avances de la soldadura por fricción agitación con respecto a otros procesos de sol-

dadura, surgió la necesidad de realizar este trabajo con la finalidad de utilizar la tecnologı́a

en paquetes computacionales que se basan en conocimientos matemáticos que permiten op-

timizar valores experimentales a través del modelado (simulación), como lo es el ABAQUS,

entre otros.

ABAQUS es un programa destinado a resolver problemas en ciencias e ingenierı́a y

está basado en el método de los elementos finitos. El programa puede resolver casi todo

tipo de problemas, desde un simple análisis lineal hasta simulaciones complejas no lineales.

Abaqus posee una extensa librerı́a de elementos finitos que permite modelar virtualmente

cualquier geometrı́a, ası́ como su extensa lista de modelos que simulan el comportamien-

to de una gran mayorı́a de materiales, permitiendo su aplicabilidad en distintas áreas de

ingenierı́a.

ABAQUS es una de las herramientas más completas de elementos finitos disponible. La

gama de funciones del software ABAQUS recorre toda la variedad de análisis computaciona-

les, incluyendo el análisis implı́cito y explı́cito; las capacidades estáticas y transitorias tanto

lineales como no lineales, y los métodos multicuerpo y multifı́sico. Los modelos amplia-

bles de material es una de las caracterı́sticas más importantes de ABAQUS, lo que permite

a los usuarios agregar nuevos módulos de respuesta al material creado al cuerpo básico de

capacidades de modelado de ABAQUS, como por ejemplo, modelos constitutivos para sue-

los, concreto y otros materiales de interés en la Ingenierı́a Civil. Otro aspecto importante de

ABAQUS es el nivel de integración entre los productos que conforman esta familia, por lo

Raisa L. Valdivé Lunar Optimización de la temperatura en el FSW de aluminio utilizando MEF



Capı́tulo 1. El Problema 7

que las herramientas de ABAQUS ofrecen una excelente solución para una amplia variedad

de necesidades de análisis de elementos finitos, esto es, según [17].

En este estudio se utiliza el paquete ABAQUS/CAE v6.7-1 para optimizar los valores de

temperatura que se obtienen por termografı́a durante el proceso de soldadura por fricción

agitación en placas de aluminio AA 1100-0.

§1.4. ALCANCES Y LIMITACIONES

En este trabajo, el estudio se realizó considerando solamente la influencia significativa

del campo térmico (temperaturas) sobre el campo mecánico durante el proceso de solda-

dura por fricción agitación usando placas de aluminio AA 1100-0. Por lo tanto, se asumen

constantes durante el proceso de soldadura: la conductividad térmica, densidad, calor es-

pecı́fico, Módulo de Young, Radio de Poisson del aluminio AA 1100-0 y del acero AISI 1045,

el coeficiente de fricción entre aluminio y acero; y la velocidad de rotación y de traslación.

También se utilizó una geometrı́a más sencilla al momento de realizar el modelado del pro-

ceso en ABAQUS/CAE v6.7-1 debido a la falta de tiempo y al nivel de complejidad que se

tendrı́a al incorporar la geometrı́a real del pin dentro del proceso, por lo que se modeló un

pin cilı́ndrico.

Los resultados obtenidos sirven como referencia para sustentar otros estudios de optimi-

zación de valores de temperaturas con muestras diferentes de placas de aluminio.

El conocimiento sobre el funcionamiento del paquete computacional ABAQUS/CAE

constituye un aporte para mejorar la calidad de ensayos experimentales, que se traduce en

resultados de exigencia industrial.
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CAPÍTULO 2

MARCO CONCEPTUAL

En el presente capı́tulo se exponen algunos antecendentes de autores que han abordado

la problemática en estudio. Ası́ mismo, se introducen algunos elementos teóricos del pro-

ceso de Soldadura por Fricción Agitación y de la teorı́a del Método de los Elementos Fini-

tos, en particular, los tipos de elementos (tetraédricos y hexaédricos) que se utilizan en la

discretización del dominio. Finalmente, se presenta contenido relacionado con la teorı́a de

transferencia de calor y la deducción de la ecuación (1.1) que modela el proceso.

§2.1. ANTECEDENTES

Algunos trabajos relacionados con el tema de soladura por fricción agitación han sido

realizados por varios autores. A continuación se detallan cada uno de ellos.

En el trabajo de [1] y [18] se realizaron una serie de ensayos de soldadura FSW con el alu-

minio AA 1100-0 obteniendo óptimos resultados al trabajar con una herramienta cilı́ndrica

con pin roscado y velocidades de traslación y de rotación de 92 mm/min y 1700 rpm res-

pectivamente. Como parte del estudio, realizaron termografı́as del proceso. Esto les permi-

tió observar que la temperatura de fusión del material no es alcanzada en ningún momento

y, las temperaturas máximas reflejadas en las termografı́as no sobrepasan los 300 oC. Cabe

destacar que adicional a lo anterior, en el trabajo de [1], realizaron estudios metalográficos

y mediciones del perfil de dureza en el área soldada. [1] indica que para lograr las uniones

de buena calidad se deben respetar las condiciones anteriormente señaladas, obteniendo con

ello un llenado total del cordón de soldadura del aluminio (proceso óptimo).

Los autores en [14] trabajan con la ecuación (1.1) como base de su modelo térmico, ob-

teniendo un modelado numérico de la unión de las piezas involucradas en el proceso de

soldadura por fricción agitación, a través del mallado de las mismas con el método de los

elementos finitos.

Los autores en [12], modelan el proceso de soldadura utilizando programas de elementos

finitos, reproduciendo el mapa térmico y la distribución de flujo del material y presentaron

8
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desarrollos experimentales con mediciones de la distribución de temperaturas obtenidas por

termografı́a y su análisis comparativo con los resultados numéricos.

En el estudio de [15], se modela el comportamiento de un caso en el que se varı́a la

posición de la herramienta. Analizaron la influencia de esta variable del proceso de FSW

en la distribución del flujo de material y campo de presiones. Estos autores llegaron a la

conclusión de que para obtener mayor sensibilidad del modelo con respecto a la posición

de la herramienta es necesario incluir condiciones de fricción más representativas de los

fenómenos involucrados en FSW.

Los autores de [11], simulan el proceso de unión de aceros inoxidables austenı́ticos con-

siderando acoplamiento térmico. Para la resolución del problema mecánico utilizaron un

modelo visco plástico con una ley representativa de estos aceros en el rango de las tempe-

raturas del proceso y un modelo de convección-difusión en la parte térmica. Estos autores

concluyeron que los resultados obtenidos tenı́an buena correlación con los datos reportados.

En [2], simularon el proceso de soldadura por el Método de los Elementos Finitos me-

diante un modelo de prescripción del ciclo térmico, por simplicidad. Emplearon fuentes

puntuales de temperatura a lo largo del cordón de soldadura y obtuvieron un modelo simple

y suficientemente aproximado logrando obtener en el campo mecánico, resultados compa-

rables a los que se obtienen mediante modelos más complejos que se aproximan a los que

ocurren en un proceso real.

En [5], se trabaja con el método de los elementos finitos con el objeto de obtener un mo-

delo matemático para un problema de conducción de calor en placas metálicas y materiales

compuestos tipo carbono-carbono, especificando las condiciones fronteras consistentes con

el fenómeno de transferencia de calor en el material considerado.

En el estudio de [4] utilizan un análisis inverso formulado como un problema de optimi-

zación, el cual resolvieron con la optimización extrema generalizada o GEO. Por otra parte,

aplicaron el algoritmo de tri-diagonalización de matrices para resolver la ecuación de trans-

ferencia de calor y demostraron que el análisis inverso puede ser una manera efectiva para

evaluar y predecir los parámetros que gobiernan el complejo proceso de FSW, los cuales de lo

contrario serı́an muy difı́ciles de determinar a partir de una medida directa. Finalmente, los

autores [6] propusieron un modelo térmico semianalı́tico para el proceso de FSW utilizando

la siguiente ecuación

ρCpṪ + Qint = ∇(k∇T) (2.1)
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donde Qint es el término de fuente de calor volumétrica derivado de la disipación plástica, ρ

es la densidad del material, Cp es la capacidad calórica, k es el coeficiente de conductividad

térmica y T es la temperatura.

Los autores basaron la formulación del flujo de calor, durante el proceso de soldadura

en soluciones genéricas de la ecuación diferencial para la conducción de calor en un cuerpo

sólidos para una fuente de calor puntual con velocidad lineal constante. La generación de ca-

lor fue considerada como una función de la temperatura de la interface herramienta-placas,

la cual fue calculada por medio de una rutina numérica escrita en código Matlab. Concluye-

ron que los resultados obtenidos con el modelo semianalı́tico concuerdan bien con los datos

tomados de la literatura.

§2.2. BASES TEÓRICAS

§2.2.1. El Método de los Elementos Finitos

Según [19], [3] y [8], el método de los elementos finitos es una herramienta numérica pa-

ra determinar soluciones aproximadas a una gran variedad de problemas de ingenierı́a. El

método fue desarrollado originalmente para estudiar los esfuerzos en estructuras de fuse-

laje complejas y fue extendido posteriormente al campo general de la mecánica de medios

continuos. El método de los elementos finitos está recibiendo atención considerable en la

enseñanza de las áreas de ingenierı́a y en la industria debido a su diversidad y flexibili-

dad como herramienta de análisis. A menudo es necesario obtener soluciones numéricas

aproximadas para problemas industriales complejos, en los cuales las soluciones exactas son

difı́ciles de alcanzar.

El método de los elementos finitos considera que la región de la solución se compone de

muchas subregiones interconectadas, pequeñas (o elementos) que proporciona una aproxi-

mación por pieza a las ecuaciones gobernantes. Esto es, las ecuaciones diferenciales parciales

complejas son reducidas a ecuaciones lineales o no lineales simultáneas. Ası́, el proceso de

discretización de elementos finitos (es decir, dividiendo la región en un número de regiones

más pequeñas) reduce el problema continuo, el cual tiene un número infinito de incógnitas,

a uno con un número finito de incógnitas en puntos especı́ficos conocidos como nodos.

Se aproxima la solución de un problema continuo a través del método de los elementos

finitos siguiendo el proceso paso por paso que se detalla a continuación.
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a) Discretizar el continuo.

Dividir la región de solución en subregiones (o elementos) de tal manera que no se

solapen. La discretización por elemento finito admite una variedad de formas de ele-

mentos, por ejemplo, triángulos y cuadriláteros. Cada elemento está formado por una

conexión de un cierto número de nodos (Figura 2.1).

FIGURA 2.1: Tı́pica malla de elementos finitos. Elementos, nodos y lados.

b) Seleccionar las funciones de forma o de interpolación.

Escoger el tipo de función de interpolación que representa la variación de la variable

de campo, sobre un elemento. El número de nodos forman un elemento; la naturaleza

y el número de incógnitas en cada nodo deciden la variación de la variable de campo

en el elemento.

c) Formar ecuaciones de elemento (formulación).

Determinar las ecuaciones de matrices que expresen las propiedades de los elementos

individuales formando una matriz por la izquierda (LHS) y un vector de carga.

d) Ensamblar las ecuaciones de elemento para obtener un sistema de ecuaciones si-

multáneas.

Para encontrar las propiedades de todo el sistema, se deben ensamblar todas las ecua-

ciones de los elementos individuales. Esto es, combinar las ecuaciones de matrices de
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cada elemento de una forma apropiada tal que la matriz resultante represente el com-

portamiento de toda la región de solución del problema.

e) Resolver el sistema de ecuaciones.

El conjunto resultante de ecuaciones algebraicas, puede ahora ser resuelto para obtener

los valores nodales de la variable de campo, como por ejemplo, temperatura.

f) Calcular las cantidades secundarias.

A partir de los valores nodalaes de la variable de campo, por ejemplo, temperatura, se

puede calcular las cantidades secundarias, por ejemplo, flujos de calor espaciales.

Elementos y Funciones de Forma

Como se muestra en la Figura 2.1, el método de los elementos finitos involucra la dis-

cretización del dominio y de las ecuaciones gobernantes. En este proceso, las variables son

representadas a trozos sobre el dominio. Dividiendo la región de solución en un número de

regiones más pequeñas, llamadas elementos, y aproximando la solución sobre estas regiones

a través de una función apropiada conocida, se establece una relación entre las ecuaciones

diferenciales y los elementos. Las funciones empleadas para representar la naturaleza de la

solución dentro de cada elemento son llamadas funciones de forma, o funciones de interpo-

lación, o funciones base. Son llamadas funciones de interpolación ya que son utilizadas para

determinar el valor de la variable de campo dentro del elemento, interpolando los valores

nodales. También son conocidas como funciones base ya que forman la base del método de

discretización. Las funciones de tipo polinomial han sido mayormente usadas ya que pue-

den ser integradas o diferenciadas, fácilmente, y la exactitud de los resultados pueden ser

mejorados, aumentando el orden del polinomio como se muestra en la Figura 2.2.

Elemento Lineal Unidimensional

Muchos problemas industriales y ambientales pueden ser aproximados usando un mo-

delo de elemento finito unidimensional. Por ejemplo, el flujo de tuberı́as, el flujo de rı́os, la

transferencia de calor a través de una aleta con sección transversal uniforme, y ası́ sucesi-

vamente. Pueden ser resueltos aproximadamente usando una hipótesis unidimensional. La

Figura 2.2 muestra el perfil de temperatura en un elemento representado a través de polino-

mios lineales y cuadráticos.
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FIGURA 2.2: Elementos finitos unidimensionales. (a) Un elemento lineal, (b) un elemento cuadrático,
(c) lineal y (d) la variación cuadrática de la temperatura sobre un elemento.

Consideremos un elemento lineal tı́pico con nodos extremos i y j con la correspondiente

temperatura denotada por Ti y Tj respectivamente. La variación de temperatura lineal en el

elemento está representada como sigue

T(x) = α1 + α2x (2.2)

donde T es la temperatura en cualquier lugar x y los parámetros α1, y α2 son constantes.

Como hay dos constantes arbitrarias en la representación lineal, se requieren sólo dos nodos

para determinar los valores de α1, y α2, digamos

Ti = α1 + α2xi (2.3)

Tj = α1 + α2xj (2.4)
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De las ecuaciones anteriores, se obtiene lo siguiente

α1 =
Tixj − Tjxi

xj − xi
(2.5)

α2 =
Tj − Ti

xj − xi
(2.6)

Sustituyendo los valores de α1 y α2 en la Ecuación 2.2 obtenemos

T = Ti

[
xj − x
xj − xi

]
+ Tj

[
x− xi

xj − xi

]
(2.7)

o

T = NiTi + NjTj =
[

Ni Nj

]{ Ti

Tj

}
(2.8)

donde Ni y Nj son llamadas funciones de forma o funciones de interpolación o funciones

base.

Ni =

[
xj − x
xj − xi

]
y Nj =

[
x− xi

xj − xi

]
(2.9)

La Ecuación 2.8 puede ser escrita como sigue

T = [N]{T} (2.10)

donde

[N] =
[

Ni Nj

]
(2.11)

es la matriz de función de forma y

{
Ti

Tj

}
(2.12)

es el vector de temperaturas desconocidas.

La Ecuación 2.8 muestra que la temperatura T en cualquier lugar x puede ser calculada

usando las funciones de forma Ni y Nj evaluadas en x. Las funciones de forma en diferentes

lugares dentro de un elemento se muestran en la Tabla 2.1.
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Item Nodo i Nodo j x arbitrario

Ni 1 0 entre 0 y 1

Nj 0 1 entre 0 y 1

Ni + Nj 1 1 1

TABLA 2.1: Propiedades de las Funciones de Forma Lineales.

FIGURA 2.3: Variación de las funciones de forma, temperatura y derivadas dentro de un elemento
lineal.

La función de forma asume un valor unitario en el nodo asignado y cero en todos los

demás nodos. Se observa que la suma de todas las funciones de forma en un elemento es

igual a la unidad en cualquier lugar dentro del elemento, incluyendo los bordes. Estos son

los dos requisitos esenciales de las propiedades de las funciones de forma de cualquier ele-

mento en una, dos o tres dimensiones. La Figura 2.3 muestra la variación de las funciones de
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forma y sus derivadas dentro de un elemento lineal. También en esta figura se muestra una

variación lineal tı́pica de temperatura. Ası́ mismo, las derivadas de las funciones de forma

son constantes dentro de un elemento.

De la Ecuación 2.8, el gradiente de temperatura es calculado como sigue

dT
dx

=
dNi

dx
Ti +

dNj

dx
Tj = −

1
xj − xi

Ti +
1

xj − xi
Tj (2.13)

o

dT
dx

=
[
− 1

l
1
l

]{ Ti

Tj

}
(2.14)

donde l es la longitud de un elemento igual a (xj − xi).

Ası́, se observa que el gradiente de tempratura es constante dentro del elemento mientras

que la variación de temperatura es lineal. Se puede reescribir la Ecuación 2.14 como sigue

g = [B]{T} (2.15)

donde g es el gradiente de la variable de campo T. [B] es la matriz de derivadas, o la matriz

de esfuerzo en mecánica estructural, la cual relaciona el gradiente de la variable de campo

con los valores nodales y {T} es el vector temperatura.

La matriz de función de forma [N] y la matriz de derivadas [B] son dos matrices impor-

tantes que son usadas en la determinación de las propiedades del elemento.

Elementos Triangulares Lineales Bidimensionales

El elemento triangular lineal bidimensional, también conocido como un elemento simple,

está representado por

T(x, y) = α1 + α2x + α3y (2.16)

donde el polinomio es lineal en x y y y contiene tres coeficientes. Como un triángulo lineal

tiene tres nodos (Figura 2.4), los valores de α1, α2 y α3 se determinan en

Ti = α1 + α2xi + α3yi

Tj = α1 + α2xj + α3yj (2.17)

Tk = α1 + α2xk + α3yk
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FIGURA 2.4: Un elemento triangular lineal.

de lo que se obtiene lo siguiente:

α1 =
1

2A
[
(xjyk − xkyj)Ti + (xkyi − xiyk)Tj + (xiyj − xjyi)Tk

]
α2 =

1
2A

[
(yj − yk)Ti + (yk − yi)Tj + (yi − yj)Tk

]
(2.18)

α3 =
1

2A
[
(xk − xj)Ti + (xi − xk)Tj + (xj − xi)Tk

]
donde A es el área del triángulo dado por

2A = det


1 xi yi

1 xj yj

1 xk yk

 = (xiyj − xjyi) + (xkyi − xiyk) + (xjyk − xkyj) (2.19)

Sustituyendo los valores de α1, α2 y α3 en la Ecuación 2.17 y comparando los coeficientes

de Ti, Tj y Tk, se obtiene

T = NiTi + NjTj + NkTk =
[

Ni Nj Nk

]
Ti

Tj

Tk

 (2.20)
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donde,

Ni =
1

2A
(ai + bix + ciy)

Nj =
1

2A
(aj + bjx + cjy) (2.21)

Nk =
1

2A
(ak + bkx + cky)

y

ai =xjyk − xkyj; bi = yj − yk; ci = xk − xj

aj =xkyi − xiyk; bj = yk − yi; cj = xi − xk (2.22)

ak =xiyj − xjyi; bk = yi − yj; ck = xj − xi

Si se evalúa Ni en el nodo i, donde las coordenadas son (xi,yi), entonces se obtiene lo

siguiente

(Ni)i =
1

2A
[
(xjyk − xkyj) + (yj − yk)xi + (xk − xj)yi

]
=

2A
2A

= 1 (2.23)

Similarmente, se puede verificar rápidamente que (Nj)i = (Nk)i = 0.

Ası́, se observa que las funciones de forma tienen un valor unitario en el vértice asignado

y cero en los demás vértices. Es posible probar que

Ni + Nj + Nk = 1 (2.24)

en todo el elemento, incluyendo los bordes.

Los gradientes de la temperatura T están dados por

∂T
∂x

=
∂Ni

∂x
Ti +

∂Nj

∂x
Tj +

∂Nk

∂x
Tk =

bi

2A
Ti +

bj

2A
Tj +

bk

2A
Tk

∂T
∂y

=
∂Ni

∂y
Ti +

∂Nj

∂y
Tj +

∂Nk

∂y
Tk =

ci

2A
Ti +

cj

2A
Tj +

ck

2A
Tk

o

{g} =


∂T
∂x

∂T
∂y

 =
1

2A

 bi bj bk

ci cj ck




Ti

Tj

Tk

 (2.25)
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Se debe notar que ambas ∂T/∂x y ∂T/∂y son constantes dentro de un elemento ası́ como

lo son bi, bj, bk y ci, cj y ck para un triángulo dado. Luego, los flujos de calor qx y qy también

son constantes dentro de un elemento triangular lineal.

Coordenadas de Área

Ahora se introduce un sistema de coordenadas de área (o natural), para elementos trian-

gulares con el fin de simplificar el proceso de solución. Se considera un punto P dentro de un

triángulo en cualquier ubicación como se muestra en la Figura 2.5. Las coordenadas locales

Li, Lj y Lk de este punto se pueden establecer calculando distancias adimensionales o áreas

apropiadas. Por ejempo, Li está definida como una razón entre la distancia perpendicular

desde P al borde jk (OP) y la distancia perpendicular del punto i desde el borde jk (QR).

Ası́ se tiene lo siguiente

Li =
OP
QR

(2.26)

Similarmente, se definen Lj y Lk. El valor de Li es también igual a la razón entre el área

Ai (opuesta al nodo i) y el área total del triángulo, esto es,

Li =
Ai

A
=

0,5(OP)(jk)
0,5(QR)(jk)

=
OP
QR

(2.27)

FIGURA 2.5: Coordenadas de área de un elemento triangular.

Ası́, la coordenada local Li varı́a desde 0 en el lado jk a 1 en el nodo i. En la Figura 2.5 se

observa que

Ai + Aj + Ak = A (2.28)
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o

Ai

A
+

Aj

A
+

Ak

A
= 1 (2.29)

por tanto,

Li + Lj + Lk = 1 (2.30)

La relación entre las coordenadas (x, y) y las coordenadas de área, o naturales, están

dadas por

x = Lixi + Ljxj + Lkxk (2.31)

y

y = Liyi + Ljyj + Lkyk (2.32)

De las ecuaciones 2.30, 2.31 y 2.32, se pueden deducir las siguientes relaciones para las

coordenadas locales:

Li =
1

2A
(ai + bix + ciy)

Lj =
1

2A
(aj + bjx + cjy) (2.33)

Lk =
1

2A
(ak + bkx + cky)

donde las constantes a, b y c están definidas en la Ecuación 2.22. Comparando con la Ecuación

2.21, es claro que

Li = Ni

Lj = Nj (2.34)

Lk = Nk

Ası́, las coordenadas locales o de área en un triángulo son las mismas ası́ como las fun-

ciones de forma para un elemento triangular lineal. En general, las coordenadas locales y las

funciones de forma son las mismas para elementos lineales sin importar si son de una, dos o

tres dimensiones. Para un elemento triangular lineal bidimensional, con coordenadas locales

Li, Lj y Lk, se tiene una simple fórmula para la integración sobre el triángulo, esta es,
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∫
A

La
i Lb

j Lc
kdA =

∫
A

Na
i Nb

j Nc
k dA =

a!b!c!
(a + b + c + 2)!

2A (2.35)

donde A es el área del triángulo. Se puede notar que Li, Lj y Lk son las funciones de forma

para un elemento triangular lineal.

Elementos Cuadriláteros Bidimensionales

El elemento cuadrilátero tiene cuatro nodos localizados en los vértices como se muestra

en la Figura 2.6. En la práctica también se usan cuadriláteros de ocho y nueve nodos. La

malla cuadrilátera se asemeja a una malla de diferencias finitas. Sin embargo, para el caso

de una malla de diferencias finitas, la malla debe ser ortogonal, esto es, todas las lı́neas se

intersectan en ángulo recto una con la otra, mientras que en la malla de elemento finito, cada

elemento puede ser único en forma y cada lado puede tener una inclinación diferente. En su

forma más simple, el elemento cuadrilátero se convierte en un elemento rectangular (Figura

2.7) donde los bordes del elemento son paralelos a un sistema de coordenadas.

La temperatura dentro de un cuadrilátero se representa como sigue

T = α1 + α2x + α3y + α4xy (2.36)

FIGURA 2.6: Un elemento cuadrilátero tı́pico.

y ası́ los gradientes de temperatura pueden ser escritos de la siguiente manera

∂T
∂x

= α2 + α4y

∂T
∂y

= α3 + α4x (2.37)
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FIGURA 2.7: Un elemento rectangular simple.

Por tanto, el gradiente varı́a dentro del elemento en forma lineal. Al sustituir los valores

de T1, T2, T3 y T4 en la Ecuación 2.36. para los nodos (x1, y1), ..., (x4, y4) y resolver, se obtienen

los valores de α1, α2, α3 y α4. Al sustituir estas relaciones en la Ecuación 2.36 y comparando

los coeficientes de T1, T2, T3 y T4, se obtiene lo siguiente

T = N1T1 + N2T2 + N3T3 + N4T4 (2.38)

donde para un elemento rectangular (Figura 2.7),

N1 =
1

4ab
(b− x)(a− y)

N2 =
1

4ab
(b + x)(a− y)

N3 =
1

4ab
(b + x)(a + y)

N4 =
1

4ab
(b− x)(a + y) (2.39)

Se pueden expresar estas funciones de forma en términos de las razones de longitud x
b y

y
a como

N1 =
1

4ab
(b− x)(a− y) =

1
4
(1− x

b
)(1− y

a
) =

1
4
(1− ζ)(1− η) (2.40)

donde

− 1 6 ζ 6 1 y − 1 6 η 6 1 (2.41)

son las coordenadas adimensionales de un elemento (Figura 2.8).
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FIGURA 2.8: Coordenadas adimensionales de un elemento rectangular.

En general, las funciones de forma pueden ser escritas como sigue

Ni = (1 + ζζi)(1 + ηηi) (2.42)

donde (ζi, ηi) son las coordenadas del nodo i.

Debido a que las funciones de forma son lineales en las direcciones x y y, a la que se

refiere como configuración bilineal. Las derivadas pueden ser expresadas como sigue:

∂T
∂x

=
∂N1

∂x
T1 +

∂N2

∂x
T2 +

∂N3

∂x
T3 +

∂T4

∂x
T4 =

1
4ab

[−(a− y)T1 +(a− y)T2 +(a+ y)T3− (a+ y)T4]

(2.43)

Similarmente,

∂T
∂y

=
1

4ab
[−(b− x)T1 − (b + x)T2 + (b + x)T3 + (b− x)T4] (2.44)

La matriz gradiente se puede escribir como

{g} =


∂T
∂x

∂T
∂y

 =
1

4ab

 −(a− y) (a− y) (a + y) −(a + y)

−(b− x) −(b + x) (b + x) (b− x)




T1

T2

T3

T4


(2.45)

La matriz [B] se escribe como

[B] =
1
4

 −(1− η) (1− η) (1 + η) −(1 + η)

−(1− ζ) −(1 + ζ) (1 + ζ) (1− ζ)

 (2.46)
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Elementos Tridimensionales

La cantidad de datos requeridos para establecer el dominio computacional y las condicio-

nes de borde se vuelve significativamente más grande en problemas de tres dimensiones que

en los de dos dimensiones. Por tanto la cantidad de costo/trabajo computacional aumenta

considereablemente, en consecuencia, elementos tridimensionales apropiados necesitan ser

usados. Los elementos tetraédrico (a) y hexaédrico con forma de ladrillo (b) son desarro-

llados en esta sección (Figura 2.4), los cuales son extensiones de los elementos triangulares

lineales y cuadriláteros en dos dimensiones. La representación lineal de temperatura para

un elemento tetraédrico (elemento lineal tridimensional) está dada como sigue

T = α1 + α2x + α3y + α4z (2.47)

Las constantes de la Ecuación 2.10 pueden ser determinadas y puede ser escritas de la

siguiente forma:

T = N1T1 + N2T2 + N3T3 + N4T4 (2.48)

FIGURA 2.9: Elementos tridimensionales, (a) tetraedro y (b) hexaedro.

donde

Ni =
1

6V
(ai + bix + ciy + diz) con i = 1, 2, 3, 4 (2.49)

El volumen del tetraedro está expresado como sigue
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6V = det


1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2

1 x3 y3 z3

1 x4 y4 z4

 (2.50)

También se observa que

∂N1

∂x
=

b1

6V

∂N1

∂y
=

c1

6V

∂N1

∂z
=

d1

6V

Por tanto, la matriz de gradiente de las funciones de forma pueden ser escritas como

sigue

[B] =
1

6V


b1 b2 b3 b4

c1 c2 c3 c4

d1 d2 d3 d4

 (2.51)

donde

b1 = −det


1 y2 z2

1 y3 z4

1 y4 z4

 (2.52)

c1 = −det


x2 1 z2

x3 1 z4

x4 1 z4

 (2.53)

d1 = −det


x2 y2 1

x3 y3 1

x4 y4 1

 (2.54)
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Similarmente, los demás términos en la Ecuación 2.20 pueden ser también determinados.

Todos los términos se pueden resumir como sigue:

b-términos

b1 = (y2 − y4)(z3 − z4)− (y3 − y4)(z2 − z4)

b2 = (y3 − y4)(z1 − z4)− (y1 − y4)(z3 − z4)

b3 = (y1 − y4)(z2 − z4)− (y2 − y4)(z1 − z4)

b4 = b1 + b2 + b3

c-términos

c1 = (x3 − x4)(z2 − z4)− (y2 − x4)(z3 − z4)

c2 = (x1 − x4)(z3 − z4)− (y3 − x4)(z1 − z4)

c3 = (x2 − x4)(z1 − z4)− (y1 − x4)(z2 − z4)

c4 = −(c1 + c2 + c3)

d-términos

d1 = (x2 − x4)(y3 − y4)− (x3 − x4)(y3 − z4)

d2 = (x3 − x4)(y1 − y4)− (x1 − x4)(y3 − z4)

d3 = (x1 − x4)(y2 − y4)− (x2 − x4)(y1 − z4)

d4 = −(d1 + d2 + d3)

Se puede establecer un sistema de coordenadas de volúmen para el tetraedro de forma

parecida a como fue hecho con las coordenaas de área para un triángulo. En el tetraedro, se

utilizan cuatro radios de distancia, cada uno normal a los lados L1, L2, L3 y L4. Note que

L1 + L2 + L3 + L4 = 1.

Las funciones de forma lineales están relacionadas a las coordenadas de volumen com

sigue:

N1 = L1; N2 = L2; N3 = L3 y N4 = L4 (2.55)
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Las integrales de volumen pueden ser fácilmente evaluadas con la relación,

∫
V

La
1Lb

2Lc
3Ld

4dV =
a!b!c!d!

(a + b + c + d + 3)!
6V (2.56)

El ladrillo, o elemento hexaédrico mostrado en la Figura 2.9(b), es un elemento simple,

el cual es fácil de visualizar cuando el dominio es discretizado. La función de interpolación

bilineal es

T = α1 + α2x + α3y + α4z + α5xy + α6yz + α7zx + α8xyz (2.57)

la cual puede ser escrita como

T = Σ8
i=1NiTi (2.58)

donde

Ni =
1
8
(1 + ζζi)(1 + ηηi)(1 + ρρi) (2.59)

donde ζi, ηi y ρi son las coordenadas locales.

Condiciones de Contorno

Una vez establecida la ecuación que rige la transferencia de calor en el cuerpo es necesario

plantear las condiciones de contorno del problema. Éstas pueden ser de varios tipos:

a) Temperatura conocida en un contorno: En este caso se conoce la temperatura de una

determinada parte del cuerpo S1:

T(x, y, x, t) = T0; ∀(x, y, z) ∈ S1 (2.60)

donde T0 es el valor de la temperatura en ese contorno.

b) Flujo conocido en una superficie: En este caso se conoce el flujo de calor a través de

una superficie del dominio S2. La expresión que define esta condición de contorno es:

kx
∂T
∂x

nx + ky
∂T
∂y

ny + kz
∂T
∂z

nz = −q0 (2.61)

donde n = (n1, n2, n3)T es el vector normal a la superficie S2 de flujo conocido, y q0 es

el valor del flujo.
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c) Flujo convectivo conocido en una superficie: Alternativamente se puede conocer el

flujo convectivo de calor a través de una superficie del dominio S3. En este caso el

valor del flujo q0 de la ecuación anterior se sustituye por la expresión:

α(T − Text) (2.62)

donde n = (n1, n2, n3)T es el vector normal a la superficie S3 de flujo conocido, S3.

Nótese que las condiciones de contorno mostradas hasta el momento se emplean tanto

para probemas estacionarios como para transitorios, si bien en el caso de los estacionarios la

variable tiempo se elimina de las ecuaciones y de las condiciones de contorno.

Desde un punto de vista matemático las condiciones de contorno en problemas de ecua-

ciones diferenciales en derivadas parciales:

§2.2.2. Transferencia de Calor

Según [7], la transferencia de calor ocurre cuando hay una diferencia de temperatura den-

tro de un cuerpo y el medio que lo rodea. El calor es transferido por conducción, convección

y radiación.

Transferencia de Calor por Conducción

La transferencia de calor por medio de la conducción se logra a través de dos mecanis-

mos. El primero es la interacción molecular, en el cual las moléculas de niveles energéticos

relativamente mayores (indicados por su temperatura) ceden energı́a a moléculas adyacentes

en niveles inferiores. Este tipo de transferencia sucede en los sistemas que tienen moléculas

de sólidos, lı́quidos o gases y en los que hay un gradiente de temperatura [7].

El segundo mecanismo de transferencia de calor por conducción es el de electrones libres,

los cuales se presentan principalmente en los sólidos metálicos puros. La concentración de

electrones libres varı́a considerablemente para las aleaciones metálicas y es muy baja para

los no metales.

La facilidad que tienen los sólidos para conducir el calor varı́a directamente con la con-

centración de los electrones libres; en consecuencia los metales puros son los mejores con-

ductores de calor.
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La ecuación de Fourier es la expresión cuantitativa

Qx

A
= −K

∂T
∂x

(2.63)

que relaciona el gradiente de temperatura con la naturaleza del medio conductor y la razón

de transferencia de calor. Aquı́, Qx es la razón de flujo de calor en la dirección de x, A es el

área normal a la dirección del flujo de calor, ∂T
∂x es el gradiente de temperaturas en la dirección

de x y, K es la conductividad térmica.

A la relación Qx
A se le llama el flujo de calor direccional en x. La expresión vectorial para

el flujo de calor es

−→
Q
A

= −K∇T (2.64)

donde
−→
Q es el vector de flujo de calor,∇T es el gradiente de temperatura en forma vectorial.

El signo negativo en (2.63) y (2.64) es debido a que el flujo de calor por conducción sucede

en la dirección de un gradiente de temperatura decreciente.

Las ecuaciones (2.63) y (2.64) son respectivamente las formas escalar y vectorial de la

ecuación de la relación de Fourier, conocida en ocasiones como la primera ley de Fourier de

la conducción del calor.

La conductividad térmica K es una propiedad muy importante de un material o medio.

Este valor determina en gran parte la adaptabilidad de un material para un uso determinado.

Un material anisotrópico es aquel cuyas propiedades para conducir el calor varı́an en

distintas direcciones, se llama isotrópico al medio cuyas propiedades no varı́an con la direc-

ción.

Se llama proceso de estado estable o estacionario al caso de transferencia de calor en que

el tiempo no es un factor. Se llama proceso de estado inestable o transitorio al que depende

del tiempo.

Transferencia de Calor por Convección

Una forma básica en que sucede la transferencia de calor es la convección, la cual involu-

cra el intercambio de energı́a entre un fluido y una superficie o interface. Hay dos clases de
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procesos convectivos: (1) la convección forzada en la cual se forza el movimiento de un flui-

do por una superficie debido al efecto de un agente externo tal como un ventilador o bomba;

y (2) la convección natural o libre en que los cambios de densidad en el fluido a consecuencia

del intercambio de energı́a provocan un movimiento natural del fluido.

Isaac Newton expresó por primera vez la ecuación básica de la relación para la transfe-

rencia convectiva del calor. Esta expresión conocida como la ecuación de la razón o ley de

enfriamiento de Newton se escribe como sigue

Q = hA(Tsuper f icie − Tf luido) (2.65)

donde Q es la relación de la transferencia convectiva del calor, A es el área normal a la

dirección del flujo de calor, (Tsuper f icie − Tf luido) es la fuerza motriz de la temperatura y, h es

el coeficiente convectivo de transferencia de calor.

La diferencia de la temperatura en la Ecuación (2.65) se puede escribir como (Tsuper f icie −
Tf luido) ó como (Tf luido − Tsuper f icie), esta fuerza motriz de temperatura determina si la trans-

ferencia de calor es hacia o desde una superficie dada.

Transferencia de Calor por Radiación

La transferencia de calor por radiación no requiere de un medio para propagarse. De

hecho, el intercambio de energı́a radiante entre las superficies es máximo cuando no hay

material que ocupe el espacio intermedio. El intercambio de energı́a radiante puede ocurrir

entre dos superficies, entre una superficie y un gas o medio participante, o puede involucrar

una interacción compleja entre varias superficies y fluidos participantes. La transferencia de

energı́a por radiación es un fenómeno electromagnético cuya naturaleza exacta no se conoce

[7].

Se llama cuerpo negro a un cuerpo perfectamente emisor o absorbente de energı́a. La

razón a la que emite energı́a radiante el cuerpo negro está dada por

Q
A

= σT4 (2.66)

donde Q es la emisión radiante, A es el área de la superficie de emisión, T es la tempe-

ratura absoluta y, σ es la constante de Stefan-Boltzmann, que numéricamente es igual a
0,1714x10−8Btu

hr . f t2.(◦R)4.
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La Ecuación (2.66) es la ecuación básica de la relación para la emisión de energı́a radian-

te y se conoce como la ecuación de la relación de Stefan-Boltzmann o como ley de Stefan-

Boltzmann.

§2.2.3. Deducción de la Ecuación de Calor

La conducción es la forma de transferencia de calor en la que se realiza un intercambio de

energı́a desde la región de mayor temperatura a la de menor temperatura, por el movimiento

cinético de sus partı́culas, o por el impacto directo de sus moléculas, como es el caso de los

fluidos en reposo, o por el arrastre de electrones como es el caso de los metales.

La ley básica de la conducción del calor, a partir de observaciones experimentales, pro-

viene de Biot, pero en general se conoce con el nombre de ecuación de Fourier, ya que fue él

quien la aplicó a su teorı́a analı́tica del calor. Esta ley establece que la tasa de transferencia

de calor por conducción en una dirección dada, es proporcional al área normal a la dirección

del flujo de calor, y al gradiente de temperatura en esa dirección.

Para el flujo térmico en la dirección x la Ley de Fourier viene dada por:

Qx = −K
∂T
∂x

= −K∇T (2.67)

donde Qx es el vector flujo por unidad de área y por unidad de tiempo, y K es la conductivi-

dad térmica del material.

Ası́ las componentes de la conducción de calor vienen dadas por la siguiente expresión:

Q = −


K 0 0

0 K 0

0 0 K




∂T
∂x
∂T
∂y
∂T
∂z

 =


−K ∂T

∂x

−K ∂T
∂y

−K ∂T
∂z

 (2.68)

La ecuación de flujo de calor se puede formular partiendo de la Ley de Conservación de

la Energı́a:[
Calor que entra

en el sistema

]
+

[
Calor generado

internamente

]
-

[
Calor que sale

del sistema

]
=

[
Cambio de la

energı́a interna

]

Cuando se produce un aumento de la temperatura de un cuerpo, una parte de la energı́a

térmica es almacenada. Si se considera un elemento diferencial de volumen dV = dxdydz
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como el mostrado en la Figura (2.10), la energı́a almacenada en el mismo viene dada por la

expresión:

ρCp
∂T
∂t

dxdydz (2.69)

donde ρ es la densidad y Cp el calor especı́fico del material, T es la temperatura del elemento

(constante a lo largo de todo el diferencial de volumen) y t es el tiempo.

La energı́a generada internamente por unidad de volumen debido a las reacciones quı́mi-

cas, eléctricas o nucleares u otros fenómenos, viene representada por Q.

FIGURA 2.10: Representación gráfica de la Ley de Conservación de Energı́a.

Si se plantea la ley de la conservación de la energı́a en el elemento diferencial se obtiene

la siguiente expresión:

(Qxdydz + Qydxdz + Qzdxdy) + Qdxdydz−[(
Qx +

∂Qx

∂x
dx
)

dydz +
(

Qy +
∂Qy

∂y
dy
)

dxdz +
(

Qz +
∂Qz

∂z
dz
)

dxdy
]

= ρCp
∂T
∂t

dxdydz

donde los tres primeros términos representan el calor que entra en el cuerpo, el cuarto

término es el calor generado internamente, los términos entre los corchetes representan el

calor que sale del cuerpo, y el último término es la energı́a almacenada.
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La expresión anterior se puede simplificar quedando de la siguiente manera:

Q− [
∂Qx

∂x
+

∂Qy

∂y
+

∂Qz

∂z
] = ρCp

∂T
∂t

(2.70)

Sustituyendo el valor de conducción dado por la ley de Fourier la expresión anterior

queda como sigue:

Q +
∂

∂x

(
k

∂T
∂x

)
+

∂

∂y

(
k

∂T
∂y

)
+

∂

∂z

(
k

∂T
∂z

)
= ρCp

∂T
∂t

(2.71)

En el caso de que se esté tratando un problema estacionario en el que la temperatura

en todos los puntos ha alcanzado un equilibrio (distribución de temperatura constante) el

término de almacenamiento de energı́a en función del tiempo de la expresión anterior se

anula quedando la siguiente ecuación:

Q +
∂

∂x

(
k

∂T
∂x

)
+

∂

∂y

(
k

∂T
∂y

)
+

∂

∂z

(
k

∂T
∂z

)
= 0 (2.72)

que se conoce con el nombre de ecuación de Poisson. Si además de ser un problema estacio-

nario, no hay generación interna de calor (Q = 0) la ecuación queda de la siguiente manera:

∂

∂x

(
k

∂T
∂x

)
+

∂

∂y

(
k

∂T
∂y

)
+

∂

∂z

(
k

∂T
∂z

)
= 0 (2.73)

que se conoce con el nombre de ecuación de Laplace.

§2.2.4. Soldadura por Fricción Agitación

Proceso de soldadura por Fricción-Agitación (FSW)

Proceso de soldadura en fase sólida (patentado por [16]) con gran potencial de aplica-

ción.

Desarrollado originalmente para soldadura de Aluminio, empleado actualmente en

una gran variedad de materiales (Cobre, Magnesio, Titanio, Acero, juntas disı́miles,

materiales compuestos, polı́meros, etc.).

Consiste en una herramienta rotante con dos cuerpos cilı́ndricos concéntricos (hombro

y pin) que se inserta en la junta y se desplaza a lo largo de la misma.
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Concepto y Principio de Funcionamiento

El hombro es comprimido contra el material a soldar que está rı́gidamente fijado a una

placa base.

El calor generado por fricción en el hombro, y en menor medida en el pin lleva al

material a un estado plástico.

A medida que la herramienta se traslada en la junta se produce un flujo del material

plastificado alrededor de la herramienta.

El material es transportado (agitado) y forjado dentro de la junta.

Se define un lado de avance (AS) y un lado de retroceso (RS) debido a que la junta

presenta cierta asimetrı́a.

FSW involucra interacciones complejas entre proceso termomecánicos actuando si-

multáneamente, los que controlan las velocidades de calentamiento y enfriamiento, la

deformación y el flujo plástico del material, la recristalización dinámica y la integridad

mecánica de la junta.

La soldadura se produce por extrusión y forjado del metal a altas velocidades de de-

formación.
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CAPÍTULO 3

METODOLOGÍA Y RESULTADOS

En este capı́utlo se explicita la metodologı́a que permite encontrar una temperatura ópti-

ma en el problema que ha sido tratado de forma experimental por [1] y [18].

§3.1. MÉTODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

Para realizar esta investigación se tomaron como referencia los datos obtenidos por [1].

El Método de los Elementos Finitos se aplicó utilizando el software ABAQUS/CAE v6.7,

con el que se realizó la discretización del problema con elementos tetraédricos de cuatro

nodos y elementos hexaédricos de ocho nodos.

Matemáticamente se analiza la ecuación (1.1) con el MEF presentado en el capı́tulo 2

utilizando en el simulador los siguientes datos:

Propiedades Aluminio AA 1100-0 Acero AISI 1045

Conductividad 222 51.9

Densidad 2710 7870

Módulo de Young 69 200

Radio de Poisson 0.33 0.29

Calor Especı́fico 904 486

TABLA 3.1: Propiedades del Aluminio y Acero.

También se utiliza el coeficiente de fricción entre los dos metales de 0.1, el valor de la

velocidad de rotación es de 1700 rpm (178.023 ya que se utilizó la conversión de este valor a

radianes/segundo para mantener la consistencia de las unidades de medición).
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§3.2. PROCEDIMIENTO EN ABAQUS/CAE V6.7-1

El tratamiento aplicado en este estudio para la optimización de los datos que obtuvo

[1] se basa en el modelaje matemático (simulación) planteado por el paquete computacional

ABAQUS/CAE v6.7-1 que permite corroborar los valores de la temperatura encontrados. A

continuación se describe el procedimiento desarrollado.

§3.2.1. Módulo Parte

En este módulo se crean las dos partes involucradas en el proceso de FSW.

Crear Parte (Placas):

• 3D, deformable, por extrusión, sólida, tamaño aproximado 1.

• Crear rectángulo con vértices diagonalmente opuestos.

• Introducir (-0.07, 0.003), (0.07,0), con extrusión de 0.2.

• Crear corte hueco circular.

• Seleccionar plano superior.

• Seleccionar uno de los lados de menor tamaño e introducir 0.1.

• Seleccionar lado de mayor tamaño e introducir 0.07.

• Introducir diámetro 0.0031.

FIGURA 3.1: Sección de las Placas.

Crear Parte (Herramienta):

• 3D, deformable, por revolución, sólido, tamaño aproximado 1.

• Crear perfil de la herramienta utilizando el comando de lı́neas conectadas.

• Introducir los valores (0,0), (0.0015,0), (0.0015,0.003), (0.003,0.003), (0.003,0.007),

(0.004,0.007), (0.005,0.014), (0.005,0.018), (0.00635,0.018), (0.00635,0.026), (0,0.026),

(0,0).

• Introducir 360 grados de revolución.
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FIGURA 3.2: Geometrı́a de la Herramienta.

§3.2.2. Módulo Propiedad

En este módulo se crean los materiales a utilizar con sus respectivas propiedades.

Crear Material (Placas): Nombrar material como Aluminio AA 1100-0. Definir los si-

guientes elementos: elástico como propiedad mecánica, isotrópico (Módulo de Young

69, Radio de Poisson 0.33), Densidad 2710, Conductividad 222 y Calor Especı́fico 904.

Crear Material (Herramienta): Nombrar material como Acero AISI 1045. Definir los

siguientes elementos: elástico como propiedad mecánica, isotrópico (Módulo de Young

200, Radio de Poisson 0.29), Densidad 7870, Conductividad 51.9 y Calor Especı́fico 486.

Crear Sección (Placas): Nombrar sección como Placas, sólida y homogénea, Aluminio

AA 1100-0.

Crear Sección (Herramienta): Nombrar sección como Pin, sólida y homogénea, Acero

AISI 1045.

Asignar Sección (Placas): Asignar las placas a la sección Placas y definir independiente.
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Asignar Sección (Herramienta): Asignar las placas a la sección Herramienta y definir

independiente.

§3.2.3. Módulo Ensamblaje

Crear Instancia de la Parte (Placas), independiente.

Crear Instancia de la Parte (Herramienta), independiente.

Crear restricción coaxial entre las partes.

§3.2.4. Módulo Paso

Crear Paso de Análisis.

Definir paso de tipo de proceso general.

Definir el paso de tipo Coupled temp-displacement.

En la pestaña Básica, introducir respuesta transitoria, perı́odo de tiempo 300, dejar por

defecto Nlgeom Off, no definir la estabilización automática, e incluir el comportamien-

to creep/swelling/viscoelastic (esto incluye la deformación durante el análisis).

FIGURA 3.3: Ventanas de creación de paso de análisis.
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En la pestaña de Incrementación, introducir tipo automático, máximo número de incre-

mentos 300, tamaño del incremento: inicial 10, mı́nimo 0.0001, máximo 300. Introducir

el cambio de temperatura máxima permisible por incremento 100, definir la integración

creep/swelling/viscoelastic Explı́cita.

En la pestaña Otros, introducir almacenamiento de la matriz asimétrico, técnica de

solución Separada, variación de la carga con respecto al tiempo por defecto: aplicación

lineal a lo largo del paso de análisis. Nota: automáticamente al finalizar la creación del

paso de análisis, el programa genera los requerimientos de salida (variables en estudio)

y el historial de salidas.

§3.2.5. Módulo Interacción

Ir al menú Interacción, seleccionar Propiedad -Crear, definir tipo contacto.

En la pestaña Mecánica (Opciones de Propiedad de Contacto), seleccionar Comporta-

miento Tangencial por penalización.

• En la pestaña Fricción introducir coeficiente de fricción 0.1 y direccionalidad

isotrópica.

• En la pestaña Shear Stress dejar opción por defecto sin lı́mite.

• En la pestaña Elastic Slip dejar valores por defecto.

En la pestaña Mecánica, seleccionar: Comportamiento Normal, método de refuerzo de

restricción por penalización, presión como contacto ”fuerte”, no permitir separación

después de contacto, y dejar por defecto las opciones de Contact Stiffness.

En la pestaña Térmica seleccionar conductacia térmica.

• Definición por tabla con uso de datos dependientes de la distancia e introducir:

conductividad 200 y 0, y distancia 0 y 10 respectivamente.

En la pestaña Térmica seleccionar Generación de calor y dejar por defecto el valor de 1.0

como fracción de energı́a generada por fricción y 0.5 como fracción de calor convertido

distribuido a la superficie sometida.
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FIGURA 3.4: Ventanas de creación de propiedad de interacción entre las partes.

§3.2.6. Módulo Carga

Ir al menú de Campo Predefinido, seleccionar crear campo predefinido.

Seleccionar cada parte y asignar un campo predefinido de temperatura igual a 177oC

para la herramienta y a 100oC para las placas (debido al precalentamiento realizado

durante el proceso experimental).

FIGURA 3.5: Condiciones de borde aplicadas.
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Ir al menú de Condiciones de Borde y crear las siguientes condiciones:

• Crear condición de borde para las placas de tipo encastre.

• Crear condición de borde para la herramienta de tipo desplazamiento/rotación y

seleccionar U2, U3, UR2 y UR3 y dejar cero como valores por defecto.

• Crear condición de borde para las placas de tipo encastre pero seleccionando la

opción Pinned.

§3.2.7. Módulo Malla

Ir al menú Seed, seleccionar cada una de las partes separadamente y especificar tamaño

de elemento aproximado de 0.005 para las placas y de 0.01 para la herramienta.

Para la malla de la herramienta:

• Mallar la instancia.

• Asignar controles de mallado y especificar tipo de elemento tetraédrico, con técni-

ca libre de mallado y usar algoritmo por defecto.

• Asignar tipo de elemento y dejar la selección por defecto de librerı́a de elementos

estándar, orden geométrico lineal, de familia coupled temp-displacement.

• Verificar que el tipo de elemento resultante sea C3D4T y que la malla completa

tenga 2204 elementos.

Para la malla de las placas:

• Mallar la instancia.

• Asignar controles de mallado y especificar tipo de elemento hexaédrico, con técni-

ca de mallado por barrido y usar algoritmo Advancing front.

• Asignar tipo de elemento y dejar la selección por defecto de librerı́a de elementos

estándar, orden geométrico lineal, de familia coupled temp-displacement y selec-

cionar integración reducida.

• Verificar que el tipo de elemento resultante sea C3D8RT y que la malla completa

tenga 698 elementos.
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FIGURA 3.6: Detalle del Proceso de Mallado.

§3.2.8. Módulo Trabajo

Crear Trabajo.

Realizar verificación de datos.

Analizar el trabajo.

Visualizar los resultados

FIGURA 3.7: Ventana de la Realización del Trabajo.
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§3.2.9. Módulo Visualización

Ir al menú Resultado y seleccionar la opción Field Output y de la lista seleccionar el

resultado que se desea ver.

FIGURA 3.8: Ventana del módulo visualización.

§3.3. CONSIDERACIONES

Las limitaciones consideradas al inicio del proceso son el coeficiente de fricción entre el

aluminio y el acero (0.1).

Además de todos los valores, se tomó un pin cilı́ndrico de iguales dimensiones al uti-

lizado en el experimento real pero sin rosca. El aluminio tiene un punto de fusión bajo de

660oC.

§3.4. COMPARACIÓN DE RESULTADOS

A continuación se presenta la comparación de los resultados obtenidos en este trabajo con

el software ABAQUS/CAE v6.7-1 y los obtenidos en las termografı́as realizadas al proceso

de FSW en el trabajo de [1].

La temperatura máxima alcanzada en el trabajo realizado por [1] es de 232.1oC como se

puede observar en la Figura 3.9.
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FIGURA 3.9: Termografı́a obtenida durante el proceso de FSW.

La temperatura máxima alcanzada en esta investigación a través del proceso de simu-

lación con MEF, utilizando 2204 elementos tetraédricos de cuatro nodos y 698 elementos

hexaédricos de ocho nodos, es de 312.4 oC como se puede observar en la Figura 3.10.

FIGURA 3.10: Campos de temperaturas obtenidos en el modelado por MEF en ABAQUS/CAE v6.7-1.

Al comparar los resultados de [1] con los obtenidos en esta investigación se puede ob-

servar que existe una diferencia de 80.3oC de temperatura lo que permite evidenciar que el
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MEF logra optimizar los valores obtenidos experimentalmente (Figura 3.11), manteniéndose

una congruencia en las mediciones.

FIGURA 3.11: Comparación de resultados en Termografı́a y Simulación

Con los resultados obtenidos por [1] se logra una optimización al obtener llenado total

de un cordón de soldadura con la temperatura registrada y en esta investigación con la tem-

peratura obtenida por simulación de la soldadura de las placas se mantienen intactas las

condiciones fı́sicas del material.
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CAPÍTULO 4

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este capı́tulo se exponen las conclusiones a las que se llegan con la realización del

trabajo y algunas recomendaciones.

§4.1. CONCLUSIONES

El análisis y simulación del problema utilizando el método de los elementos finitos a

través del software ABAQUS/CAE v6.7-1 permite optimizar el valor de la temperatura

experimentalmente.

En este trabajo se logra realizar la optimización de los valores de las temperaturas

involucradas en el proceso de soldadura por fricción agitación comparando los datos

arrojados por el modelado computacional del proceso y las termografı́as tomadas al

proceso real.

Finalmente el algoritmo utilizado para obtener la simulación permite realizar predic-

ciones acerca del comportamiento de otros materiales, entre los cuales están el cobre,

el titanio, diferentes aleaciones de aluminio y acero.

El análisis de la ecuación (1.1) con el MEF permite que el uso del ABAQUS/CAE v6.7-1

sea confiable para generar valores óptimos en la solución de los problemas.

§4.2. RECOMENDACIONES

Este trabajo permite a futuro el desarrollo de cálculos sobre las variables temperatura,

velocidad de rotación, velocidad de traslación, esfuerzos, involucrando las mejoras en

que metalúrgicamente resultara de las soldaduras en aluminio AA 1100-0.

Se podrı́an realizar estudios similares para aluminio AA 6063 aplicando una simula-

ción que incluya este material de composición general distinta.
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También se podrı́a estudiar la aplicabilidad de este trabajo para el caso en que se solden

placas de aluminio disı́miles, es decir, placas de diferente composición quı́mica.
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APÉNDICE A

ESPECIFICACIONES DE LOS METALES

§A.1. DESCRIPCIÓN DEL ALUMINIO AA 1100-0

Es la aleación más trabajable y utilizada, aún cuando no es tratable en caliente, la aleación

1100 tiene poca fuerza pero una alta resistencia a la corrosión, permite un anodizado satis-

factorio, tiene buena soldabilidad y es apropiado para ser utilizado con latón o soldadura,

cuando es maquinado tiende a la gomosidad. Los usos tı́picos para este material son el fins-

tock, almacenamiento de quı́micos, equipo de proceso, utensilios de cocina y trabajo general

en hoja. Esta aleación es fácilmente maquinable, su mecanizado puede realizarse en seco,

aunque en cortes pesados deben usarse aceites lubricantes. Las herramientas de corte deben

tener ángulos de salida de viruta grandes (superior y laterales), similares a las herramientas

para cortar o mecanizar aceros rápidos.

Cabe destacar que este puede trabajarse fácilmente por todos los métodos convenciona-

les, tales como repujado, estampado o forjado donde es posible ejecutar la mayor parte del

trabajo en frı́o antes de requerirse un nuevo recocido debido a la buena ductilidad del alu-

minio puro. Es fácilmente soldable por técnicas comerciales tales como resistencia eléctrica,

metálica con arco eléctrico y gas, preferiblemente con gas inerte y arco protegido. El metal

de aporte que se debe usar es de la aleación de aluminio 1100. Si se desea soldar aluminio

1100 a una aleación de aluminio de alta aleación, tal como 6063 o 5052 entonces el alambre

metálico deberá ser de la aleación de aluminio 4043, y en cuanto a los tratamientos térmicos

no responde a ninguno debido a su alta pureza en frı́o donde adquiere un elevado endureci-

mento.

Caracterı́sticas del Aluminio

• Número atómico: 13

• Peso atómico: 26,974.

• No se conoce ningún isótopo radioactivo natural.

• Disposición de los electrones: K2, L8, M3.
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• Volumen atómico: 10,0 /átomo gramo.

• Sección efectiva para los neutrones térmicos: 0,215 barns.

• Estructura cristalina: cúbica de caras centradas, constante reticular: 4,0413 A

Caracterı́sticas Fı́sicas

• Es un metal ligero, cuya densidad o peso especı́fico es de 2700 kg/m3 (2,7 veces

la densidad del agua).

• Tiene un punto de fusión bajo 660o C (933 oK)

• El peso atómico del aluminio es de 26,9815

• Es de color blanco brillante.

• Buen conductor del calor y de la electricidad.

• Resistente a la corrosión.

• Material abundante en la Naturaleza

• Material fácil y barato de reciclar.

Caracterı́sticas Mecánicas

• De fácil mecanizado.

• Muy maleable, permite la producción de láminas muy delgadas.

• Bastante dúctil, permite la fabricación de cables eléctricos.

• Material blando (Escala de Mohs 2-3). Lı́mite de resistencia en tracción 160-200

N/mm2 [160-200 MPa] en estado puro, en estado aleado el rango es de 1400-6000

N/mm2. El duraluminio es una aleación particularmente resistente.

• Material que forma aleaciones con otros metales para mejorar las propiedades

mecánicas.

• Permite la fabricación de piezas por fundición y moldeo.

• Material soldable.

Caracterı́sticas Quı́micas

• Debido a su elevado estado de oxidación se forma rápidamente al aire una fina

capa superficial de óxido de aluminio (Alúmina Al2O3) impermeable y adherente
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que detiene el proceso de oxidación, lo que le proporciona resistencia a la corro-

sión y durabilidad. Esta capa protectora, de color gris mate, puede ser ampliada

por electrólisis en presencia de oxalatos.

• El aluminio tiene caracterı́sticas anfóteras. Esto significa que se disuelve tanto en

ácidos (formando sales de aluminio) como en bases fuertes (formando aluminatos

con el anión [Al (OH)4]- liberando hidrógeno.

• La capa de óxido formada sobre el aluminio se puede disolver en ácido cı́trico

formando citrato de aluminio.

• El principal y casi único estado de oxidación del aluminio es +III como es de es-

perar por sus tres electrones en la capa de valencia.

§A.2. DESCRIPCIÓN DEL ACERO AISI 1045

El acero al carbono es una aleación de composición quı́mica compleja. Además de hie-

rro, cuyo contenido puede oscilar entre 97, 0 %− 99, 5 %, hay en él muchos elementos cuya

presencia se debe a los procesos de su producción (manganeso y silicio), a la dificultad de

excluirlos totalmente del metal (azufre, fósforo, oxı́geno, nitrógeno e hidrógeno) o a circuns-

tancias casuales (cromo, nı́quel, cobre y otros). El aumento del contenido de carbono en el

acero eleva su resistencia a la tracción, incrementa el ı́ndice de fragilidad en frı́o y hace que

disminuya la tenacidad y la ductilidad. Es un acero muy apropiado para piezas de pequeño

tamaño.

Este material puede ser llevado a las formas y acabados de barra redonda, cuadrada, he-

xagonal y solera, laminadas o forjadas en caliente, estiradas en frı́o y peladas o maquinadas,

placa laminada caliente, anillos forjados. Entre sus principales caracterı́sticas se tiene que

es el más popular de los aceros al carbón templables, en todo tipo de aplicaciones en don-

de se requiera soportar esfuerzos por encima de los 600 MPa (61 kgf/mm2), o en el caso de

diámetros mayores, en donde se necesite una superficie con dureza media, 30 a 40 Rc, y un

centro tenaz. Aunque su maquinabilidad no es muy buena, se mejora con el estirado en frı́o,

además con este acabado se vuelve ideal para flechas, tornillos, etc. de alta resistencia.

Cabe destacar que por sus caracterı́sticas de temple, se tiene una amplia gama en el cam-

po automotriz y de maquinaria en general, en la elaboración de piezas como ejes y semiejes,

cigüeñales, etc. de resistencia media. Se emplea para herramientas forjadas de todo tipo,

como: hachas, azadones, rastrillos, picas, martillos de varios usos, porras, etc. Además, el

principal producto siderúrgico es el acero, siendo aproximadamente el 90 % de la produc-
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ción acero al carbono y el 10, acero aleado. Por lo tanto, el material metálico más importante

para la industria es el acero al carbono. Su composición quı́mica es la siguiente:

Carbono: 0.43-0.50

Manganeso: 0.6-0.9

Silicio: 0.10-0.30

Azufre: 0.060 máx

Fósforo: 0.040 máx
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[2] BULLÓN W., ACOSTA J., FRANCO R. & VALVERDE G.(2007). Simulación de un

Proceso de Soldadura mediante un Modelo Termo-mecánico Considerando el Efec-

to de Esfuerzos Residuales Utilizando el Método de los Elementos Finitos. Con-

sultada el 5 de enero de 2010, Pontificia Universidad Católica del Perú, pági-
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Raisa L. Valdivé Lunar Optimización de la temperatura en el FSW de aluminio utilizando MEF


	Agradecimientos
	 Resumen
	Introducción
	Capítulo 1. El Problema
	Planteamiento del Problema
	Objetivos
	Objetivo General
	Objetivos Específicos

	Justificación
	Alcances y Limitaciones

	Capítulo 2. Marco Conceptual
	Antecedentes
	Bases Teóricas
	El Método de los Elementos Finitos
	Transferencia de Calor
	Deducción de la Ecuación de Calor
	Soldadura por Fricción Agitación


	Capítulo 3. Metodología y Resultados
	Método de los Elementos Finitos
	Procedimiento en ABAQUS/CAE v6.7-1
	Módulo Parte
	Módulo Propiedad
	Módulo Ensamblaje
	Módulo Paso
	Módulo Interacción
	Módulo Carga
	Módulo Malla
	Módulo Trabajo
	Módulo Visualización

	Consideraciones
	Comparación de Resultados

	Capítulo 4. Conclusiones y Recomendaciones
	Conclusiones
	Recomendaciones

	Apéndice A. Especificaciones de los Metales
	Descripción del Aluminio AA 1100-0
	Descripción del Acero AISI 1045

	Referencias bibliográficas

