UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL “LISANDRO ALVARADO”
DECANATO DE CIENCIAS Y TECNOLOGIA
LICENCIATURA EN CIENCIAS MATEMATICAS

Estimaciones para Densidades Invariantes
no Acotadas

AUTOR: BR. MARIA ANTONIETTA MENDOZA
TuTOR: DR. SERGIO MUNOZ (UCLA)

TRABAJO ESPECIAL DE GRADO

Presentado ante la Ilustre
Universidad Centroccidental “Lisandro Alvarado”
como requisito final para optar al grado de

Licenciada en Ciencias Matematicas

BARQUISIMETO, VENEZUELA
Febrero, 2012



Resumen

En el presente trabajo se realizé una revision detallada del articulo presentado por
M.Thaler, Estimates of the Invariant Densities of Endomorphisms with Indifferent Fixed
Points [6] donde se estudian las transformaciones monétonas a trozos del intervalo que
presentan puntos fijos indiferentes, los cuales son puntos que hacen que la derivada de la
transformacion tienda a uno. Las densidades obtenidas para este tipo de transformaciones
generan medidas infinitas. Sin embargo, es posible determinar estimaciones por medio
del producto de funciones lejos de cero y de infinito. Es importante destacar que nuestro
propésito no es probar la existencia de medidas invariantes absolutamente continuas para
estas transformacines, sino que partimos de su existencia para dar estimaciones de las
densidades invariantes de dichas transformaciones. De esta manera, asumiendo la exis-
tencia de estas medidas pretendemos mostrar la naturaleza de las estimaciones para las

densidades invariantes de transformaciones con puntos fijos indiferentes.
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Introduccion

Un sistema dindmico consiste de un ambiente con estados iniciales, junto con una
ley que gobierna el paso de un estado a otro; pensando en forma simple, cualquier trans-
formacién T de un espacio topolégico X en si mismo es un sistema dindmico, general-
mente se denota por (X,T) o T: X — X. La dindmica del sistema T: X — X es el
comportamiento asintético de los estados iniciales, luego que la ley es aplicada muchas
veces. Lo que se quiere es entender el conjunto de puntos de acumulacién de las érbitas

o(z) = {T"(x) : n € Z}; cualquier sea el estado inicial x € X.

La Teoria Ergddica utiliza herramientas del andlisis real (teoria de medidas) para
entender la dindmica de los sistemas. Si T: X — X es un sistema dinamico se buscan
medidas T - invariantes interesantes; esto es, medidas T - invariantes con soportes no
triviales (fractales, todo X, etc) lo cual indica que muchas 6rbitas (un conjunto grande de
6rbitas con respecto a la respectiva medida) tienen comportamientos desordenados (caos
topolégico). Por ejemplo es conocido que las transformaciones expansoras de Markov del
intervalo, que tienen la propiedad de la distorsiéon limitada, poseen medidas invariantes
absolutamente continuas y ergédicas como lo muestra R.Mafie ver [2] lo cual indica que

Lebesgue - casi todas las orbitas se acumulan en el espacio ambiente.

En el contexto de transformaciones del intervalo existen resultados interesantes des-
de el punto de vista de la Teoria Ergddica Infinita; es conocido que las transformaciones
de Markov del intervalo con puntos fijos indiferentes no satisfacen, por lo general, la condi-
ci6n de Rényi como lo mostraron A. Rényi y F. Schweiger y sus trabajos ver [4]y [5], y sus

densidades invariantes son no acotadas.

Nuestro propésito es dar estimados para densidades correspondientes a transfor-

maciones con medidas invariantes infinitas, generalizando los estimados obtenidos por A.
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Renyi [4] en el caso de medidas finitas como lo muestra Thaler en su trabajo sobre es-
timaciones de densidades invariantes de endomorfismos con puntos fijos indiferentes, ver
[6].

El trabajo estd conformado por tres capitulos, el primer capitulo es destinado a los
preliminares en el cual se exponen algunas definiciones y teoremas de la teoria de medidas
y algunos resultados del analisis matematico; en la segunda seccién de este primer capitulo
se introducen las definiciones fundamentales para el desarrollo del teorema principal asi
como también se define el tipo de transformaciones con las que se estard trabajando. En
el segundo capitulo se desarrolla la parte méas importante del trabajo, puesto que es alli
donde se hacen las estimaciones para las densidades invariantes de las transformaciones
que presentan puntos fijos indiferentes; es decir, se demuestra el Teorema Central. Antes de
la demostracion se dan dos lemas necesarios en la prueba del teorema Central. Finalmente
se presenta el tercer capitulo donde se enuncian algunos resultados que conducen a la

aplicacién del Teorema Central, cerrando el capitulo con dos ejemplos.



CAPITULO 1

Preliminares

Para el desarrollo del presente trabajo es necesario proporcionar algunas definiciones, re-
sultados y notaciones que seran utilizadas para la mejor comprensiéon del mismo, con este
objetivo se da inicio a este primer capitulo, conformado de una primera seccién donde se
recordaran, en téminos generales, definiciones y resultados bésicos del anélisis matemético
y del andlisis real sin mayor detalle, en caso de ser necesario pueden ser consultados en
textos como: Lima y Royden, ver [7] y [3]. En la segunda seccién se proporcionan las defini-
ciones fundamentales para la exposicién del trabajo, ademds que se especifica el contexto

en el cual se estard desarrollando el mismo.

1.1. Definiciones Basicas

DEFINICION 1.1 (Espacio medible) Un espacio medible es un par (X, B) donde X es

un conjunto y B es una o-algebra de subconjuntos de X.

DEFINICION 1.2 (Medida) Sea (X,B) un espacio medible. La funcién de conjuntos

no-negativa p es una medida definida sobre B si satisface:
400 +o0
u(@) =0 y 1 U E;) = ZM(Ei)
i=1 i=1
para cualquier sucesién F; de conjuntos medibles disjuntos dos a dos.

DEFINICION 1.3 (Espacio de medida) Un espacio de medida es una terna (X, B, i)
donde (X, B) es un Espacio medible y p es una medida definida sobre 5.

Ejemplos:

e (R,C, \) es un espacio de medida, donde C es la o-algebra de conjuntos medibles y A es
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la medida de lebesgue en R.
e (R,B,\) es un espacio de medida, donde B es la o-dlgebra de Borel en R y A es la

medida de lebesgue en R.

DEFINICION 1.4 Sea (X, B, 1) un espacio de medida. Diremos que:
» 4 es una medida finita si pu(X) < +oo.

» 1 es una medida o-finita si existe una sucesiéon (X,) de conjuntos medibles con
+oo

X = U X, tal que pu(X,) < +oo, Vn € IN.
n=1
DEFINICION 1.5 Sea (X,B) un espacio medible y 1 , A dos medidas definidas sobre
(X, B). Diremos que la medida \ es absolutamente continua respecto a la medida p si
A(A) = 0 para cada conjunto A para el cual p(A) = 0. Lo cual denotaremos por A\ < p

para decir que A es absolutamente continua con respecto a pu.

TEOREMA 1.1 (Radon-Nikodym ) Sea (X, B, ) un espacio de medida o-finito, y sea
A una medida definida sobre B la cual es absolutamente continua con respecto a u, en-

tonces existe una funcion f medible no negativa tal que para cada conjunto E en B se tiene

ME) = /E fdu.

OBSERVACION 1.1 La funcién de conjuntos \ definida sobre B es una medida y serd fini-
ta si y solo si f es integrable. Ademas como la integral sobre un conjunto de medida p cero

es cero, se tiene que A\ es absolutamente continua con respecto a fi.

DEFINICION 1.6 Sea T : X — X una transformacién sobre un espacio de medida
(X, B, u), diremos que:

1. T es medible si T~1(B) € B para todo B € B.
2. T es no singular si cumple que pu(T~1(B)) = 0 si, y solo si u(B) =0, B € B.
3. T preserva la medida u (o p es T-invariante) si u(7~1(B)) = u(B) para todo B € B.

TEOREMA 1.2 (Teorema de la funcién Inversa) Sea f : A — R derivable en un
intervalo A. Si f'(z) > 0 para todo x € A, entonces f es creciente en A. Ademds f posee

inversa f~! definida en el intervalo f(A) = B, f~': B — A, la cual es derivable en B con
1 1

() = = para todo y = f(x) € B.

VW= ) T e @
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TEOREMA 1.3 (Teorema del Valor Médio) Sea f : [a,b] — R continua. Si f es

derivable en (a,b), existe ¢ € (a,b) tal que

1.2. Definiciones Fundamentales

En esta seccién daremos las definiciones necesarias para el desarrollo del teorema

central; ademads se especifica el tipo de trasformaciones con las que se estara trabajando.

DEFINICION 1.7 (Punto Fijo Indiferente) Sea f : A C R — R una funcién diferen-

ciable. Diremos que un punto z en A es un Punto Fijo Indiferente de f, si

3 _ 7z ! _
lim f(z) = =, tim |/(a)| = 1.
DEFINICION 1.8 (Fuente Regular) Un punto fijo indiferente es una fuente regular,
si existe un ndmero real a > 0 tal que |f'(z)| es creciente en (z,z + ) (A y |f/(x)] es

decreciente en (z — a, z) [ A.

En lo que sigue consideraremos un intervalo B con (0,1) C B C [0, 1] y un espacio de
medida (X, B, ©) donde X es el intervalo B, B es la o - dlgebra de Borel de subconjuntos
de B y p la medida de Lebesgue y consideremos una particion {B(i) : ¢ € I} de B, donde
I es un conjunto finito o numerable de indices con al menos dos elementos, y los B(i) son
intervalos no degenerados.

Estaremos trabajando con transformaciones sujetas a las siguientes condiciones:

(T1) T; = T g es de clase C! y para todo i € I existe b > 0 tal que T} > b sobre
B(i).

(T2) T;B(i) = B, para todo i € 1.

(T'3) Todos los puntos fijos indiferentes son fuentes regulares.

Las condiciones (7'1) y (72) indican que cada B(i) contiene un tnico punto fijo, el
cual denotamos por x;.

(T'4) El conjunto J = {i € I : z; es un punto fijo indiferente } es no vacio y finito.
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DEFINICION 1.9 ( Cilindros) Dados (ki,...,k,) € I" con n € N, n > 1, al conjunto

B(ki,....kp) = ﬂT_H'l(B(ki)) se le llama cilindro de orden n, relativo a los indices
i=1

(kla ceey kn)

Dado k € I, n € N, n > 1, por conveniencia, colocamos B, (k) := B(k, ..., k).
~——
n

Denotamos por Z a la clase de todos los cilindros B(ky, ..., k,) donde (ki,...,k,) € I,
nelN, n>1.

DEFINICION 1.10 ( Colecciones de Cilindros)

Dy :={Bplk):keJ},neN,n>1,
A::Z\U”Dn.
n=1

By := {B(k1,....,kn) € A: B(k1,....,kn—1) € On—r} ,n>1
y denotamos D,, := U Zy By = U Z.
Z€Dn Z€Bn
Observaciones:
1) Note que, si B(ki, ..., kn) € B, entonces ky = kg = -+ = ky_1.
2) Nuestras suposiciones implican que nhﬁ\lglo w(Dy,) = 0.

Verifiquemos la ultima observacion. En efecto, recordemos que

Dn:={Bn(k):keJ} v D= ] 2
ZEDn
Observese que el nimero de cilindros que hay en ®, depende del nimero de elementos

que hay en J.

Asi pues, como por (T4) J es finito entonces D,, es una unién finita y disjunta de cilindros
y por propiedad de la medida pu, se tiene:

(Do) = > w(Z) =D 1Bu(k))

ZEDq keJ
Basta que probemos que la medida de los cilindros en ®, es cero. Sea T bajo las

condiciones (T1)-(T4) y sea B,(k) € D, para algin k € J, es decir que el punto fijo
indiferente z € B(k).

Vamos a suponer que estamos en el caso general donde el punto fijo indiferente no

esta en los extremos de los intervalos de la particién.
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Sea z el extremo inferior de B. Entonces a, = T, "(x) es la sucesion de los extremos
inferiores de los cilindros By, (k) ¥n € IN.
La sucesién a, = T) "(x) es creciente y converge a xj. En efecto;
Por teorema del valor médio , para x < xj, existe ¢ € (x,x;) tal que
—1 —1 —1
Ty (z)) = T, (2) = (T, ) (o) — @)
Ademés (T}, ')'(c) < 1 para todo ¢ € (z, ;) pues (T}) (y) > 1.

Entonces, T}, '(z;) — T}, ' (z) < zj — 2 = x; — T}, ' (2) < zj — x.

Es decir, z < T, '(z)

De esta forma se tiene, a,, = T, "(x) < Tk_(nﬂ)(:v) = Qpy1.

Por lo tanto (a,) es creciente.
Veamos ahora que lim a, = xj
n—oo
Supongamos por absurdo que existe p # zj tal que lim a, =p
n—oo

Por continuidad

; —(n+1 . — —n
nh—>noloT’f( * )(x) = nh_}rrolo T, (T, " (%))
_ -1/ 74 —-n
= T (nlggo T, " (x))
= T;'(p)

(n+1) (.%')

Pero Tk_(nﬂ)(x) = Qp41 y COMO a, — p entonces anp41(x) = T} — p. Asi, por

unicidad del limite,

p=T,"(p) = Tilp)=p

Es decir que p es punto fijoy p = kal(p) € B(k). Entonces se tiene que en B(k) hay dos
puntos fijos distintos zp y p, lo cual es una contradicciéon puesto que por las condiciones
impuestas a T, en cada B(), i € I existe un tinico punto fijo.

Luego la sucesion (a,) converge a zx. De la misma forma se prueba que si y es el extremo
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superior de B, la sucesién b, = T} "(y) de los extremos superiores de los cilindros B, (k)
es decreciente y converge a x.
Como el cilindro By, (k) es un intervalo de extremos a,, b, tenemos que

w(Br(k)) =| by — an | Asi, lim w(Bp(k)) = 0. Como u(Dy,) = Z,u(Bn(k:)), se tiene que
keJ

lim p(Dn) = lim (D p(Ba(k)))

keJ
= zlg&MBM@)
kedJ
= 0

Ahora vamos a definir para cada transformacién T una transformacién salto asoci-

ada.

DEFINICION 1.11 (Transformacién Salto)

Sea T : B — B una transformacién sujeta por lo menos a las condiciones (7'1) y (72).
La transformacién T conocida como la transformacién salto asociada a T, esta dada por

T*(x) = T™(x), con x € By, , la cual estd definida en casi todo B.

DEFINICION 1.12 Consideremos la transformacién T sujeta a las condiciones (T1)-(T4).

Denotemos la inversa de T; por V; y definamos las funciones G; y F; de la siguiente forma.

Gie) =) T - "EB0 o#w
1, x € B\ B(i)

r — Xy

Fi(a) = m, x € B(i), ©#uz;
1, x € B\ B(i).

Ahora vamos a tomar algunas definiciones del articulo de R. Bowen [1] y con esto

cerramos el capitulo 1.

DEFINICION 1.13 (Transformacién de Markov) Una funcién f : [0,1] — [0, 1] es de

Markov si podemos determinar una coleccion finita o numerable I de intervalos abiertos
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y disjuntos tales que :
a) f es definida sobre |J I y [0, 1]\ U Ix tiene medida cero.
b) f|1, es estrictamente mondtona y extiende a una fucién C? sobre Iy para cada k.

c) Si f(Ix) N 1; # 0, entonces f(I;) D I;

R
d) Existe un R tal que U f"(Ix) D I; para cada k y j.

n=1

DEFINICION 1.14 (Transformaciones Expansivas de Markov) Sea A un intervalo
y sea T : A — A una transformacién medible , si existe ¢ > 0, 0 > 1 y una familia {I} }xers
es una particién del intervalo A exepto en un conjunto de medida cero, entonces se dice

que T es una transformacién expansiva en el sentido de Markov si cumple:

1. Ty, es de clase C? Vk € 1.

2. | (T™)(x) |> co™ para algin n € IN y cualquier punto z € A donde la derivada

exista.

3. La imagen T'(I}) para cada k € I coincide con alguna unién de elementos de la

particion {Iy}res excepto en un conjunto de medida de lebesgue cero.
4. Existe § > 0 de tal forma que pu(7'(I;)) > ¢ para toda k € I.

5. T es transitiva en el sentido que para cualquier k,j € I existe n € IN tal que

I, T" (1)) tiene medida de lebesgue positiva.
TEOREMA 1.4 (Teorema de Adler) Si f:[0,1] — [0,1] es de Markov,

| f"(2) |

M =sup sup -~ < +00 y Ap = Inf | (f*)(z) |> 1 para algiin n.
I y,z€I} |f (y) | z

Entonces f admite una medida finita invariante du = p(x)dz con p(x) acotada lejos

de cero e infinito.
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CAPITULO 2

Teorema Central

En este capitulo se realizaran las estimaciones para las densidades invariantes de las
transformaciones que presentan puntos fijos indiferentes. Antes de dar la demostracién del
Teorema Central se presenta el enunciado y la prueba de dos Lemas necesarios para su

demostracién.

TEOREMA 2.1 Sea T satisfaciendo (11) - (1) y asumamos que T* tiene una densidad
invariante h* satisfaciendo ¢} < h* < ¢, donde cj, c¢5 son constantes positivas .

Entonces existen constantes positivas c¢1 y cs tal que la densidad invariante h de T satisface

61HGj(x)<h(x)<02HFj(:z:) ; z € B\{z;:jeJ}
J€J JjeJ

LEMA 2.1 Sea a, ¢, € R (i = 1,2),e; > 0,e1 +e2 >0, E = (a—e1,a+ e), y sea
f : E — FE creciente y diferenciable, satisfaciendo:

(a) [ f(z) —a|<|z—al, z € E\{a},
(b) f' es creciente en (a — e1,a) y decreciente en (a,a + e3).

Denotando por f,, la iterada n-ésima de f, y haciendo g(z) = Z fr(x), x € E, se tiene
n=1
g9(x) < (f(x) — a)(z - f(2)) ™",z € E\{a},

g(x) > (x —a)(f N (2) —2)"" x € f(E)\{a},
Observacion:

1. Por hipétesis (xz — f(z))~! € R, puesto que no hay puntos fijos distintos de a.
Si suponemos que existe ¢ € E tal que ¢ # a y f(c) = ¢, entonces por (a) tenemos

| f(c)—al<|c—al|=|c—al|<|c—a| lo cual es una contradiccion.

9
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2. fes invertible, ya que f es creciente y diferenciable

Demostracion. N
Supongamos que ez > 0y definamos gy (t) = Z (), t € (a,a+ e3)
n=1
Sea = € (a,a + e2) fijo. Tenemos f(x) < x. En efecto, si > a entonces z —a > 0 y por

(a) se tiene,

| f(x)—al<z—a = f(zr)—a<z—0a

= f(z)<zx

Asi, usando propiedad de la integral de Riemann y el teorema fundamental del cdlculo

tenemos,

x x N
[ i = [ (3 nm)a

(z) () *p=1
N T
_ ;( » fn(t)dt>
N
= > [fale) = fulF@))]
n=1

N
= Z [fn(x) - fn—i—l(x)}
= f(x) = fyn+i(z)

Por la condicién (b) f’ es decreciente en (a,a + e2) y puesto que la composicién de fun-

ciones decrecientes es decreciente se tiene que f) es decreciente en (a,a + e3). De esta
N
manera, gy(x) = Z fr(t) con t € (a,a+ e3) también lo es. En particular,
1

av(f(2) = gn(D) > gn (@), para f(z) <t <

Luego integrando la segunda y primera desigualdad respectivamente se tiene,

T

(z = f(2))gn(z) < /f( )gzv(t)dt = f(x) = fnia(2), (2.1)

(z - f@@))an(f(z) > /f an(B)dt = f(z) = frsa(2) (2.2)
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Afirmacién lim f,(z) = a.
n—oo
Aseguramos que (fn(z)) con € (a,a+e2) es una sucesién monétona y acotada; en efecto,

puesto que f es creciente, se tiene

fla) <z = folz) = f(f(z)) < f(z)
= fs(z) = f(f2(2)) < [(f(2)) = fo(2)
Asf sucesivamente se tiene ; f11(z) < fn(x)
Por lo tanto (f,(x)) es decreciente.

Ahora veamos que a es cota inferior de (f,,(x)). Supongamos por absurdo que a no es cota

inferior; esto es, existe n € IN tal que f,(x) < a, es decir, f,(x) —a < 0.Por (a) se tiene
|fos1(z) —al <|fu(z) —al = |[fas1(2) —a] <a— fu(z)
= fn(x)_a<fn+1(x)_a<a_fn(x)
= fu(r) < fasi(z)

Lo cual contradice el hecho de que (f,(z)) es decreciente con x € (a,a + e2).

Asi (fn(z)) es una sucesién mondtona y acotada, por lo tanto es convergente; mas atn,
nlgl;o fn(z) = nf{fn(x) : n € N}.

Sea | = inf{f,(z) : n € N}, como a es cota inferior de (f,(z)), a <.

Supongamos por absurdo que a < [. Por la continuidad de f tenemos,

Pero f,,(z) — [, luego por unicidad del limite f(I) = (.
Como a < I, entonces | € E\{a} y por (a)

l[f()—al<|l—al|=|l—al<|l—a]

Lo cual es una contradiccién. Asi a = [.Por lo tanto lim f,(x) = a.
n—oo

De esta manera, si hacemos N — oo en (2.1) y (2.2) obtenemos:

(z = f(x))g(z) < flz)-a (2.3)
(x = f(2)g(f(z)) = f(z)—a (2.4)

Sustituyendo x por f~!(x) en (2.4), obtenemos:

(fHa) —a)g(e) >z —a=g(@) > (x —a)(fH(z) —2)7"
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De (2.3) se tiene
9(z) < (f() —a)(z — f(x))™" conz € (a,a+ea)
Asi, se completa la prueba para el caso: = > a.

N
Ahora supongamos que e; > 0y definamos gy (t) = Z @), te(a—er,a)

n=1
Sea x € (a — e1,a) fijo, entonces x < f(x)

En efecto; * <a=x—a <0. y por (a) se tiene,

| f(z)—al<a—2z = z—a< f(zx)—a

= =< f(x)

Luego,

N

S o)
n=1
([ nwa)

[£a(F@) = ful@)

f(=)
/ gn(t)dt =

S~

[
hE

S
I
—

I
M=

i
L

I
WE

[fas1(@) = ful@)
n=1
= fyn(@) - f@)

N
Por la condicién (b) f’ es creciente en (a—eq,a) asi, f), es creciente, luego gy (t) = Z fr(t)
n=1

cont € (a — e, a) es también creciente. En particular,

gn(x) < gn(t) < gn(f(x)), para z <t < f(x)
Integrando en la desigualdad anterior se tiene,
f(z)
(@ -2av) < [ an(®dt = @) - (@), (2.5

f(@)
(f(z) —2)gn(f(2)) > / gn(t)dt = fyii(z) — f(x) (2.6)
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De forma andloga a la anterior con = € (a — e1,a), lim f,(z) = a.
n—oo

De esta manera, si hacemos N — oo en (2.5) y (2.6) obtenemos:

(f(z) — 2)g(x)
(f(x) — 2)g(f(2))

<
Z

De (2.7) y teniendo en cuenta que (z — f(x)) < 0, tenemos:

(2 = f(2))g(z) > f(z) —a = g(x) < (f(2) — a)(z — f(z))™" conz € (a—e1a)
De (2.8) se tiene,

(x = f(2))g(f(x)) < f(z) —a=g(f(z)) > (f(z) —a)(@ — f(z) 7"

Haciendo x = f(x)~!, se tiene g(x) > (z — a)(f~'(z) —2)~! con x € (a — e1,a)

Asi se completa la prueba del lema.

LEMA 2.2 Sea T como en el Teorema 2.1 y h* la densidad invariante de T*. La densidad

h de T dada por h(x)= h*(z) + Z Z h* (V' (x))(V}*) (x) es una densidad invariante.
jeJ n=1

Demostracion.

Notacién:

Vkt, . kn) =V (k1 kno1)V(kn) vy V(E) =V =T,

B(ki,...kn) = V(k1,..,kn—1)B(kn)

Por el lema 3 de [5] una funcién de densidad h es invariante si satisface la siguiente
igualdad:
h(z) =Y h(Vi(@) (Vi)' (@) (D)
icl

La prueba de este lema se obtiene del teorema de cambio de variable para integrales.

Ahora bién, como h* es la densidad invariante de T*, por el lema 3 en [5] h* se

escribe de la siguiente forma:

W () => Y B (Vik, o ko) (@)(V (K1, o kn)) (), 2z €B

n=1 B,
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—ZZ ST RV o Vi) (@) (Vi o Vi) ()

n=1 jeJ i€l i#j

Veamos entonces que la func10n de densidad h dada por

= h*(z +Z Z R*(Vi'z)(V}") (x) satisface la igualdad (I) y quedara demostra-

j€J n=1
do asi que h es una densidad invariante de T.

En efecto;

S AGE)W @) = 3 B @+ S b (Vi) (v i) 13 @)

iel icl jeJ n=1

= SR WGEN) @) + D3 SR (1 e Vi) @)) (V] o Vi) (@)

iel i€l jeJ n=1

= > REG@)W @+ 3 DS (Ve V@) (V) o Vi) ()

ieI\J iel\J jeJ n=1

+ DR WGEN) @)+ D DR (Ve i)@)) (Ve Vi) (a)

ied ijeJ n=1

= Y XS (7 @) e '@

i€I\J j€J n=0

b S w0 e @) V(@)

i,j€J n=0

TS (e @) e )

zEI\JJGJn 1

+ Zh* (VLo Vi)(@) (VL o Vi) ()

i,jedi#jn=1

Y SR (e @) Ve v )

i,j€Ji=j n=1

=YY S (e @) 0 e 1y )

jeJ i€l i#jn=1

+ DD V@)V (2)

jeJ n=1
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= @)+ V@) @)
jeJ n=1
= h(@)

Por lo tanto h(x)=Y» _ h(Vi(2))(V;)'(z)
el

o0
De esta forma, vemos que h(x)= h*(z) + Z Z h*(Vi'z)(V]") () es una densidad inva-
jeJ n=1
riante para T.

2.1. Demostracion del Teorema Central

Demostracion.

La densidad invariante h puede ser escrita de la siguiente forma por [5] y Lema 2.2

hiz) = 1*@) + Y Y B (Vi) (V) (@) (1)

jeJ n=1

De esta manera

Y DGV (@) <h(@) <6+ 30 Y (V) (@)

jeJ n=1 jeJn=1
ct (1 + Z Z(Vj")’(@) < h(z) < (1 + Z Z(an)/(x)) (2)
jeJ n=1 jeJ n=1

A la transformacién T se le han impuesto las condiciones (T1) a (T4) que son:

(T'1) T; = T| ) es de clase C' y para todo i € I existe b > 0 tal que 7] > b sobre
B(7).

(T2) T;B(i) = B, para todo i € I.

(T'3) Todos los puntos fijos indiferentes son fuentes regulares.
(T'4) El conjunto J = {i € I : x; es un punto fijo indiferente } es no vacio y finito.
Estas propiedades nos permiten determinar vecindades E; C B(j), j € J, tal que

Vj : Ej — Ej satisface las condiciones del Lema 2.1.

En efecto, sea j € J, por (T3) x; es fuente regular; es decir, existe & € R, o > 0 tal que
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T} () es decreciente en (z; — o, z;) N B(j) y creciente en (zj, 5 + ) N B(j) .

Asi, existe una vecindad de z; dada por (z; — «,x; + o) N B(j) y tomando @ < « tal que
(xj —@a,z; + @) C B(j) tenemos que E; = (z; — @, xj + @) es también vecindad de z; y
E; € B().

Por (T1) T; : B(j) — B es diferenciable y T}(x) > 0, Yz € B(j). Entonces, por

teorema de la funcién inversa, T; posee inversa T;l : B — B(j) derivable en B con

_ 1 _

(7; N(y) = (@) > 0, Vy = Tj(z) € B. Como Vj(y) = (T} Y(y) > 0,Vy € B, Vj es
J

creciente en B.

De esta manera V; es creciente y diferenciable en B y particularmente lo es en Ej.

Ahora verifiquemos que V; : E; — Ej satisface las condiciones del Lema 2.1.

(i) Sea z € Ej\{z;}, x > ;. Por teorema de valor médio existe £ € (z;,x) tal que
| Vi) = Vi) |= Vi) | 2 — ;|

1
Ademds, como Tj(y) > 1 Vy € (z;,x) entonces V] (y)

T (T ()
| V(@) — Vilay) |= VI() |2 — ;| = | Via) = a; |<| @ — 2 |, para = > ;.

<1Vy e (zj,x). Asi,

Similarmente para x < z;, existe € (z,z;) tal que
| Vi) = V() |= Vi (€) | zj — x|
Y por ser Tj(y) > 1 Vy € (z, ;) se tiene V/(y) < 1, de esta manera
| Vi(z) —zj |<|  —z; |, para = < x;
Finalmente, | Vj(z) — z; |<|z — z; |, € E;\{z;}
(ii) Veamos ahora que V es creciente en (z; — @, ;) y decreciente en (z;, ; + @)
sean z,y € (r; — @, x;j), cOMO TJ’ es decreciente en (x; — @, x;) se tiene lo siguiente

z<y = Tjx)>Tjy)

1 < 1
() = Tiy)
= V(@) < V](y)

=

~—

<

Siendo de esta manera V}’ creciente en (x; — @, ;). De la misma manera probaremos que

Vj’ es decreciente en (z;,2; + @). En efecto para x,y € (z;,2; + @) y teniendo en cuenta
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U 3 . . o
que Tj es creciente en (z;,z; + @), tenemos

r<y = Tix)<Tiy)

—_
—_

Ti(y) = Ti(x)

= Vi(y) <Vj(z)

—

Por lo tanto V; : E; — Ej satisface las condiciones del Lema 2.1, estamos ahora en
condiciones de hacer los estimados deseados, para este fin escojamos un nimero positivo

M; tal que
[1G)(=) < My, para 2 € B\ | V;(E))
jed jed

La escogencia de € B\ Ujcs V;(E;) es para evitar tener un punto fijo, lo cual provocaria
una préoximidad a cero en el denominador de algin G, j € J y no pudiendo asi ser acotado.

Por lo tanto, en virtud de que x € B\ Uje; V;(E;) existe dicho M; positivo tal que
[16)) <M.
jeJ

Busquemos acotar a h. Primero supongamos que z € V;(E;),  # xj, para algin j € J.

Usando (2) y el Lema 2.1 se tiene,

aa) = (1433 @) por (2)

jeJ n=1

= GHaY @)

je€J n=1

> ] Z Z(VJ”)/(m) pues ¢ > o

j€J n=1

[e.9]
> ] Z(Vj”)'(:c) =cjg(r) paraalgin j € J
n=1

[e.9]

> ci(r—2;)(T(x) —x)""'  pues g(z) = Z(V]")'(x) y por Lema 2.1

n=1
= Gj(x) por Def. de G pues z € Vj(E;) C B(j) y = # z;
= H Gj(z) ya que fuera de Bj, Gj(z) =1

jedJ
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Ahora supongamos que x € B\ U V;(Ej). Como H Gj(z) < My, parax € B\ U Vi(Ej),

entonces

jedJ jedJ

[[Gi@ Mt <1 (%)
jeJ

ha) = q(1+ DD (@) por (2)
jeJ n=1
> dg=d-1 pues (V') >0
= H G(x).M! por (x)

jET

Por lo tanto, tomando ¢; = min {c{, ;.M 1} obtenemos que

c1 H Gj(z) < h(z), parazxzeB\{z;:jecJ}

jeJ

jedJ

o0
. . . . /
Para hallar los estimados superiores mostraremos primero que las funciones E (V") ()

n=1

son acotadas sobre B\E; para cada j € J. Para este fin, consideremos j € J y tomemos

un entero positivo p = p(j) tal que By(j) C Ej;. Usando (T1) y aplicando el Lema 2.1

obtenemos,

o0

> V(@)

n=1

N

N

DV @)+ Y (VY (=)

n=1 n=p+1

DV @)+ D> (VY (@)

n=1 n=1

DV (@) + D (Vi o V) (x)

n=1 n=1

D VY (@) 4+ (VY (V) (@).(V) ()
n=1 n=1

DO Y (VI ((V])() por (T1)

n=1

S+ VP @) - o V@) - v @)

por Lema 2.1
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Sabemos que para x € B\Ej, V() € B\Bap(j) y como Bay(j) es vecindad de z; se tiene

-1
que en B\ By, (j) el denominador en la expresién [Vj(a:) — xj] [x — Vj(l')] no se anula, lo
oo

cual hace posible acotar dicha expresiéon. En consecuencia las funciones E (V") (z) son
n=1

acotadas sobre B\FE; para cada j € J.

De esta manera podemos tomar My y M3 ntimeros reales positivos tales que

Z Z(Vk")'(x) <My, vparaxzekEj jed (i)

keJ\{j} n=1
DD (VY (@) < My, para z € B\ | E; (ii)
je€J n=1 jeJ
[1Fi(=) = Ms, para z € B\ | E; (iif)
JjeJ jedJ

Asi tenemos para x € Ej, x # x;

Mo) < i+ XS] por(2)
keJ n=1
= gli+ i(‘/}”)’(w‘) + Y i(Vk")'(x)}
sl kEN{G} n=l
< G -1 + (VJ(IL‘) - 9:]-> (:U - V](JU)>_ + Mg] por Lema 2.1
< cg 1+ M,) + ( +M2)< " (x) — )( V](x)>_1]

)
= &1+ M) [1+( —a5) (2= Vi(@)) 1}
|

IS g>—xa}

—1
= 1+ M) (o - xj) (w ~ Vj())
= &1+ M) ] Fi(a), pues Fj(z) =1 fuera de B(j)
jed
Ahora tomemos = € B\ Ujc; Ej, por (iii) tenemos que H Fj(x) > Ms, es decir

jET

< Mg '] Fiw). (%)
jeJ
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Asi, para x € B\ Ujes Ej obtenemos

hz) < o [1 +y Z(Vj”)’(x)} por (2)
jeJ n=1
= 1+ M) 1 por (ii)
= L+ M) [ Fy(). 057! por (*¥)
JjeJ

Finalmente tomando ¢z = méx{c5(1 + M) , c5(1 + Ma)M; '} obtenemos que

hz) < o [] Fix), z e B\{zj:jeJ} (4)
jeJ

De esta manera de (3) y (4) se concluye que

al[Gi@) <h@) < [[Fi(z), zeB\{z:jeJ} W
jeJ jeJ



CAPITULO 3

Aplicaciones

Los resultados anteriores pueden ser aplicados a una transformacion T sujeta a las
condiciones (T1)-(T4), siempre que se demuestre que la transformacién salto 7™, asociada
a T, tiene una densidad invariante acotada lejos de 0 y de co. Hallar ésto no es muy com-
plicado gracias a que Adler introdujo una condicién suficiente, la cual asegura la existencia
de tal densidad para transformaciones expansivas. Ademads que se vera en los siguientes

resultados que T™ verificard estas condiciones siempre que se verifiquen para T.

COROLARIO 3.1 Sea T satisfaciendo las condiciones del Teorema 2.1. Asumiendo ademéds

que T admite expansion
T+ ()

T(r) =1+ anp+1(z — xj)"fJrl + an;2(r — xj)"f+2 + ..., donde an; 41 = (1)
j !

# 0,
en cada punto fijo indiferente x;.
Entonces existen constantes do > di > 0 tal que
d [[lz—a; < h(z) <d [] o —a; 7.
JjeJ jeJ

Consideremos ahora la unién de los B,, con n € IN, como una particién conveniente
para T™* y sea I'* el conjunto de indices dado por I* = {(k1, ..., kn) : B(k1,....,kn) € Bn,n >
1}.

Si k* = (k1,...,kpn) € I, denotaremos la inversa de T* : B(ky, ..., kn) — B por Wi«.

TEOREMA 3.1 Sea T satisfaciendo (T1)-(T4). suponga que las funciones V; (i € I) son

dos veces diferenciables, y

| Vi'(2) |

A = sup sup —~——— es finito.
iel zeB | Vi(z) |

FEntonces

21
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| W () |

A* = sup sup —————— es finito.
k*el* zeB | Wé(l’) |

COROLARIO 3.2 Sean T y V; (i € I) satisfaciendo las condiciones del teorema 3.1. Si
T* tiene una potencia con derivada acotada lejos de 1, entonces las hipétesis del teorema

2.1 se cumplen.

En particular, T* tiene la propiedad requerida, si 7" es acotada lejos de 1 sobre

B\ Ujes E; para cualquier vecindad Ej; de z;.

3.1. Ejemplo 1.

Dada la funcién f(x) = %, considerese la transformaciéon 7' : [0,1) — [0,1)
x

definida como sigue:
T(x) = o) (z)(mod 1).
Muestrese que T satisface las condiciones del Teorema Central y aplicar los resultados.

x
1+z

Primeramente observemos cémo es la grafica de la funcién f(z) =

y 051

1 2 3 4 5
kS

Figura 3.1: Grafica de f

Consideremos T'(x) = f~ o 1y(z)(mod 1)
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Al g y(l+z) ==z
= yYy=x—xY
= y=z(l-y
= x:L, y#1
-y
, _ X
Asi, fH @) =

Figura 3.2: Grafica de f~'[jo 1)

Por lo tanto, definimos 7" : [0,1) — [0,1) como T'(z) = %(mod 1)

Para hallar los extremos de los intervalos de la particién haremos (f~1)~!(z) = f(x)

parax =1,2,3,....

f) =3 f2 =35 fB) =% [f(4)=35.f(k)= g,
Asi, los intervalos de la particién son de la forma:
B(k) =[5, 55) con k € I ={0,1,2,3,..}

Debemos verificar que T satisface las condiciones del Teorema 2.1 para ello probaremos

que T esta en las condiciones del Corolario 3.2, las cuales son:
» T satisface (T'1) — (T4)

» V; (i € 1) son dos veces diferenciables
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Vl/
= A =supsup w es finito
icl zeB | Vi (2) |

= 7™ tiene una potencia con derivada acotada lejos de 1.

Observemos la grafica de la transformacion T dada en la figura 3.2 y notemos que en este

caso la particion es infinita numerable.

1] 045 z,ﬁ.s 74 1

Figura 3.3: Gréfica de T(x)

Procedamos ahora a verificar que T esta en las condiciones del Corolario 3.2.
e Veamos que se cumplen las condiciones (T1)-(T4)
(T1) T; =T|B(i) es diferenciable y existe b > 0 tal que T} > b Vi€ I.

En efecto, como f~1(x) es derivable para todo z € [0, 1), T'|p(;y también lo es y

x \ 1—z—xz(-1) 1 N
T/(x) = ( ) = = €B el
z(x) 1— ¢ (1_:1:)2 (1—56)27 T (Z),Z
0<z<l = —-1<—-—2x<0
= 0<l—2z<1
= 0<(1-2)?<1
1
= =>1>0
(1—=)?
Asi, existe b =1 > 0 tal que T} > 1 sobre B(i),Vi € I.
(T2) T;(B(i)) = B, para todo i € I.
Por la forma como estd definida T, T'(x) = li(mod 1), y los intervalos de la
-

particién es claro que T;(B(i)) = B=1[0,1) Vie [l



Estimaciones para Densidades Invariantes no Acotadas 25

(T3) Todos los puntos fijos indiferentes son fuentes regulares. Recordemos que z; es

punto fijo indiferente de T si

lim T'(z) = x; y lim |T'(z)] =1

y es fuente regular cuando z; es un punto fijo indiferente y existe un ntmero real o > 0
tal que |T"(x)| es creciente en (z;,z;+a) (| By |T'(x)| es decreciente en (z; — «, x;) () B.
Observese en la figura 3.4 que en cada B(i) existe un dinico punto fijo.

1

054

B B BIE)

Figura 3.4: Gréfica de T(x) con la Identidad

En B(0) el punto fijo es cero,

0 1
Ti =—— = lim Tj(z) = im ——— = 1.
00)=7=5=0 v lmTo() = lim 70755
Es decir que 0 es un punto fijo indiferente. Notemos también que es el Unico punto fijo

indiferente pues T} (x) = 5 > 1 para z > 0.

1
(1—=)
2
Como T/ (z) = (e > 0,Vx € [0,1), entonces T/ (z) es creciente Vo € B(i). Asi Tj) es
creciente a la derecha del punto fijo indiferente es decir que 0 es fuente regular.

(T4) Como el cero es el unico punto fijo indiferente se tiene que el conjunto de indices
J ={i € I: z; es punto fijo indiferente } es no vacio y finito, J = {0}.
e Veamos que las funciones Vi, = T}~ L'k e T son dos veces diferenciables.
Recordemos que T}, : B(k) — B = [0,1) estd dada por T (z) = %(mod 1), = € B(k),
—x
k
k € Iy definamos Vi, = T/ : B — B(k) como: Vi(z) = L, Vk € I, observese su

Crt+k+1
grafica en la figura 3.5.

s+k+1—(z+k) 1
V/(z) = _
K@) (x+k+1)2 (x+k+1)2
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-2
(x+k+1)3
Tanto V}/(z) como V//(z) son continuas en B.

Vi) =

344

142 —//

[ A P 1
)] Bl BE) - .-

Figura 3.5: Grafica de V =T"1!

Vi (z) | :
eProbemos ahora que A = sup sup —=—-—— es finito. En efecto,

kel z€B | V/é(x) |

2
| Vi@) | _ —Vi(x)  (z+k+1)3 2
Vi) ]~ V() 1 T+k+1 ve ©
(x+k+1)2
De esta manera,
v//
A = sup sup m es finito.

kel zeB | Vk’(m) ‘

e Finalmente verifiquemos que la transformacién salto T™ asociada a T tiene una
potencia con derivada acotada lejos de 1.

z
T p—
() 1—=x
x T
x 1—2x l1—=x L
() (T(x)) (1_1,) ) T l—z—2 1—-9¢
1—2 1—2z
T%(z) = ° T#3
1—22° 2
€T xr
o ) _ r . 1=2z _ 1-2x _ Z
T(x)_T(T(x))_T(l—Z’L")_l_ r _1—2&_1—?&

1—2x 1—2x
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3(p) — L 1
T°(z) = T35’ T # 3, xEB(B):U
De esta manera obtenemos que T"(z) = g COn T E B(n), n > 1.
—nx

, conx € B(n).

Es decir, T*(z) = . —xn:c
1—nz—z(—n 1
() (@) = (1- n:n)(2 ! - (1 —nx)? >0

Ademsds, como T* = T™, por regla de la cadena se tiene

(T*)'(z) = (T")(z) = (T o T" ) (2) = T'(T" " (2))(T" ") (2)
= T/(T" Y (2)).T(T"2(2)).T"(T"3(z))...T"(T%(z)).T'(T(x)).T'(x)

Recordemos que T': [0,1) — [0,1), esta definida por T'(z) = %(mod 1)

pooy 1=z —x(-1) 1
T@ =—a—pr ~{-ap

Como la transformacién salto no esta definida en el punto fijo indiferente, el cual en

nuestro caso es el cero, tenemos
O<zrz<l == —-1<—-2<0
= 0<(1-2)?<1

1
= @ — 1
(—a2

Asi, T'(z) > 1 Vz € (0,1). Luego (T*)'(x) > 1. Entonces para algin m € IN tenemos

1
(1—(n+m)x)?

(™) (@) = (T"T") (@) =

Y por regla de la cadena ((7%)™)(x) > 1.

De esta manera podemos concluir que 7™ tiene una potencia con derivada lejos de 1.
Por lo cual se tienen las condiciones del corolario 3.2 y en consecuencia T satisface las
condiciones del teorema 2.1. Es decir que T* tiene una densidad invariante h* tal que

¢} < h* < ¢5 donde ¢} y ¢ son constantes positivas.

Asi, se tiene la conclusién del Teorema Central; esto es, existen constantes positivas

c1y ¢ tal que la densidad invariante h de T satisface

clnGj(x)gh(x)QCQHFj(x) ; zxeB\{z;:jeJ}
Jje€J JjeJ
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En nuestro caso, j = 0 € J. Donde ademas,

o Go(z) = { (z—0)(T(z) —z)~%, x€B(0),z#0

1, x € B\ B(0)
x B x B x Cz(l-2) 11—z
T(x)—2 _* _, z—z(l-z) 22 =
-z 11—z

1—=x
Golx) = et € (0,%) (A)

1, z€[i,1)

_ T — DL .
‘Fo():{(x 0)(z = Vo())™!, =€ B(0),x#0

Recordemos que Vk(x):%,VkEI. Luego Vo(x):xf_l
x B x B x Cz(r+1)  x+1
r—Volz) L__* axle+l)—2z 2?2 oz
z+1 r+1
r+1 1
5 B
F@={ = *0z B
1, z€[3,1).

De (A) y (B) y la conclusién del Teorema Central tenemos
c1Go(z) < h(z) < coFp(z) ; z e (0,1)

Lo cual implica que,

- 1
cl( xx><h(:r)<62<$;_ )7Parax€(07%) y a<h@) <o, paraz ez 1)

Por otro lado, hallemos el desarrollo de taylor de T alrededor de cero. Calculemos los

(n;41)
coeficientes a1 = w, n € IN.
! 1 !
T(m):(l_x)Q, T(0) =1

2

T"(z) = T(0) =2, ag=1#0

TM(z) = —O  T0) =6, a5 = > —1

T (1—a)? R T
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Luego, T admite una expansion 7'(z) = z + 2% + 23 + ...

Entonces por corolario 3.1, existen constantes do > di > 0 tal que

di(xr —0)"! < h(z) < dg(z —0)7t
1 1
di— < h(z) < do—
x x

1
Esto nos lleva a decir que h(z) = —ho(z), donde 0 < d; < ho(z) < da.
x
Una densidad invariante para T es dada por F. Schweiger en su articulo Number Theorical

1
Endomorphisms with o- Finite invariant measure, ver [5], como h(z) = —. Observese que
x
dado A C [0,1) un intervalo cualquiera A = [a,b], a#b, a#0

b 1 !
M(A)z/h(x)dx:/ Lip — g = 0
A a T 1

na

Si a=0, entonces p(A) = +o0.

Asi, T es una transformaciéon con medida invariante infinita.

3.2. Ejemplo 2.

2
Dada la funcién f(x) = — arctan(g—x), considerese la transformacion
T:[0,1) — [0,1) definida como sigue:

T(x) = gtatn <%a:) (mod 1).

™

Muestrese que T satisface las condiciones del Teorema Central y aplicar los resultados.

2
Observese la gréfica de la funcién f(x) = — arctan(%) en la figura 3.6.
™

Figura 3.6: Gréfica de f
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Hallemos f~!(z)

2 ¢ (mc) N Y ¢ (mc)
= —arctan { — —— = arctan |\ —
Y 2 2 2

T
= tan (W—y) = ™
2
2
— tan (@)
T 2

I
8

Asi, fl(z) = %tam (E)

1 x

Figura 3.7: Grafica de f~*[j 1)

Entonces podemos considerar T'(x) = f~*|j.1)(z)(mod 1). Es decir,
T:[0,1) — [0,1) estd dada por T(z) = 2 tan (g—m)(modl)
Para hallar los extremos de los intervalos de la particién calcularemos la imagen inversa
de f~! para cada z =0,1,2,3,.... Es decir,
£(0)=0;  f(1) = 2arctan (g) —0,639;  f(2) = 2arctan (%’f) — 0,803;
f3) = %arctan (%’T) =0,866; f(4) = %arctan (47”) =0,899;...f(k) = %arctan (Lk>

Asi, los intervalos de la particién son de la formas:

B(k) = [% arctan (%’“), % arctan (”'(k;l))} conkel={0,1,2,3,...}
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'“"I.-‘

o,

o ogs namogs T X
BID) B BEElee

R J

Figura 3.8: Gréfica de T(x)

Debemos verificar que T satisface las condiciones del teorema 2.1 para ello probare-

mos que T esta en las condiciones del corolario 3.2, las cuales son:
» T satisface (T'1) — (T4)

» V; (i € 1) son dos veces diferenciables

V//
= A =supsup w es finito
icl zeB | V{(2) |

= T tiene una potencia con derivada acotada lejos de 1.

e Veamos que se cumplen las condiciones (T1)-(T4)
(T1) T;=T|pg) es diferenciable y existe b > 0 tal que T} > b Vi € I.
En efecto, como f~!(z) es derivable para todo z € [0,1), T'|p(; tambien lo es y

2 r 2 . .
T!(x) = (; tan <?)) = ;sec2 (%) . g = sec? (%), x € B(i),iel
Recordemos que sec(x) > 1 para x en (—3, 5

T.x T
0<z<l = 0 —<—
. 2 2
N (7r.:v)>1
sec|— ) >
2
= secQ<7T2%x>>1

(T2) T;(B(i)) = B, para todo i € I.
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Por la forma como T estd definida, T'(z) = 2 tan <%>(mod 1) y los intervalos de la
particién, se tiene que T;(B(i)) = B =[0,1) Vi€ I.
(T3) Todos los puntos fijos indiferentes son fuentes regulares. Observese en la figura 3.10

que en cada B(i) existe un tinico punto fijo.

¥

4
T

"y

0 068 0503 0865
B BB

Figura 3.9: Gréfica de T(x) con la Identidad

En B(0) el punto fijo es cero,

Tp(0) = 2 tan (”70> =0 y limT)(z) = lim sec? <7T2—x> = <sec (H»Z =1.

z—0 z—0 2
Es decir que 0 es un punto fijo indiferente. Notemos también que es el unico punto fijo
indiferente de T en [0,1) pues T}(z) = sec? (L;) >lpara0<z<lyViel.
Es decir que T; tiene derivada lejos de 1 en todo B excepto en 0 (el punto fijo indiferente).

Ademss el cero es también fuente regular. En efecto,

T! (z) = (se02 <7r27x>)’ = 2sec (%) : <sec (%))I

- e () () 20

Como T!'(z) > 0¥z € [0,1) entonces T(x) es creciente Yz € B(i). Asi, T|; es
creciente a la derecha del punto fijo indiferente es decir que 0 es fuente regular.
(T4) Como el cero es el unico punto fijo indiferente se tiene que el conjunto de indices
J ={i € I:x; es punto fijo indiferente } es no vacio y finito, J = {0}.

e Veamos que las funciones Vi, = T}~ L'k e I son dos veces diferenciables.
Recordemos que Ty : B(k) — B = [0,1) esta dada por Ty(z) = 2 tan (%) (mod 1),
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x € B(k), k €1y definamos Vj, =T, ' : B — B(k) como:

Vi(z) = 2 arctan (%(k + x)) (mod 1),Vk e I.

00,599

0§66 f——

0505

Figura 3.10: Gréafica de V =T}

2 1 1

Vi(z) =~ = >0
’ T 1+(§(k+x))2 2 1+(g(k:+a;)>2
Vi/'(x) = — T 3 =— ik + ) < 0.

(1+(g(k+x)>2)2 2(1+<g(k:+x)>2>2

Tanto V}/(x) como V}/(z) son continuas en B.

"
e Ahora probemos que A = sup sup m es finito. En efecto,
kel zeB | Vi(2) |
72 (k + )
2\ 2 2
Vi@ | v 20+ (5E+0) ) a1 (§0ra) )
V! - V] - 1 - - 2\ 2

| Vi(@) | k(7) 5 2(1 + <§(k+x)> )

1+ (30 +2))

V@ n*(k + )

TV (04 (004 ))

De esta manera,

A

V//
A = sup sup ’k,w es finito.
kel zeB | Vi(2) |
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e Finalmente verifiquemos que la transformacién salto T* asociada a T tiene una

potencia con derivada acotada lejos de 1.

T(z) = %tan (%)(mod 1)

T2(z) = T(T(x))zT(gtan (gﬁ)(modn)

s

= %tan (g(%tan (%U)))(mod 1)

= ztan(tan (%))(mod 1)

s

T3(z) = T(T?*(z)) = T(g tan (tan (%)) (mod 1))

s

- %tan <tan (tan (%)))(mod 1)

De esta manera obtenemos que

T (z) = %tan(tan(tan(---tan (%U) -~))(mod 1), con x € By, n > 1.

n—uveces

Es decir, T*(z) = 2 tan (tan (tan (---tan (%) ---))(mod 1), con x € By,

Al igual que el ejemplo anterior tenemos por regla de la cadena que la derivada de

la transformacién salto se escribe como:
(T*) (x) = T"(T" (). T(T" 2 (x). T (T3 (x))..T"(T?(2)).T'(T(x)).T" ()

Ademds, como T': [0,1) — [0,1) esta definida por T'(z) = %tan (%) (mod 1),
tenemos T"(z) = sec? (g—x)

Como la transformacion salto no esta definida en el punto fijo indiferente que en
nuestro caso es el ceroy 77(z) >1 Vax € (0,1) tenemos

(T*)(z) >1 Vz € B,.

Entonces para algin m € IN tenemos

(T () = (T (@) > 1
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Concluyendo asi que T™ tiene una potencia con derivada lejos de 1.
De esta manera se tienen las condiciones del corolario 3.2 y en consecuencia T
satisface las condiciones del teorema 2.1.

Ahora hallemos la expansién de taylor para T alrededor de cero. Calculemos los
T(nj'I‘l)(:L;j)
(nj +1)!
T'(z) = sec? (%), T(0) =1

(o) = 2see (22 sec ().t (Z2).Z = rsec? (2. tan (222)
T"(z) 2sec<2 -sece { =5 .tan 5 )5 = msec” .tan 5

T"(0)=7-1-0=0.

coeficientes a1 = , nelN.

Luego az =0

T"(z) = 7T|:7T sec? (gi).tan <7727x) tan <—> + sec? (L;:> sec? (%) g}

2
= 72 sec? (—) tan? (ﬂ> 4+ = gect (B)
2 2
2 2

T”’(O)IWQ-l'O—I-%'l:%#O

Asi, T admite una expansién T'(z) = 1 + an,;11(x — 2t 4 an, yo(7 — )
T+ ()
donde an, =~ 51 0
T3 (0 2 2

En nuestro caso a3 = 3,( ) = % #0,luegon; =2y T(x) =1+ %(x —0)3 + ...

Entonces, por corolario 3.1, existen constantes do > d; > 0 tal que
di(x —0)72 < h(z) < do(z — 0)72
1 1
dl? < h(r) < dzﬁ
1
Es decir que h(z) = —ho(x), donde 0 < d; < ho(z) < da.
T

Con este ejemplo concluimos nuestro estiidio sobre acotaciones para densidades invariantes

de transformaciones que presentan puntos indiferentes.
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