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“CICLOS HAMILTONIANOS EN GRAFOS 3-CONEXOS
SIMPLES NO DIRIGIDOS LIBRES DE GARRA
(HAMILTONIAN CYCLES IN 3 CONNECTED CLAW- FREE
GRAPHS)”

RESUMEN

Analizaremos con detalle que todo grafo G 3-conexo simple, no dirigido libre de

garra con n vértices y 0 > (n + 5)/5 es hamiltoniano.

Trabajo realizado por el Doctor Mingchu Li profesor del departamento de matemaéti-
ca y mecanica de la Universidad de Ciencia y Tecnologia de Beijing de la Republica
Nacional De China. y publicado en la revista Journal of Graph Theory. Volumen 17/
No.3, paginas 303-313, (1993 John Wiley Sons, inc).

Palabras claves: grafos 3-conexos, grafos libres de garra (claw free), grafos

Hamiltonianos.
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NOTACIONES

subconjunto propio de V(G)

subgrafo de GG

grafo de GG inducido por S

grafo de G inducido por (V(G) — V(H))

conjunto de vertices para los cuales x es adyacente
minimo grado de un grafo G

subconjunto de V(@) o subgrafo de G

subconjunto de V(&) o subgrafo de G

conjunto vertices en 1" que son adyacentes a algin vértice en K
| Nz (K)|

IN(z) T

conjunto de vértices de x a y en C' (incluyendo x e y)
Cla,y] —{=,y}

denotan el sucesor y el predecesor de x

subcamino de un camino P
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Introduccion y antecedentes

Todo grafo finito no dirigido GG es considerado claw-free si este no contiene una
copia de un K 3 grafo. Es decir, ningtin subgrafo inducido de G es isomorfo al grafo
bipartito completo Estrella o grafo garra K 3. Sean S un subconjunto propio de V(G)
y H un subgrafo de G, denotaremos por G[S] y por G — H a los grafos de GG inducido
por Sy (V(G) —V(H)) respectivamente. Si N(z) y d para todo x en V(G) denotan
al conjunto de vértices para los cuales x es adyacente (o conjunto vecindad de x ) y
al minimo grado de un grafo G respectivamente y ademas K y T son subconjuntos
de V(G) o subgrafos de G, N7 (K) representara al conjunto de vértices en T' que son
adyacentes a algun vértice en K, y dp(K) = |Np(K)| y dr(xz) = |[N(x)(T]. Para
un ciclo C' en el cual definimos una orientacion, y cualquier par de vértices x,y en C,
Clz,y] es el conjunto de vértices de x a y en C' (incluyendo x e y) cuando sigamos
la orientacion de C. Ademéas C(z,y) = Clx,y] — {z,y} y ™, 2 denotan el sucesor
y el predecesor de x respectivamente de acuerdo a la orientacién definida sobre C.
Un subcamino de un camino P seré denotado de la forma P[u,v] donde u,v son los
vértices inicial y final del subcamino. P(u,v) es obtenido de P[u,v| por supresion de
uyv.

Existen varios articulos referentes a la determinacion de ciclos hamiltonianos
en grafos libres de garra (claw-free graphs). M. M. Matthews and D. P. Summer
demuestran en [6] que cada grafo 2-conexo libre de garra G con 6 > (n — 2)/3
(n = |V(G)]) es hamiltoniano. Li Mingchu prueba en [4] que cada grafo 2-conexo
k-regular libre de garra con a lo sumo 5k vértices es hamiltoniano. Asi mismo Liu y

Li muestran en [5] que cada grafo 3-conexo k-regular libre de garra con a lo sumo
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5k-5 vértices es hamiltoniano. Y en el caso de grafos no k-regulares, el resultado mas
conocido proviene del articulo [8]: "Hamiltonian cycles in claw-free graphs” realizado
por C. Q. Zhang, en el mismo 6 > (n —3)/4 (n = |V(G)|).

El proposito central de este trabajo esta en mostrar que la condicion de regu-
laridad del articulo desarrollado por Liu Zhenhong and Li Mingchu en [5] titulado
"Longest cycles in 3-connected claw-free graphs” puede ser mejorada y extendendida
a los resultados logrados en [8] y [6].

Nuestro trabajo consta de tres capitulos:

= En el primer capitulo, indicamos todas y cada una de las definiciones necesarias

para entender y desarrollar nuestro cometido.

= En el segundo capitulo, mostramos detalladamente la validez de los lemas uti-

lizados en el desarrollo del teorema principal asi como algunos ejemplos.

= Y por ultimo en el tercer capitulo tenemos el desarrollo del teorema principal.

Todos los grafos considerados en este trabajo son no dirigidos, finitos, sin lazos

y sin multiples lados (o lados paralelos).



Capitulo

Preliminares.

§1.1. Teoria de Grafos

Definicién 1.1. Un grafo no dirigido es una estructura denotada por G:= [V E]|
formada por los siguientes conjuntos: V={wy,...,v,} a los que llamaremos vértices
(puntos o nodos) del grafo G, cuya notacion sera V(G), (V(G) # 0), y E={aq, ..., an}
conjunto de pares no ordenados con a; = {vy,v;} llamados aristas o lados del grafo

G para algin k, j € {1,..n} ei € {1,..m}.

Observacién 1.1. Otra notacion usual para los lados a; es a; = v,v; donde vy, y v;

son los extremos del lado, siempre que exista un tnico a; entre los vértices.

Definicién 1.2. Si e = z; x; representa un lado de un grafo G, diremos que z;, z;
son adyacentes y que el lado ”e” incide en sus vértices extremos. En caso de que i=j

el lado e es un bucle o lazo.

Definicion 1.3. El orden de un grafo G:= [V,E| denotado por |V| no es mas que
el nimero de vértices del grafo; en forma analoga la dimensiéon o tamano de G es el

namero de lados del grafo G denotado por |E].
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Ejemplo 1.1. La figura 1.1 representa un grafo G, donde V= {v,v9,v3,04} ¥

E={v1vs, V103, v304, V401 }.

Wy Va

Va Va
FIGURA 1.1: REPRESENTACION DE UN GRAFO

Ejemplo 1.2. En la figura 1.2, el orden del grafo G es |V|=5 y el tamano de G es
|E|=T7.

FIGURA 1.2: ORDEN Y TAMANO DE UN GRAFO

Definiciéon 1.4. Los lados paralelos en un grafo G son dos o mas lados que tienen

los mismos vértices extremos.

Definicion 1.5. Un grafo simple es un grafo sin lazos ni lados paralelos. O si a lo

mas existe un lado entre dos vértices cualesquiera.
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Ejemplo 1.3. La figura 1.2 representa un grafo simple.

Definiciéon 1.6. Sea G:= [V,E| un grafo, se define grado de un vértice x, denotado

por dg(z) con x € V(G) al ntmero de lados de G incidentes a x.

Ejemplo 1.4. En la siguiente figura, los grados de los vértices a y ¢ son: dg(a) = 2,
dg(C> = 3.

C3 a

€1

FicurA 1.3: GRADO DE UN VERTICE

Definiciéon 1.7. Dos grafos G:= [V1,E1] y Go:= |Va,E3] no dirigidos son isomorfos
si hay una funcion f: V; — V5 biyectiva con la propiedad de que para cada par de
vértices a,b € V1, a y b son adyacentes en Gy si y solo si f(a), f(b) son adyacentes en
Gs.

Ejemplo 1.5.
G1: 9 G2: f
4P N B
8 1=
Al VA il 8

FIGURA 1.4: G1 ES ISOMORFO A G2

Al construir una funcién f la cual sea un isomorfismo de G y H. Una posible

funcion f es la siguiente:
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Definicién 1.8. Un grafo G:= [V,E] se dice que es k-regular si todos sus vértices

poseen grado k.

Ejemplo 1.6. En los siguientes grafos tenemos que (a) es un 3-regular y (b) no es

un grafo regular.

(a) (b)
FIGURA 1.5: GRAFOS REGULARES

Definicién 1.9. Sea G:= [V,E] un grafo de orden n (|V(G)| = n), diremos que es
completo si y solo si es simple y (n-1) regular. Los grafos completos son denotados

por K, donde n es el nimero de vértices y su dimension es n(n-1)/2.

Ejemplo 1.7. En el siguiente ejemplo muestran los grafos completos de orden 1 al

' N

FIGURA 1.6: GRAFOS COMPLETOS K1, Ky, K3, K4, K5
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§1.2. Subgrafo y subgrafo inducido

Definicion 1.10. Dado un grafo G:= [V,E|. Diremos que el grafo H=[V, E] es un
subgrafo de G si: V(H) C V(G) y E(H) C E(G).

Definiciéon 1.11. Sea G:= |V,E] un grafo y H:= |U,E(G)] un subgrafo de G. Diremos
que H es inducido si todo lado de G con extremos en U, esta en H. Denotado por
G[U].

Ejemplo 1.8. En la figura 1.7, sean V={vy, v9, v3,v4} y U= {vy, v9, v4} subconjuntos
de V. El segundo grafo G[U] es un subgrafo del primer grafo G. Ademas, G[U] es el
subgrafo de G inducido por U.

G: G[UI:

Vi Va2 Vi

v

FIGURA 1.7: SUBGRAFO INDUCIDO

Ejemplo 1.9. En la figura 1.8 el segundo grafo G’ es un subgrafo de G, pero no

inducido.
G G]: i
W vz V1 2
®
Vg Vg Vi Vi

FIGURA 1.8: SUBGRAFO NO INDUCIDO

Definicion 1.12. Un grafo G:= [V,A] es bipartito si puede expresarse como G:=
{ViUVa, A} donde V) | Vs es una particion de V, bajo las siguientes condiciones:
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s Cada arista de A une un vértice de V; con uno de V5.
= No existen vértices adyacentes ni en Vi ni en V5

Definicion 1.13. Un grafo G:= {Vi|J V2, E'} es bipartito completo con |Vi|=m y
|Va|=n, denotado por K,,, siy solo si es bipartito y cada vértice de V; es adyacente

a todo vértice en V5 y viceversa.

Ejemplo 1.10. Sea G:= [V,E| un grafo con V={vy, v9, v3,v4,v6}, V1= {v1,v3,05} ¥
Vo={wg, v4,v6}. (ver figura 1.9).

V1 Vg Vg

Vo Vi Vg

FIGURA 1.9: GRAFO BIPARTITO

Ejemplo 1.11. Sea G:= [V,E| un grafo y sean A y B subconjuntos de V(G) tal que
A={ay,as} y B={b1,bs,b3}. |A|=2 y | B|=3 (ver figura 1.10).

A E
d b1
dz bs
b

FIGURA 1.10: GRAFO BIPARTITO COMPLETO Ky 3
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Observacion 1.2. El grafo bipartito completo K 3 es conocido como un grafo garra

o estrella.

Ejemplo 1.12. En la siguiente figura vemos un grafo estrella.

K1|3:

FIGURA 1.11: GRAFO K, 3

§1.3. Camino y ciclo

Definicion 1.14. En un grafo G un camino es una sucesion finita de vértices y
aristas alternos, vy, e, v1, €2, ..., Up_1, €4, Uy, donde vy y v, son los vértices extremos
del camino, ademas e; = {v;_1,v;} para ¢ = {1,2,...n}. En caso de que G sea simple
el camino es denotado vy, vy, v, V3, ..., v,. La longitud de un camino es el niimero de

lados que hay en el camino.

Observacion 1.3. Si todos los lados y vértices del camino son distintos diremos que
el camino simple es elemental, y en caso de que el vértice final e inicial coincidan

(vg = v,), dicho camino simple es conocido como ciclo.

Ejemplo 1.13. En la figura 1.11 algunos caminos del grafo G son: P: z1zsx32475, R:
T1T4X5T3 Y S: 371 T2x5. Estos caminos son simples, la longitud de P es 4, la longitud

de Ry Ses 3. Un ciclo en G es C: 212903752471
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X4

X2 Xg

X3 Xs
FIGURA 1.12: CAMINO Y CICLO
§1.4. Grafos conexo
Definicién 1.15. Un grafo G:= [V,E| es conexo, o si |V|=1 6 para dos vértices
cualesquiera u 'y v en V(G), siempre es posible determinar un camino entre ellos.

Ejemplo 1.14. La figura 1.1 representa un grafo conexo.

Definicion 1.16. Un grafo G:= [V,E]| no dirigido es K-conexo si para cada par de
vértices u, v en V(G), podemos determinar por lo menos K caminos disjuntos respecto

a los lados entre ellos. Es decir, los caminos no poseen ningiin lado en comun.
Ejemplo 1.15. El grafo K, del ejemplo 1.7 es 3-conexo.

Definicion 1.17. Una componente conexa de un grafo G es un subgrafo conexo que

no esta propiamente contenido en ningtn otro subgrafo conexo de G.

El grafo de la figura 1.12 tiene cuatro componentes conexas.

OV

FIGURA 1.13: GRAFO DISCONEXO
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§1.5. Grafos hamiltonianos

Definicion 1.18. Sea G un grafo. Un camino simple en G que contiene todos los
vértices de G y no repite vértices es un camino hamiltoniano. Un ciclo hamiltoniano

es un camino hamiltoniano que inicia y finaliza en el mismo vértice.

Definicion 1.19. Sea G un grafo conexo, diremos que es un grafo hamiltoniano si

este posee un ciclo hamiltoniano.

Ejemplo 1.16. En la figura 1.13 podemos encontrar un ciclo C:= (x1x2x324%571)
el cual es hamiltoniano, por lo tanto el grafo G también lo es. Mientras que la figura
1.14 muestra un grafo G’ que no es Hamiltoniano ya que no posee ningun ciclo

hamiltoniano.

Xo X5

X3 X4

FIGURA 1.14: GRAFO HAMILTONIANO

G

FIGURA 1.15: GRAFO NO HAMILTONIANO
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Observacion 1.4. Observe que un ciclo hamiltoniano debe contener todos los vér-
tices, pero no necesariamente todas las aristas. Si n > 3 el grafo completo K,, es

hamiltoniano.

Definicion 1.20. Un grafo G se dice que es hamiltoniano conectado si para cualquier

par de vértices x, y en V(G) existe un camino hamiltoniano que los conecte.

Ejemplo 1.17. En la figura 1.13 el grafo G es Hamiltoniano conectado ya que es

un K5.



Capitulo 2

Ciclos Hamiltonianos en grafos libres de

garra

§2.1. Desarrollo de los lemas

Lema 2.1. [5] Sea C el ciclo de mayor longitud en un grafo m-conexo libre de garra
G, y H una componente de G-C, donde m > 2 y |V(H)| > 3. Si H es hamiltoniana
conectada, entonces existe algin vértice v en H y un s entero tal que:
V(O] = s(dg(v) = s +4) + (m —s)([V(H)| — 5+ 3), (2.1)
donde o < s < |V(H)| + 3.

Ejemplo 2.1. Consideremos el siguiente grafo G, 2-conexo

V1

V2 Va

Vg Vg Vg

Ficura 2.1: GRAFO 2-CONEXO

13
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Veamos que G es un grafo libre de garra.
Sabemos que vy, vy y v no pueden generar una garra ya que tienen grado 2. Veamos

que v, V3 ¥ U5 tampoco generan una garra como subgrafo inducido.

Para vy son adyacentes los vértices, vy, v3, vy v vs. Las posibles combinaciones
de cuatro elementos con vy son: {vy, vy, v3,v4}, {va, V1, V3, V5}, {Va, U3, vy, v5}. Veamos

que esas combinaciones no generan una garra como subgrafo inducido.

= Con {1}27 V1, U3, U4}

W Va2

FIGURA 2.2: GRAFO LIBRE DE GARRA

u COH {U27 U1, Vs, U5}

FIGURA 2.3: GRAFO LIBRE DE GARRA

= Con {U27 V3, Vg, U5}
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V2 Va

Va Vs

FIGURA 2.4: GRAFO LIBRE DE GARRA

Para v3 son adyacentes los vértices vy, v, vs5, vg. Las posibles combinaciones de
cuatro elementos con vz son: {vs, vy, va,vs}, {vs,v1,v2,v6}, {v3, V9, v5,v6}. Veamos

que estas combinaciones no generan una garra como subgrafo inducido.

» Con {vs,v1,v2,v5} tenemos la misma figura de {vq, vy, v3, v5}.

u COH {037 U1, V2, UG}

'L Vo

Va Vs

FIGURA 2.5: GRAFO LIBRE DE GARRA

» Con {vs,vq, vs5,v6}
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Vo V3

Vg Vg

FIGURA 2.6: GRAFO LIBRE DE GARRA

Para v5 son adyacentes los vértices vy, v3, 14, vg. Las posibles combinaciones de 4
elementos con vz son: {vs, v, v3, U4}, {vs, V2, U3, V6 }, {Us, V3, V4, Vs }. Veamos que estas

combinaciones no generan una garra como subgrafo inducido.
» Con {vs, v9,v3,v4} tenemos la misma figura de {vq, v3, vy, v5}.
» Con {vs, v9,v3,06} tenemos la misma figura de {vs, va, v5, vg}.

» Con {U57 VU3, U4, UG}

V3 Vs

FIGURA 2.7: GRAFO LIBRE DE GARRA

Sea C: v1v9v4v5v5v30; €l ciclo de mayor longitud que se encuentra de color rojo

en el grafo G de la siguiente figura, |V (C')|=6.
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V1

Va2 Vi

Va Vg Vg

Ficura 2.8: CICLO C
Sea H la tnica componente de G — C' donde |V(H)| = 3 y H es hamiltoniana

conectada.

vz Vi

FiGcura 2.9: COMPONENTE H

Veamos ahora que existe algin vértice v € H tal que:

V(CO)| = s(d(v) —s+4)+ (m—s)(|[V(H)| —s+3), (2.2)

donde o< s < |V(H)|+3.

Como H es un grafo 2-regular entonces para cualquier vértice v € H, d(v) =2,

m = 2. Tomemos vy = v.

Asi,
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V(C)| = s(dv)—s+4)+ (m—s)(|V(H)| —s+3)
=6 > s2-s5s+4)+(2-95)B—-s+3)
=6 > s(6—35)+(2—135)(6—23)
=6 > (6—s)(s+2—y9)
=6 > (6—s)2
=3 = 6—s
=s = 3(I)

Por otro lado

o< s < |V(H)|[+3
= o< s < 3+3
= o< s < 6 (1)

Por lo tanto de (I) y (II) tenemos que para 3 < s < 6 se cumple la desigualdad
(2.2). ]

Ejemplo 2.2. Consideremos el siguiente grafo G, 3-conexo libre de garra

vz

Vs

V7

Vi Vg

F1cura 2.10: GRAFO 3-CONEXO
Sea C: v1v9u3v4v5v6v7 €l ciclo de mayor longitud en G que se encuentra de color

rojo en la siguiente figura, donde |V(C)|=7.
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vz

Vi3

Vs

V7

Ve Vs

FiGura 2.11: CICLO C
Tengamos también a G-C y a H una componente de G — C donde |[V(H)| =3y

H es hamiltoniana conectada.

V1 Vi

W
vy / 4

Ficura 2.12: G — C' Y COMPONENTE H

Veamos entonces que existe algin vértice v €H tal que

V(C)| = s(d(v) —s+4)+ (m—s)(|V(H)| —s+3), (2.3)

donde o< s < |V(H)|+3.

Como H es un grafo 2-regular entonces para cualquier vértice v € H, d(v) =2.

Tomemos v3 = v.
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Asi:

V(C) = s(dw)—s+4)+ (m—s)(|[V(H)|—s+3)
=7 2 s2-s+4)+B—-95)(3—-s5+3)
=7 > s(6—s)+3—s)(6—-s)
=7 > 6s—s’+18—3s—6s+s°
=7 = 18—-3s
=35 > 18—-7
=3s > 11
s > 11/3~4 (II)

Por otro lado
o< s < |V(H)|[+3
= o< s < 3+3
= o< s <6 (IV)
e

Asi de (III) y (IV) tenemos que para 4 < s < 6 se cumple la desigualdad (2.3) . =

Lema 2.2. [5] Sea C el ciclo de mayor longitud en un grafo G libre de garra y
R = G — C distinto de cero. Si hay un camino P de orden s en R tal que el vértice
final e inicial, a y b de P estan unidos a los vértices ¢; y ¢; en C respectivamente

(i < j) entonces:

a) ¢c;, cfc; € E(G);

c) [Clei ¢i)| = 5 +2;

d) Sicic, cjcy € E(G) coni<g<j,i<t<jyg#t, entonces |[g—t—1| > s;

e) Sice, € E(G) coni <t<j>g,entonces j —t+ |C(cy ¢)| = s.

Observacion 2.1. En el item e) del lema del paper aparece la expresion t-i+g-j-4 >

h pero esta no aparece en el lema de otros paper investigado (Hamiltonian cycles in
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regular 2-connected Claw-free graphs, Li Ming-chu) y no se utiliza para demostrar
ningin cometido de nuestro paper, mas aun, consideramos que hay un error, en ves

de —j debe ser +j, hecho que nos llevo a investigar el lema en otros paper.
Ejemplo 2.3. En la figura 2.13 tenemos un grafo G:[V, E| con V(G) = {v1, va, v3, v4, U5, g, U7, Ug, Vo }
y E(G) = {U1U2, V13, V1Vg, V2V3, U2V4, V2Vg, UzVy4, U3Us, U4Us, U4U7, V4Us, U5Vg, UsVU7, UsV9, VU7, VgUs, UgV9,

v7vg, UgUg } €l cual es facilmente demostrable que es libre de garra.

Vi =G Vg = Cj Vs :Cj+

Ficura 2.13: GRAFO G

Datos de la figura 2.13:

n Civq0903040506U70s 97 €8 el ciclo de mayor longitud en G con una orientacion

indicada.

R=G-C.

— + - _ —
B C =11, C =72 C =g, Ct = V3.

_ + - —
" Cj =y, Cj = Vs, Cj = Vg, Cg = Us.

|Clei, )| =[Oy, 07)[=5.

= N(c; =v7) = {v4, 05,06, Vs}.
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u N(Cz - Ul) — {U27U37U9}'

» [C(cy, )| = [Cfvs, v1)|=4

Vs
Va2

V1 Vg Vg

FIGURA 2.14: GRAFO R=G - C

Datos de la figura 2.14:

P: v9w9vg €s un camino en R donde a = vy y b = vg. Por lo tanto |P| = s = 3.
Ahora de los datos obtenidos por las figuras 2.11 y 2.12 vemos que se cumple lo
siguiente:

a) ¢fc; = vy y ¢ ¢; = vgug € E(G).

b) ¢f =wvy, ¢; =vg & N(c; =v7)y c;r = vg, ¢; = Vg ¢ N(c; =v1).

c) |C(ci,cj)| = h+ 2 (sustituyendo los datos).

d) cict = vvs, cjeg =vv5 € E(G) coni<g<j,i<t<jyg#t (i=17j="71t=
3,9 = 5) entonces |g —t — 1| > h (sustituyendo los datos).

e) cicy, =v3vs € E(G) coni <t < j> g,entonces j—t+|C(c,, ¢;)| = h (sustituyendo

los datos). [
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Lema 2.3. [3] Sea G un grafo conexo. Si cada camino mas largo P: v;...v, en G
tiene la propiedad de que la suma de los grados de sus vértices finales es al menos
\V(P)|+1, ((dp(vi)+dp(v,)) = |[V(P)|+1), entonces G es hamiltoniano conectado.

Ejemplo 2.4. Sea G : [V, E] un grafo con V(G)={vy, v, v3, v4, 5}

V2

'L V3

Ficura 2.15: GRAFO G

En este grafo los caminos mas largos tienen longitud 4. Algunos de esos caminos
son:

Partiendo de v;:

Pi: v1v5v40309.

PQZ V1UV2V5V4V3.

Ps: v1v5090304.

P4Z V1UV2V3U4 V5.
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Partiendo de vy:
Py 0904030501
n Py 0901040503,
u P7I V2U1V5V3V4.

u Pgi V2UV3V1U4V5.

Partiendo de vs:

Py: v3v50904v1.

L] P102 V3U4UV5V1 V3.

n Po: V3040201 Us.

Partiendo de vy:

n Pi3: 040509030 .
u P14I V4U103V5V3.
u P15Z V4U501V2V3.

n Pl 0403010905,

Partiendo de vs:

u P17Z V5U403V9V .

L] Plgi V5UV4V1U2V3.

n Py v501U30904.

PHI V3UV201V5V4.

P182 V5U103V4V3.
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Observacion 2.2. Todos los caminos son de orden 5; es decir |V (P)|=5.

Veamos que estos caminos cumplen con la hipotesis del lema.

Py: 0105040309, acd dg(v1)=4 y dg(ve)=4, asi dg(v1) +dg(v2)=8 > |V (P)| + 1=6.
Py: v1v9v504v3, acé dg(v1)=4 y dg(vs)=4, asi dg(v1) +dg(v3)=8 > |V (P)| + 1=6.
P3: 0105090304, acd dg(v1)=4 y dg(vy)=4, asi dg(v1) +dg(vs)=8 = |V (P)| + 1=6.

y asi sucesivamente, como el grafo es un K5 todos los vértices tienen grado 4
y como |V (P)|=5 para todos los caminos, entonces es facil ver que se cumple la
hipotesis del lema.

Luego por lo anterior calculado vemos que para cualquier par de vértices v;,v; €
G existe un camino hamiltoniano.

Por lo tanto G es hamiltoniano conectado. n

Lema 2.4. Sea G un grafo 3-conexo no hamiltoniano libre de garra de orden
n > (n+5)/5, C es el ciclo de mayor longitud junto con una orientacion seleccionada
y H una componente de G — C' donde |V (H)| > 3. Si la componente H de G — C no

es hamiltoniana conectada entonces |V (C')| > 40 — 5.

Demostracion. En [2|, H. A. Jung probo que un grafo 3-conexo no hamiltoniano que
posee una componente no hamiltoniana conectada, contiene un ciclo C de longitud
al menos 46 — 5. Es decir, |E(C)| > 40 — 5. En consecuencia, por ser C un ciclo, el
ntmero de lados del ciclo coincide con el nimero de vértices.

Por lo tanto |V (C)| > 4 — 5. [

Lema 2.5. Sea G un grafo 3-conexo no hamiltoniano libre de garra de orden
n> (n+5)/5, C es el ciclo de mayor longitud junto con una orientacion seleccionada
y H una componente de G — C donde |V (H)| > 3. G — C no contiene ningtn vértice

aislado.

Demostracion. Sea v un vértice aislado en G — C, por lo tanto G — C # @ y
Ne(v)={uy,us,...,u;} (donde k = d(v) > §, pues 0 es el minimo grado posible en G)
tal que C se divide en k segmentos S; = C(u;, u;y1) (i=1,....k-1) y Sk = C(ug, uq).
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Sea C= (uy, S1,uz2, S, ..., ug, Sk) ¥y Si = {wi, w2, ..., uy, }. Todo lo antes descrito
nos asegura, primeramente la escogencia de una orientacion sobre C, asi como que

las hipotesis del lema 2.2 se cumplen. Ver la siguiente figura.

FIGURA 2.16: REPRESENTACION DE C= (uy, S1, U2, Sa, ..., Ug, Sk)

Como v esta aislado (isolated vertex) en G — C, el camino P es de orden h=1.
Por tanto, por el lema 2.2 item (c): |C(¢;, ¢;)| = h+2=3, para todo i, j € I= {1, ...k}.
Asi, t; > 3 y mas aun aclaramos que t; > 4, con i = 1,....k. De lo contrario, sin

perdida de generalidad asumiendo que S; = {u1, u12, u13} graficamente tenemos:
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U1

uqq

v Uiz

U3

uz

FIGURA 2.17: REPRESENTACION DE S; = {1, g, ..., Ui, }

En consecuencia por el lema 2.2 item(b) ocurre wuq, u;, w1, Ui, Wi, ¢ N(uja) con

i= 2,...,k. Ahora bien como |N(uj2)| = ¢ y por otro lado |N(up2)| < (n — 1) —

(‘ Uf:Q{ui7 Usi1, Ui2, uz’ti}

el w;p mismo, {u;, w1, Uz, uy, } con i = 2,...k tampoco estan en N (u12); asi como u; y

+|{u1,v}|) donde n es el orden de G, el (1) que se le resta es

ademés como v esta aislado entonces le restamos |{u1, v} y | UFo{us, wit, iz, war, }

Pero como:

1.6 > (n+5)/5 < n<5 —5, por lo tanto n — 1 < 55 — 6

2. | UL (i, i, win, wir, }

\ UfZQ{Um Us1, Ui2, uzt} = |{U27 Ug1, U2, u2t2} U{US, U31, U32, U3t3} U U{uk7 Uk, Uk2, Uktk}’
= {ug, ua1, ugg, Ugsy |+ 4| {wr, ur1, ur2, upe, }| (Por el principio de INCLUSION-
—4).

= 4(k — 1), pues

EXCLUSION, pues {u;, i1, i, g, }r_ son disjuntos y |[{us, w1, o, i, }

3. {ui, v}|=2.
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por lo tanto;

0 < N (ui2)| < (n— 1) — (| Uiy {ue, war, win, wie, }
<56 —6—4(k— 1) —2 (por (1), (2) y (3))
=50—6—4k+4—2

+ [{u, v})

=50 —4k —4
=50 — 46 — 4 (pues k > 0 mas aun k = 0)
=0—4

lo que genera una contradiccion pues & > § — 4, conservando nuestra aseveracion,

t; > 4. Ahora bien como t; > 4, Zle t; > 4k, d(v) > § y k > ¢ entonces tenemos:

4
=Y ti+dv)>4k+5+1>404+6+1=50+1 (2.4)
i=1

despejando § de la ecuacion (2.4) obtenemos 6 < (n—1)/5 lo que contradice nuestra
hipotesis ya que § > (n +5)/5.

En consecuencia G — C' no contiene ningin vértice aislado alguno. |

Lema 2.6. Si G es un grafo 3-conexo no hamiltoniano libre de garra de orden
n> (n+5)/5, Ces el ciclo de mayor longitud junto con una orientacion seleccionada
y H una componente de G — C donde |V (H)| > 3, entonces cada componente H de

G — C es hamiltoniana conectada.

Demostracion. Supongamos que H no es hamiltoniana conectada. Entonces por el
lema 2.4 obtenemos |V(C)| > 46 — 5y |V(H)| < ¢ pues de ser mayor uno de los
vértices de H tendria grado mayor que § y eso es contradictorio pues ¢ es el minimo
grado de G.

Es claro que el grado de los vértices de H en G—C' es mayor o iguala 1 (dg(v) > 1)
por lema 2.5. Si este vértice de H esta en C, su grado también sera mayor o igual
que 1 (de(v)). Por el contrarreciproco en el lema 2.3 como H no es hamiltoniana
conectada y es conexa entonces existe al menos un camino P de mayor longitud tal

que:
1. du(a) +du(b) < |V(P)].
2. |V(P)| < |V(H)|. (Por ser P un camino de H)

3. |V(H)| = 3.
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luego por transitividad tenemos:
3<du(a) +du(b) <[V(P)| < |V(H)| (2.5)

Seap = [V(P)| y b= V()|

Sea ( el conjunto de pares ordenados (u;,u;) de vértices distintos de C tal que
ou; € N(a) y u; € N(b) ou; € N(b) y uj € N(a) y ningtn vértice en C(u;, u;) es
adyacente ni a "a” ni a "b”.

Entonces por el lema 2.2 item (c), |C(u;,uj)| = p+ 2 para (u;,u;) € Q. Sean
qg=1Q| y X = Ng(a)[)Nc(b). Entonces ¢ > 2 ya que si tenemos un ciclo con al
menos 3 vértices el va formar al menos dos pares sin incluir los extremos y como X
es la interseccion de los vecinos a los extremos de Py por definicion de () entonces
|Q| = | X| = x, mas aun si |Q] < |X]| tenemos |N¢(a) x No(b)] < |[Ne(a) () Ne(b)]
lo cual por simple logica es imposible dado que en el producto cartesiano se generan
pares ordenados con los elementos comunes y no comunes a N¢(a) y No(b). Notemos
a su vez que a causa de que C es maximal, si u; € N¢(v) con v € V(H), entonces
Uit1, Uito, Uirs ¢ Ne(v). En otras palabras si u;4; € Ne(v), con j=1, 2, 3, existirfa
un ciclo de mayor longitud que C. Aclarando que x < 0 pues, si * > J entonces
tendria tanto "a” como ”b” grado mayor al minimo.

Ahora bien, dado que § > (n + 5)/5 entonces 55 — 5 > n pero;

n 2 [V(H)| + [Nc{a, b}| + 3[Ne({a, b}) — X| + z(p + 2)

luego por transitividad tenemos
56 =5 = |V(H)| + |Nc{a, b} + 3|Ne({a,b}) — X| + z(p+ 2) (2.6)
Por otro lado;
a) [Nc({a,b})| = [Ne(a) U Ne(b)]-
b) 3|Nc({a,b})—X| = 3(|Nc{a,b}|— |Nc({a,b}) () X|) (Por lema de cardinalidad).
c) No({a,b})(N X = Ne(a)( Ne(b) = X donde | X| = x.
sustituyendo a), b) y ¢) en la ecuacion (2.6) obtenemos:

50

=52 p+4Nc(a) UNe(b)| +z(p—1)
= 5)0—5

=
> p+4(|Ne(a)| + |Ne(b)| — |[Ne(a) () Ne(b)]) + z(p — 1) (Por principio de
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INCLUSION Y EXCLUSION en teorfa de conjuntos)
=50 —-52p+4((6 —du(a)) + (6 —du(b)) —z) + z(p — 1) (Puesto que
0 < [Ne(a)| + du(a), 0 <[Ne(®)] + du(b) y [Ne(a) N Ne(b)] = [X] = z)
=50 —5>2p+4(20 —dy(a) —dy(b) —z) +x(p—1)
=50—-5>28 —3p—4x+xz(p—1)

asi;

56 — 5> 86 —3p —dz + z(p — 1). (2.7)

Luego por la ecuacion (2.5) tenemos |V (P)| > 3 entonces:

Si p=3 y sustituyendo en la ecuacion (2.7)

50 —5>80 —3p —4x 4+ z(p— 1)

=5/—-5>28—3p—4dr+x(p—1)

=50—52>280—9—4r+ 2

=50—52b00+20+0—-4—-5—2x

= 56 —5>55—4+2(6 —x)+ (6 —5)

pero 50 — 4 > 56 — 5

luego 53 —4 > 56 — 4+ 2(6 — z) 4+ (0 — 5) lo que es una contradiccion.

Si p=4 y sustituyendo en la ecuacion (2.7)

5 —5 >80 —3p —4dx +x(p—1)

=50 —-5>28)—12 -4z + 3z

=50—-5250+0+20—-8—-4—=x

=50 —-5250—4+(0—x)+ (20 —8)

pero 56 —4 > 55 — 5

luego 56 —4 > 55 — 4+ (6 — x) + (20 — 8) lo que es una contradiccion.

Si p > 5y sustituyendo en la ecuacion (2.7)
50 —5>80 —3p —4x +z(p— 1)

=50—-52=250+30—-3p—4dr+axp—=
=55—52>25+3(0—p) —bx+ap
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=50—-525+3(00—p)+z(p—>5)
pero 50 — 4 > 55 — 5
luego 59 — 4 > 56 4+ 3(0 — p) + z(p — 5) lo que es una contradiccion.

Por lo tanto cada componente H de G — C' es hamiltoniana conectada. [ ]

Lema 2.7. Si G es un grafo 3-conexo no hamiltoniano libre de garra de orden

n> (n+5)/5, C es el ciclo de mayor longitud junto con una orientacion seleccionada
y H una componente de G — C donde |V (H)| > 3 entonces cada componente H de
G — C contiene al menos 6 — 2 vértices (|[V(H)| = 6 — 2).

Demostracion. Asumiendo que H contiene a lo mas 0 — 3 vértices (|V(H)| < d—3).
Si |V(H)| = 2, entonces se puede obtener facilmente una contradiccién de manera
similar a la del lema 2.5. Es decir, |V(H)| < 6—3=2<§—-3=J > 5lo que genera
una contradiccion ya que d > (n + 5)/5. Asi podemos asumir que |V (H)| > 3.

Por lema 2.5 tomando d(v) = § y Por lema 2.1 dado que se cumplen las hipotesis,

con s = |V(H)| + 3, obtenemos:

V(CO) = s(dv)—s+4)+(m—s)(|[V(H)| —s+3)
= [V(O) = (V(H)[+3)(d(v) = [V(H)| =3+4) + (m = [V(H)| = 3)(V(H)| - [V(H)] =3 +3)
= V(O = (V(H)[+3)(d(v) = [V(H)] +1)
= [V(O) = (V(H)[+3)(0 = [V(H)|+1).

Por tanto |V (C)| = ([V(H)|+3)(6 — |V (H)|+1) y tomando |V (H)|=h nos queda

que:

V()| = (h+3)(6—h+1)
= |V(C)] = 0h—h*+h+36—3h+3
= |V(C) = —h*—2h+S6h+35+3

De este modo |V(C)| = —h? — 2h + dh + 36 + 3.

Ahora notemos que —h* —2h + 6h + 30 +3 = —h* + h(6 — 2) + 3(0 + 1).

Sea g(h) = —h*+ (6 —2) +3(6 + 1) + h.

Obviamente g(h) es una funcién concava debido a que es una parabola y su valor

minimo ocurre en la frontera. Dado que |V(H)| > 3 y ademas estamos suponiendo
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que |V(H)| < § — 3 entonces ¢g(3) = 66 — 9y g(6 — 3) = 56 — 3, para todo §. En
particular:

Sid > 6, entonces min{g(3), g(d —3)} = 50 — 3.

Sié = 5, entonces min{g(3),g(6 —3)} = 60 —9 > 55 — 4, pero 56 — 4 > 56 — 5;
asi min{g(3),g(6d —3)} > 56 — 5.

De aqui;

n 2 [V(O) + [V (H)| = min{g(3),9(6 —3)} = 56 — 5,

lo cual es una contradiccion debido a que como § < (n+5)/5 entonces n < 59 —5.

Por lo tanto cada componente H de G — C' contiene al menos § — 2 vértices. =

Lema 2.8. Si G un grafo 3-conexo no hamiltoniano libre de garra de orden
n> (n+5)/5, C es el ciclo de mayor longitud junto con una orientacion seleccionada
y H una componente de G — C donde |V(H)| > 3 entonces G — C tiene solo una

componente.
Demostracion. Supongamos por absurdo y sin perdida de generalidad que hay dos
componentes H'y H en G — C. Por lema 2.1 ya que se cumplen las hipotesis y
tomando s = m = k(G) = 3, d(v) = J tenemos:
V(O s(d(v) —s+4)+ (m—s)(|[V(H)| — s+ 3)
= |V(C)] = 30-34+4)+B-3)(|V(H)—-3+3)
= |V(C) = 3(6+1)=36+3

WV

Ast, [V(C)] = 30 + 3.
Ahora usando lema 2.7 (|V(H)| > § — 2) obtenemos
n = |[V(O)+|V(H)| +|V(H)
=n =2 (30+3)+(0—2)+(6—-2)
=n = 50—1

lo que es una contradiccién ya que n < 59 — 5.

Por lo tanto podemos concluir que G — C' tiene solo una componente. [ |

De los lemas anteriores sabemos que GG — C' tiene solo una componente hamilto-

niana conectada conteniendo al menos § — 2 vértices.



DANNYMAR GONZALEZ. 33

(2

Lema 2.9. Supongamos que N(z;) — {z;,2;} C C(z],2;,,) = Sy G[N(z]) —

{z;,z;}] es un grafo completo. Consideremos a “"d” el vecino de z; mas cercano a

z7,, en S. Entonces para cada vértice w en C(z;, d), existe un camino P = Plw, z;']

de G[SU{z;}] (grafo inducido por S|J{z;}) entre w y z; de por lo menos § — 1
vértices (|P| > 6 — 1)(simétricamente un camino Q = Qw,z; | de G[SU{z}]

entre w y ,,; contiene al menos § — 1 vértices).

Demostracion. Sean wy, wy € N(z;) tal que:
i) C(wy,w)\N(z) = 0.
ii) C(w,we) N (z]) = 0.

Entonces por ser G[N(x]) — {z;,x;}] un grafo completo se cumple wyws, wd,
z Twy € E(G), por otra parte N (z])—{x; , z;} esta contenido en Clx;", w1 || Clwaq4) J{w}

y podemos construir el camino P y Q de la siguiente manera:

— = ettt
P = wwi..dwywy ..z iz,

— Fopoand ===
Q = ww_..rjwwy .. T, T,

Por lo tanto V(P) 2 (N(a}) — {2, 2:}) Ui} ¥ V(Q) 2 (N(a}) — {7 ,.})

(2

U{z} lo que implica que P y Q contienen al menos § — 1 vértices. [



Capitulo

Teorema principal

§3.1. Demostracion del teorema

Teorema 3.1. Sea G un grafo 3-conexo simple no dirigido libre de garra en n vértices

con 0 > (n+5)/5. Entonces G es hamiltoniano.

Demostracion. Supongamos que el teorema no es cierto, es decir no existe un ciclo
que visite todos los vértices una tnica vez. Sea C el ciclo de mayor longitud en G, y
C = (c1¢3...¢;...Cj...¢p...cpcr) (donde m = |V(C')| < n, los subindices de los ¢; s deben
ser considerados modulo m lo que nos asegura la orientacion de C). Consideremos la
componente H = G — C.

Como G es 3-conexo ocurre que:

(i) Existen al menos 3 caminos distintos entre dos vértices cualesquiera. Del hecho
que ¢;, ¢c;,¢ (1 < j <) estan en C, establecemos un camino de conexién entre
ellos en C en el sentido de su orientaciéon, y un segundo camino dentro de
C distinto al anterior se obtiene en sentido contrario a su orientacion. Por lo
tanto, el tercer camino tiene que estar en H = G — (', lo que nos asegura la
existencia de tres vértices distintos r1, 79,73 € V(H) tal que ¢;ry, ¢jre, qrs €
E(G) (i < j <) y un camino entre ellos en H (por lema 2.6). Ver la siguiente
figura.

34
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- + = + i +
C1C. .. G GG .. .5 5C ... 6L ...CphLy4

FIGURA 3.1: CICLO ¢1¢y...¢; ¢i¢f ...cj ¢jc)

P
7 -G e ...CnC

(ii) El grado de cada vértice de G es al menos 3 (dg(v) > 3) lo que generaria una

garra (K 3). Digamos graficamente

Ki a:

V4

Vo Vs Vi

FIGURA 3.2: GRAFO GARRA

pero por hipotesis G es libre de garra. Por lo tanto, existe al menos una adyacencia

entre dos de los tres vértices vo, v3, vy.

Sea |V(H)| = h, A= {c;,c;,a}, S1 = C(cf,¢;), Sa=C(c), ¢ ), S3=C(cf, ¢7).
Entonces, por lema 2.6, H es hamiltoniana conectada, luego, para cualesquiera dos
vértices en H existe al menos un camino hamiltoniano de longitud h—1 cumpliéndose

asi, las hipotesis del lema 2.2 por tanto, se cumple que

IS¢) = (h—1)+2=2(h—2)+2=h
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con t = {1,2,3}.
Es claro que; Neo(c;) — {c, ¢ ci,a} # 0N Neole) —{ch, ¢, c,a) = 0.

Observacion 3.1. Es obvio que {¢;", ¢;, ¢j, o} # ({¢f, ¢ Y U{cis ¢, c1}) pero

79

Ne(e) —{¢f, e e, at = No(e) — ({¢f e U A) pues ¢; ¢ Ne(e;) y definicion de

diferencia entre conjuntos.

Lo que nos permite dividir la prueba en dos casos.

Caso 1. Existe al menos un vértice en A digamos ¢; tal que:
NC(CZ') - {CT,C;,Cj,Cl} # 0.

En efecto, si ¢, € Sy por el lema 2.2 item (c) tenemos a = |C(c], ¢,)| = hy

b= |C(cp, ¢; )| = h. En consecuencia como C' = (¢1¢a...¢; ;65 ...cj ¢i¢;

-+
T CpenCy QLG i C1)

entonces

|V<C)| 2 a+b+’Sl|+|S3’+|{Ci_7Ci?Cj?Cj_acjacj7cl_7017cl+ucp}|
> h+h+h+h+{e, ¢ ¢, ¢, a,¢ 6l
> 46+ 2

puesto que:
= a>h>0—2por lema 2.7.

= b>h>0—2porlema 2.7.

|S1|=>h>d—-2

1S5 = h >0 -2

|{c;,cz-,c;r,cj_,cj,c;",cl_,cl,c;“,cp}| =10
y asi n > 5d ya que
n=|V(C)|+|V(H)| > 46+2+h

> 40+2+0—-2
= 50
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lo que es una contradiccion pues n < 50 —5. Asumamos sin perdida de generalidad
que i+1 < p < j—1porlema 22y (¢, es el vecino de ¢; mas cercano a c; en
S1)(*) en consecuencia por lema 2.2 item (c) tenemos |C(c,,¢; )| = h. Dado que H
es hamiltoniana conectada, existe un camino de longitud h — 1. Lo que nos permite
considerar un camino de longitud h — 2 y asi obtener |C(cy, ¢; )| = (h —2) +2 = h.

Antes de probar el teorema en este caso, verifiquemos primeramente los siguientes
cuatro hechos. Consideremos el vértice ¢, .

al) Si N(c, ) C(cp,c;) # 0 entonces existe al menos un vértice digamos c, en
N(c, )N C(cp, c5) tal que [Cley, ¢ )| = h.

En efecto, si |C(cy, ¢;)| < |[V(H = G—C)| = h entonces |E(C(cy, ¢; )| < |E(H)]|.
Como H = G — C es hamiltoniana conectada por el lema 2.6, podemos construir un
camino hamiltoniano entre ¢; y ¢; a saber ¢;r;...rs3...ro¢; el cual notaremos por ¢; Hc;

cuya longitud es obviamente h+1. Por otro lado:
1. ¢, es el vecino de ¢; mas cercano a ¢; en Sy por *.

2. Ne(cf) = {ci,ef ™}y, sie. € A con ¢, # ¢, ¢, ¢ No(cf) entonces podemos
decir que N¢(c;) € V(C) — A. Es claro que ¢ y ¢; no poseen otro vecino mas
que ¢; puesto que ric; y ric; ¢ E(G) pues de lo contrario creariamos los ciclos
Ci clcg...C;rlcic;“...cj...cl...cmcl y Cy - clcg...c;cl-c;rrl...cj...cl...cmcl donde sus
longitudes son iguales a la longitud de C mas 1 (el lado ¢; ry y el lado ¢/ ry) lo
que es contradictorio. Como G es libre de garra entonces el lado ¢; ¢ esta en

G.

3. ¢,y € E(G) por hipotesis y el camino simple de ¢, a ¢; en la orientacion

natural de C no se tomara en cuenta.

Por lo tanto de lo anterior dicho podemos construir un ciclo

I (oot oot —et ettt e o ot o He
C" = (cjcjcf ..oy aef ..emeica..ci ¢f el e cyc, ey epciH ey) el cual posee mayor

longitud que C. (Ver figura 3.3)
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2 o / \ iR

1

mli + _ ++ 3 5 + o o +
Cq1Cs...Cj CiCjC .. -Cp Cp Cp. Cg{:Cg Cg --- CjaCp G ...C CC ..

|\/ !
10
x 5,250 i |

I 2

Ficura 3.3: CICLO '

a2) Podemos asegurar que los lados ¢} ¢,, ¢; ¢, € E(G). Ciertamente, si
cte, ¢ E(G) entonces ric, € E(G) puesto que el inducido Gle;, ¢p, 71, ¢ ] # K 3
(G es libre de garra). Por otro lado tenemos que dy(¢;) = 2; de lo contrario dy(¢;) = 1
y dc(c;) = 0—1 obteniendo Ne(c;) € (S1 = C(¢f,¢;)) U(Ss = Clg, ¢;)) UL e }).

Por lo tanto

S
I

V(O +[V(H)
dc(Ci) + 4h + 7
50 — 3

WV

WV

lo que genera una contradiccion a n < 50 —5 puesto que por hipotesis 6 = (n+5)/5.
Ahora bien como dy(c;) > 2y tenemos que |C(¢], ¢;)| > h, entonces

n > 5|V (H)|+ 12 > 55 + 2 lo que nos asegura que los lados ¢/ ¢,, ¢; ¢, € E(G).

a3) Si N(c, N C(ef ) #0 o Nie S ) S3 # 0 con ¢, en N(c;)ﬂC’(cf,ci_)
entonces |C'(¢/", ¢,)| = h. En efecto, si |C(¢,¢,)| < h en forma andloga a como se

2 . . r + + - 4+ -
mostré en al) podemos construir un ciclo C" = (cyc, ¢, ~...c/ cpc) ..oy ¢ ctHeic; ...cy)

de longitud mayor que C, lo que que nos genera nuevamente una contradiccion.

Por ultimo a4) (N(c,)()S2 = C(c},¢;)) = 0. Dado que si
(N(c,)(S2 = C’(c}“, ¢;)) # 0y consideramos a ¢, € (N(c, ) [(S2 = C’(cj, ¢ ))) en-

_ - A e
tonces a = |C(cy, ¢; )| = h de lo contrario C" = (cyc, ...cpciHeep ¢ ..o ¢ ¢ ...c; cy)

=
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es un ciclo en G de longitud mayor a C, lo que es una contradiccion. Del mismo

modo obtenemos que b = |C(c; ", ¢4)| = h. Por lo tanto,

n = |V(C) +|[V(H)|

WV

(@+b+|Ss] +|S1| +10) + |V (H)|
5h + 10

5(6—2)+10

50

50 — 5

VoV

VoV

lo que contradice la hipotesis del teorema debido a que § > (n + 5)/5.

Obviamente ¢ ¢;, ¢, ¢; ¢ E(G) pues N(c, ) C(c;,¢;) =0y N(c,) CClc,¢;)
Ahora vamos a completar la demostracion del teorema en este caso.

Sea ¢, 0 el vecino de ¢, mas cercano a ¢;” en Sz = C(c/, ¢;) si
(N(c, )N Ss =C(¢,¢;7) #0 o ca=c¢; si(N(c;) S35 =C(q ,¢;7)) = 0. Entonces
por a3), nosotros tenemos que b = |C(cf, ¢, = ¢,)| = h. Sea ¢, el vecino de ¢, mas
cercano a ¢; en S entonces en forma andloga nosotros tenemos que:

a=|C(cy,c;)| = hy N(c,) < Clea, 5] = B.
QUG e CaC ).

’ o — .. — .. +
Ast C = (e1¢a...¢; ¢y CjC]

Por lo tanto,

V(O)| = a+b+]|Clea, ]l + |82l +{c;, ¢j. ¢ e, ¢ em}
= a+b+|B[+ 5] +{c;, ¢ ¢l a, ¢, em}

pero;
m a>h>0—2por lema 2.7.

= b>h>09—2porlema 2.7.

|So| = h > 6 — 2 por lema 2.7.

|B| = C(ca,cp) + {Cascp} = h+2

{c; ccf e, em} = 6.
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ast [V(C)| > 40 —6+6 =40 y ademéas |[V(H)| = h > 6 — 2, de lo que obtenemos

n=|V(C)| +|V(H)| =56 -2

lo que nuevamente nos genera una contradiccion a la hipotesis completandose asi el
caso 1. Hecho logrado de la posibilidad de considerar por lo menos tres caminos dis-

juntos de ¢; en C a H = G —C del supuesto original de que G no fuese hamiltoniano.

Caso 2. Cada vértice ¢, en A satisface No(cx) — ({¢), ¢, } U A) = 0. En efecto.
Como N¢(cf) = {ck, ¢t} y, sic, € A con ¢, # ¢, ¢, &€ No(c}) entonces podemos
decir que N¢(¢f) € V(C) — A, para k=i, j, 1. Es claro que ¢; y ¢; no poseen otro
vecino mas que ¢;, puesto que iz y riz; ¢ E(G), de lo contrario determinamos un
ciclo Cy de mayor longitud que C (ver figura 3.4). Dado que K 3 no es un subgrafo
inducido de G (G es libre de garra) entonces ¢; ¢; esta en G.

La siguiente figura representa lo antes dicho.

C1_C2...Ci_—Ci—Ci+... - o R

I > rs

Ficura 3.4: CICLO )

Consideremos los vértices x, y € No(¢f) — {¢;, ¢k }. Como por hipotesis
Gl{z,y,cx, ¢ }] # K3, tenemos que xy € E(G). Ciertamente, pueden ocurrir como

casos mas simples los siguientes:

1. Si ¢, x € E(G) entonces tendriamos un ciclo C1 : (¢icq...cp ckxcy ...Cj...Cp. 1)

de mayor longitud que C, lo que es contradictorio.
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Ci1—Co. . CK—CK—CK oy RN 0
|
|
|
X
FIGURA 3.5: CICLO C1 : (ci¢a...¢f, R ...Cj...Cp...01)
2. Sicy € E(G) entonces también tendrfamos un ciclo C2 : (cica...cp, cxycy ...cj...cp...c

de mayor longitud que C.

Cq4—Co.. CK—CK—CK «2Cp...Cq
Wt LEEE -
FIGURA 3.6: CICLO C2: (ci¢a...C) CkYCy ...Cj..Cp..C1)

3. Y por ultimo si xy € E(G) no tendriamos ningtn ciclo mayor que C.

Ci1—Cz ... CK—CK—CK el B

/\

Ficura 3.7: Cicro C

De esta ultimo gréfica, concluimos que G[N¢ (¢} ) —{c;,, ¢} es un grafo completo.

K/Ck:\y

FIGURA 3.8: GRAFO G[N¢(cf) — {cp, ex}]

1)
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Observacion 3.2. Es de notar, que cualquier otro caso construirle es combinacion

de los casos simples estudiados.

Similarmente, G[N¢(c;, ) — {¢f s e -

Con el fin de demostrar el teorema en este caso, aun se necesitan establecer seis
+

hechos ttiles y considerar el vértice ¢;” a saber.

bl) Sicfe, €E(G)yc, € S3=C(c, ¢), entonces b = |C(c;, ¢,)| = h. Pues de lo
contrario analogamente al caso al) G tendria el ciclo C" = (¢ ¢ ¢f " ...c; ¢f e Heier ..cp)

de mayor longitud que C, lo que es una contradiccion.

b2) N(cf)N(S2 = C(cf,¢)) = 0. Asumiendo que N(cj) () S2 # 0, luego existe

al menos un vértice ¢ comtin a ambos. Pudiendo suceder que ¢ = ¢4 € N(c;") sobre Sy

mas cercano a ¢, entonces |C(c],cq)| = h; de lo contrario nosotros construiriamos
un nuevo ciclo ¢! = (cdcj...cichcjc;cj__...cfcd) en G de mayor longitud que C,

llegando nuevamente a una contradiccion.

Considerando la posibilidad que exista mas de un elemento comtn por lo menos
dos ¢, y ¢ tal que: sin perdida de generalidad, ¢, sea el vecino de ¢; mas cercano
ac¢ en Sy =C(c),¢ ), y ¢ el vecino de ¢ mas cercano a ¢; en Sy = C(cf, ¢;).
Sea ¢, € N(c) el vértice mas cercano a ¢ sobre S3 = C(¢,¢;) si (N(¢) () S3 =
C(cf, ) A0V e, =c; st (N(¢f)NSs=C(c,¢;)) =0 (Notar que {51, 2, Sz} es
una particion de C'—{¢;, ¢;, ¢ }). Luego, coc, € E(G). Caso contrario determinarfamos
ciclos de mayor longitud a C y
N(ct) € B = Cley, ] UClea, ca] con |Cley, a) (N Clea, ca)] = 0, obteniendo que

|B| > § puesto que:

Bl = |Clep ]| Cleas call
= [Clep, &l +1Cea, call

> (h+2)+ (h+2)
> ((6-2)+2)+((6 —2)+2) (por lema 2,7)
> 20>0.

Ademés, a = |C(ca, ¢; )| + |C(cp, ¢j )| = h dado que G contiene el ciclo
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+ ottt
(c] cj e T ety - o q  aHcjey ) Por lo tanto:

n =z |V(C)|+|V(H)|
> |Bl+a+b+|C(c],ca)|+h+6
> 56 —2

lo cual es una contradiccién.

b3) N(¢/) (85 = C(c ;) = 0.

Supongamos que (N(¢f)(Ss = C(c,¢;)) # 0, entonces consideremos a ¢,
el vecino de ¢ en S3 mas cercano a ¢; . Sea ¢, el vecino de ¢ mas cercano a
c; en Sp = C(cf, c;) vy a € N(q T) el vértice mas cercano a c; en S3. Entonces
N(cf) € B =[cp, el Ulei s ca] y d = [(ch, ¢;7)| 4 |Clca, ¢ )| = h ya que de otra forma
C" = (¢f ¢ ...cvcaCy -..¢ ¢ ciHejey cf ) serfa un ciclo en G de mayor longitud que C.
Sabemos que n > |V(C)| + |V(H )\ pero;

V(O)N+|V(H) > b+d+|B|+|S|+|V(H)| +6
> 4h+|N(ch)|+6
50 — 2

WV

luego por transitividad n > 50 — 2 contrario a nuestra hipotesis.
Ahora bien de (b2) y (b3) nosotros tenemos que N¢ (¢ )—{c; , ¢;} C 51, ademaés,
Nu(c) =0.

Similarmente, nosotros obtenemos:

b4) (Ne(cy) = {cf, ;) UWNe(e) — {7, i) € 81 =C(cf, ¢5)
(Ne(ef) ={e . e HUWeler) = {e at) € 82 = Clef, o)
(Ne(ei) ={e e UWNe(q) = {7 a}) € 85 = Cld, 7).

b5) [S1 = C(cf.c; )] 0 [S2 = C(cf e )| 0 |S3 = C(cf ;)| es menor que
5+ (6/3) — 3.

De lo contrario tendriamos

[V(C)] = 3(64(6/3)—3)+9 > 4 y asi n = 55 — 2. Luego, sin perdida de generalidad
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podemos suponer que
|S1] < d+(6/3)—3 (3.1)

b6) No(H) = A= {c;,¢cj,al.
Asumamos que N¢(H) # A, al considerar a ¢, € V(C) — Ay r € V(H) de
manera que ¢, y r son adyacentes. Entonces, ¢, € (S1JS2JS3) y suponiendo sin
perdida de generalidad que ¢, € S;. Como N¢(c;) € AJ{ch

e € E(G). Sir = ry, sea u un vecino de r en H. Como G[{r, u,c¢;,c,}] # Ki3, 0

., ¢, }, tenemos que
¢; 0 ¢, es adyacente a u. Por consiguiente ¢; y ¢, son en cualquier caso adyacentes

a dos vértices distintos de H, por lo tanto |C(c | > h. Anélogamente se puede

l’p)

demostrar que |C(c;,c; )| = h. Asi, se obtiene que n > 5h + 12 > 50 + 4, lo que es

una contradiccion y por lo tanto se cumple b6).

Dado que G es 3-conexo, N(S1)[([S3JS2] # 0, entonces N(S;1)()S2 # 0 o
N(S1) () S5 # 0. Luego, sin perdida de generalidad supongamos que N(S7) () Sz # 0.
Sea ¢, € N(S1)() 52, ca € S1 ¥ cacy € E(G).

Ahora, para completar nuestra demostracion. Consideremos o que

N(Sl)mSQ,:@ON(Sl)mSg%@ .

Subcaso 1. [N(S1 = C(c],¢;)) N Ss = Clc, ;)] # 0.

En efecto, sea ¢, € N(S1)()Ss, ¢ € S1, cuep € E(G). Por b4) y la ecuacion (3.1)
obtenemos |N(¢;") (YN (c;)| = 2. Sea w € N(c) tal que C(w,c;)\N(cf) =0y
u € N(c¢j) tal que C(¢;,u) (Y N(c;) = 0. Entonces u # w, u € C(c¢f,w), y asi ¢
debe pertenecer o a C(cf,w) o a C(u, ¢ ). Luego por lema 2.9 hay dos caminos Py
Q en G[S1U{¢", ¢j }| que contienen al menos § — 1 vértices tal que P conecta a ¢,
con ci y Q conecta a ¢, con c - Por lo tanto tenemos que:

0= |C(che)| > h— S| +6-3y

4= () = h— 8] +6 3
pues de lo contrario podemos formar dos ciclos C' y C” de mayor longitud que C de

la siguiente manera:

C' = (ac ..
"o + - + —
C" = (¢,Pc/c; cilceicy ...q Cl..Cy).

chc;cj...cl_c;rcchi),
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Similarmente podemos obtener que:
A= |C(ct el > h—|Si| +5 -3y
= |C(cu, ;)| = h—|S1]|+6—3.

De lo que nos queda la siguiente desigualdad:

V()]

\%

|Si|+a+q+d+ f+9
> 4h — 3|9 +4(6 —3)+9
> 4(0—-2)+4(0—-3)—3(0+/3—4)+9>40+1

En consecuencia n > 59 — 1 lo que es una contradiccion. Y de esta manera queda

probado el subcaso 1.

Subcaso 2. (N(Sy = C(cf,c;))NSs = C(c],c;)) = 0.

Luego N(S1) C S2lUSh. Sea dg,(c,) = mazx{|N(cs) () Ss| : ¢ € S1}. Entonces
ds,(c,) > 9/3.

En efecto, sea dg,(c,) < 6/3; entonces por la ecuacion 3.4 tenemos dg, (¢,) >
26/3 > |S1|/2 4+ 1 lo que implica dg, (cf) > |S1|/2 + 1 para cualquier ¢; en S;. Por
tanto G[S1] es hamiltoniano conectado, asi que por una prueba similar a las anteriores

obtenemos que a = [C(cy, ;)| = hy p=|C(c],cu)| = h. Por consiguiente,

n = |[V(C)+|V(H)|
> a+p+ S|+ |93+ [V(H)+9
> 55—1

contradictorio, asi dg,(c,) > 6/3.

Supongamos que ¢, y ¢, son los vecinos de ¢/ mas cercanos a c y ¢ en Sy
respectivamente. Entonces Clc,, ¢,] 2 Ng,(c,). Un argumento similar al subcaso 1
muestra que

a=1C(c],cn)| = [VH)| = [Si| +0 -3y

p=1C(cs, ¢ ) = [VIH)| =[] +d = 3.
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Por lo tanto

V(O +|V(H)|

a+ |Cley, e)| +p+ |Si] + 1S3 + 9+ |V (H)|
2(h —[S1]+ 6 —3) + 2h + dg,(cq) + [S1] +9
2(26 —5) — |S1| +20 —4+ /3 +9

50 — 2

S
VoW W

WV

esto es una contradicciéon y la prueba del teorema esta completa. [ ]

Como consecuencia del teorema tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1. Sea G un grafo 3-conexo k-regular libre de garra con a lo sumo 5k-5

vértices. Entonces G es hamiltoniano.

Demostracion. Sabemos que G es k-regular (dg(x) = k para todo z € V(QG)). Por
otro lado tenemos que:

n < 5K — 5 (por hipotesis)

=k=>(n+5)/5(1)

y como G cumple las hipdtesis del teorema, solo basta hacer § = k en (I) y asi

obtener que G es hamiltoniano, debido a que § > (n + 5)/5 (minimo grado de G).m

Ejemplo 3.1. Un grafo 3-conexo libre de garra no hamiltoniano con minimo grado

6 =3 en 59 + 5 = 20 vértices.

FIGURA 3.9: GRAFO 3-CONEXO
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