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“Transformada de Fourier en Lp(Rd), para
1 6 p 6 2”

RESUMEN

Sea f ∈ L1(Rd), llamaremos Transformada de Fourier de f a la función

f̂(ξ) =

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξdx

donde x · ξ es el producto interno en Rd.

Por otro lado, L1(Rd) ∩ L2(Rd) es denso en L2(Rd), así dada f ∈ L2(Rd) existe

(fn) en L1(Rd) ∩ L2(Rd) tal que fn → f en L2(Rd). Por la identidad de Plancherel,

sabemos que ‖ĝ‖2 = ‖g‖2, para g ∈ L1(Rd)∩L2(Rd), por lo que (f̂n) es una sucesión

de Cauchy en L2(Rd)(el cual es Completo). Llamaremos Transformada de Fourier

de f en L2(Rd), denotada también f̂ al ĺım f̂n, se puede probar que este límite es

independiente de la sucesión fn, luego f̂ está bien definida.

Finalmente dada f ∈ Lp(Rd), 1 6 p 6 2, existen f1 ∈ L1(Rd) y f2 ∈ L2(Rd) tal que

f = f1 + f2, la transformada de Fourier de f en Lp(Rd) se define por f̂ = f̂1 + f̂2 y

en este caso f̂ también es independiente de f1 y f2.

En este trabajo estudiaremos las propiedades de la transformada de Fourier en

Lp(Rd), para 1 6 p 6 2, desarrollando detalladamente los resultados principales

de los capítulos 11 y 12 del artículo Duoandikoetxea, J.Lecciones sobre las Series y

Transformadas de Fourier, Notas de Clase,UNAN-Managua. (2003) pero en Rd no

sólo en R.
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Capı́tulo 1
Preliminares.

§1.1. Conjuntos medibles Lebesgue en Rd

Este capítulo además de establecer alguna terminología referente a la teoría a de-

sarrollar, tiene por objeto estudiar los conceptos de medida e integración de Lebesgue

junto con sus propiedades elementales, algunos teoremas de convergencia y otros

resultados, que son la base sobre la cual está sustentado este trabajo. Para la de-

mostración de los teoremas planteados en este capítulo ver [5], [6].

Consideraremos Rd, como el espacio vectorial de las d-uplas de números reales.

Para x, y ∈ Rd x · y =
d∑

k=1

xkyk, define el producto interno en Rd, la norma en este

espacio viene dada por, ‖x‖ =
√
x · x, ∀x ∈ Rd.

Rd, es un espacio métrico, cuya métrica proviene del producto interno descrito ante-

riormente.

Llamaremos bola abierta y bola cerrada de centro a y radio r a los conjuntos

B(a, r) = {x ∈ Rd : ‖x − a‖ < r}, B[a, r] = {x ∈ Rd : ‖x − a‖ 6 r} respecti-

vamente donde a ∈ Rd y r ∈ R+.

Denotaremos al conjunto de los números reales extendidos como R = R∪{−∞,+∞}.
Propiedades de las operaciones en R

Si a es un número real, a+∞ =∞ y a−∞ = −∞

Si a es un número real, a > 0, entonces a · ∞ =∞

1
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Si a es un número real, a < 0, entonces a · ∞ = −∞

∞+∞ =∞, −∞−∞ = −∞,∞· (±∞) = ±∞, −∞· (±∞) = ∓∞ 0 ·∞ = 0.

∞−∞ esta indeterminado.

DEFINICIÓN 1.1. Medida exterior de un conjunto.

Sea A un subconjunto cualquiera de Rd. Se define la medida exterior de A como

m∗(A) = ı́nf{
∞∑
n=1

v(Bn), A ⊂
∞⋃
n=1

Bn, Bn bolas abiertas}

donde el ínfimo se toma sobre todas las familias numerables de bolas abiertas que

cubren a A.

DEFINICIÓN 1.2. Conjuntos medibles en Rd

Un conjunto A de Rd se dice medible, si verifica la siguiente propiedad:

Para todo conjunto E de Rd

m∗(E) = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec)

DenotamosM a la familia de los conjuntos de Rd que son medibles.

DEFINICIÓN 1.3. Medida de Lebesgue en Rd

Se define la medida de Lebesgue como la restricción de la medida exterior a M, la

denotaremos por m, así, m :M→ [0,∞]

m(E) := m∗(E),∀ E ∈ M

.

TEOREMA 1.1. Propiedades de los conjuntos medibles - Lebesgue.

1. Si A es medible, entonces Ac es medible.

2. Si A y B son medibles, entonces A∩B es medible, y por tanto A−B es medible.

3. Si A y B son medibles, entonces A ∪ B es medible, y si además A ∩ B tiene

medida finita, m(A ∪B) = m(A) +m(B)−m(A ∩B)
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4. Si A1, · · · , Ak es una familia finita de conjuntos medibles, entonces
k⋃
i=1

Ai es

medible y
k⋂
i=1

Ai es medible.

5. Si (Ai)
∞
i=1 es una familia numerable de conjuntos medibles, disjuntos dos a dos,

entonces
∞⋃
i=1

Ai es medible. Además, m(
∞⋃
i=1

Ai) =
∞∑
i=1

m(Ai)

6. Si (Ai)
∞
i=1 es una familia numerable de conjuntos medibles, entonces

∞⋃
i=1

Ai y
∞⋂
i=1

Ai son medibles.

7. Todo conjunto A con m∗(A) = 0 es medible.

8. Si A es medible, para todo x ∈ Rd, x+ A es medible y m(x+ A) = m(A).

Observación 1.1. E = (E ∩ A) ∪ (E ∩ Ac), por lo anterior siempre se cumple que

m∗(E) 6 m∗(E ∩ A) +m∗(E ∩ Ac)

TEOREMA 1.2. La colección M de todos los subconjuntos medibles de Rd es una

σ-álgebra de conjuntos.

DEFINICIÓN 1.4. Diremos que una propiedad se verifica casi siempre, lo denotare-

mos como a.e. si el conjunto de puntos donde no se verifica tiene medida cero.

§1.2. Funciones medibles Lebesgue

DEFINICIÓN 1.5. Sea f : D ⊆ Rd → R una función, diremos que f es medible

si D = dom(f) es medible y para todo α ∈ R, el conjunto {x ∈ D : f(x) > α} es

medible.

Observación 1.2. Las funciones continuas son medibles.

PROPOSICIÓN 1.1. Sea {fn} una sucesión de funciones medibles con dominio

común D (medible), entonces son medibles las siguientes funciones: máx{f1, · · · , fn},
mı́n{f1, · · · , fn}, sup

n
fn, ı́nf

n
fn, limfn, limfn.
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PROPOSICIÓN 1.2. Si f es una función medible y f = g a.e., entonces g es medible.

DEFINICIÓN 1.6. Función Característica

Si A es cualquier conjunto de Rd, definiremos la función característica χA del con-

junto A como la función dada por

χA(x) =

{
1 si x ∈ A
0 si x 6∈ A

DEFINICIÓN 1.7. Función Simple

Sean A ⊂ Rd, medible; y ϕ : A → R, diremos que ϕ es simple si es medible y

alcanza sólo una cantidad finita de valores, es decir, ϕ(A) = {α1, · · · , αk} es finito

y llamando Aj = ϕ−1(αj) = {x ∈ A : ϕ(x) = αj}, estos conjuntos son medibles por

ser ϕ medible y se puede escribir a ϕ de la forma

ϕ =
k∑
j=1

αjχAj , (1.1)

. A (1.1) la llamaremos la representación canónica de ϕ

Observación 1.3. La suma, diferencia y el producto de dos funciones simples es

simple.

DEFINICIÓN 1.8. Función Escalonada

Sea I un cubo compacto en Rd,

I = I1 × I2 × · · · × Id

donde cada Ik, son intervalos compactos de R. Si Pk es una partición de Ik, el

producto P = P1×P2×· · ·×Pd, se llama partición de I. Sea ϕ : I → R, diremos que

ϕ es escalonada si existe una partición P de I tal que, ϕ es constante en los cubos

que forman la particion P.

Ejemplo 1.1. 1. Una función constante con dominio medible es medible

2. La función característica de un conjunto A ⊂ Rd es medible, siempre que A lo

sea.

3. Toda función escalonada es medible.
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§1.3. Integral de Lebesgue

DEFINICIÓN 1.9. Integración de funciones simples

Si ϕ es una función simple, ϕ =
k∑
j=1

αjχA, entonces
∫
Rd
ϕ =

k∑
j=1

αim(Aj)

DEFINICIÓN 1.10. Integración de funciones no negativas

Sean A ⊂ Rd medible, y f : A→ R una función medible no negativa, se define∫
Rd
f = sup

{∫
Rd
ϕ : ϕ es simple y ϕ 6 f

}
DEFINICIÓN 1.11. Funciones integrables

Si f es una función medible, escribiremos f+ = máx(f, 0) y f− = máx(−f, 0) de

modo que f+ y f− son no negativas y f = f+ − f−; si f+ y f− tienen integrales

finitas, se dice que f es integrable y se define∫
Rd
f =

∫
Rd
f+ −

∫
Rd
f−

DEFINICIÓN 1.12. Integral sobre un conjunto medible

Si f es una función medible, positiva y A es un conjunto medible de Rd, la integral

de f sobre A se define como ∫
A

f =

∫
Rd
fχA

PROPOSICIÓN 1.3. Propiedades de la integral de Lebesgue

Sean f y g funciones integrables sobre A ⊂ Rd. Entonces:

La función cf es integrable sobre A, y
∫
A

cf = c

∫
A

f .

La función f + g es integrable sobre A y∫
A

f + g =

∫
A

f +

∫
A

g.

Si f 6 g a.e., entonces
∫
A

f 6
∫
A

g.

Si A y B son conjuntos disjuntos y medibles contenidos en Rd, entonces∫
A∪B

f =

∫
A

f +

∫
B

f.
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Si m(A) = 0, entonces
∫
A

f = 0.

Si f > 0 y
∫
A

f = 0, entonces f(x) = 0 a.e. x ∈ A.∣∣∣∣∫
A

f

∣∣∣∣ 6 ∫
A

|f |.

§1.3.1. Teoremas de convergencia

TEOREMA 1.3. (Convergencia acotada)

Sean A ⊂ Rd medible y de medida finita, y (fn) una sucesión de funciones medibles

definidas sobre A, supongamos que existe un M > 0 tal que |fn(x)| 6 M , ∀x ∈ A,
n ∈ N. Si f(x) = ĺım

n→∞
fn(x), ∀x ∈ A, entonces

ĺım
n→∞

∫
A

fn =

∫
A

f.

TEOREMA 1.4. (Lema de Fatou)

Sean A ⊂ Rd medible, y (fn) una sucesión de funciones medibles no negativas

definidas sobre A, tales que ĺım
n→∞

fn = f a.e en A, entonces f es medible, no negativa

a.e y ∫
A

f 6 ĺım inf
n→∞

∫
A

fn.

Demostración

Sean A ⊂ Rd medible, y (fn) una sucesión de funciones medibles no negativas

definidas sobre A, como ĺım
n→∞

fn = f a.e en A, entonces ĺım inf
n→∞

fn(x) = f(x) a.e,

así f es medible.

fn(x) > 0, ∀n ∈ N, ∀x ∈ A, ĺım inf
n→∞

fn > 0, ∀x ∈ A, por tanto f(x) > 0.

Caso 1. Supongamos que ĺım
n→∞

fn(x) = f(x), ∀x ∈ A.
Sea h medible, acotada, h 6 f tal que, h se anula fuera de un conjunto A′ medible

y m(A′) es finita.

Afirmación 1. Dado n ∈ N, hagamos hn(x) = mı́n{h(x), fn(x)}, entonces hn es

medible.

En efecto, para cada n ∈ N, hn es el mínimo de dos funciones medibles, por tanto es

medible.
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Afirmación 2. Si |h(x)| 6M , ∀x ∈ A, entonces |hn(x)| 6M, ∀x ∈ A , n ∈ N.
En efecto, hn(x) = h(x) 6M ∨ hn(x) = fn 6 h(x) 6M ⇒ hn(x) 6M

hn(x) = h(x) > −M ∨ hn(x) = fn > 0 > −M ⇒ hn(x) > −M
Así, |hn(x)| 6M , ∀x ∈ A, n ∈ N.

Afirmación 3. hn se anula fuera de A′, ∀n ∈ N.
En efecto,

x 6∈ A′ ⇒ h(x) = 0

⇒ h(x) 6 f(x)

⇒ hn(x) = h(x) = 0

hn se anula fuera de A′

Puesto que fn(x)→ f(x), ∀x ∈ Rd, dado ε > 0, existe N = N(x, ε) ∈ N tal que,

n > N ⇒ |fn(x)− f(x)| < ε. (1.2)

Afirmación 4. hn(x)→ h(x), ∀x ∈ A′

En efecto, por (1.2)

|hn(x)− h(x)| = |h(x)− h(x)| = 0 ∨ |hn(x)− h(x)| = |fn(x)− h(x)|

⇒ |hn(x)− h(x)| = 0 < ε ∨ |hn(x)− h(x)| 6 f(x)− fn(x) 6 |fn(x)− f(x)| < ε

Así,

n > N ⇒ |hn(x)− h(x)| < ε

Esto es, hn(x)→ h(x), ∀x ∈ Rd

Por el teorema de la convergencia acotada∫
A′
h = ĺım

n→∞

∫
A′
fn

Así,
∫
A

h =

∫
A′
h = ĺım

n→∞

∫
A′
hn = ĺım

n→∞

∫
A

hn 6 ĺım inf
n→∞

∫
A

fn
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tomando supremo sobre h se tiene que
∫
A

f 6 ĺım inf
n→∞

∫
A

fn

Caso 2. Si ĺım
n→∞

fn(x) = f(x) a.e en A

Hagamos A1 = {x ∈ A : ĺım
n→∞

fn(x) = f(x)}, ĺım
n→∞

fn(x) = f(x), ∀x ∈ A1, como

m(A− A1) = 0, entonces A1 es medible.

Por el caso 1,
∫
A1

f 6 ĺım inf
n→∞

∫
A1

fn

⇒
∫
A

f =

∫
A1

f 6 ĺım inf
n→∞

∫
A1

fn = ĺım inf
n→∞

∫
A

fn

Así, por caso 1 y caso 2 se tiene
∫
A

f 6 ĺım inf
n→∞

∫
A

fn

TEOREMA 1.5. (Convergencia monótona)

Sean A ⊂ Rd medible, y (fn) una sucesión creciente de funciones medibles no nega-

tivas, tales que f(x) = ĺım
n→∞

fn(x), ∀x ∈ A, entonces f es medible no negativa, y

ĺım
n→∞

∫
A

fn =

∫
A

f.

Demostración

Dado x ∈ A, (fn(x)) es creciente, así, fn(x)→ sup{fn(x) : n ∈ N}

⇒ f(x) = sup{fn(x) : n ∈ N}

Como f(x) = ĺım
n→∞

fn(x), ∀x ∈ A, entonces f es medible, fn(x) > 0, ∀n ∈ N, y
f(x) > 0, ∀x ∈ A.

Por el lema de Fatou ∫
A

f 6 ĺım inf
n→∞

∫
A

fn

Por otro lado, dado n ∈ N, fn(x) 6 f(x), ∀x ∈ A

Por la monotonía de la integral
∫
A

fn(x) 6
∫
A

f(x)
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⇒ ĺım sup
n→∞

∫
A

fn(x) 6
∫
A

f(x)

⇒ ĺım sup
n→∞

∫
A

fn(x) 6
∫
A

f(x) 6 ĺım inf
n→∞

∫
A

fn

⇒ ĺım
n→∞

∫
A

fn =

∫
A

f

COROLARIO 1.1. Si las funciones fn son medibles no negativas, se tiene∫
A

ĺım
n→∞

∞∑
n=1

fn =
∞∑
n=1

fn

∫
A

fn

TEOREMA 1.6. (Convergencia dominada de Lebesgue)

Sean A ⊂ Rd medible, y (fn) una sucesión de funciones medibles, sea g una función

integrable, tal que |fn(x)| 6 g(x), ∀x ∈ A, n ∈ N y ĺım
n→∞

fn(x) = f(x) a.e. en A,

entonces

ĺım
n→∞

∫
A

fn =

∫
A

f.

Demostración

Puesto que |fn| 6 g, |fn| es integrable, ∀n ∈ N y de esta manera f+
n y f−n son inte-

grables, por tanto fn = f+
n − f−n es integrable.

Fijemos x ∈ A, |fn(x)| 6 g(x), ∀n ∈ N ⇒ |f(x)| 6 g(x) a.e. en A

⇒ |f | es integrable sobre A

⇒ f es integrable sobre A

Dado n ∈ N, g − fn > 0 y ĺım
n→∞

(g − fn)(x) = g(x)− f(x) > 0 a.e. en A.

Por el lema de Fatou, y el hecho que g es integrable se tiene,∫
A

(f − g) 6 ĺım inf
n→∞

∫
A

(g − fn)∫
A

g −
∫
A

f 6 ĺım inf
n→∞

∫
A

g −
∫
A

fn∫
A

g −
∫
A

f 6
∫
A

g − ĺım sup
n→∞

∫
A

fn

⇒ ĺım sup
n→∞

∫
A

fn 6
∫
A

f

Dado n ∈ N, fn + g > 0 y ĺım
n→∞

fn(x) + g(x) = f(x) + g(x) > 0 a.e. en A.
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Por el lema de Fatou, y el hecho que g es integrable se tiene,∫
A

(f + g) 6 ĺım inf
n→∞

∫
A

(g + fn)∫
A

g +

∫
A

f 6 ĺım inf
n→∞

∫
A

g +

∫
A

fn∫
A

g +

∫
A

f 6
∫
A

g + ĺım inf
n→∞

∫
A

fn

⇒
∫
A

f 6 ĺım inf
n→∞

∫
A

fn

Por tanto,
∫
A

f = ĺım
n→∞

∫
A

fn

TEOREMA 1.7. (Versión continua del teorema de la convergencia domina-

da de Lebesgue)

Sean (fλ)λ∈K , una familia de funciones medibles sobre E ⊂ Rd medible y g una fun-

cion integrable tal que, |fλ| 6 g, ∀λ ∈ K, K un cubo en Rm. Si

ĺım
λ→λ0

fλ(x) = f(x), a.e. en E, λ0 ∈ K, entonces f es integrable sobre E y

ĺım
λ→λ0

∫
E

fλ(x) =

∫
E

f(x)dx

TEOREMA 1.8. (Fubini)

Sea f una función medible definida en A×B donde A y B son subconjuntos medibles

de Rd. Si f es integrable en A×B, se cumple∫
A×B

f(x, y)dxdy =

∫
A

(∫
B

f(x, y)dy

)
dx =

∫
B

(∫
A

f(x, y)dx

)
dy

DEFINICIÓN 1.13. Para p > 0, se define el espacio Lp(Rd), como el espacio de

funciones medibles definidas en Rd tales que, |f |p es integrable. Lp(Rd) tiene

estructura de espacio vectorial por la linealidad de la integral de Lebesgue.

Si 1 6 p <∞, la expresión

‖f‖p =

(∫
Rd
|f |p
) 1

p

define una semi-norma en Lp(Rd).

Observación 1.4. Hay que identificar las funciones que coinciden en casi todo punto

para que ‖f‖p = 0 implique f = 0 y así ‖ · ‖p sea una norma en Lp(Rd).
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La sucesión (fn) converge a f en Lp(Rd) si ĺım
n→∞

‖fn − f‖p = 0, y es de Cauchy

si ĺım
n,m→∞

‖fn − fm‖p = 0

TEOREMA 1.9. El espacio Lp(Rd), 1 6 p <∞ es un espacio de Banach.

TEOREMA 1.10. Si la sucesión (fn) converge a f en Lp(Rd), entonces existe una

subsucesión de (fn) que converge a f en casi todo punto.

TEOREMA 1.11. (Continuidad de la integral respecto a traslaciones)

Si f está en Lp(Rd) para 1 6 p <∞, entonces

ĺım
h→0
‖f(·+ h)− f‖p = 0

TEOREMA 1.12. Si f ∈ L1(Rd) y
∂f

∂xj
∈ L1(Rd), para algún j ∈ {1, · · · , d},

entonces ĺım
xj→+∞

f(x) y ĺım
xj→−∞

f(x) existen y además ĺım
xj→+∞

f(x) = ĺım
xj→−∞

f(x) = 0

DEFINICIÓN 1.14. (Funciones esencialmente acotadas)

Se define el espacio L∞(Rd) como el espacio de las funciones esencialmente acotadas,

es decir, f ∈ L∞(Rd) si existe M > 0 tal que |f(x)| 6 M a.e. en Rd. El mínimo de

los posibles valores M en la desigualdad anterior es la norma de f en L∞(Rd). Esto

es ‖f‖∞ = ı́nf{M : |f(x)| 6M a.e.}

El espacio L2(Rd) es el único de los espacios Lp(Rd) que es de Hilbert; su producto

interno viene dado por

〈f, g〉 =

∫
Rd
fg

TEOREMA 1.13. (Desigualdad de Hölder)

Si f ∈ Lp(Rd) y g ∈ Lq(Rd) con 1
p

+ 1
q

= 1, entonces fg ∈ L1(Rd) y se cumple que

‖fg‖1 6 ‖f‖p‖g‖q

El caso p = q = 2 se conoce como la desigualdad de Cauchy-Schwartz.

TEOREMA 1.14. (Desigualdad integral de Minkowsky)

Sea f , una función medible no negativa y A ⊂ Rd, B ⊂ Rd y 1 6 p < ∞, entonces

se tiene que: (∫
B

(∫
A

f(x, y)dx

)p
dy

) 1
p

6
∫
A

(∫
B

(f(x, y))pdy

) 1
p

dx
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TEOREMA 1.15. Sea 0 < p0 < p < p1 y supongamos que f ∈ Lp0(Rd) ∩ Lp1(Rd).

Entonces f ∈ Lp(Rd)

Demostración Ver [6]

TEOREMA 1.16. Sea 0 < p0 < p < p1 y supongamos que f ∈ Lp(Rd). Entonces

existen funciones f0 ∈ Lp0(Rd) y f1 ∈ Lp1(Rd) tales que f = f0 + f1

Demostración Ver [6]

Los dos teoremas anteriores pueden enunciarse de la siguiente manera

TEOREMA 1.17. Sea 0 < p0 < p < p1, entonces

Lp0(Rd) ∩ Lp1(Rd) ⊂ Lp(Rd) ⊂ Lp0(Rd) + Lp1(Rd)

Demostración Ver [6]

TEOREMA 1.18. |eiθ − 1| 6 |θ|, ∀θ ∈ R

Demostración

Sea θ ∈ R,

|eiθ − 1|2 = (cos(θ)− 1)2 + sen2(θ)

= cos2(θ) + sen2(θ)− 2cos(θ) + 1

= 2− 2cos(θ)

= 2(1− cos(θ))

= 4sen2(
θ

2
)

|eiθ − 1| = 2|sen(
θ

2
)| 6 2

|θ|
2

= |θ|

§1.4. Convolución de funciones

DEFINICIÓN 1.15. Convolución

Sean f , g ∈ L1(Rd), se define su convolución f ∗ g como

f ∗ g(x) =

∫
Rd
f(x− y)g(y)dy =

∫
Rd
f(y)g(x− y)dy
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En vista de que f , g ∈ L1(Rd) y el teorema de Fubini, se prueba que f ∗ g está

en L1(Rd) y

‖f ∗ g‖1 6 ‖f‖1‖g‖1

en efecto:

‖f ∗ g‖1 =

∫
Rd
|
∫
Rd
f(x− y)g(y)dy|dx

6
∫
Rd

∫
Rd
|f(x− y)g(y)|dydx

=

∫
Rd
|g(y)|

(∫
Rd
|f(x− y)|dx

)
dy

= ‖f‖1‖g‖1

Observación 1.5. El resultado anterior nos muestra que la convolución de dos fun-

ciones f , g ∈ L1(Rd), es una función en L1(Rd). Si suponemos que ambas funciones

f y g son positivas se cumple la igualdad ‖f ∗ g‖1 = ‖f‖1‖g‖1.

TEOREMA 1.19. (Aproximación de la identidad)

Sea g ∈ L1(Rd), con
∫
Rd
g(x) = 1. Para λ > 0 sea gλ(x) = λ−dg(λ−1x).

Si f ∈ Lp(Rd), con 1 6 p 6∞, entonces

ĺım
λ→0
‖gλ ∗ f − f‖p = 0





Capı́tulo 2
Transformada de Fourier en L1(Rd)

§2.1. Transformada de Fourier en L1(Rd)

DEFINICIÓN 2.1.

Sea f ∈ L1(Rd), se define la transformada de Fourier de f , la cual denotaremos

f̂ , por

f̂(ξ) =

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξdx ,∀ ξ ∈ Rd

Para x, ξ ∈ Rd, x · ξ denota el producto interno en Rd.

Puesto que f ∈ L1(Rd), se tiene que,
∫
Rd
|f(x)|dx <∞

Así,

|f̂(ξ)| =
∣∣∣∣∫

Rd
f(x)e−2πix·ξdx

∣∣∣∣ 6 ∫
Rd
|f(x)e−2πix·ξ|dx =

∫
Rd
|f(x)|dx <∞

por tanto f̂ : Rd → C, está bien definida.

PROPOSICIÓN 2.1. (Propiedades algebraicas)

Sean f, g ∈ L1(Rd) y α, β ∈ C, entonces

1. (αf + βg)̂ = αf̂ + βĝ (Linealidad)

2.
(
f
)̂

(ξ) = f̂(−ξ) (Conjugación)

3. Si τhf(x) = f(x+ h), entonces (τhf )̂ (ξ) = f̂(ξ)e2πih·ξ (Traslación)

4. Si g(x) = f(x)e2πih·x, entonces ĝ(ξ) = τ−hf̂(ξ) (Modulación)

15
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5. Si g(x) = λ−df(λ−1x) y λ > 0, entonces ĝ(ξ) = f̂(λξ) (Dilatación)

Demostración

1. Sean f, g ∈ L1(Rd) y α, β ∈ C.
Para ξ ∈ Rd, usando la linealidad de la integral de Lebesgue

(αf + βg)̂ (ξ) =

∫
Rd

(αf + βg)(x)e−2πix·ξdx

=

∫
Rd

(αf(x) + βg(x))e−2πix·ξdx

=

∫
Rd
αf(x)e−2πix·ξdx+

∫
Rd
βg(x)e−2πix·ξdx

= α

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξdx+ β

∫
Rd
g(x)e−2πix·ξdx

= αf̂(ξ) + βĝ(ξ)

2. Sea f ∈ L1(Rd).

Para ξ ∈ Rd, usando propiedades del conjugado

(
f
)̂

(ξ) =

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξdx

=

∫
Rd
f(x)e2πix·ξdx

=

∫
Rd
f(x)e−2πix·(−ξ)dx

=

∫
Rd
f(x)e−2πix·(−ξ)dx

= f̂(−ξ)

3. Sea f ∈ L1(Rd).
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Para ξ ∈ Rd, h ∈ Rd y haciendo el cambio de variable u = x+ h se tiene,

(τhf )̂ (ξ) =

∫
Rd
τhf(x)e−2πix·ξdx

=

∫
Rd
f(x+ h)e−2πix·ξdx

=

∫
Rd
f(u)e−2πi(u−h)·ξdu

=

∫
Rd
f(u)e−2πiu·ξe2πih·ξdu

=

(∫
Rd
f(u)e−2πiu·(ξ)du

)
e2πih·ξ

= f̂(ξ)e2πih·ξ

4. Sea f ∈ L1(Rd).

Para ξ ∈ Rd y h ∈ Rd

τ−hf̂(ξ) = f̂(ξ − h)

=

∫
Rd
f(x)e−2πix·(ξ−h)dx

=

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξe2πix·hdx

=

∫
Rd
f(x)e2πix·he−2πix·ξdx

=

∫
Rd
g(x)e−2πix·ξdx

= ĝ(ξ)

5. Sea g ∈ L1(Rd).

Para ξ ∈ Rd, λ > 0 y haciendo u = λ−1x, du = λ−ddx se tiene,

ĝ(ξ) =

∫
Rd
g(x)e−2πix·ξdx

=

∫
Rd
λ−df(λ−1x)e−2πix·ξdx

=

∫
R
λ−df(u)e−2πiλu·ξλddu

=

∫
R
f(u)e−2πiu·λξdu

= f̂(λξ)
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PROPOSICIÓN 2.2. (Propiedades analíticas)

1. f̂ es una función uniformemente continua y |f̂(ξ)| 6 ‖f‖1, ∀ ξ ∈ Rd

2. Si f y
∂f

∂xj
∈ L1(Rd), ∀j ∈ {1, · · · , d} entonces,

(
∂f

∂xj

)̂
(ξ) = 2πiξj f̂(ξ),∀ξ ∈ Rd y ∀j ∈ {1, · · · , d}

3. Si f y xjf ∈ L1(Rd), ∀j ∈ {1, · · · , d} entonces, f̂ es derivable y

∂f̂(ξ)

∂ξj
= (−2πixjf )̂(ξ),∀ξ ∈ Rd y ∀j ∈ {1, · · · , d}.

4. Lema de Riemann-Lebesgue. Dada f ∈ L1(Rd), ĺım
‖ξ‖→∞

f̂(ξ) = 0

5. Si f, g ∈ L1(Rd), entonces
∫
Rd
fĝ =

∫
Rd
f̂ g

Demostración

1. Sea f ∈ L1(Rd) y ξ, h, ∈ Rd.

Consideremos la diferencia:

f̂(ξ + h)− f̂(ξ) =

∫
Rd
f(x)e−2πix·(ξ+h)dx−

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξdx

=

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξ−2πix·hdx−

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξdx

=

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξe−2πix·hdx−

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξdx

=

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξ(e−2πix·h − 1)dx

Como |e−2πixξ| = 1, se tiene |f̂(ξ + h)− f̂(ξ)| 6
∫
Rd
|f(x)||e−2πixh − 1|dx

Veamos que
∫
Rd
|f(x)||e−2πixh − 1|dx→ 0, cuando h→ 0

Para cada h ∈ Rd, f(x)(e−2πix·h − 1) es medible, f ∈ L1(Rd) y

|f(x)||e−2πix·h − 1| 6 |f(x)|(|e−2πix·h|+ |1|)

= 2|f(x)|, ∀x ∈ Rd
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Además,

ĺım
h→0
|f(x)||e−2πix·h − 1| = |f(x)| ĺım

h→0
|e−2πix·h − 1|

= |f(x)|0

= 0 a.e.

por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

ĺım
h→0

∫
Rd
|f(x)||e−2πix·h − 1|dx =

∫
Rd

ĺım
h→0
|f(x)||e−2πix·h − 1|dx

=

∫
Rd

0dx

= 0

Así, Dado ε > 0, ∃ δ > 0: ‖h‖ < δ ⇒
∫
Rd
|f(x)||e−2πix·h − 1|dx < ε

⇒ |f̂(ξ + h)− f̂(ξ)| 6
∫
Rd
|f(x)||e−2πix·h − 1|dx < ε, ∀ ξ ∈ Rd

Por tanto, f̂ es uniformemente continua.

Además se tiene que,

|f̂(ξ)| = |
∫
Rd
f(x)e−2πix·ξdx|

6
∫
Rd
|f(x)||e−2πix·ξ|dx

=

∫
Rd
|f(x)|dx

= ‖f‖1,∀ξ ∈ Rd

Observación 2.1. De este resultado se desprende que la transformada de

Fourier es una transformacion lineal acotada. Es decir, si consideramos la

aplicación T : L1(Rd) → L∞(Rd) dada por T (f) = f̂ , se tiene que T es lineal

y acotada, más aún ‖f̂‖∞ 6 ‖f‖1.

2. Sean f ,
∂f

∂xj
∈ L1(Rd), ∀j ∈ {1, · · · , d}

(
∂f

∂ξj

)̂
(ξ) =

∫
Rd

∂f(x)

∂xj
e−2πix·ξdx (2.1)
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Como
∂f

∂xj
∈ L1(Rd), entonces

∫
Rd
|∂f(x)

∂xj
|dx < ∞, por el Teorema 1.12,

ĺım
xj→+∞

f(x) y ĺım
xj→−∞

f(x) existen y además ĺım
xj→+∞

f(x) = ĺım
xj→−∞

f(x) = 0,

de manera que integrando (2.1) por partes se obtiene,

(
∂f

∂xj

)̂
(ξ) =

∫
Rd

∂f(x)

∂xj
e−2πix·ξdx

=

∫
Rd

∂f(x)

∂xj

(
d∏
j=1

e−2πixj .ξj

)
dx

=

∫
Rd−1

(∫
R

∂f(x)

∂xj

d∏
j=1

e−2πixj .ξjdxj

)
dx′

=

∫
Rd−1

d∏
j=1

j 6=k

e−2πixj .ξj
(∫

R

∂f(x)

∂xk
e−2πixk.ξkdxk

)
dx′

=

∫
Rd−1

d∏
j=1

j 6=k

e−2πixj .ξj
(
f(x)e−2πixk.ξk

∣∣+∞
−∞ + 2πiξk

∫
R
f(x)e−2πixk.ξkdxk

)
dx′

Así,

(
∂f

∂xj

)̂
(ξ) =

∫
Rd−1

d∏
j=1

j 6=k

e−2πixj .ξj
(

2πiξk

∫
R
f(x)e−2πixk.ξkdxk

)
dx′

= 2πiξk

∫
Rd
f(x)

d∏
j=1

e−2πixj .ξjdx

= 2πiξk

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξdx

= 2πiξkf̂(ξ)

Por tanto (
∂f

∂xj

)̂
(ξ) = 2πiξkf̂(ξ),∀ξ ∈ Rd y ∀j ∈ {1, · · · , d}

3. Sean f y xjf ∈ L1(Rd), ∀ j ∈ {1, · · · , d}.
Fijemos j ∈ {1, · · · , d} y consideremos el cociente incrementado de f̂ .
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Para cada h 6= 0

f̂(ξ + hej)− f̂(ξ)

h
=

1

h

(∫
Rd
f(x)e−2πix·(ξ+hej)dx−

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξdx

)
=

1

h

(∫
Rd
f(x)e−2πix·ξe−2πix·hejdx−

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξdx

)
=

1

h

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξ(e−2πix·hej − 1)dx

=

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξ

(e−2πix·hej − 1)

h
dx

por tanto,

f̂(ξ + hej)− f̂(ξ)

h
=

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξ

(e−2πix·hej − 1)

h
dx

Para cada h 6= 0 la función f(x)e−2πix·ξ
(e−2πix·hej − 1)

h
es medible. Usando el

Teorema 1.18

|f(x)e−2πix·ξ
(e−2πix·hej − 1)

h
| = |f(x)||e−2πix·ξ (e−2πix·hej − 1)

h
|

6 |f(x)||1
h
||2πxhej|

= 2π|xj||f(x)| , ∀ h > 0

por tanto la función f(x)e−2πix·ξ
(e−2πix·hej − 1)

h
está acotada por 2π|xj||f(x)|,

la cual está en L1(Rd).

Luego,

ĺım
h→0

f(x)e−2πix·ξ
e−2πix·hej − 1

h
= (−2πixj)f(x)e−2πix·ξ, a.e.

ya que xjf ∈ L1(Rd), por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

ĺım
h→0

∫
Rd
f(x)e−2πixξ

e−2πix·hej − 1

h
dx =

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξ(−2πixj)dx

=

∫
Rd

(−2πixjf(x))e−2πix·ξdx

= (−2πixjf )̂(ξ)

Por tanto, f̂ es diferenciable y
∂f̂(ξ)

∂ξj
= (−2πixjf )̂(ξ), ∀ξ ∈ Rd

y ∀j ∈ {1, · · · , d}.
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4. Sea f ∈ L1(Rd).

Dado ξ ∈ Rd, ξ 6= 0, existe k ∈ {1, · · · , d} tal que, ξk 6= 0. Consideremos lo

siguiente

−eπif̂(ξ) = −eπi
∫
Rd
f(x)e−2πix·ξdx

= −
∫
Rd
f(x)eπi−2πix·ξdx

Haciendo u = x− 1
2ξk
ek, du = dx. Así,

−eπif̂(ξ) = −
∫
Rd
f

(
u+

1

2ξk
ek

)
e
πi−2πi

(
u+ 1

2ξk
ek

)
·ξ
du

= −
∫
Rd
f

(
u+

1

2ξk
ek

)
eπi−2πiu·ξe

−2πi 1
2ξk

ek·ξdu

−eπif̂(ξ) = −
∫
Rd
f

(
u+

1

2ξk
ek

)
eπi−2πiu·ξe

−2πi 1
2ξk
·ξkdu

= −
∫
Rd
f

(
u+

1

2ξk
ek

)
eπi−2πiu·ξe−πidu

= −
∫
Rd
f

(
u+

1

2ξk
ek

)
e−2πiu·ξdu

f̂(ξ)− eπif̂(ξ) =

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξdx−

∫
Rd
f

(
x+

1

2ξk
ek

)
e−2πix·ξdx

(1− eπi)f̂(ξ) =

∫
Rd

[
f(x)− f

(
x+

1

2ξk
ek

)]
e−2πix·ξdx

Así, |f̂(ξ)| 6 1

2

∫
Rd

∣∣∣∣f(x)− f
(
x+

1

2ξk
ek

)∣∣∣∣ dx
Haciendo ‖ξ‖ → ∞, existe k ∈ {1, · · · , d} tal que, ξk → ∞ y por tanto
1

2ξk
ek → 0 por Teorema 1.11 (continuidad de la integral respecto a traslaciones),

se obtiene que:

ĺım
‖ξ‖→∞

∫
Rd

∣∣∣∣f(x)− f
(
x+

1

2ξk
ek

)∣∣∣∣ dx = 0

En consecuencia,

ĺım
‖ξ‖→∞

|f̂(ξ)| 6 1

2
ĺım
‖ξ‖→∞

∫
Rd

∣∣∣∣f(x)− f
(
x+

1

2ξk
ek

)∣∣∣∣ dx = 0
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Esto es ,

ĺım
‖ξ‖→∞

f̂(ξ) = 0

5. Sean f , g ∈ L1(Rd). Usando el teorema de Fubini se tiene que,∫
Rd
f(x)ĝ(x)dx =

∫
Rd
f(x)

(∫
Rd
g(y)e−2πix·ydy

)
dx

=

∫
Rd
g(y)

(∫
Rd
f(x)e−2πix·ydx

)
dy

=

∫
Rd
g(y)f̂(y)dy

=

∫
Rd
f̂(y)g(y)dy

Ejemplo 2.1. Un resultado que usaremos adelante es el siguiente,∫
Rd
e−π‖s‖

2

ds = 1

En efecto, haciendo u =
√
πs, du = (

√
π)dds:

∫
Rd
e−π‖s‖

2

ds =

∫
Rd
e−‖u‖

2 du

(π)
d
2

=
1

(π)
d
2

∫
Rd
e−‖u‖

2

du

=
(π)

d
2

(π)
d
2

= 1

Ejemplo 2.2. Dada la función f(x) = e−π‖x‖
2, se tiene que f̂ = f .

En efecto,

f̂(ξ) =

∫
Rd
e−π‖x‖

2

e−2πix·ξdx

=

∫
Rd
e−(π‖x‖

2+2πix·ξ)dx
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donde

−(π‖x‖2 + 2πix · ξ) = −(π
d∑
j=1

x2j + 2πi
d∑
j=1

xjξj)

= −
d∑
j=1

(πx2j + 2πixjξj)

usando propiedades de la exponencial se tiene,

f̂(ξ) =

∫
Rd

d∏
j=1

e−(πx
2
j+2πixjξj)dx

=
d∏
j=1

(∫
R
e−(πx

2
j+2πixjξj)

)
dxj

=
d∏
j=1

ĝ(ξj)

donde g(x) = e−π|x|
2
, x ∈ R. Calcularemos la transformada para el caso d = 1, es

decir, ĝ(ξ), ξ ∈ R.
Para ello derivemos la función

g′(x) = −2πxe−2πx
2

= −2πxg(x). (2.2)

Como g, xg(x) = xe−πx
2 ∈ L1(R), usando la propiedad analítica 2 y 3 Proposición

2.2, deducimos que −i(ĝ)′(ξ) = 2πξĝ(ξ), en efecto

Sustituyendo (2.2) en la propiedad analítica 2, se tiene la siguiente ecuación

(−2πxg)̂(ξ) = 2πiξĝ(ξ). (2.3)

de la propiedad analítica 3 como la transformada es lineal obtenemos

i (−2πxg)̂ (ξ) = (ĝ)′(ξ), y por la ecuación (2.3)

(ĝ)′(ξ) = i (−2πxg)̂ (ξ)

= i(2πiξĝ(ξ))

= −2πξĝ(ξ)

Por tanto, −i(ĝ)′(ξ) = 2πξĝ(ξ). Así, g y ĝ son solución de la misma ecuación

diferencial lineal de primer orden, por tanto, son linealmente dependiente, es decir,
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existe C ∈ R tal que, ĝ = Cg.

Para determinar el valor de la constante C hagamos ξ = 0

ĝ(0) = Cg(0)

= C1

= C

Por tanto, C =

∫
R
g(x)dx = 1.

Así, ∀ j ∈ {1, · · · , d}, ĝ(ξj) = e−πξ
2
j

Luego

f̂(ξ) = e−πξ
2
1e−πξ

2
2 · · · e−πξ2d

= e−π‖ξ‖
2

Por tanto,

f̂ = f

Ejemplo 2.3. Sea f(x) = e−2π‖x‖, calculemos f̂ .

Usando la fórmula de la subordinación de Bochner

e−λ =
1√
π

∫ +∞

0

e−u√
u
e
−λ2
4u , λ > 0

el teorema de Fubini, y haciendo los cambios de variable y =
√
π√
u
x, dy =

(√
π√
u

)d
dx;

w = (1 + ‖ξ‖2)u, dw = (1 + ‖ξ‖2)ddu se tiene

f̂(ξ) =

∫
Rd
e−2π‖x‖e−2πix·ξdx

=

∫
Rd

(
1√
π

∫ ∞
0

e−u√
u
e
−(2π‖x‖)2

4u du

)
e−2πix·ξdx

=
1√
π

∫ ∞
0

e−u√
u

(∫
Rd
e
−π2‖x‖2

u e−2πix·ξdx

)
du

=
1√
π

∫ ∞
0

e−u√
u

(∫
Rd
e
−π‖

√
π√
u
x‖2
e−2πix·ξdx

)
du

=
1√
π

∫ ∞
0

e−u√
u

(∫
Rd
e−π‖y‖

2

e
−2πi(

√
u√
π
)y·ξ

(

√
u√
π

)ddy

)
du
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Así,

f̂(ξ) =
1

(
√
π)d+1

∫ ∞
0

e−u√
u

(
√
u)d
(∫

Rd
e−π‖y‖

2

e
−2πiy·(

√
u√
π
ξ)
dy

)
du

=
1

(
√
π)d+1

∫ ∞
0

e−u(
√
u)d−1

(
e
−π‖

√
u√
π
‖2
)
du

=
1

(
√
π)d+1

∫ ∞
0

e−u(
√
u)d−1e−u‖ξ‖

2

du

=
1

(
√
π)d+1

∫ ∞
0

e−(1+‖ξ‖
2)uu

d−1
2 du

=
1

(
√
π)d+1

∫ ∞
0

e−w
(

w

1 + ‖ξ‖2

) d−1
2
(

1

1 + ‖ξ‖2

)
dw

Finalmente,

f̂(ξ) =
1

(
√
π)d+1

∫ ∞
0

e−ww
d−1
2

(
1

1 + ‖ξ‖2

) d−1
2

dw

=
1

(
√
π)d+1

(
1

1 + ‖ξ‖2

) d−1
2
∫ ∞
0

e−ww
d−1
2 dw

=
1

(
√
π)d+1

Γ(d+1
2

)

(1 + ‖ξ‖2) d+1
2

=
1

π
d+1
2

Γ(d+1
2

)

(1 + ‖ξ‖2) d+1
2

Por tanto,

f̂(ξ) =
1

π
d+1
2

Γ(d+1
2

)

(1 + ‖ξ‖2) d+1
2

Para d = 1, se tiene la siguiente ecuación

f̂(ξ) =
1

π(1 + ξ2)

Ejemplo 2.4. Usando el ejemplo anterior se puede calcular la transformada de

Fourier de h(x) = e−λ‖x‖ para λ > 0. En efecto

Sea

h(x) = e−λ‖x‖ =

(
2π

λ

)d
g(x),

donde g(x) =

(
λ

2π

)d
e−λ‖x‖ y e−λ‖x‖ = e−‖λx‖ = e

−2π‖λx
2π
‖

= f

(
λx

2π

)
, f es

la función del Ejemplo 2.2.
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Así, g(x) =

(
λ

2π

)d
e−λ‖x‖ =

(
λ

2π

)d
f

(
λx

2π

)
, por la propiedad de dilatación

Proposición 2.1 se tiene

ĝ(ξ) = f̂

(
2π

λ
ξ

)
=

Γ(d+1
2

)

π
d+1
2

(
1 + 4π2

λ2
‖ξ‖2

) d+1
2

=
Γ(d+1

2
)

π
d+1
2

(
λ2+4π2‖ξ‖2

λ2

) d+1
2

=
λd+1Γ(d+1

2
)

π
d+1
2 (λ2 + 4π2‖ξ‖2)

d+1
2

y usando la linealidad de la transformada de Fourier

ĥ(ξ) =

(
2π

λ

)d
ĝ(ξ) =

(
2π

λ

)d λd+1Γ(d+1
2

)

π
d+1
2 (λ2 + 4π2‖ξ‖2)

d+1
2

=
2dπd

λd
λd+1Γ(d+1

2
)

π
d+1
2 (λ2 + 4π2‖ξ‖2)

d+1
2

=
2dλπ

d−1
2 Γ(d+1

2
)

(λ2 + 4π2‖ξ‖2)
d+1
2

Por tanto

ĥ(ξ) =
2dλπ

d−1
2 Γ(d+1

2
)

(λ2 + 4π2‖ξ‖2)
d+1
2

Para d = 1 se tiene la siguiente ecuación

ĥ(ξ) =
2λ

λ2 + 4π2ξ2
(2.4)

LEMA 2.1. Si λ > 0 y g(x) =
1

λd
e−π

‖x‖2

λ2 , entonces ĝ(ξ) = e−πλ
2‖ξ‖2

Demostración

Sea g(x) =
1

λd
e−π

‖x‖2

λ2 , escribiremos g(x) = λ−de−π(
‖x‖
λ )

2

= λ−df (λ−1x), donde f es

la función del Ejemplo 2.2. Luego por la propiedad de dilatación Proposición 2.1,

tenemos que ĝ(ξ) = f̂(λξ) = e−πλ
2‖ξ‖2 .

Así, (
λ−de−π

‖·‖2

λ2

)̂
(ξ) = e−πλ

2‖ξ‖2
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§2.1.1. Fórmula de inversión en L1(Rd)

TEOREMA 2.1. Si f y f̂ ∈ L1(Rd), entonces

f(x) =

∫
Rd
f̂(ξ)e2πix·ξdξ a.e.

Además, el término de la derecha es una función continua en x, de modo que f

coincide en casi todo punto con una función continua y se da la igualdad en los

puntos de continuidad de f .

Demostración

Sean f y f̂ ∈ L1(Rd). Utilizando el Lema 2.1, la propiedad analítica 5 Proposición

2.2 y propiedad algebraica 3 Proposición 2.1, se deduce que, para t > 0

1

td

∫
Rd
f(x+ y)e−π

‖y‖2

t2 dy =

∫
Rd
e−πt

2‖ξ‖2 f̂(ξ)e2πix·ξdξ

En efecto:

1

td

∫
Rd
f(x+ y)e−π

‖y‖2

t2 dy =
1

td

∫
Rd
f(x+ y)(tde−πt

2‖·‖2 )̂(y)dy

=
1

td

∫
Rd
τxf(y)(tde−πt

2‖·‖2 )̂(y)dy

=

∫
Rd

(τxf )̂(ξ)e−πt
2‖ξ‖2dξ

=

∫
Rd
f̂(ξ)e2πix·ξe−πt

2‖ξ‖2dξ

∀t > 0, f̂(ξ)e2πix·ξe−πt
2‖ξ‖2 es medible y f̂ ∈ L1(Rd).

|f̂(ξ)e2πixξe−π‖ξ‖
2t2| = |f̂(ξ)e−π‖ξ‖

2t2| = e−π‖ξ‖
2t2|f̂(ξ)| 6 |f̂(ξ)| ,∀ t > 0

Luego,

ĺım
t→0
|f̂(ξ)e2πix·ξe−πt

2‖ξ‖2| = ĺım
t→0

e−πt
2‖ξ‖2|f̂(ξ)| = |f̂(ξ)|, a.e.

ya que f̂ ∈ L1(Rd), por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue.

ĺım
t→0

1

td

∫
Rd
f(x+ y)e−π

‖y‖2

t2 dy = ĺım
t→0

∫
Rd
e−πt

2‖ξ‖2 f̂(ξ)e2πix·ξdξ

=

∫
Rd

ĺım
t→0

e−πt
2‖ξ‖2 f̂(ξ)e2πix·ξdξ

=

∫
Rd
f̂(ξ)e2πix·ξdξ
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Ahora para
1

td

∫
Rd
f(x+y)e−π

‖y‖2

t2 dy hacemos el cambio de variable y = ts, lo que

implica que dy = tdds

De esta manera se tiene que,
1

td

∫
Rd
f(x+ y)e−π

‖y‖2

t2 dy =

∫
Rd
f(x+ ts)e−π‖s‖

2

ds

Como
1

td

∫
Rd
f(x+ y)e−π

‖y‖2

t2 dy =

∫
Rd
f̂(ξ)e2πix·ξe−πt

2‖ξ‖2dξ

y
1

td

∫
Rd
f(x+ y)e−π

‖y‖2

t2 dy =

∫
Rd
f(x+ ts)e−π‖s‖

2

ds

entonces ∫
Rd
f̂(ξ)e2πix·ξe−πt

2‖ξ‖2dξ =

∫
Rd
f(x+ ts)e−π‖s‖

2

ds

Veamos que
∫
Rd
f(·+ ts)e−π‖s‖

2

ds → f en L1(Rd), cuando t→ 0.

Usando el teorema de Fubini y el hecho que
∫
Rd
e−π‖x‖

2

ds = 1 se tiene que,

∥∥∥∥∫
Rd
f(·+ tsd)e−π‖s‖

2

ds− f
∥∥∥∥

1

=

∫
Rd

∣∣∣∣∫
Rd
f(x+ ts)e−π‖s‖

2

ds− f(x)

∣∣∣∣ dx
=

∫
Rd

∣∣∣∣∫
Rd

(f(x+ ts)− f(x))e−π‖s‖
2

ds

∣∣∣∣ dx
6

∫
Rd

∫
Rd
|f(x+ ts)− f(x)| e−π‖s‖2dsdx

=

∫
Rd
e−πs

2

(∫
Rd
|f(x+ ts)− f(x)|dx

)
ds

por otro lado, haciendo u = x+ ts

e−π‖s‖
2

∫
Rd
|f(x+ ts)− f(x)|dx 6 e−π‖s‖

2

∫
Rd

(|f(x+ ts)|+ |f(x)|) dx

= e−π‖s‖
2

(∫
Rd
|f(x+ ts)|dx+

∫
Rd
|f(x)|dx

)
= e−π‖s‖

2

(∫
Rd
|f(u)|du+ ‖f‖1

)
= 2e−π‖s‖

2‖f‖1 ,∀ t > 0, s ∈ Rd.

y 2e−π‖s‖
2‖f‖1 ∈ L1(Rd).

Además, se tiene por continuidad de la integral respecto a traslaciones Teorema 1.11,
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que

ĺım
t→0

∫
Rd
|f(x+ ts)− f(x)|dx = 0

Por teorema de la convergencia dominada

ĺım
t→0

∫
Rd
e−π‖s‖

2

(∫
Rd
|f(x+ ts)− f(x)|dx

)
ds

=

∫
Rd
e−π‖s‖

2

(
ĺım
t→0

∫
Rd
|f(x+ ts)− f(x)|dx

)
ds

=

∫
Rd
e−π‖s‖

2

(0)ds

= 0

por tanto,
∥∥∥∥∫

Rd
f(·+ ts)e−π‖s‖

2

ds− f
∥∥∥∥

1

→ 0, t→ 0

Consideremos (tn) una sucesión en R tal que, tn → 0, n→∞.

Así,

ĺım
n→∞

∥∥∥∥∫
Rd
e−πt

2
n‖ξ‖2 f̂(ξ)e2πi(·)·ξdξ − f

∥∥∥∥
1

= 0

Definamos gn(x) =

∫
Rd
e−πt

2
n‖ξ‖2 f̂(ξ)e2πix·ξdξ, (gn) converge a f en L1(Rd), por

Teorema 1.10 existe una subsucesión (gnk) de (gn) tal que,

ĺım
k→∞

∫
Rd
e−πt

2
nk
‖ξ‖2 f̂(ξ)e2πix·ξdξ = f(x) a.e.

(gnk) es medible, ∀k ∈ N y f̂ ∈ L1(Rd). Así,

∀ k ∈ N ,
∣∣∣e−πt2nk‖ξ‖2 f̂(ξ)e2πix·ξ

∣∣∣ =
∣∣∣e−πt2nk‖ξ‖2 f̂(ξ)

∣∣∣
= e−πt

2
nk
‖ξ‖2

∣∣∣f̂(ξ)
∣∣∣

6
∣∣∣f̂(ξ)

∣∣∣
y ĺım
k→∞

e−πt
2
nk
‖ξ‖2 f̂(ξ)e2πix·ξ = f̂(ξ)e2πix·ξ a.e.

por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, se concluye que

ĺım
k→∞

∫
Rd
e−πt

2
nk
‖ξ‖2 f̂(ξ)e2πix·ξdξ =

∫
Rd
f̂(ξ)e2πix·ξdξ = f(x) a.e.

Por tanto,

f(x) =

∫
Rd
f̂(ξ)e2πix·ξdξ, a.e.
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COROLARIO 2.1. Si f , g ∈ L1(Rd) y

g(x) =

∫
Rd
f(ξ)e2πix·ξdξ a.e.

entonces ĝ(x) = f(x) a.e..

Demostración

Sean f y g ∈ L1(Rd). Se tiene que

f̂(ξ) =

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξdx =

∫
Rd
f(x)e2πix·(−ξ)dx = g(−ξ) a.e.

Como g = f̂ y g ∈ L1(Rd), entonces f̂ ∈ L1(Rd), usando la formula de inversión

Teorema 2.1 y haciendo u = −ξ se tiene

f(x) =

∫
Rd
f̂(ξ)e2πix·ξdξ =

∫
Rd
g(−ξ)e2πix·ξdξ =

∫
Rd
g(u)e−2πix·udu = ĝ(x) a.e.

Por tanto f(x) = ĝ(x) a.e.

COROLARIO 2.2. Si f ∈ L1(Rd) y f̂ = 0 a.e., entonces f = 0 a.e..

Demostración

Sea f ∈ L1(Rd), como f̂ = 0 a.e. entonces, f̂ ∈ L1(Rd), por la formula de inversión

Teorema 2.1, se tiene que:

f(x) =

∫
Rd
f̂(ξ)e2πix·ξdξ a.e.

=

∫
Rd

0e2πix·ξdξ a.e.

= 0 a.e.

Así, f(x) = 0 a.e. x ∈ Rd.

§2.1.2. Transformada de Fourier de la convolución de dos funciones

en L1(Rn)

TEOREMA 2.2. Si f y g ∈ L1(Rd), entonces (f ∗ g)̂(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ).

Demostración

Sean f , g ∈ L1(Rd), y ξ ∈ Rd. Usando el teorema de Fubini y haciendo el cambio de
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variable u = x− y.

(f ∗ g)̂(ξ) =

∫
Rd

(f ∗ g)(x)e−2πix·ξdx

=

∫
Rd

∫
Rd
f(x− y)g(y)e−2πix·ξdydx

=

∫
Rd

∫
Rd
f(u)g(y)e−2πi(u+y)·ξdydu

=

∫
Rd

∫
Rd
f(u)g(y)e−2πiu·ξe−2πiy·ξdydu

=

∫
Rd

∫
Rd
f(u)e−2πiu·ξg(y)e−2πiy·ξdydu

=

∫
Rd
f(u)e−2πiu·ξdu

∫
Rd
g(y)e−2πiy·ξdy = f̂(ξ)ĝ(ξ)

Cuando g(x) = f(−x), la convolución se llama correlación y se escribe f ?f , es decir,

f ? f(x) := f ∗ g(x).

COROLARIO 2.3. (f ? f )̂(ξ) = |f̂(ξ)|2

Demostración

Sea g(x) = h(x), donde h(x) = f(−x).

Así,

ĥ(ξ) =

∫
Rd
h(x)e−2πix·ξdx =

∫
Rd
f(−x)e−2πix·ξdx

= f̂(−ξ)

por tanto ĥ(ξ) = f̂(−ξ).

Por propiedad algebraica 3 Proposición 2.1, ĝ(ξ) = ĥ(ξ) = ĥ(−ξ) = f̂(ξ).

De esta manera por Teorema 2.2,

(f ? f )̂(ξ) = (f ∗ g)̂(ξ)

= f̂(ξ)ĝ(ξ)

= f̂(ξ)f̂(ξ)

= |f̂(ξ)|2
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§2.2. Resultados de sumabilidad

§2.2.1. Sumabilidad Cesáro

Consiste en hacer promedios de las sumas parciales de la serie de Fourier.

Dada f ∈ L1(Rd) definamos σf por

σf(x) =
1

R

∫ R

0

Srf(x)dr

=
1

R

∫ R

0

∫ r

−r
f̂(ξ)e2πixξdξdr

intercambiando el orden de integración se obtiene

σf(x) =
1

R

∫ R

−R

∫ R

|ξ|
f̂(ξ)e2πixξdrdξ

=
1

R

∫ R

−R
f̂(ξ)e2πixξ (R− |ξ|) dξ

=

∫ R

−R

(
1− |ξ|

R

)
f̂(ξ)e2πixξdξ

Probemos que

∫
R

(
1− |ξ|

R

)
χ

(−R,R)
(ξ)e2πix·ξdξ =

1

R

(
sen(πRx)

πx

)2

En efecto, probaremos que
∫
R
(1− |u|)χ

(−1,1)
e2πiuxdu =

sen2(πx)

(πx)2
.

Haciendo w = −u∫
R
(1− |u|)χ

(−1,1)
e2πiuxdu =

∫ 1

−1
(1− |u|)e2πiuxdu

=

∫ 1

0

(1− u)e2πiuxdu+

∫ 0

−1
(1 + u)e2πiuxdu

=

∫ 1

0

(1− u)e2πiuxdu−
∫ 0

1

(1− w)e−2πiwxdw

=

∫ 1

0

((1− u)e2πiux + (1− u)e−2πiux)du

=

∫ 1

0

(1− u)(e2πiux + e−2πiux)du
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Así,

∫ 1

−1
(1− |u|)e2πiuxdu = 2

∫ 1

0

(1− u)cos(2πiux)du

= 2

[
(1− u)sen(2πux)

2πx

]1
0

+ 2
1

2πx

∫ 1

0

sen(2πux)du

=
1

πx

∫ 1

0

sen(2πux)du

=
1

πx

(
−cos(2πux)

2πx

) ∣∣∣∣1
0

=
1

2(πx)2
(−cos(2πx) + 1)

=
1

(πx)2
(
1− cos(2πx)

2
)

=
sen2(πx)

(πx)2

denotaremos F1(x) =
sen2(πx)

(πx)2
.

Así, para R > 0,

F1(Rx) =
sen2(πRx)

(πRx)2
=

1

R2

(
sen(πRx)

πx

)2

haciendo FR(x) = RF1(Rx) entonces FR(x) =
1

R

(
sen(πRx)

πx

)2

, R > 0

llamaremos núcleo de Fejér a la función FR(x) =
1

R

(
sen(πRx)

πx

)2

.

FR yGR(ξ) =
(

1− |ξ|
R

)
χ

(−R,R)
(ξ) son funciones en L1(R), y FR(x) =

∫
R
GR(ξ)e2πix·ξdξ

a.e., entonces por el Corolario 2.1, F̂R(ξ) = GR(ξ), a.e., y como GR es continua,

F̂R(ξ) = GR(ξ), ∀ξ ∈ R.

Además, por el Teorema 2.2 (σRf )̂(ξ) = F̂R(ξ)f̂(ξ) la cual está en L1(R).
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En efecto, ∫
R
|(σRf )̂(ξ)|dξ =

∫
R
|F̂R(ξ)f̂(ξ)|dξ

=

∫
R
|
(

1− |ξ|
R

)
χ

(−R,R)
(ξ)||f̂(ξ)|dξ

=

∫
(−R,R)

(
1− |ξ|

R

)
|f̂(ξ)|dξ

6
∫

(−R,R)

(
1− |ξ|

R

)
‖f‖1dξ

= ‖f‖1
∫

(−R,R)

(
1− |ξ|

R

)
dξ

= ‖f‖1R

y en consecuencia

FR ∗ f(x) = σf(x).

§2.2.2. Sumabilidad Abel-Poisson

Este método de sumabilidad consiste en hacer convergente la integral de la

fórmula de inversión por la introducción del factor e−2πt‖ξ‖ y hacer después tender t

a cero. Es decir, estudiaremos

ĺım
t→0+

∫
Rd
e−2πt‖ξ‖f̂(ξ)e2πix·ξdξ

Sabemos que ∫
Rd
e−2π‖ξ‖e2πix·ξdξ =

1

π
d+1
2

Γ(d+1
2

)

(1 + ‖ξ‖2) d+1
2

hagamos P (x) =
1

π
d+1
2

Γ(d+1
2

)

(1 + ‖x‖2) d+1
2

y para t > 0

Pt(x) = t−dP
(x
t

)
=

1

π
d+1
2

t−dΓ(d+1
2

)

(1 + ‖x
t
‖2) d+1

2

=
t−d

π
d+1
2

Γ(d+1
2

)

(1 + ‖x‖2
t2

)
d+1
2

=
Γ(d+1

2
)

π
d+1
2

t

(t2 + ‖x‖2) d+1
2
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Llamaremos núcleo de Poisson a la función Pt(x) =
Γ(d+1

2
)

π
d+1
2

t

(t2 + ‖x‖2) d+1
2

, ∀t > 0.

Pt y Q(ξ) = e−2πt‖ξ‖ son funciones en L1(Rd), y Pt(x) =

∫
Rd

Q(ξ)e2πixξdξ , a.e., en-

tonces por el Corolario 2.1, P̂t(ξ) = Q(ξ), a.e., como Q es continua, P̂t(ξ) = Q(ξ),

∀ξ ∈ Rd.

Para f ∈ L1(Rd), (Pt ∗ f )̂(ξ) ∈ L1(Rd).

En efecto, ∫
Rd
|(Pt ∗ f )̂(ξ)|dξ =

∫
Rd
|P̂t(ξ)||f̂(ξ)|dξ

6 ‖f‖1
∫
Rd
e−2πt‖ξ‖dξ

donde g(x) = e−2πt‖x‖ y por el Ejemplo 2.4, haciendo λ = 2πt, se tiene que

ĝ(ξ) =
2d(2πt)π

d−1
2 Γ(d+1

2
)

((2πt)2 + 4π2‖ξ‖2)
d+1
2

.

Luego ∫
Rd
e−2πt‖x‖dx = ĝ(0)

=
2d(2πt)π

d−1
2 Γ(d+1

2
)

((2πt)2)
d+1
2

=
Γ(d+1

2
)

π
d
2 td

Así, ∫
Rd
|(Pt ∗ f )̂(ξ)|dξ 6 ‖f‖1

∫
Rd
e−2πt‖ξ‖dξ

= ‖f‖1
Γ(d+1

2
)

π
d
2 td

<∞

⇒ P̂t(ξ)f̂(ξ) ∈ L1(Rd), y en consecuencia

Pt ∗ f(x) =

∫
Rd
e−2πt‖ξ‖f̂(ξ)e2πix·ξdξ.
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§2.2.3. Sumabilidad Gauss-Weierstrass

Este método consiste en hacer convergente la integral de la formula de inversión

por la introducción de un factor e−πt‖ξ‖2 y hacer después tender t a cero. Es decir,

estudiaremos

ĺım
t→0+

∫
Rd
e−πt‖ξ‖

2

f̂(ξ)e2πix·ξdξ

Probemos que ∫
Rd
e−πt‖ξ‖

2

e2πix·ξdξ =
1

(
√
t)d
e−π

‖x‖2
t

Haciendo u =
√
tξ, du = t

d
2dξ

∫
Rd
e−πt‖ξ‖

2

e2πix·ξsξ =

∫
Rd
e−π‖

√
tξ‖2e2πix·ξdξ

=
1

(
√
t)d

∫
Rd
e−π‖u‖

2

e
2πix· u√

tdu

=
1

(
√
t)d

∫
Rd
e−π‖u‖

2

e
2πi x√

t
·u
du

=
1

(
√
t)d
e
−π‖ x√

t
‖2

=
1

(
√
t)d
e−π

‖x‖2
t

Así, ∫
Rd
e−πt‖ξ‖

2

e2πix·ξsξ =
1

(
√
t)d
e−π

‖x‖2
t (2.5)

Llamaremos núcleo de Gauss a la función Wt(x) = 1
(
√
t)d
e−π

‖x‖2
t , ∀t > 0

Wt y Ht(ξ) = e−πt‖ξ‖
2 son funciones en L1(Rd), y Wt(x) =

∫
Rd
Ht(ξ)e

2πix·ξdξ a.e., en-

tonces por el Corolario 2.1, Ŵt(ξ) = Ht(ξ), a.e.; ComoHt es continua, Ŵt(ξ) = Ht(ξ),

∀ξ ∈ Rd.

Además, para f ∈ L1(Rd)

(Wt ∗ f )̂ = Ŵtf̂ ∈ L1(Rd). (2.6)
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En efecto, haciendo w =
√
πtξ, dw = (πt)

d
2dξ∫

Rd
|(Wt ∗ f )̂(ξ)|dξ =

∫
Rd
|Ŵt(ξ)f̂(ξ)|dξ

=

∫
Rd
e−πt‖ξ‖

2 |f̂(ξ)|dξ

6 ‖f‖1
∫
Rd
e−πt‖ξ‖

2

dξ

=
‖f‖1
(πt)

d
2

∫
Rd
e−‖w‖

2

dw

=
‖f‖1
(t)

d
2

<∞

Así,

(Wt ∗ f )̂ = Ŵtf̂ ∈ L1(Rd)

y en consecuencia

Wt ∗ f(x) =

∫
Rd
e−πt‖ξ‖

2

f̂(ξ)e2πix·ξdξ. (2.7)

TEOREMA 2.3. Propiedades de los tres núcleos

1. Los núcleos de Fejér, Poisson y Gauss son funciones pares no negativas.

2. Los tres núcleos tienen integral igual 1.

TEOREMA 2.4. Si f ∈ L1(Rd) y existen los limites laterales en un punto x, entonces

ĺım
R→∞

σRf(x) = ĺım
t→0+

Pt ∗ f(x) = ĺım
t→0+

Wt ∗ f(x) =
1

2
[f(x+) + f(x−)].

En particular el límite es f , en los puntos de continuidad.
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Transformada de Fourier en Lp(Rd)

§3.1. Transformada de Fourier en L2(Rd)

LEMA 3.1. Si f , g ∈ L2(Rd), entonces su convolución define una función continua.

Demostración

Sean f , g ∈ L2(Rd), así
∫
Rd
|f |2 <∞ y

∫
Rd
|g|2 <∞

0 6 (|f(x− y)| − |g(y)|)2 = |f(x− y)|2 − 2|f(x− y)g(y)|+ |g(y)|2 a.e.

⇒ |f(x− y)g(y)| 6 1

2
(|f(x− y)|2 + |g(y)|2) a.e.

Por la desigualdad de Hölder, haciendo el cambio u = x− y y propiedades de la

integral, se tiene

|f ∗ g(x)| =

∣∣∣∣∫
Rd
f(x− y)g(y)

∣∣∣∣ dy
6

∫
Rd
|f(x− y)g(y)|dy

6
1

2

∫
Rd
|f(x− y)|2dy +

1

2

∫
Rd
|g(y)|2dy <∞

=
1

2

∫
Rd
|f(u)|2du+

1

2
‖g‖22

=
1

2
‖f‖22 +

1

2
‖g‖22, ∀ x ∈ Rd

⇒ |f ∗ g(x)| 6 1
2
(‖f‖22 + ‖g‖22) <∞, ∀ x ∈ Rd.

39
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Por tanto la convolución de f y g está bien definida.

Veamos que f ∗ g es continua. Usando la desigualdad de Hölder y el cambio de

variable z = x− y.

|f ∗ g(x+ h)− f ∗ g(x)| = |
∫
Rd
f(x+ h− y)g(y)dy −

∫
Rd
f(x− y)g(y)dy|

= |
∫
Rd

(f(x+ h− y)− f(x− y))g(y)dy|

6
∫
Rd
|f(x+ h− y)− f(x− y)||g(y)|dy

6

(∫
Rd
|f(x+ h− y)− f(x− y)|2dy

)1/2(∫
Rd
|g(y)|2dy

)1/2

6

(∫
Rd
|f(z + h)− f(z)|2dz

)1/2(∫
Rd
|g(y)|2dy

)1/2

= ‖f(·+ h)− f‖2‖g‖2

Por continuidad de la integral a través de traslaciones , se tiene que

ĺım
h→0
‖f(·+ h)− f‖2 = 0

y como ‖g‖2 <∞, entonces

ĺım
h→0
‖f(·+ h)− f‖2‖g‖2 = 0‖g‖2 = 0

⇒ ĺım
h→0
|f ∗ g(x+ h)− f ∗ g(x)| = 0

Por tanto

ĺım
h→0

f ∗ g(x+ h) = f ∗ g(x).

Así f ∗ g es continua.

PROPOSICIÓN 3.1. Igualdad de Plancherel en L1(Rd) ∩ L2(Rd)

Sea f una función en L1(Rd) ∩ L2(Rd) (es decir f y f 2 son integrables), entonces f̂

está en L2(Rd) y satisface ∫
Rd
|f(x)|2dx =

∫
Rd
|f̂(ξ)|2dξ.

Demostración

Si f = 0, a.e. , el resultado es inmediato. Sea f una función en L1(Rd) ∩ L2(Rd), tal



Héctor Camacaro . 41

que f 6= 0, a.e., la correlación f ? f es una función integrable por ser la convolución

de dos funciones integrables, y es continua por el lema anterior.

Hagamos F (w) = f ? f(w), F es integrable.

f ? f(0) = f ∗ g(0)

=

∫
Rd
f(w)g(0− w)dt

=

∫
Rd
f(w)g(−w)dt

=

∫
Rd
f(w)f(w)dt

=

∫
Rd
|f(w)|2dt

Usando el resultado de sumabilidad del Teorema 2.4 con el núcleo de Gauss,

ĺım
t→0+

Wt∗F (x) =
1

2
[F (x+)+F (x−)] = F (x) en los puntos de continuidad de F . Como

F es continua, ∀x ∈ Rd, en particular para x = 0 luego

ĺım
t→0+

Wt ∗ F (0) = F (0) = f ? f(0) =

∫
Rd
|f(x)|2dx = ‖f‖22 (3.1)

Por la ecuación (2.7) y usando el Corolario 2.3 se verifica que

Wt ∗ F (0) =

∫
Rd
e−πt‖ξ‖

2

F̂ (ξ)dξ

=

∫
Rd
e−πt‖ξ‖

2

(f ? f )̂(ξ)dξ

=

∫
Rd
e−πt‖ξ‖

2|f̂(ξ)|2dξ

Aplicando límite

ĺım
t→0+

∫
Rd
e−πt‖ξ‖

2|f̂(ξ)|2dξ = ĺım
t→0+

Wt ∗ F (0) = ‖f‖22 < 2‖f‖22

Por tanto, existe t0 > 0 tal que, 0 < t < t0 ⇒
∫
Rd
e−πt‖ξ‖

2|f̂(ξ)|2dξ < 2‖f‖22

⇒
∫
Rd
e−πt‖ξ‖

2|f̂(ξ)|2dξ < 2

∫
Rd
|f(x)|2dx

Fijemos R > 0,

‖ξ‖ < R ⇒ πt‖ξ‖2 < πtR2,∀t > 0

⇒ −πtR2 < −πt‖ξ‖2,∀t > 0
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Como ĺım
t→0+

e−πtR
2

= 1 >
1

2
, existe t1, tal que, 0 < t < t1, implica e−πtR2

> 1
2
.

Así, 0 < t < t1 ⇒ e−πt‖ξ‖
2
> e−πtR

2
> 1

2

Sea t2 = mı́n{t0, t1}, 0 < t < t2, entonces 0 < t < t0 y 0 < t < t1.∫
B(0,R)

|f̂(ξ)|2dξ =

∫
B(0,R)

|f̂(ξ)|2eπt‖ξ‖2e−πt‖ξ‖2dξ

6 2

∫
B(0,R)

|f̂(ξ)|2e−πt‖ξ‖2dξ 0 < t < t1 y ‖ξ‖ < R

6 2

∫
Rd
|f̂(ξ)|2e−πt‖ξ‖2dξ

6 4

∫
Rd
|f(x)|2dx 0 < t < t0

Por tanto,
∫
B(0,R)

|f̂(ξ)|2dξ 6 4

∫
Rd
|f(x)|2dx,∀R > 0

en particular
∫
Rd
|f̂(ξ)|2χB(0,n)(ξ)dξ 6 4

∫
Rd
|f(x)|2dx , ∀n ∈ N

Definamos gn(ξ) = |f̂(ξ)|2χB(0,n)(ξ) ,∀n ∈ N.

gn(ξ) 6 gn+1(ξ) ,∀ξ ∈ Rd.

Así, por el teorema de la convergencia monótona∫
Rd

ĺım
n→∞

gn(ξ)dξ = ĺım
n→∞

∫
Rd
gn(ξ)dξ

= ĺım
n→∞

∫
Rd
|f̂(ξ)|2χB(0,n)(ξ)dξ

6 4

∫
Rd
|f(x)|2dx

Para ĺım
n→∞

gn(ξ) = ĺım
n→∞

|f̂(ξ)|2χ(B0,n)(ξ) = |f̂(ξ)|2, a.e.

⇒
∫
Rd
|f̂(ξ)|2dξ 6 4

∫
Rd
|f(x)|2dx <∞

⇒ f̂ ∈ L2(Rd)

De esta manera, para todo t > 0

||f̂(ξ)|2e−πt‖ξ‖2| = |f̂(ξ)|2e−πt‖ξ‖2 6 |f̂(ξ)|2, |f̂ |2 integrable
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y ĺım
t→0
|f̂(ξ)|2e−πt‖ξ‖2 = |f̂(ξ)|2 a.e.

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y la ecuación (3.1) se

tiene que

ĺım
t→0

∫
Rd
|f̂(ξ)|2e−πt‖ξ‖2dξ =

∫
Rd
|f̂(ξ)|2dξ =

∫
Rd
|f(x)|2dx

Por tanto
∫
Rd
|f̂(ξ)|2dξ =

∫
Rd
|f(x)|2dx

LEMA 3.2. L1(Rd) ∩ L2(Rd) = L2(Rd), es decir, L1(Rd) ∩ L2(Rd) es denso en

L2(Rd).

Demostración

Dada f ∈ L2(Rd), veamos que existe una sucesión de funciones (fn) en

L1(Rd) ∩ L2(Rd) tal que, fn → f en L2(Rd).

Definamos

fn(x) =

{
f(x) si ‖x‖ < n

0 si ‖x‖ > n

Afirmación. fn ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd), ∀ n ∈ N.
En efecto, usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz∫

Rd
|fn(x)|dx =

∫
‖x‖<n

|fn(x)|dx

=

∫
‖x‖<n

|f(x)|dx

=

∫
Rd
|f(x)|χ

B(0,n)
(x)dx

6

(∫
Rd
|f(x)|2dx

) 1
2
(∫

Rd
|χ

B(0,n)
(x)|2dx

) 1
2

= ‖f‖2
(∫
‖x‖<n

dx

) 1
2

= ‖f‖2(m(B(0, n)))
1
2 <∞
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⇒ fn ∈ L1(Rd) ∫
Rd
|fn(x)|2dx =

∫
‖x‖<n

|fn(x)|2dx

=

∫
‖x‖<n

|f(x)|2dx

6
∫
Rd
|f(x)|2dx

= ‖f‖22 <∞

⇒ fn ∈ L2(Rd)

Así, fn ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd)

Sea, An = (B(0, n))c, ∀ n ∈ N, como B(0, n) ⊂ B(0, n+ 1), entonces An+1 ⊂ An.

Definamos gn(x) = |f(x)|2χ
An

(x), gn(x) > 0,∀x ∈ Rd, n ∈ N

Dado x ∈ Rd

x ∈ An+1 ⇒ x ∈ An
⇒ gn(x) = |f(x)|2 ∧ gn+1(x) = |f(x)|2

⇒ gn(x) = gn+1(x)

x 6∈ An+1 ⇒ gn+1(x) = 0

⇒ gn+1(x) 6 gn(x)

Así, gn+1(x) 6 gn(x), ∀ x ∈ Rd.

Veamos que gn ∈ L1(Rd)∫
Rd
|gn(x)|dx =

∫
Rd
|f(x)|2χ

An
(x)dx

=

∫
An

|f(x)|2dx

6
∫
Rd
|f(x)|2dx <∞

gn ∈ L1(Rd), ∀n ∈ N.
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Ahora, dado x ∈ Rd, existe N ∈ N tal que, x ∈ B(0, N),

n > N ⇒ B(0, N) ⊂ B(0, n)

⇒ x ∈ 6∈An
⇒ gn(x) = 0

Luego, ĺım
n→∞

gn(x) = 0 ,∀x ∈ Rd y como g1 ∈ L1(Rd)

ĺım
n→∞

∫
Rd
gn(x)dx =

∫
Rd

ĺım
n→∞

gn(x)dx =

∫
Rd

0dx = 0,

por el teorema de la convergencia monótona.

Finalmente, probemos que fn → f en L2(Rd).

∫
Rd
|fn(x)− f(x)|2dx =

∫
B(0,n)

|fn(x)− f(x)|2dx+

∫
B(0,n)c

|fn(x)− f(x)|2dx

=

∫
An

|f(x)|2dx

=

∫
Rd
|f(x)|2χ

An
(x)dx

=

∫
Rd
gn(x)dx

De esta manera se tiene

ĺım
n→0

∫
Rd
|fn(x)− f(x)|2dx = ĺım

n→0

∫
Rd
gn(x)dx = 0.

esto es, ĺım
n→0
‖fn − f‖2 = 0.

Por tanto L1(Rd) ∩ L2(Rd) = L2(Rd)

DEFINICIÓN 3.1. Transformada de Fourier en L2(Rd)

Por el lema anterior, dado f ∈ L2(Rd), existe (fn) en L1(Rd) ∩ L2(Rd) tal que,

fn → f en L2(Rd); (fn) es una sucesion de Cauchy en L2(Rd). Por la identidad de

Plancherel en L1(Rd)∩L2(Rd) se tiene que, ‖f̂n− f̂m‖2 = ‖fn−fm‖2 , por lo que (f̂n)

es una sucesión de Cauchy en L2(Rd), como dicho espacio es completo (f̂n) converge,

de modo que, existe una función h ∈ L2(Rd) tal que, ĺım
n→∞

‖f̂n − h‖2 = 0.
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La función h no depende de la sucesión (fn) en L1(Rd) ∩ L2(Rd). En efecto, sea

(gn) una sucesión en L1(Rd) ∩ L2(Rd), tal que, gn → f en L2(Rd), así, gn − fn → 0

en L2(Rd).

De esta manera, usando la identidad de Plancherel en L1(Rd)∩L2(Rd) y linealidad

de la transformada de Fourier

ĺım
n→∞

‖gn − fn‖2 = 0 ⇒ ĺım
n→∞

‖(gn − fn)̂‖2 = 0

⇒ ĺım
n→∞

‖ĝn − f̂n‖2 = 0

Como ‖ĝn − h‖2 6 ‖ĝn − f̂n‖+ ‖f̂n − h‖2 , entonces

ĺım
n→∞

‖ĝn − h‖2 6 ĺım
n→∞

‖ĝn − f̂n‖+ ĺım
n→∞

‖f̂n − h‖2 = 0

de esta manera, se tiene que ĝn → h, por tanto h es independiente de la sucesión

escogida.

Diremos que h es la transformada de Fourier de f , y la denotaremos como f̂ .

Asi, f̂ = ĺım
n→∞

f̂n en L2(Rd)

TEOREMA 3.1. Sea f una función en L2(Rd).

1. Se tiene

f̂(ξ) = ĺım
n→∞

∫
‖x‖<n

f(x)e−2πix·ξdx,

entendiendo el límite en la norma de L2(Rd).

2. f y f̂ satisfacen la igualdad de Plancherel en L2(Rd)

3. Si f y g estan en L2(Rd), entonces∫
Rd
f(x)ĝ(x)dx =

∫
Rd
f̂(ξ)g(ξ)dξ

y ∫
Rd
f(x)g(x)dx =

∫
Rd
f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ

4. Si τhf(x) = f(x+ h), entonces (τhf )̂ (ξ) = f̂(ξ)e2πih·ξ en L2(Rd)
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Demostración

1. Sea f ∈ L2(Rd), definamos la función

fn(x) =

{
f(x) si ‖x‖ < n

0 si ‖x‖ > n
,

sabemos que fn ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd) y fn → f ∈ L2(Rd).

Ahora:

∀ n ∈ N , f̂n(ξ) =

∫
Rd
fn(x)e−2πix·ξdx

=

∫
‖x‖<n

f(x)e−2πix·ξ

Por tanto,

f̂(ξ) = ĺım
n→∞

∫
‖x‖<n

f(x)e−2πix·ξdx en L2(Rd)

o equivalentemente,

ĺım
n→∞

∫
Rd

∣∣∣∣ ∫
‖x‖<n

f(x)e−2πix·ξdx− f̂(ξ)

∣∣∣∣2dξ = 0.

2. Dada f ∈ L2(Rd), sabemos que f̂ ∈ L2(Rd). Sea (fn) sucesión de funciones en

L1(Rd)∩L2(Rd) tal que, fn → f en L2(Rd) entonces, f̂n → f̂ en L2(Rd). Como

fn → f , ĺım
n→∞

‖fn − f‖2 = 0.

Se sabe que |‖fn‖2 − ‖f‖2| 6 ‖fn − f‖2 .
Así, ĺım

n→∞
‖fn‖2 = ‖f‖2 , y como ‖f̂n‖2 = ‖fn‖2 , ∀n ∈ N, por Teorema 3.1,

entonces ĺım
n→∞

‖f̂n‖2 = ‖f‖2 .

Además como f̂n → f̂ en L2(Rd), entonces ĺım
n→∞

‖f̂n − f̂‖2 = 0.

Así, ĺım
n→∞

‖f̂n‖2 = ‖f̂‖2 . De esta manera se tiene que, ‖f‖2 = ĺım
n→∞

‖f̂n‖2 = ‖f̂‖2 .
Por tanto,

‖f‖2 = ‖f̂‖2 .

3. Sean f y g ∈ L2(Rd), y sean (fn) y (gn) sucesiones en L1(Rd) ∩ L2(Rd) tal

que, fn → f en L2(Rd) y gn → g en L2(Rd). Dado n ∈ N y por la propiedad

analítica 5 Proposición 2.2, se tiene∫
Rd
fn(x)ĝn(x)dx =

∫
Rd
f̂n(ξ)gn(ξ)dξ ,∀n ∈ N (3.2)



Capítulo3. Transformada de Fourier en Lp(Rd) 48

Veamos ahora que ĺım
n→∞

∫
Rd
fn(x)ĝn(x)dx =

∫
Rd
f(x)ĝ(x)dx.

En efecto:

|
∫
Rd

(fn(x)ĝn(x)− f(x)ĝ(x))dx|

6
∫
Rd
|fn(x)ĝn(x)− f(x)ĝ(x)|dx

=

∫
Rd
|fn(x)ĝn(x)− f(x)ĝ(x) + ĝn(x)f(x)− ĝn(x)f(x)|dx

6
∫
Rd
|(fn(x)− f(x)||ĝn(x)|dx+

∫
Rd
|ĝn(x)− ĝ(x)||f(x)|dx

Por la desigualdad de Hölder∫
Rd
|(fn(x)− f(x)||ĝn(x)|dx 6

( ∫
Rd
|(fn(x)− f(x)|2

) 1
2
( ∫

Rd
|ĝn(x)|2dx

) 1
2

= ‖fn − f‖2‖ĝn‖2 ,∀n ∈ N

y∫
Rd
|ĝn(x)− ĝ(x)||f(x)|dx 6

( ∫
Rd
|ĝn(x)− ĝ(x)|2dx

) 1
2
( ∫

Rd
|f(x)|2dx

) 1
2

= ‖ĝn − ĝ‖2‖f‖2 ,∀n ∈ N

Veamos que, cada término tiende a cero.

Como ĝn → ĝ en L2(Rd)

ĺım
n→∞

‖fn − f‖2‖ĝn‖2 = 0 ĺım
n→∞

‖ĝn‖2 = 0.‖ĝ‖2 = 0

y

ĺım
n→∞

‖ĝn − ĝ‖2‖f‖2 = 0‖f‖2 = 0

Así, ĺım
n→∞

∫
Rd
fn(x)ĝn(x)dx =

∫
Rd
f(x)ĝ(x)dx

Análogamente, ĺım
n→∞

∫
Rd
gn(ξ)f̂n(ξ)dx =

∫
Rd
g(ξ)f̂(ξ)dξ
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Por la ecuación (3.2)∫
Rd
f(x)ĝ(x)dx = ĺım

n→∞

∫
Rd
fn(x)ĝn(x)dx

= ĺım
n→∞

∫
Rd
f̂n(ξ)gn(ξ)dξ

=

∫
Rd
f̂(ξ)g(ξ)dξ

Para la demostración de
∫
Rd
f(x)g(x)dx =

∫
Rd
f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ, consideremos la

función h = ĝ. Como ĝn → ĝ, entonces ĝn → ĝ = h en L2(Rd). Probemos que

ĥ = g(x), ∀x ∈ Rd

Sea (hn) una sucesión en L1(Rd) ∩ L2(Rd), tal que hn → h en L2(Rd).

Para x ∈ Rd y usando Proposición 2.1, se tiene

(ĝn − hn)̂(x) = (ĝn)̂(x)− ĥn(x)

= (ĝn)̂(−x)− ĥn(x)

= gn(x)− ĥn(x)

Usando lo anterior e identidad de Plancherel en L1(Rd) ∩ L2(Rd)

‖gn − ĥn‖2 = ‖gn − ĥn‖2
= ‖gn − ĥn‖2
= ‖(ĝn − hn)̂‖2
= ‖ĝn − hn‖2

Como ‖gn − ĥ‖2 6 ‖gn − ĥn‖2 + ‖ĥn − ĥ‖2 = ‖ĝn − hn‖2 + ‖ĥn − ĥ‖2 , y

ĝn − hn → ĝ − h = 0, entonces ĺım
n→∞

‖gn − ĥ‖2 = 0.

Así, g = ĥ

Por lo anterior, se tiene∫
Rd
f(x)g(x)dx =

∫
Rd
f(x)ĥ(x)dx

=

∫
Rd
f̂(ξ)h(ξ)dξ

=

∫
Rd
f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ
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4. Sea f ∈ L2(Rd), y sea (fn) una sucesión de funciones en L1(Rd) ∩ L2(Rd) tal

que, fn → f en L2(Rd), entonces f̂n → f̂

Fijemos h ∈ Rd, haciendo el cambio de variable u = x+ h(∫
Rd
|τhfn(x)− τhf(x)|

) 1
2

=

(∫
Rd
|fn(x+ h)− f(x+ h)|

) 1
2

dx

=

(∫
Rd
|fn(u)− f(u)|

) 1
2

du

= ‖fn − f‖2

Como ‖fn − f‖2 → 0, n→∞, entonces τhfn → τhf en L2(Rd)

Así,

(τhfn)̂(ξ)→ (τhf )̂(ξ) en L2(Rd) (3.3)

Ahora, (τhfn)̂(ξ) = f̂n(ξ)e2πih·ξ,∀n ∈ N, ∀ξ ∈ Rd

|f̂n(ξ)e2πih·ξ − f̂(ξ)e2πih·ξ| = |(f̂n(ξ)− f̂(ξ))e2πih·ξ| = |f̂n(ξ)− f̂(ξ)|(∫
Rd
|f̂n(ξ)e2πih·ξ − f̂(ξ)e2πih·ξ|2dx

) 1
2

=

(∫
Rd
|f̂n(ξ)− f̂(ξ)|2dx

) 1
2

= ‖f̂n − f̂‖2 → 0, n→∞

‖(τhfn)̂− f̂ e2πih(·)‖2 = ‖f̂ne2πih(·) − f̂ e2πih(·)‖2
= ‖f̂n − f̂‖2 → 0, n→∞

Por tanto,

(τhfn)̂(ξ)→ f̂(ξ)e2πih·ξ en L2(Rd) (3.4)

de (3.3) y (3.4), (τhf )̂(ξ) = f̂(ξ)e2πih·ξ en L2(Rd).

TEOREMA 3.2. Sea f ∈ L2(Rd) y g ∈ L1(Rd). Entonces f ∗ g está en L2(Rd) y se

tiene que (f ∗ g)̂(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ).
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Demostración

Sea f ∈ L2(Rd).

Veamos que f ∗g ∈ L2(Rd). Usando la desigualdad integral de Minkowsky y el cambio

de variable w = x− y.(∫
Rd
|f ∗ g(x)|2dx

) 1
2

=

(∫
Rd
|
∫
Rd
f(x− y)g(y)dy|2dx

) 1
2

6

(∫
Rd

(∫
Rd
|f(x− y)g(y)|dy

)2

dx

) 1
2

6
∫
Rd

(∫
Rd
|f(x− y)|2|g(y)|2dx

) 1
2

dy

=

∫
Rd

(
|g(y)|2

∫
Rd
|f(x− y)|2dx

) 1
2

dy

=

∫
Rd
|g(y)|

(∫
Rd
|f(x− y)|2dx

) 1
2

dy

=

∫
Rd
|g(y)|

(∫
Rd
|f(w)|2dw

) 1
2

dy

=

∫
Rd
|g(y)|‖f‖2dy

= ‖f‖2
∫
Rd
|g(y)|dy

= ‖f‖2‖g‖1 <∞

Así, f ∗ g ∈ L2(Rd) y además se verifica,

‖f ∗ g‖2 6 ‖f‖2‖g‖1 (3.5)

Sea fn ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd), tal que fn → f ∈ L2(Rd), entonces de (3.5)

fn ∗ g ∈ L2(Rd). Como fn ∈ L1(Rd) y g ∈ L1(Rd), por Teorema 2.2 se tiene,

fn ∗ g ∈ L1(Rd). Así, fn ∗ g ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd).

Veamos que, fn ∗ g → f ∗ g en L2(Rd).

En efecto, de (3.5) y propiedad distributiva de la convolución de funciones

‖fn ∗ g − f ∗ g‖2 = ‖(fn − f) ∗ g‖2 6 ‖fn − f‖2‖g‖1

como fn → f ∈ L2(Rd), entonces fn ∗ g → f ∗ g en L2(Rd).
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fn → f ∈ L2(Rd), entonces f̂n → f̂ ∈ L2(Rd). fn y g ∈ L1(Rd) por Teorema 2.2

se tiene que (fn ∗ g)̂(ξ) = f̂n(ξ)ĝ(ξ), ∀ n ∈ N, ∀ ξ ∈ Rd.

fn ∗ g → f ∗ g en L2(Rd), entonces (fn ∗ g)̂→ (f ∗ g)̂ en L2(Rd), pero

(fn ∗ g)̂(ξ) = f̂n(ξ)ĝ(ξ), ∀ n ∈ N, ∀ ξ ∈ Rd. Ahora f̂n → f̂ en L2(Rd) y ĝ ∈ L∞(Rd),

entonces f̂n(ξ)ĝ(ξ)→ f̂(ξ)ĝ(ξ) en L2(Rd).

Así, (f ∗ g)̂(ξ) = ĺım
n→∞

(fn ∗ g)̂(ξ) = ĺım
n→∞

f̂n(ξ)ĝ(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ) en L2(Rd)

§3.1.1. Fórmula de inversión en L2(Rd)

TEOREMA 3.3. Si f está en L2(Rd), se tiene f(x) = (f̂ )̂(−x) como funciones de

L2(Rd) y, por tanto en casi todo punto. En particular,

f(x) = ĺım
n→∞

∫
‖x‖<n

f̂(ξ)e2πix·ξdξ

con límite en L2(Rd).

Demostración

Sea f en L2(Rd), entonces f̂ ∈ L2(Rd). Probemos la siguiente igualdad∫
Rd
ĝλ(w − x)f(w)dw =

∫
Rd
gλ(ξ)f̂(ξ)e2πix·ξdξ, ∀λ > 0, x ∈ L2(Rd) (3.6)

donde g
λ
(ξ) = e−λπ‖ξ‖

2 .

En efecto, por la ecuación (2.5) sabemos que ĝ
λ
(y) = λ−

d
2 e−π

‖y‖2
λ ,∀y ∈ Rd

Verifiquemos (3.6)

Haciendo w = y + x, y usando Teorema 3.1 parte 3 y 4∫
Rd
g
λ
(ξ)f̂(ξ)e2πix·ξdξ =

∫
Rd

(τxf )̂(ξ)g
λ
(ξ)dξ

=

∫
Rd
τxf(y)ĝ

λ
(y)dy

=

∫
Rd
f(y + x)ĝ

λ
(y)dy

=

∫
Rd
f(w)ĝ

λ
(w − x)dw

Veamos que ĝλ ∗ f → f en L2(Rd).
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Consideremos Hλ(x) = λ−dh(λ−1x), para λ > 0, donde h(x) = e−π‖x‖
2

Hλ(x) = λ−dh(λ−1x)

= λ−de−π‖λ
−1x‖2

= λ−de−
π
λ2
‖x‖2

Así, H√λ(x) = λ−
d
2 e−π

‖x‖2
λ = ĝλ(x)

Como
∫
Rd
h(x)dx = 1, por Teorema 1.19

ĺım
λ→0
‖Hλ ∗ f − f‖2 = 0 ⇒ ĺım

λ→0
‖H√λ ∗ f − f‖2 = 0

⇒ ĺım
λ→0
‖ĝλ ∗ f − f‖2 = 0

Por tanto, ĝλ ∗ f → f en L2(Rd).

Veamos que g
λ
f̂ → f̂ en L2(Rd)

|(g
λ
(x)f̂(x)− f̂(x)| = |(g

λ
(x)− 1)||f̂(x)|

6 (|(g
λ
(x)|+ 1)|f̂(x)|

6 2|f̂(x)|

Así, |(g
λ
(x)f̂(x)− f̂(x)|2 6 4|f̂(x)|2 y ĺım

λ→0
(g

λ
(x)− 1)f̂(x) = 0 a.e.

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue(∫
Rd
|(g

λ
(x)f̂(x)− f̂(x)|2dx

) 1
2

→ 0, λ→ 0

Por tanto g
λ
f̂ → f̂ en L2(Rd)

Luego por la igualdad de Plancherel en L2(Rd)

‖(g
λ
f̂ )̂− (f̂ )̂‖2 = ‖(g

λ
f̂ − f̂ )̂‖2 = ‖g

λ
f̂ − f̂‖2 → 0, λ→ 0

De esta manera ‖(g
λ
f̂ )̂− (f̂ )̂‖2 → 0, λ→ 0
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Así, (g
λ
f̂ )̂→ (f̂ )̂ en L2(Rd)

Por lo que, usando la ecuación (3.6)

ĝλ ∗ f(x) =

∫
Rd
g
λ
(ξ)f̂(ξ)e2πix·ξdξ = (gλf̂ )̂(−x),∀λ > 0, x ∈ Rd.

Así,

f(x) = ĺım
λ→0

(ĝλ ∗ f)(x)

= ĺım
λ→0

(gλf̂ )̂(−x)

= (f̂ )̂(−x) en L2(Rd)

y en consecuencia,

f(x) = (f̂ )̂(−x) = ĺım
n→∞

∫
‖x‖<n

f̂(ξ)e2πix·ξdξ

con límite en L2(Rd).

PROPOSICIÓN 3.2. Si f y
∂

∂xj
f están en L2(Rd), ∀j ∈ {1, · · · , d}, entonces ξj f̂

está en L2(Rd), ∀j ∈ {1, · · · , d} y (
∂f

∂ξj
)̂(ξ) = 2πiξj f̂(ξ), ∀j ∈ {1, · · · , d} en L2(Rd).

Demostración

Sean f y
∂

∂xj
f ∈ L2(Rd), ∀j ∈ {1, · · · , d}, sea ϕ ∈ C1 una función, tal que

0 6 ϕ(x) 6 1, ∀x ∈ Rd definida como,

ϕ(x) =

{
1 si ‖x‖ < 1

0 si ‖x‖ > 2

Sea ϕn(x) = ϕ(x
n
), ∀n ∈ N. Veamos que, ϕnf ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd).

En efecto,

‖ϕn‖
2

2
=

∫
Rd
|ϕn(x)|2dx

=

∫
Rd

∣∣∣ϕ(x
n

)∣∣∣2 dx
=

∫
‖ x
n
‖<2

∣∣∣ϕ(x
n

)∣∣∣2 dx
6

∫
‖x‖<2n

|ϕ
(x
n

)
|2dx

6
∫
‖x‖<2n

dx

= m (B(0, 2n)) <∞
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por la desigualdad de Hölder∫
Rd
|ϕn(x)f(x)|dx =

∫
Rd
|ϕn(x)||f(x)|dx 6 ‖ϕn‖2‖f‖2 .

⇒ ϕnf ∈ L1(Rd)

|ϕnf(x)| = |ϕ(x
n
)f(x)| 6 |f(x)| ⇒ |ϕnf(x)|2 6 |f(x)|2,

así,
∫
Rd
|ϕnf(x)|2dx 6

∫
Rd
|f(x)|2dx <∞

⇒ ϕnf ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd)

Por otro lado

|(ϕnf − f)(x)|2 = |ϕn(x)f(x)− f(x)|2

= |(ϕn(x)− 1)|2|f(x)|2

6 (ϕ
(x
n

)
+ 1)2|f(x)|2

6 22|f(x)|2

= 4|f(x)|2

ĺım
n→∞

(ϕn(x)f(x)) = ĺım
n→∞

ϕ
(x
n

)
f(x)

= ϕ(0)f(x) ϕ ∈ C1

= f(x) a.e.

entonces, ĺım
n→∞

|ϕn(x)f(x)− f(x)|2 = 0 a.e.

Así, por teorema de la convergencia dominada de Lebesgue,

ĺım
n→∞

∫
Rd
|ϕn(x)f(x)− f(x)|2dx =

∫
Rd

ĺım
n→∞

|ϕn(x)f(x)− f(x)|2dx = 0

Por tanto, ϕnf → f en L2(Rd).

Por otro lado, ∀j ∈ {1, · · · , d}, usando la regla de la cadena

∂

∂xj
(ϕn(x)f(x)) =

1

n

∂

∂xj

(
ϕ
(x
n

))
f(x) + ϕ

(x
n

) ∂

xj
(f(x)) (3.7)
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Puesto que
∂

xj
ϕ se anula fuera de la bola de radio 2 y es continua en la bola cerrada,

existe C1 > 0 tal que
∣∣∣∣ ∂∂xjϕ(x)

∣∣∣∣ 6 C1,∀x ∈ Rd. Usando la ecuación (3.7) y el hecho

que
∣∣∣∣ ∂∂xjϕn

∣∣∣∣ 6 C1, se prueba que
∂

∂xj
ϕn ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd),∀n ∈ N

Probemos que
∂

∂xj
(ϕnf)→ ∂

∂xj
f en L2(Rd)

∣∣∣∣ ∂∂xj (ϕn(x)f(x))− ∂

∂xj
f(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1n ∂

∂xj

(
ϕ
(x
n

))
f(x) + (ϕ

(x
n

)
− 1)

∂

∂xj
f(x)

∣∣∣∣
=

1

n

∣∣∣∣ ∂∂xjϕ
(x
n

)∣∣∣∣ |f(x)|+ 2

∣∣∣∣ ∂∂xj f(x)

∣∣∣∣
6 C1 |f(x)|+ 2

∣∣∣∣ ∂∂xj f(x)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ ∂∂xj (ϕn(x)f(x))− ∂

∂xj
f(x)

∣∣∣∣2 6

(
C1 |f(x)|+ 2

∣∣∣∣ ∂∂xj f(x)

∣∣∣∣)2

6 C2 |f(x)|2 +

∣∣∣∣ ∂∂xj f(x)

∣∣∣∣2 , ∀ n ∈ N

ĺım
n→∞

∂

∂xj
(ϕn(x)f(x)) = ĺım

n→∞

(
1

n

∂

∂xj

(
ϕ
(x
n

))
f(x) + ϕ

(x
n

) ∂

∂xj
f(x)

)
=

∂f(x)

∂xj
a.e.

ĺım
n→∞

∣∣∣∣∂(ϕn(x)f(x))

∂xj
− ∂f(x)

∂xj

∣∣∣∣2 = 0, a.e.

por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

ĺım
n→∞

∫
Rd

∣∣∣∣(∂(ϕn(x)f(x))

∂xj

)
− ∂f(x)

∂xj

∣∣∣∣2 dx =

∫
Rd

ĺım
n→∞

∣∣∣∣∂(ϕn(x)f(x))

∂xj
− ∂f(x)

∂xj

∣∣∣∣2 dx = 0

y obtenemos que
∂

∂xj
(ϕnf)→ ∂

∂xj
f en L2(Rd).

Con lo probado anteriormente se tiene que,
(
∂

∂ξj
(ϕnf)

)̂
→
(
∂f

∂ξj

)̂
en L2(Rd),

así, por Teorema 1.10 existe una subsucesión de
((

∂

∂xj
(ϕnf)

)̂ )
, la cual denotare-

mos por comodidad de la misma forma tal que,(
∂

∂ξj
(ϕnf)

)̂
(ξ)→

(
∂f

∂ξj

)̂
(ξ), a.e. (3.8)
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por Proposición 2.2,(
∂(ϕnf)

∂ξj

)̂
(ξ) = 2πiξj(ϕnf )̂(ξ),∀ξ ∈ Rd,∀n ∈ N. (3.9)

Por otro lado, fϕn → f en L2(Rd), entonces (fϕn)̂ → (f )̂ en L2(Rd), nueva-

mente por Teorema 1.10, existe una subsucesión de ((fϕn)̂) la cual denotaremos por

comodidad de la misma manera, tal que, (fϕn)̂(ξ)→ (f )̂(ξ), a.e. Luego

2πiξj(fϕn)̂(ξ)→ 2πiξj f̂(ξ), a.e. (3.10)

De las ecuaciones (3.8), (3.9) y (3.10) se tiene(
∂f

∂ξj

)̂
(ξ) = 2πiξj f̂(ξ), a.e.

⇒
(
∂f

∂ξj

)̂
(ξ)− 2πiξj f̂(ξ) = 0, a.e..

Por tanto,
(
∂f

∂ξj

)̂
(ξ) − 2πiξj f̂(ξ) ∈ L2(Rd) y como

(
∂f

∂ξj

)̂
(ξ) ∈ L2(Rd), entonces

2πiξj f̂(ξ) ∈ L2(Rd).

Así, (
∂f

∂ξj

)̂
(ξ) = 2πiξj f̂(ξ), en L2(Rd).
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§3.2. Transformada de Fourier en Lp(Rd), para 1 6 p 6 2

Teniendo definida la transformada de Fourier para funciones en L1(Rd) y fun-

ciones en L2(Rd), podemos definir la transformada de Fourier sobre L1(Rd)+L2(Rd),

que consiste en todas las funciones f = f1 + f2 donde f1 ∈ L1(Rd) y f2 ∈ L2(Rd).

Definamos f̂ = f̂1 + f̂2 donde f = f1 + f2, veamos que la transformada de Fourier

sobre L1(Rd) + L2(Rd) está bien definida, es decir, f̂ es independiente de f1 y f2.

Si f = g1 + g2 donde g1 ∈ L1(Rd) y g2 ∈ L2(R), entonces

h = g1 − f1 = f2 − g2 ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd).

Asi, por teorema ĥ ∈ L2(Rd), ĥ = (g1 − f1)̂ = (f2 − g2)̂ = ĝ1 − f̂1 = f̂2 − ĝ2, de esta

manera se tiene que f̂1 + f̂2 = ĝ1 + ĝ2.

Una función de Lp(Rd) con 1 6 p 6 2, se puede descomponer en suma de funciones

f1 + f2 tal que f1 ∈ L1(Rd) y f2 ∈ L2(Rd). En efecto, sea f ∈ Lp(Rd), hagamos

E = {x : |f(x)| > 1} = |f(x)|−1(1,+∞]. Si m(E) =∞, entonces∫
Rd
|f(x)|pdx >

∫
E

|f(x)|pdx >
∫
E

dx = m(E) = ∞, implicando f 6∈ Lp(Rd),

contrariando que f ∈ Lp(Rd). Por tanto m(E) <∞
Definamos

f1 =

{
f(x) x ∈ E

0 x 6∈ E
f2 =

{
f(x) x 6∈ E

0 x ∈ E

Si x ∈ E, f1(x) = f(x) y f2(x) = 0, f(x) = f1(x) + f2(x)

Si x 6∈ E, f1(x) = 0 y f2(x) = f(x), f(x) = f1(x) + f2(x)

Por tanto f(x) = f1(x) + f2(x), ∀ x ∈ E.

Además, por la desigualdad de Hölder∫
Rd
|f1(x)|dx =

∫
Rd
|f(x)|χ

E
(x)dx

6

(∫
Rd
|f(x)|pdx

) 1
p
(∫

Rd
|χ

E
(x)|qdx

) 1
q

6

(∫
Rd
|f(x)|pdx

) 1
p

(m(E))
1
q <∞
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con
1

p
+

1

q
= 1 por lo que f1 ∈ L1(Rd).

∫
Rd
|f2(x)|2dx =

∫
Rd−E

|f2(x)|2dx 6
∫
Rd−E

|f2(x)|pdx <∞.

Esto se debe a que |f(x)| 6 1 en Rd − E y por tanto |f(x)|2 6 |f(x)|p ya que

1 6 p 6 2. Asi, f2 ∈ L2(Rd).

Definimos f̂ = f1 + f2 donde f̂1 ∈ L1(Rd) y f2 ∈ L2(Rd) y como la transforma-

da de Fourier no depende de la descomposición, por tanto, está bien definida sobre

L1(Rd) + L2(Rd).

Como se tiene que Lp(Rd) ⊂ L1(Rd) + L2(Rd) con 1 6 p 6 2, se sigue que la

transformada de Fourier está bien definida para todo f ∈ Lp(Rd) con 1 6 p 6 2.

El proceso visto nos dice que podemos definir la transformada de Fourier, para

funciones en L1(Rd) + L2(Rd) y para funciones en Lp(Rd), donde 1 6 p 6 2; pero

no permite hacerlo en Lp(Rd) si p > 2. De hecho no a toda función en esos espacios

Lp(Rd) se le puede asignar una transformada de Fourier que sea una función y, por

tanto la definición trabaja con objetos más generales que las funciones, a ser las

distribuciones.

TEOREMA 3.4. Interpolación de M Riesz-Thorin

Sean 1 6 p0, p1, q0, q1 6∞ con 0 < θ < 1 y p, q tal que,

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
,

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

Si T es un operador lineal de Lp0 + Lp1 en Lq0 + Lq1 tal que:

‖Tf‖q0 6 M0‖f‖p0, para toda función f ∈ Lp0(Rd) y ‖Tf‖q1 6 M1‖f‖p1, para
toda función f ∈ Lp1(Rd).

Entonces,

‖Tf‖q 6M1−θ
0 M1‖f‖p,∀f ∈ Lp(Rd)

Demostración Ver [4]
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TEOREMA 3.5. Desigualdad de Hausdorff-Young

Si f ∈ Lp(Rd) con 1 6 p 6 2, entonces f̂ ∈ Lq(Rd) donde
1

p
+

1

q
= 1 y ‖f̂‖q 6 ‖f‖p.

Demostración

Sea f ∈ Lp(Rd) con 1 6 p 6 2. Por la observación 2.1, Tf = f̂ , y

‖Tf‖∞ = ‖f̂‖∞ 6 ‖f‖1. Por la igualdad de Plancherel en L2(Rd), ‖Tf‖2 = ‖f̂‖2 =

‖f‖2. Usando el teorema anterior se tiene que, p0 = 1, q0 =∞, p1 = q1 = 2.

Por lo anterior, definamos T : L1(Rd)+L2(Rd)→ L∞(Rd)+L2(Rd), como T (f+g) =

Tf + Tg

Si p ∈ [1, 2],
1

p
∈ [1

2
, 1] entonces, existe θ ∈ [0, 1], tal que,

1

p
=

1

2
θ + (1− θ)1 =

1

p0
(1− θ) +

1

p1
θ donde

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

Luego

1

p
+

1

q
=

1

p0
(1− θ) +

1

p1
θ +

1− θ
q0

+
θ

q1

= (1− θ)( 1

p0
+

1

q0
) + θ(

1

p1
+

1

q1
)

= (1− θ)1 + θ(
1

2
+

1

2
)

= 1− θ + θ

= 1

Por tanto, usando el teorema de Riesz-Thorim, se tiene que f̂ ∈ Lq(Rd), donde
1

p
+

1

q
= 1 y ‖f̂‖q 6 ‖f‖p.
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