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RESUMEN

Sea f € L'(R?), llamaremos Transformada de Fourier de f a la funciéon

~

fle) = [ faeretan

donde z - £ es el producto interno en R?.

Por otro lado, L'(RY) N L?*(R?) es denso en L*(R?), asf dada f € L?*(R?) existe
(fn) en LY(RY) N L2(RY) tal que f, — f en L*(R?). Por la identidad de Plancherel,
sabemos que |G|l = ||g|l2, para g € L*(R4) N L2(RY), por lo que (]?n) es una sucesion
de Cauchy en L?(R%)(el cual es Completo). Llamaremos Transformada de Fourier
de f en L?(R%), denotada también ]? al lim fn, se puede probar que este limite es
independiente de la sucesion f,, luego ]?esté bien definida.

Finalmente dada f € LP(RY),1 < p < 2, existen f; € LY(R?) y f, € L*(R?) tal que
f = fi + f2, la transformada de Fourier de f en LP(R%) se define por f: fl + ]?2 y
en este caso J?también es independiente de f; y fo.

En este trabajo estudiaremos las propiedades de la transformada de Fourier en
LP(RY), para 1 < p < 2, desarrollando detalladamente los resultados principales
de los capitulos 11 y 12 del articulo Duoandikoetxea, J.Lecciones sobre las Series y
Transformadas de Fourier, Notas de Clase,UNAN-Managua. (2003) pero en R? no

solo en R.

ii



INDICE

Agradecimientos
Resumen

1. Preliminares.
1.1. Conjuntos medibles Lebesgue en R? . . . . . . . . ... ... ... ..
1.2. Funciones medibles Lebesgue . . . . . . . .. ... ..o 0L
1.3. Integral de Lebesgue . . . . . . . .. .. ... ..
1.3.1. Teoremas de convergencia . . . . . . . . . .. .. ... ....

1.4. Convolucién de funciones . . . . . . . . . . .

2. Transformada de Fourier en L!'(RY)

2.1. Transformada de Fourier en L'(R?) . . . . ... .. ... ... ...,
2.1.1. Férmula de inversion en L*(RY) . . . .. ... ... ... ...

2.1.2. Transformada de Fourier de la convolucién de dos funciones

en LYR™) .. oo

2.2. Resultados de sumabilidad . . . . . .. .. ... 00000
2.2.1. Sumabilidad Cesaro . . . . . . . . ... ... ..

2.2.2. Sumabilidad Abel-Poisson . . . . . ... ... ... ... ...

2.2.3. Sumabilidad Gauss-Weierstrass . . . . . ... ... ... ...

3. Transformada de Fourier en LP(RY)
3.1. Transformada de Fourier en L2(R%) . . . . . ... ... .. .. ...,

3.1.1. Férmula de inversion en L2(RY) . . . ... ... ... ... ..

iii

S Ot W =

12

15
15
28

31
33
33
35
37



INDICE

iv
3.2. Transformada de Fourier en L?(R?), para 1 <p<2 . . . . . . . ... 58
Referencias bibliograficas. 61



Capitulo

Preliminares.

§1.1. Conjuntos medibles Lebesgue en R?

Este capitulo ademés de establecer alguna terminologia referente a la teoria a de-
sarrollar, tiene por objeto estudiar los conceptos de medida e integracion de Lebesgue
junto con sus propiedades elementales, algunos teoremas de convergencia y otros
resultados, que son la base sobre la cual esté sustentado este trabajo. Para la de-

mostracion de los teoremas planteados en este capitulo ver [5], [6].

Consideraremos R?, como el espacio vectorial de las d-uplas de ntmeros reales.
d

Paraz,y € Rz -y = Z T1Yk, define el producto interno en R?, la norma en este

k=1
espacio viene dada por, ||z|| = v/Z -z, Vo € R%

R?, es un espacio métrico, cuya métrica proviene del producto interno descrito ante-
riormente.

Llamaremos bola abierta y bola cerrada de centro a y radio r a los conjuntos
Bla,r) = {x € R? : ||z —a| < 7}, Bla,r] = {x € R? : ||z — a|| < r} respecti-
vamente donde a € R? y r € RT.

Denotaremos al conjunto de los niimeros reales extendidos como R = RU{—o0, +-00}.
Propiedades de las operaciones en R

= Si @ es un nimero real, a +00 =00 y a — 00 = —0

= Si @ es un namero real, a > 0, entonces a - co = 00
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= Si a es un numero real, a < 0, entonces a - co = —00
" 00400 = 00, —00 — 00 = —00, 00 (£00) = F00, —00 - (£00) = Foo 0-00 = 0.
= 00 — 00 esta indeterminado.

DEFINICION 1.1. Medida exterior de un conjunto.

Sea A un subconjunto cualquiera de R?. Se define la medida exterior de A como

m*(A) = inf{z v(B), A C U By, B, bolas abiertas}
n=1

n=1

donde el infimo se toma sobre todas las familias numerables de bolas abiertas que

cubren a A.

DEFINICION 1.2. Conjuntos medibles en R?
Un conjunto A de R? se dice medible, si verifica la siquiente propiedad:

Para todo conjunto E de RY
m*(E) =m*(ANE)+m*(AN E°)
Denotamos M a la familia de los conjuntos de R? que son medibles.

DEFINICION 1.3. Medida de Lebesgue en R?
Se define la medida de Lebesgue como la restriccion de la medida exterior a M, la

denotaremos por m, asi, m : M — [0, 00|

m(E) = m*(E))YE € M

TEOREMA 1.1. Propiedades de los conjuntos medibles - Lebesgue.
1. Si A es medible, entonces A° es medible.
2. Si A y B son medibles, entonces ANB es medible, y por tanto A— B es medible.

3. Si A y B son medibles, entonces AU B es medible, y si ademdas AN B tiene
medida finita, m(AU B) = m(A) + m(B) —m(AN B)
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k
4. 8t Ay, -+, Ay es una familia finita de conjuntos medibles, entonces UAi es
i=1
k (3
medible y ﬂ A; es medible.
i=1

5. Si(A; );X’l es una familia numerable de conjuntos medzbles disjuntos dos a dos,

entonces UA es medible. Ademds, m U A)) Zm

=1 =1

6. Si (A;)2, es una familia numerable de conjuntos medibles, entonces

[OJ Ay ﬁ A; son medibles.

i=1 i=1
7. Todo conjunto A con m*(A) =0 es medible.
8. Si A es medible, para todo x € R, x + A es medible y m(z + A) = m(A).

Observacion 1.1. £ = (ENA)U(EN A°), por lo anterior siempre se cumple que
m*(E) <m*"(ENA)+m*(ENA°

TEOREMA 1.2. La coleccion M de todos los subconjuntos medibles de R? es una

o-dlgebra de conjuntos.

DEFINICION 1.4. Diremos que una propiedad se verifica casi siempre, lo denotare-

mos como a.e. si el conjunto de puntos donde no se verifica tiene medida cero.

§1.2. Funciones medibles Lebesgue

DEFINICION 1.5. Sea f : D C R?* — R una funcion, diremos que f es medible
si D = dom(f) es medible y para todo o € R, el conjunto {x € D : f(x) > a} es

medible.
Observacion 1.2. Las funciones continuas son medibles.

PROPOSICION 1.1. Sea {f,} una sucesion de funciones medibles con dominio

comun D (medible), entonces son medibles las siguientes funciones: max{ fi,--- , fu},

min{fla' o 7fn}; Supfn7 inffn: %fna hﬂfn
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PROPOSICION 1.2. Si f es una funcion medible y f = g a.e., entonces g es medible.

DEFINICION 1.6. Funcion Caracteristica
Si A es cualquier conjunto de R, definiremos la funcion caracteristica x4 del con-

gunto A como la funcion dada por

1 si z€ A
xa(r) = ,
0 si x¢&A

DEFINICION 1.7. Funciéon Simple

Sean A C RY, medible; y ¢ : A — R, diremos que ¢ es simple si es medible y
alcanza solo una cantidad finita de valores, es decir, p(A) = {aq, -+, } es finito
y llamando A; = ¢ Hay) = {x € A:¢(z) = a;}, estos conjuntos son medibles por

ser ¢ medible y se puede escribir a ¢ de la forma
k
= ajxa, (1.1)
j=1

. A (1.1) la llamaremos la representacion candnica de @

Observacion 1.3. La suma, diferencia y el producto de dos funciones simples es

simple.

DEFINICION 1.8. Funcion Escalonada

Sea I un cubo compacto en RY,
I:]1X12X"'de

donde cada Iy, son intervalos compactos de R. Si P, es una particion de I, el
producto P = Py X Py x -+ X Py, se llama particion de I. Sea ¢ : I — R, diremos que
@ es escalonada si existe una particion P de I tal que, ¢ es constante en los cubos

que forman la particion P.
Ejemplo 1.1. 1. Una funcion constante con dominio medible es medible

2. La funcion caracteristica de un conjunto A C R% es medible, siempre que A lo

Sea.

3. Toda funcion escalonada es medible.
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§1.3. Integral de Lebesgue

DEFINICION 1.9. Integracion de funciones simples
k

k
St ¢ es una funcion simple, ¢ = E XA, entonces/ Y= E a;m(A;)
R4 ,
J=1

j=1
DEFINICION 1.10. Integracion de funciones no negativas

Sean A C RY medible, y f : A — R una funcion medible no negativa, se define

f—sup{/ cp:goessz’mpleygpgf}
Rd Rd

DEFINICION 1.11. Funciones integrables
Si f es una funcion medible, escribiremos ft = max(f,0) y f~ = méax(—f,0) de
modo que [ y f~ son no negativas y f = fT — f~; si fT y [~ tienen integrales

finitas, se dice que f es integrable y se define

Jor= L= L

DEFINICION 1.12. Integral sobre un conjunto medible

Si f es una funcion medible, positiva y A es un conjunto medible de R, la integral

[ 1=

PROPOSICION 1.3. Propiedades de la integral de Lebesgue

de f sobre A se define como

Sean f y g funciones integrables sobre A C R?. Entonces:

La funcion cf es integrable sobre A, y / cf = c/ f-
A A

La funcion f + g es integrable sobre A y

/Af+g=/Af+/Ag-

St f < g a.e., entonces / f< / g.
A A

Si A y B son conjuntos disjuntos y medibles contenidos en R, entonces

Juu =17 15
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= Sim(A) =0, entonces / f=0.
A

. Sif}Oy/f:O, entonces f(x) =0 a.e. x € A.
A

/Af‘</A|f|.

§1.3.1. Teoremas de convergencia

TEOREMA 1.3. (Convergencia acotada)

Sean A C R? medible y de medida finita, y (f,) una sucesion de funciones medibles
definidas sobre A, supongamos que existe un M > 0 tal que |f,(x)| < M, Vx € A,
neN. Si f(x)= nhi{)lO fn(z), Yo € A, entonces

lim fn:/f

TEOREMA 1.4. (Lema de Fatou)
Sean A C R? medible, y (f,) una sucesion de funciones medibles no negativas

definidas sobre A, tales que lim f,, = f a.e en A, entonces f es medible, no negativa
n—oo

/fgh'minf/fn.
A n—oo A

Sean A C R? medible, y (f,) una sucesién de funciones medibles no negativas

a.evy

Demostraciéon

definidas sobre A, como lim f,, = f a.e en A, entonces liminf f,(z) = f(x) a.e,
asi f es medible. o .

fo(z) 20,Vn e N, Vo € A, h;{r_l)iorolf fn=0,Vx € A, por tanto f(x) > 0.

Caso 1. Supongamos que lim f,(z) = f(z), Vo € A.

Sea h medible, acotada, h TZ}O tal que, h se anula fuera de un conjunto A" medible

y m(A’) es finita.

Afirmacién 1. Dado n € N, hagamos h,(z) = min{h(z), f,(z)}, entonces h,, es
medible.
En efecto, para cada n € N, h,, es el minimo de dos funciones medibles, por tanto es
medible.
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Afirmacioén 2. Si |h(z)| < M, Vx € A, entonces |h,(z)| < M,Vx € A, neN.
En efecto, h,(xz) =h(x) <M V hy(x) = f, < h(z) < M = h,(z) <
hn(x) =h(x) 2 —-M V hy(z)=f, 20> —-M = h,(z) > —M
Asi, |ho(2)] < M,Vz € A, neN.
Afirmacion 3. h, se anula fuera de A, Vn € N.
En efecto,
rg A = hx)=
h(z) < f(z)
= hy(z) =h(x)=0
h,, se anula fuera de A’
Puesto que f,(z) — f(z), Vo € R? dado € > 0, existe N = N(z,¢) € N tal que,
>N = |fule) - f(2)] << (1.2

Afirmacion 4. h,(z) = h(x), Vo € A’
En efecto, por (1.2)

() = h(2)] = |h(x) = W(2)[ = OV [hn(2) = h(2)| = | fu(z) = h(z)]

= () = h(2)| = 0 < eV [hn(2) = h(2)] < f(2) = fulz) < [fole) = f2)] <€

Asi,

n>= N = |h,(z) = h(z)| <e

Esto es, h,(z) — h(z), Vo € R?

Por el teorema de la convergencia acotada

/ h = lim fn
’ n—00 J o/

Asi, / / h = lim = lim h, <liminf | f,
/ A

n—oo n—oo A n—0o0
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n—o0

tomando supremo sobre h se tiene que / < liminf / fn
Caso 2. Si lim f,(z) = f(z) a.een A
n—oo

Hagamos A; = {x € A: lim f,(z) = f(z)}, lim f,(z) = f(x), Vx € A;, como
n—oo n—oo
m(A — Ay) = 0, entonces A; es medible.

Por el caso 1, f <liminf fn
n—oo

n—oo n—oo

:>/f: f < liminf fn—hmlnf/fn
A Ay

Asi, por caso 1 y caso 2 se tiene / f <lim inf/ fn [ |
A A

n—oo

TEOREMA 1.5. (Convergencia monoétona)
Sean A C R medible, y (f,) una sucesion creciente de funciones medibles no nega-

tivas, tales que f(x) = lim f,(z), Vo € A, entonces f es medible no negativa, y
n—o0

lim fn / f
n—oo
Demostracion

Dado = € A, (fn(x)) es creciente, asi, f,(z) — sup{f.(z):n € N}
= [f(x) = sup{fu(z) : n € N}

Como f(z) = lim f,(z), Vo € A, entonces f es medible, f,(x) > 0,Vn € N,y
f(z) =0, Vx € A.

Por el lema de Fatou

/féh’minf/fn
A n—oo A

Por otro lado, dado n € N, f,,(x) < f(z), Vo € A

Por la monotonia de la integral / fu(z) < / f(zx)
A A
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= 11m_)sup/j4fn(9€) < /Af(l”)
= h’msup/ falz) < / flz) < h’minf/ fn
n—o00 A A n—00 A

= lim fn / f [ |

n—o0

COROLARIO 1.1. Si las funciones f, son medibles no negativas, se tiene

Agg@ogfnzgfnéfn

TEOREMA 1.6. (Convergencia dominada de Lebesgue)
Sean A C R medible, y (f,) una sucesion de funciones medibles, sea g una funcion
integrable, tal que |f,(z)| < g(x), Vx € A;n € N y nh—>nolo fu(x) = f(z) ae. en A,
entonces
lim fn / f
n—00
Demostracién
Puesto que |f,| < g, | fn] es integrable, Vn € N y de esta manera f y f— son inte-
grables, por tanto f,, = f.F — f es integrable.
Fijemos z € A, |fn(2)| < g(z), Vn € N = |f(z)| < g(z) a.e. en A
= | f| es integrable sobre A
= f es integrable sobre A

Dadon €N, g— f, 20y lim (g — f)(z) = g(x) — f(x) > 0 a.e. en A.

Por el lema de Fatou, y el hecho que g es integrable se tiene,

/A(f—g) < llggglf/(g fn)

Ja=[ 1 < timint [ 4 [ £,

/Ag—/Af < / —llzris;}p/fn
= h’inﬁsgp /A fa < /A f

DadoneN, f,+g>0y lim folx) +g9(x) = f(z) + g(x) =0 a.e. en A.
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Por el lema de Fatou, y el hecho que g es integrable se tiene,

/(f+g) < ll’minf/(g+fn)
A n—oo A
/g+/f < h'minf/g+/fn
A A n=oo J 4 A
/g—l—/f < /g—l—h’minf/fn
A A A n=oo J 4

= /fgh’minf/fn
A n—oo A

Por tanto, / f=1lm [ f, [ |
A A

n—o0

TEOREMA 1.7. (Version continua del teorema de la convergencia domina-
da de Lebesgue)

Sean (f),cxs una familia de funciones medibles sobre E C R? medible y g una fun-
cion integrable tal que, |fx| < g, VA € K, K un cubo en R™. Si

/\11'1{\1 ) = f(x), ae. en E, \g € K, entonces [ es integrable sobre E y

—A0

tin [ n@) = [ fa

TEOREMA 1.8. (Fubini)
Sea f una funcion medible definida en Ax B donde A y B son subconjuntos medibles

de R?. Si f es integrable en A x B, se cumple

AXBf(SU,y)da:dyZ/A(/Bf(a:,y)dy> dx:/}g(/Af(x,y)dw) dy

DEFINICION 1.13. Para p > 0, se define el espacio LP(R?), como el espacio de
funciones medibles definidas en RY tales que, |f|P es integrable. LP(R?) tiene

estructura de espacio vectorial por la linealidad de la integral de Lebesgue.

= ( /), |f|”);

define una semi-norma en LP(R?).

Si1 < p< oo, la expresion

Observacion 1.4. Hay que identificar las funciones que coinciden en casi todo punto

para que || f|l, = 0 implique f =0 y as? || - ||, sea una norma en LP(R?).
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La sucesion (f,) converge a f en LP(RY) si lim ||f, — fll, = 0, y es de Cauchy
n—oo

si Um |[fo = fulp =0
n,m—o0
TEOREMA 1.9. El espacio LP(R%), 1 < p < oo es un espacio de Banach.

TEOREMA 1.10. Si la sucesion (f,) converge a f en LP(R?), entonces existe una

subsucesion de (f,) que converge a f en casi todo punto.

TEOREMA 1.11. (Continuidad de la integral respecto a traslaciones)
Si f estd en LP(RY) para 1 < p < oo, entonces

ltm |-+ h) = fll, = 0

of

TEOREMA 1.12. Si f € LY(R?) y E c LYRY), para algin j € {1,---,d},
x‘.

entonces lim f(z) y lim f(z) existen y ademds lim f(z)= lm f(z)=0
T;——+00 Tj——00 T;—>+00 ZT;—>—00

DEFINICION 1.14. (Funciones esencialmente acotadas)

Se define el espacio L= (R?) como el espacio de las funciones esencialmente acotadas,
es decir, f € L®(RY) si existe M > 0 tal que |f(z)] < M a.e. en R El minimo de
los posibles valores M en la desigualdad anterior es la norma de f en L=(R?). Esto
es || flleo = mf{M : |f(z)| < M a.e.}

El espacio L?(IR?) es el tinico de los espacios LP(R?) que es de Hilbert; su producto

interno viene dado por

(fL)y=1[ [f3g
Rd

TEOREMA 1.13. (Desigualdad de Holder)
Si f € LP(RY) y g € LI(R?) con }D + % =1, entonces fg € L*(RY) y se cumple que

19l < 1 fllpllgllq

El caso p = q = 2 se conoce como la desigualdad de Cauchy-Schwartz.

TEOREMA 1.14. (Desigualdad integral de Minkowsky)
Sea f, una funcion medible no negativa y A C R, B C R? y 1 < p < 00, entonces

U “’“y”x)pd@/); <[([ (f(%y))pdy);dx

se tiene que:
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TEOREMA 1.15. Sea 0 < py < p < py y supongamos que f € LPo(R?) N LP1(RY).
Entonces f € LP(R?)

Demostraciéon Ver (6]

TEOREMA 1.16. Sea 0 < py < p < p1 y supongamos que f € LP(R?). Entonces
existen funciones fo € LP(R?) y f1 € LPY(RY) tales que f = fo + f1

Demostraciéon Ver (6]

Los dos teoremas anteriores pueden enunciarse de la siguiente manera
TEOREMA 1.17. Sea 0 < py < p < p1, entonces
L (RY) N LY (RY) ¢ LP(RY) € LPo(RY) + LP*(RY)
Demostraciéon Ver (6]
TEOREMA 1.18. [ — 1| < |0], V0 € R

Demostraciéon
Sea 0 € R,

e — 112 = (cos(h) —1)* + sen*(h)
= cos*(0) + sen*() — 2cos(0) + 1

= 2—2cos()
= 2(1 —cos(0))
6

_ 207
= dsen (2)

, 0 6]

0 _ 1| = ) <28 =

e’ — 1| 2\sen(2)| <2 5 |6

§1.4. Convolucién de funciones

DEFINICION 1.15. Convoluciéon

Sean f, g € L'(R?), se define su convolucion f * g como

frg(z) = » flx—y)g(y)dy = g fy)g(r —y)dy
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En vista de que f, g € L'(R?) y el teorema de Fubini, se prueba que f * g esta
en L*(RY) y
1 gl < [[fll1llgllx

en efecto:
1 xgll = / [ fe - )ely)dylda
R4 R4

< /Rd Rd\f(:c—y)g(y)\dyd:c

= [Lawl ([ 17t = las) ay

= [fllllgllx

Observacion 1.5. El resultado anterior nos muestra que la convolucion de dos fun-
ciones f, g € L}(RY), es una funcion en L'(R?). Si suponemos que ambas funciones

f vy g son positivas se cumple la igualdad ||f * gllx = || f]l1]lg]|1-

TEOREMA 1.19. (Aproximaciéon de la identidad)
Sea g € LY(R?), con / g(z) = 1. Para X\ > 0 sea gy(r) = \"%g(\~'z).

R4
Si f € LP(R?), con 1 < p < oo, entonces

1 flgy « f — £, =0






Capitulo 2

Transformada de Fourier en L(R%)

§2.1. Transformada de Fourier en L'(RY)
DEFINICION 2.1.

Sea f € L'(RY), se define la transformada de Fourier de f, la cual denotaremos

~

[, por

~

f(§ = flx)e?™=8dy V¢ € RY
Rd
Para z, £ € RY, o - ¢ denota el producto interno en R,
Puesto que f € L'(RY), se tiene que, / |f(z)]|dz < oo
Rd
Asi,

~

IF ()] =

f(z)e ™= dy
Rd

< [ 1r@emear = [ |falde < oc

por tanto J?: R? — C, estéa bien definida.

PROPOSICION 2.1. (Propiedades algebraicas)
Sean f,g € L*(R?) y a, B € C, entonces

1. (af + Bg) = af + 5§ (Linealidad)

2. (F)1€) = F(=¢) (Conjugacion)
3. Simf(x) = f(z+h), entonces (T, fYTE) = F(€)eX™ "¢ (Traslacion)
4. Sig(x) = f(x)e¥™ ™ entonces G(€) = T_nf(€) (Modulacion)

15
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5. Sig(x) = ALf(A"1z) y A > 0, entonces §(€) = f(AE) (Dilatacion)
Demostracion

1. Sean f,g € L'(RY) y o, B € C.
Para ¢ € R?, usando la linealidad de la integral de Lebesgue

@f +8016) = [ (af +Bo)(a)e "o
= [ (@rte)+ gl s
= / af(z)e” > de + [ Bg(x)e > da
Rd Rd

= o f@)e ™ de+p [ glx)e ™ d
R4 Rd

~

= af(€)+ 69(8)

2. Sea f € L*(RY).
Para ¢ € R?, usando propiedades del conjugado

f(x)e ™8 dy

d

f(z)e2miztdy

d

(e =

I
——

f(x)e 2w (8 g

d

— f(x)e—%ix'(_f)dx

d

=

I
=)

—¢)

3. Sea f € LY(RY).
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Para ¢ € R?, h € R? y haciendo el cambio de variable u = = + h se tiene,

(fTE) = / (@)

= fz + h)e ™ ¢dy

=
<

— f(u)e—%ri(u—h)fdu
Rd

— / f(u)6727riu-§'627rih-§du
R

4. Sea f € L'(RY).
Para ¢ € Ry h € R?

~

Tnf(§) =

Iy
|
=

($)6727ria:-(§7h)dx

|
%\ puy
~

(x)e—%ri:v{e%rix-hdx

~~

IS

f(x)€27rix-h€727rim-§dx

g(x)e ™8y

|
———

IS

I
Q)
—~
Iy
N—

5. Sea g € L*(R?).
Para ¢ € R?, X\ > 0 y haciendo u = A ~'z, du = \~%dx se tiene,

516 = [ sl
Rd
— /)\df()\la:)e%ixfdx
Rd
— /)\_df(u)e_%i/\"f)\ddu
R

— f(u)e—Qﬂ'iu')\fdu
R
f(X8)
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PROPOSICION 2.2. (Propiedades analiticas)
1. ]? es una funcion uniformemente continua y \fA(f)\ <flli, V€ eRE

2.8 fuy % € LY(RY), Vj € {1,--- ,d} entonces,

J
of o L
<O_%>/(§) =2mi&; f(§), V¢ e R* yVj € {1,---,d}

8. Si fyx;f e LYRY), Vje{l,---,d} entonces, J? es derivable y

af( | |
8§) = (_272xjfﬂ§),vﬁ e R? yvie{l,---,d}.
J
4. Lema de Riemann-Lebesque. Dada f € L'Y(R?), Hfllll,m f(g) —0
—00
5. Si f,g € Ll(Rd>; entonceS/ f/g\:/ J/C\g
R4 Rd
Demostracion
1. Sea f € L'(RY) y & h, € RY.
Consideremos la diferencia:
‘]/C\(f—k h) — A(é) — f( ) —2miz-( £+h B f(x)efzmx.gdw
R4

— f(x)e—me-f—me-hdx o f(x)e—%rixfdx
R4 R4

— f(l,)e—Qﬂ'ix-fe—%rimhdw o f(l,)e—Qﬂ'iac{d:E
Rd Rd

f(x)e—me-g(e—Qwimh _ 1)dI
d

Como |e~27%¢| = 1, se tiene | f(£ + h) / |f(2)|]e”*™" —1|da
Veamos que / |f(2)||e”*™*" — 1|dz — 0, cuando h — 0
d

R
Para cada h € R?, f(z)(e ™" — 1) es medible, f € L'(R?) y

[f@)lle”™ " =1 < [f(@)[(je ™" + 1))
= 2|f(z)], Va € R¢
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Ademas,
. —2mixz-h — 3 —2mixz-h
Iim | ()] e 1| = |f@)|lim e 1
= [f()[0
= 0 a.e.

por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

lim / ()2t — 1z = / lim |£(2)]|e=27=" — 1|da
]Rd

h—0 R4 h—0

= / 0dx
R4

= 0
Asi, Dadoe > 0,36 > 0: [|h]| < = / |f(z)||e 2 —1|de < e
R4

= Ifie+m - FO1< [ 1f@lle™" < 1lds <2, v € € RS

Por tanto, f es uniformemente continua.

Ademés se tiene que,
Fel = 1 [ swemal
Rd
< [ 1@l
Rd

= [ 5@z
= Il Ve € R

Observacion 2.1. De este resultado se desprende que la transformada de
Fourier es una transformacion lineal acotada. Fs decir, si consideramos la
aplicacion T : LY(R?) — L>*(RY) dada por T(f) = F, se tiene que T es lineal

y acotada, mds ain ||fl|ss < || f|l1-

of

2. Sean f, — € LY(RY),Vj € {1,--- ,d}

al'j

(%ﬁé) - /R %?“mfd% (2.1)
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0 0
Como or € LY(RY), entonces / \M\dx < o0, por el Teorema 1.12,
0w re OT;
lim f(z) y lim f(z) existen y ademas lim f(z) = lim f(z) = 0,
T;——+00 Tj—>—00 T;——+00 ZTj—>—00

de manera que integrando (2.1) por partes se obtiene,

of _ () _onia
(3_%)(5) a /Rd oz, T

af() - —2mix;.&;
= /Rd alj (He 2 ]£J>dx

O (@) 1T omiay :
= e “MiSidy: | dx
/Rd—l (/R 8!L’j ]1_‘[ J

d
— / He—27l'i$j.£j / af(m) 6—27T11‘k§kdxk d[E,
Rd—1 R a{L‘k

j=1

7k

d
= / H e~ 2miT & (f(:z:)e_%”’“f’“ ‘J_rz + 27rz'§k/ f(:l:)e_gmx"“g’“dxk) dx’
Rd-1 R

j=1

7k

Asi,

d

ik

= 97 —27rixj.§jd
iy, Rdf(x)He z

j=1

= 2mi&, | f(x)e *™*Cde
R4

~

= 2mi& f(€)

Por tanto

0 N
(%)A(g) = 2mi&, f(€),VE eRYy V5 € {1,--- ,d}

3. Sean fyaz;f e L'RY),Vje{l, -, d}

Fijemos j € {1,--- ,d} y consideremos el cociente incrementado de 7.



HECTOR CAMACARO . 21

Para cada h # 0

~ -~

he;) — ] | |
f(g + 63) f(g) _ = (/ f<x>672m:c.(§+h6j)dx _ f(x)egmx.gdx)
h h \ Jga y
1 , . ‘
= — (/ f(x>672mx{67277m-h6jdx _ f(x)e%rzx-gdx)
R4
—2miz-he; __
— / f<x>e*27rim~£ (6 1) dI
Rd h
por tanto,

~ o~

f(§ + hej) B f(f) — f(x)ef%riz-{ (672ﬁix.hej — 1)d

h h !

) (6—27Tix~h6j _
Para cada h # 0 la funcion f(x)e ?™¢ ; es medible. Usando el
Teorema 1.18

) —2miz-he; 1 ) —2mix-hej __ 1
flayeeres €T e T2 )
1
< f @) l12rzhe;]
= arlallf@)], Vb >0
(672m'a:-hej _

por tanto la funcion f(z)e 27

la cual esta en L'(RY).

- esta acotada por 2m|z;|| f(x)],

Luego,
—2miz-he; _ |

lfm f(z)e2miw€

— (—7irs —2mix-§ e.
lim h (—2miz;) f(x)e , a.e

va que z;f € L*(R?), por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

—2mix-he; __ 1

lim | L e [ F@)em (2w do
_ /R (=2 f(z))e e
= (=2miz; f)(E)
07(¢)

= (~2miz, f]€), V¢ € R

Por tanto, fes diferenciable y

y\V/]G{l, Jd}

0¢;
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4. Sea f € L'(RY).

Dado ¢ € R%, € # 0, existe k € {1,---,d} tal que, & # 0. Consideremos lo
siguiente

_€7ri A(é) — _€7ri f(x)e—%rir-fdx
Rd
- f($)ewi—27ri:c~fdl,
Rd
Haciendo u = = — 2§k er, du = dx. Asi,

Ti— 2m u+ .
U+ —ek 76 ) Sdu

26,

L(vr )
I —
R

i—2miu-E T2
e 27rw§ fkdu

e = - [ (0t gpa)
_ /Rd f ( + Eek) 67ri—27riu~f€—7ridu
S RIGe-0

7 _em'A _ z 6—27rz'$-§ v — e —2miz-£ X
Fo-cfe = [ fweresan [ (o gpa) e
_ ™) F _ T L e —2miz- g

-efie) = [ 1@ -1 (ot goa) e
o 1 1
asi (1< g [ [ = f (o4 g

Haciendo ||£]] — oo, existe k € {1,---,d} tal que, { — oo y por tanto

2& e — 0 por Teorema 1.11 (continuidad de la integral respecto a traslaciones),

6—27r1u-§du

dx

se obtiene que:

lim
€= JRa

dr =0

fa) - f (x n Q%kek)

En consecuencia,

1
lim |f ( ) < = lim
l[€]|—o00 2 Jlgll—o0 JRa

dr =0

f(z) - f (az " 2—;@)
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Esto es,

~

lim f(¢) =0

€l —o0

5. Sean f, g € L*(RY). Usando el teorema de Fubini se tiene que,

[ @) =

Ejemplo 2.1. Un resultado que usaremos adelante es el siguiente,

/ el ds = 1
R4

En efecto, haciendo u = /s, du = (y/m)%ds:
du
d

/ orlsl? gy —
R4 (77)5

1
_ / oIl g,
Rd

o llel?

R

3

—~~
SN— N—
vl Nl

[N]ISW

_ .~
N
N—

Ejemplo 2.2. Dada la funcion f(z) = e ™1#I° | se tiene que f: f.

En efecto,

)

O = [ et
Rd

_ / o~ (rllelP+2mia ) g,
R4
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donde

d d
—(m||z||* + 27iz - £) = —(WZZL’? + 2mi ijfj)
P =1
d
= — Z(Tt‘l‘? + 2miz ;)

J=1

usando propiedades de la exponencial se tiene,

d
(5) _ /H (ra? +27TZ:)3]£] dr
d

_ H </ e(wx?+27rixj§j)) dl’j
1 R

)

donde g(z) = e ™’ z € R. Calcularemos la transformada para el caso d = 1, es
decir, g(¢),€ € R.

Para ello derivemos la funcion

J(z) = —2rze ™ = —2nxg(2). (2.2)

Como g, zg(z) = ze ™ L*(R), usando la propiedad analitica 2 y 3 Proposicion
2.2, deducimos que —i(g)'(§) = 2m€g(£), en efecto

Sustituyendo (2.2) en la propiedad analitica 2, se tiene la siguiente ecuacion

(—2mag(§) = 2migg(§). (2.3)

de la propiedad analitica 3 como la transformada es lineal obtenemos
i(—2mxg)(€) = (9)'(§), vy por la ecuacion (2.3)

9)(§) = i(=2mzg)T¢)

= i(2migg(¢))
= —2m¢g(§)

Por tanto, —i(g)'(§) = 2n€g(§). Asi, g y g son solucion de la misma ecuacion

diferencial lineal de primer orden, por tanto, son linealmente dependiente, es decir,
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existe C' € R tal que, g = Cly.

Para determinar el valor de la constante C' hagamos £ = 0

9(0) = Cyg(0)

= (1
= C
Por tanto, C' = / g(x)dr = 1.
R
Ast, Vje {1, d},g(g) = e
Luego
F&) = emHe 8.
_ ol
Por tanto,
f=17

Ejemplo 2.3. Sea f(z) = e~>"I*l calculemos f

Usando la formula de la subordinacion de Bochner

+oo e U
—64 , A>0
CoE L w

el teorema de Fubini, y haciendo los cambios de variable y = ‘/Tix, dy
w = (1+[[£]*)u, dw = (1 + ||€]|*)%du se tiene

727er|| —2mix- ’de

e v —(2wn 2 4
— du | e 28y
( " G )
_ =)o) Qﬂm,gdx> du
7 (L
_ —l| ‘FxH —27ri:v-§dl,) du
7 “E L

—rlly||2 ,—2mi(E)y-€ ﬂ diu ) d
( /]R L€ e ( \/7?) y | du

fle) =

\\

S -
éé\

®

é\ Z' é\

\/_
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Asi,
FO = e [, ([t )
- (\/%dﬂ/o e (V) (e_W”%HQ> du
N (\/El)dﬂ /Oooe_u(\/a)d_le_m'deu
0
1 o0 w o 1
= —w d
<w‘r>d+1/o ’ (1+II£IP) (—1+|ygu2) v
Finalmente,
o~ 1 o0
- d
fO) = e | <1+||§||2> v
1 d—1
T mH 1+||§||2) / ¢
_ 1 L(5)
(VA (1 + )%
1 I‘*(d—l—l)
T (L4 gl
Por tanto, d 1
f(&) = o
(1+ H£H )%
Para d = 1, se tiene la siguiente ecuacion
n 1

Ejemplo 2.4. Usando el ejemplo anterior se puede calcular la transformada de

Fourier de h(x) = e Ml para A > 0. En efecto

Sea

hr) = e Aol — (zf)dgcc),

AT
d _on|| 22
AV ety =Allell _ emlall 72l f(
™

la funcion del Ejemplo 2.2.

donde g(z) =

AL

27T),fes
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/ M e — (A (M - latacic
Asi, g(z) = | — ) e = (=—) f| =, por la propiedad de dilatacion
2 2 27

Proposiciéon 2.1 se tiene
. ~( 27 P(H)
w0 -7(5) =
s (1+ 55 1El?)
L%
dtl (X24472|¢||2 %
it ( e )
/\d+lf(%)

d+1 da+1
2

mr (A 4 4m?E]?)

y usando la linealidad de la transformada de Fourier

d d d+11(d+1
wo-(5) a0 - (F) ool
T (2 + 4r2|€]2)
2dﬂ_d )\d+1r(%)
AT T (O 4 4n2 ¢ )?)
29\ 7 D(4)
(A2 + 4m2|fé]|2) 5

d+1
2

Por tanto i
2 \r T (1)

d+1
(A2 + 472 ([]]?) 2

Para d = 1 se tiene la siguiente ecuacion

(€)=

~ 2\
e — 24
) = e (2.)
L i\ _ Ltk () = el
EMA 2.1. SiA >0y g(z) = e entonces g(&) = e
Demostracion
1 |2 o] 2
Sea g(x) = —e " gt , escribiremos g(z) = Ade— (5 = A4f (A1), donde f es

\d
la funcion del Ejemplo 2.2. Luego por la propiedad de dilataciéon Proposicion 2.1,
tenemos que g(§) = f(/\g) o
Asi,

<)\—de—ﬂ'g'22)ﬁ(§) — eI
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§2.1.1. Férmula de inversion en L!(R?)

TEOREMA 2.1. Si f y f € LY(RY), entonces

fla) = fOe=tde .

Ademas, el término de la derecha es una funcion continua en x, de modo que f

coincide en casi todo punto con una funcion continua y se da la igualdad en los

puntos de continuidad de f.

Demostraciéon

Sean fy f € LY(RY). Utilizando el Lema 2.1, la propiedad analitica 5 Proposicién

2.2 y propiedad algebraica 3 Proposicion 2.1, se deduce que, para t > 0

llw||?
+2

tld/Rd f(l' + y)e*“ dy = /Rd €f7rt2||5‘\2}-\(§)627rix{d£

En efecto:
tld /Rd flat y)e_ﬂ%diy = tld /Rd flxz+ y)(tde—”t2”'||2ﬂy)dy
- tld /Rd 7o f (y) (e ™ M ) dy
= / (70 [T(E )R g
]R(i
— [ Je)ermimse e g

Rd

~

vt > 0, f(£)exmiase=m 1817 s medible y f € L'(RY).

~ -~ ~ ~

| F(€)e*m = eI = | F(€)e eI | = e=mlIEIP| ()] < | F(€)] Wt >0

Luego,
lim | f(€)e” e W) = 1tm eI (€)= | F(€)], ae.
t—0 t—0

ya que fe LY(RY), por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue.

it 1
tg% td

2 R |
/ f(x + y)e_ﬂ—”tyigdy e h’m 6—7Ft2||§||2f<§)627ml‘-£d§
Rd

t—0 R

= / l{m et Nl j/c\(f)e%m'{df
R

4 t—0

— [ R
Rd
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2
llyll

1
Ahora para i / f(x+y)e " 2 dy hacemos el cambio de variable y = ts, lo que
R4
implica que dy = tds

1 lly?
De esta manera se tiene que, t_d/ flx+ y)e_“%dy = flx+ ts)e—rrHstdS
R4 Rd
Como
1 77rl\y\|2 -~ mizf  —mt2|€l2
t_d/ f(,’]j‘—i—y)e t2 dy = f(f)eZ 56 t Hé” dé’
R4 Rd
y . ,
lyl|
i / f(x+ y)e*”%dy = flz+ ts)e’“”s”2ds
t R4 Rd
entonces
]/c\(g)ezmxfe—wﬁllﬂ\?df _ flz+ ts)e—stH?dS
R4 Rd

Veamos que [ f(-+ts)e ™ I°ds — f en LY(R?), cuando ¢ — 0.
Rd

Usando el teorema de Fubini y el hecho que / e I71° 45 = 1 se tiene que,

\ i
- /Rd /Rd(f(iv—l-ts) — f(x))e ™I ds

S / Fa +ts) — F(o)] e dsda
]Rd Rd

- /Rd e ( 5 |f(z +ts) — f(m)|dx) ds

Fla+ts)e ™ ds — f(x)| da

fl+tshe ™ Fas — f
R4

dx

por otro lado, haciendo u = x + ts

e—lsll? /Rd‘f(xﬁs)_ﬂxﬂdx < e el /Rd(|f(x_|_ts)|+|f(x)|)dx

= ([ it vasao s [ i)
o ([ st 1)

= 2P| £, VE>0, s € RL

y 2¢7 1) £l € LY(RY).

Ademas, se tiene por continuidad de la integral respecto a traslaciones Teorema 1.11,



CAPITULO2. TRANSFORMADA DE FOURIER EN L!(R%) 30

que
ing [ 1f(a+ t5) = fa)lde =0

Por teorema de la convergencia dominada

. —||s]|? —
g% Rde (/Rd]f(:c—i—ts) f(ac)\dx) ds
— / eIl (h’m |f(z+ts)— f (:c)\dx) ds
Rd

t—0 R4

_ / e~ (0) s
Rd

= 0

por tanto, —0,t =0

f-+ts)e ™ as — f
Rd

1
Consideremos (t,) una sucesion en R tal que, ¢, — 0, n — 0.

Asi,

=0

1

lim
n—oo

/ eI Fg)emiCreqe _
Rd

-~

Definamos g, (z) = / e‘”tiH£”2f(§)62mx'fdf, (gn) converge a f en L'(R?), por
R4
Teorema 1.10 existe una subsucesion (g,, ) de (g,) tal que,

~

lim e_”t%k”5“2]"(5)62““'%5 = f(z) a.e.

k—o0 Rd

(gn,) €s medible, Yk € Ny f € L'(RY). As,

-~

Vk e N ,‘e—wtikw Fleyermine

~

‘e—wtiknsw f(g)‘
—nt2 €] J?(f)’

= e
< |fe)

y Jim e T RIP )it = Fle)etmiet g,
—00
por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, se concluye que
lim [ el feemtag = | f(©)eE = f(z)  ae.
k—oo JRpd Rd

Por tanto,

fl@)= [ f(©e™ede, ace.
R4
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COROLARIO 2.1. Si f, g € L'(R%) y
g(z) = [ [(&)e*™4dE ae.
]Rd

entonces g(x) = f(x) a.e..

Demostracion

Sean fy g € L*(RY). Se tiene que
FO = | fla)e?tde = / f(@)e?™ ™ de = (=€) ace.
R Rd

Como g = f y g € L*(RY), entonces f € L'(R?), usando la formula de inversion

Teorema 2.1 y haciendo u = —¢ se tiene
f@)= [ F©emtdg = | g(—)e*™ds = | g(u)e > du = G(z) a.e.
Rd Rd R4
Por tanto f(z) = g(x) a.e. ]

COROLARIO 2.2. Si f € L}(RY) y =0 ae., entonces f =0 a.e..

Demostracién
Sea f € L}(R%), como f = 0 a.e. entonces, f € L'(R?), por la formula de inversion

Teorema 2.1, se tiene que:

f) = [ foemia ae
Rd
= / 062“i’3'5d§ a.e.
Rd
= 0 a.e
Asf, f(z) =0 a.e. z € R4 n
62.1.2. Transformada de Fourier de la convolucion de dos funciones

en L'(R")
TEOREMA 2.2. Si f y g € L*(RY), entonces (f * gJ(€) = f(f)ﬁ(f)

Demostraciéon

Sean f, g € L'(R?), y ¢ € R Usando el teorema de Fubini y haciendo el cambio de



CAPITULO2. TRANSFORMADA DE FOURIER EN L!(R?) 32

variable u =z — y.
g = [ (Frowe st
R
= / fla —y)g(y)e ™ dyda
Re JRd
= / fw)g(y)e > dydu
Rd JRd
= [ [ s e iy
Rd JRd
= [ [ fwerm o sy
Rd JRd
= [ e i [ gl = Fioge©
Rd R4
n
Cuando g(z) = f(—x), la convolucion se llama correlacion y se escribe f« f, es decir,
f*f(@):=f*g(z)

COROLARIO 2.3. (f % fJ(€) = |f(¢)]?

Demostracion
Sea g(x) = h(x), donde h(z) = f(—=x).
Asi,
h(&) = / h(z)e ™ dy = F=z)e 2wt dy
R4 Rd
= (=9

o~

f(=8).

por tanto E(ﬁ)

Por propiedad algebraica 3 Proposicion 2.1, g(§) = ﬁ({) = E(—{) = A(g)

De esta manera por Teorema 2.2,

(f ) = (f*g)T&)
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§2.2. Resultados de sumabilidad

§2.2.1. Sumabilidad Cesaro

Consiste en hacer promedios de las sumas parciales de la serie de Fourier.

Dada f € L'(R?) definamos o f por

of(z) = %/0 S, f(z)dr

_ % /0 ! /_ Fle)em =t dedr

intercambiando el orden de integracion se obtiene
1 (R [R ‘
of@) = 5 [ [ R
R.J rJg

R -~ .
= & [ Feem - a

= / ) (1 - @) Fle)erm=ede
R R

Probemos que

£ T 1 R 2
/R ( - %) X-rm (&)e’ Sdg = R (W)

2
i ~ sen’(mx)
En efecto, probaremos que /R(l - |“DX(_1,1)€ iz g, W

Haciendo w = —u

1
/R(l — ’u|)X(71‘1>€2mul’du = / (1 _ |u|)62muxdu

1

1 0
= / (1 — w)e*™ du + / (1 + u)e*™™ du
0 -1
1 0
= / (1 — u)e*™™dy — / (1 —w)e ™ dy
0 1
1
— / ((1 . u)627riua: + (1 . u)e—QWium)du
0

1
— / (1 o u)(e27riu:v 4 6727riuz>du
0
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Asi,

1

1 1
/ (1 — |u))e*™duy = 2/ (1 — u)cos(2miuz)du
_ 0

1- 2 S
= 2 [( u)sen( 7TULL’):| +2 / sen(2mux)du
2mx 0 2rx J,
1 !

= — [ sen(2rwux)du
z J,

1 cos(2mux)
T o (_ 2rw )
1
= W(—cos(%ﬁr) +1)
11— cos(2mx)
(7rx)2( 2 )
sen?(mx)
(mz)?

1

0

sen?(mx)

denotaremos F(z) = ()
T

Asi, para R > 0,

Fy(Re) = S0 rhe) (M)g

" (nRz)? R? T

] 2
haciendo Fr(x) = RF)(Rz) entonces Fg(z) = = (_sen(z‘Rx)) , >0
T

1 R
llamaremos nicleo de Fejér a la funcion Fr(z) = = (M) .
e

FryGgr(§) = <1 — %) X(_r.m (§) son funciones en L'(R),y Fr(z) = / Gr(€)e*™ ™ dg
R
a.e., entonces por el Corolario 2.1, Fr(§) = Gg(§), a.e., y como Gr es continua,

Fr(€) = GR(€), V€ € R.

~

Ademés, por el Teorema 2.2 (o fTE) = Fr(€)f(€) la cual estéd en L'(R).
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En efecto,

[ienmone = [ 1Fae) e

-/ (M%) X ©IF(E)Id
_ /<> (1 '5')|f< )l
< /( ) 151
i1, /(( o)

= fl R

y en consecuencia

Frx f(x) =of(x).

§2.2.2. Sumabilidad Abel-Poisson

Este método de sumabilidad consiste en hacer convergente la integral de la
formula de inversion por la introduccion del factor e 27l y hacer después tender t

a cero. Es decir, estudiaremos

lim e—27rt||§||f(§)€27rix-§d£

t—0t JRd

Sabemos que

d+1
/ 6—27r||§||627ri:v~§d€ dl F( 2 )
R S+ IE)F
1 F da+1
hagamos P(x) = ey (%)
(1+ [l
y parat >0
o = ()
1 (Y
= Tt |12y 4E1
o (L4 [1]%) 2
_ ot ()
o (1
_ D)t
- d+1 d+1
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NG t
Llamaremos niicleo de Poisson a la funcién P, (z) = —% ) >
mo (82 l2]?)

Py Q(¢) = e~ 2l son funciones en L'(R?), y P,(z) = / Q(&)e*™ ™ d¢ L a.e., en-
Rd
tonces por el Corolario 2.1, P(§) = Q(£), a.e., como @ es continua, P,(§) = Q(&),

Vé € Re.

> 0.

Para f € LY (RY), (P, x fJ(€) € L'(RY).

En efecto,

[ e = [ R@Ifle
-2t
Y

donde g(x) = e~2"I=l y por el Ejemplo 2.4, haciendo A = 2xt, se tiene que
g

R 2‘%27#)%%1"(%)
g( = &1

((2mt)? + 4m?[]1%)

Luego
/e‘Zﬂtdea: = 9(0)
R4
_ 24(2mt)m 5 T(%EL)
(2mt)?)
_ ()
sy
Asi,

/ P+ fRENdE < /Il / el g
Rd Rd
(1)

d
m2td

= I/l <00
= P,(6)f(€) € LY(R?), y en consecuencia

P (o) = [ e fgemesae
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§2.2.3. Sumabilidad Gauss-Weierstrass

Este método consiste en hacer convergente la integral de la formula de inversion

por la introduccion de un factor e~tlél” y hacer después tender t a cero. Es decir,

estudiaremos

lim [ eI fe)emivede

t—0t R4

Probemos que

/ e—7rt||§H2627ri:c~Ed€ _ e
Rd

Haciendo u = /€, du = t2d¢

— 2 1T
e wt||€]| e27rzm 685 _
R4 R4
1 2 i Y

R4

e—ﬂllx/f€||2e27rir~€d§

T

Il
|
2
=
S
Q)
[\~
el
5k
S
oW
I

Asi,
/ e‘””g”Qe%”fsg _ 1 e‘””ﬁ”z (2.5)
R (V)
Llamaremos nucleo de Gauss a la funcion Wy(z) = (\/1{) y e’“@, Vit >0
W,y Hy(€) = e ™I¢I” son funciones en L'(RY), y Wy(z) = H,(&)e*™™dE a.e., en-

Rd

tonces por el Corolario 2.1, Wt(f) = H;(§), a.e.; Como H; es continua, /I/I?t(ﬁ) = H.(§),

Vé € R,
Ademas, para f € L'(R?)

(Wt * f)/\: /Wtfe Ll (Rd)

(2.6)
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En efecto, haciendo w = v/7t€, dw = (rt)2d§
[ mena = [ W@
= [ e g
L

UL ey
O /Rde v
11,

= < o0

d

(1)2

Asi,
(W, % f7=W,f € L'(RY

y en consecuencia
Wor o) = [ e fig)eniveag (27)
R
TEOREMA 2.3. Propiedades de los tres ntcleos
1. Los nicleos de Fejér, Poisson y Gauss son funciones pares no negativas.
2. Los tres nucleos tienen integral igual 1.

TEOREMA 2.4. Si f € LY(RY) y existen los limites laterales en un punto x, entonces

lim onf(z) = lm P f(z) = lim W+ f(z) = ~[f(e+) + f(z—)].

R—oo t—0t t—0t 2

En particular el limite es f, en los puntos de continuidad.



Capitulo 3

Transformada de Fourier en LP(R%)

§3.1. Transformada de Fourier en L%*(RY)

LEMA 3.1. Si f, g € L*(R%), entonces su convolucion define una funcion continua.

Demostraciéon

Sean f, g € L*(RY), asi/ > < y/ 9> <
Rd R4
0< (If(x =) —lgw)?* = 1f(z—y)|* = 2|f(x —y)g)| + lg(W)* a.e.

= f@—ygw)| < s5(f(x =) +lgy)f) ae.

N | —

Por la desigualdad de Holder, haciendo el cambio uw = z — y y propiedades de la

integral, se tiene

[f+g(x)] =

f@—ymwﬂ@
Rd
< |f(x —y)g(y)|dy
Rd
1 2 ]‘ 2
< - [fle—y)ldy+ = | lg(y)|*dy < o0
2 Rd 2 ]Rd
- 1/ ()P + 2lgl
o 2 Rd v U 2 g 2
= Lz gz v e re
2 2 2 27

= |f*g@)] < 5(IF13+ lgl3) < o0,V z € RY

39
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Por tanto la convolucién de f y g esta bien definida.
Veamos que f % g es continua. Usando la desigualdad de Holder y el cambio de

variable z =z — y.

Fre i) = frg@l = | [ et h=yatds— [ f =gt
= | Rd(f(erh—y)—f(rr—y))g(y)dyl
< Rdlf(x+h—y)—f(x—y)llg(y)ldy

< (Lasn—o-se—vra) ([ i Qdy)Q
c (ren-sors)” (L)

= FC+h) = fllallgll2

Por continuidad de la integral a través de traslaciones , se tiene que

I 17+ ) = flla = 0

y como ||g||2 < oo, entonces

lm [[f(- + ) = fll2llgllz = Ollgll2 = 0
—0

= lim|f*xglz+h)— fxg(x)=0
h—0
Por tanto
lim fx g(x 4+ h) = f * g(z).
h—0

Asi f *x g es continua. [ |

PROPOSICION 3.1. Igualdad de Plancherel en L'(RY) N L?(RY)
Sea f una funcion en L*(RY) N L2(RY) (es decir f y f? son integrables), entonces f

estd en L*(RY) y satisface
[ 1r@rar= [ (fopa
R4 R4
Demostracion

Si f =0,a.e. , el resultado es inmediato. Sea f una funciéon en L'(RY) N L%(R?), tal
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que f # 0, a.e., la correlacion f x f es una funcién integrable por ser la convolucion

de dos funciones integrables, y es continua por el lema anterior.

Hagamos F(w) = f * f(w), F' es integrable.

[ f0) = fxg(0)
=/, f(w)g(0 — w)dt

= [ fw)g(-w)

= [ ST

= [ 1w

Usando el resultado de sumabilidad del Teorema 2.4 con el nicleo de Gauss,

1
lim Wix F(x) = §[F(x+) +F(27)] = F(x) en los puntos de continuidad de F'. Como
t—0

F es continua, Vo € R?, en particular para x = 0 luego

t—0t

lim W; * F(0) = F(0) = f + f(0) = / ()P = 1413 (3.1)

Por la ecuacion (2.7) y usando el Corolario 2.3 se verifica que

~

W, « F(0) = /Rde_msnst@d5
= [ e g
= [ e fe pag
Rd

Aplicando limite
lim [ e ™| F(e)|2de = lim W, « F(0) = || fII3 < 2II13
t—

t—0t R4

Por tanto, existe o > 0 tal que,0 <t <ty = / e ™| 7)) 2de < 2| f|13
Rd

N / e~mHIEI| Fe)2de < 2/ |f(@)[*dz
R4 -
Fijemos R > 0,

1€l < R = «t||€]|? < 7RVt > 0
= —7tR* < —7t||£]]?,Vt > 0
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, _ 2
Como lim e ™FE

1
= 1> -, existe ¢1, tal que, 0 < t < t1, implica e ™" > %
t—0t 2

Asi, 0 <t <ty = e ™EIP > et 5 1

Sea ty = min{to, t1}, 0 <t < ty, entonces 0 <t <ty y 0 <t <t.

/ Flo)fae :/ Fle)[remieremiel? g
B(0,R) B(0,R)

/A

2 [ |flgpe e o<t<nylel <R
B(0,R)
< 2 [ |flopeera

R4

< 4/ () Pdx 0<t<ty
]Rd
Por tanto, / Fle)2de < 4 / |f(2)[2dz, YR > 0
B(O,R) Rd

en particular /]Rd |f(f)|2XB(o,n)(§)d§ < 4/Rd |f(z)*dz, VneN

~

Definamos g,(§) = | f(€)*xBon(€) . ¥n € N.

n(§) < gna1(§) , V€ € R,

Asi, por el teorema de la convergencia monoétona

[ Jim gyt =t [ e

4 N—00 n—00

R
— lim / RO €

n—oo

< 4/ 7)|*dx

£
Ra
Para lfm g,(¢) = lim |F(€)*x(mom () = |F(E)P, ae.
eV )2 2
= [P < [ 11w <o

= f e LXRY)

De esta manera, para todo ¢t > 0

1F©Pe ™I = [F(©)Pe ™" < |F(©P,  |f] integrable
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-~ ~

y lim | F()[Pe™ 1" = [F(OF a.e.

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y la ecuacion (3.1) se

tiene que
. 2V 2e-mtlIEN g F(€)2de = 2
iy [ Fi©Fe ™ de = [ (F@Pde = [ 17
P F(&)|Pde = 2d
or tanto /Rd]f(fﬂ § /Rd’f(l")’ x m

LEMA 3.2. LY(RY) N L2(RY) = L*(RY), es decir, LY(R?) N L*(R?) es denso en
L2(RY).

Demostracion

Dada f € L*(R?), veamos que existe una sucesién de funciones (f,,) en
LYRY) N L2(RY) tal que, f, — f en L*(RY).

Definamos

) { fla) si lall <n

0 si |z =n

Afirmacion. f, € L*(R?) N L?(RY), V n € N,
En efecto, usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz

Ap@lde = [ If@)de
R llzll<n

- /” 1f)ds
= [ @ ()

(/. |f(m)|2dx)% ([ Mo <x>|2dx);
= W (f )

= [|fll2(m(B(0,n)))% < 0

N
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-/ | ards
< [ Is@pas

= [Iflz < o0

R4

= fn € L*(RY)
Asi, f, € LY(R%) N LA(RY)

Sea, A, = (B(0,n))¢, ¥ n € N, como B(0,n) C B(0,n+1), entonces 4,1 C A,.

Definamos g,,(z) = |f(z)]*x, (z), go(z) > 0,Vz € R, n € N
Dado x € R4

r€A, 1 = TEA,

r € Apy1 = Gna(x) =0
ASi, gn—i—l(x) < gn<x)7 Vae Rd'
Veamos que g, € L'(R?)

L@z = [ 1@, (s

gn € L*(RY), Vn € N.
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Ahora, dado » € R?, existe N € N tal que, x € B(0, N),

n>N = B(0,N)cC B(0,n)
= 1z € ¢A,
= gu(x)=0

Luego, lim g,(z) =0 ,Vz € R? y como ¢; € L'(RY)
n—o0

lim gn(z)dx :/ lim g, (z)dz :/ Odx =0,
n—o0 Rd Rd n—oo Rd

por el teorema de la convergencia mondtona.

Finalmente, probemos que f, — f en L*(R%).

L@ =@l = [ e =@l [ - s

De esta manera se tiene

71113%/ | fn(x 7)]Pdr = lim [ gu(z)dr = 0.

n—0 R4

esto es, lim [| f — fll2 = 0.

Por tanto L!(R?) N L2(R%) = L*(RY) m

DEFINICION 3.1. Transformada de Fourier en L?(R%)

Por el lema anterior, dado f € L?(RY), existe (f,) en LY(R?) N L*(R?) tal que,
fn — f en L*(R%); (f,) es una sucesion de Cauchy en L?(R?). Por la identidad de
Plancherel en L'(R?) N L2(R%) se tiene que, || fo — finll, = |[fo — finll,, por lo que (f,)
es una sucesioén de Cauchy en L?(R?), como dicho espacio es completo (ﬁb) converge,

de modo que, existe una funcion h € L2(R?) tal que, lfm ||f, — A, = 0.
n—oo
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La funciéon h no depende de la sucesion (f,) en LY(R?) N L2(RY). En efecto, sea
(gn) una sucesion en L'(R?) N L2(RY), tal que, g, — f en L*(RY), asi, g, — fn — 0
en L*(R%).

De esta manera, usando la identidad de Plancherel en L'(R?)NL?(RY) y linealidad

de la transformada de Fourier
im g, — full, =0 = 1lim [[(g. — fu)ll, =0
n—oo n—oo
= lim ||g, — ful, =0
n—oo
Como ||gn — hll, < [|gn — full + [|fu — Rll,, entonces
lim ||g, — R, < m ||g, — ful + lm |[fn — R, =0
n—oo n—oo n—oo

de esta manera, se tiene que g, — h, por tanto h es independiente de la sucesion
escogida.

Diremos que h es la transformada de Fourier de f, y la denotaremos como J?
Asi, f= lim F, en L*(RY)
TEOREMA 3.1. Sea f una funcion en L*(R?).

1. Se tiene

o~

f(¢) = lim flz)e > da,

0 Szl <n

entendiendo el limite en la norma de L?(RY).
2. fuy f satisfacen la igualdad de Plancherel en L*(RY)

3. Si f y g estan en L*(R?), entonces

[ 1wai = [ Feaas

[ 1wt - [ Feaea

4. SiTnf(x) = f(z + h), entonces (1, f)1€) = f(€)e*™ M€ en L2(RY)
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Demostraciéon

1. Sea f € L*(R%), definamos la funcion

h@:{f@)%HM<n’

0 si |z =n

sabemos que f, € LY(R?) N L2(RY) y f, — f € L*(RY).

Ahora:
Vn € N, fAn(f) = fulz)e 2@y
Rd
— / f(x)e—Qm':cf
[lzll<n
Por tanto,
F() = lim f(x)e™®™=8dy  en L*(RY)
"0 J ) <n

o equivalentemente,

2
d¢ = 0.

lim
n—oo R4

[ S g

2. Dada f € L*(R%), sabemos que fe L*(RY). Sea (f,) sucesion de funciones en
LY(RY) N L*(RY) tal que, f, — f en L*(RY) entonces, fo— fen L*(R%). Como
fu = £, 1 1= fll, =00
Se sabe que ||| full, = [fll.] < ll£o = fll.-

Asi, nlggon"HZ = ||fll,, v como ||full, = ||fall,, VR € N, por Teorema 3.1,
entonces lim |17, = |17,

Ademés como f, — f en L*(RY), entonces lim an - ﬂ|2 = 0.
n—oo

Asi, lim || f,.|l, = ||f||,- De esta manera se tiene que, || f||, = Um || full, = | f]l,-
n—oo n—oo
Por tanto,
1 £1l, = [I£1l,-

3. Sean fy g € L*RY), y sean (f,) v (gn) sucesiones en L'(R?) N L%(RY) tal
que, f, — fen L2 (RY) y g, — g en L*(RY). Dado n € N y por la propiedad

analitica 5 Proposiciéon 2.2, se tiene

[ n@a@i = [ F©©d e 32
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Veamos ahora que lim fa(@)gn(x)de = [ f(x)g(x)dx
R4 R4

n—oo

En efecto:
[ (h@)date) = F@)ata))ds
< [ @6 - f@5w)d
- /!h()%)—f(ﬁ(%+% D)) — Gule) (@) d
< [ @ = s@la@ls+ [ 150 - 5@/l

Por la desigualdad de Holder

L stz < ([ ine-sor) ([ iaom)

= o= FlLlignll, ;vneN

/|gn @)/ |da:<(/|gn |d:c)(/|f |d:c)

= gll.IIfll, ,vneN

Veamos que, cada término tiende a cero.

Como ¢, — g en L*(R%)

T £ = 1Ll = 0 i 2], = 0. =0

1w g = Gl /1. = 0l £ =0

Asi, lim fn( ) (x)dx = df(x)’g\(x)dx

n—)oo

~

Anélogamente, lim %@ﬁ@mz/ﬂ@@m

n—oo Rd R4
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Por la ecuacion (3.2)

IRdf(ﬂf)ﬁ(ﬂ'i)dﬂﬁ = lm [ fo(x)gn(z)de

= [ f(&)q(€)de

R o~ —_—

Para la demostracion de / flz)g(z)dx = f(&)g(&)dE, consideremos la
funcion h = g. Como g, — %\f entonces g, — E\Ri h en L?(R%). Probemos que
h= g(x),Vz € R4
Sea (h,) una sucesion en L'(R?) N L2(RY), tal que h, — h en L?(RY).
Para x € R? y usando Proposicién 2.1, se tiene
(G = hall@) = (Gu](x) = )
= (G)(=) = hn(a)
= gn(x) — hn(2)

Usando lo anterior e identidad de Plancherel en L'(R?) N L?(R?)

l90 = Flls = llgn — hull.
= |7 = Pl
= (g = ],
= gn = hall,

Como lgn = hll, < lgn = hully + ha = All, = 1lgn = Ball, + oo = R, ¥
Gn — hn — g — h =0, entonces lim ||g,, — A, = 0.
n—oo

=

Asi, g=nh
Por lo anterior, se tiene

[ Falayir =
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4. Sea f € L*(R?), y sea (f,) una sucesion de funciones en L'(RY) N L?(R?) tal
que, f, — f en L2(RY), entonces f, — f
Fijemos h € R%, haciendo el cambio de variable u = x + h

(/Rd |74 fu(2) —Thf(:c)|>é = < g | folx +h) — f(a:+h)])2 dz
- (/Rd\fn(u)—f(U)\)%du

= =7l

Como || f,, — fll, = 0, n — oo, entonces 75, f, — 7nf en L?(R%)
Asi,

(ThfuJTE) = (T fITE) en L*(RY) (3.3)
Ahora, (1o fu(€) = fu(€)eX™m¢ ¥n € N, V¢ € R

~

| fu(€)e2E — F(€)e2™ €| = |(fu(€) — F(€)e™ €| = |ful€) — F(£)]

([ \f@ere = Foerrspan)” = ([ 10 - Fopar)

= an f]|2—>0, n — oo

NI

[rmfuT= FE O, = || fretmihO — FerrihO,

= fn—=1fll,—0, n— o

Por tanto,
(T fuJE) = F(€)™™ € en LA (RY) (3.4)

de (3.3) y (34), (fE) = F(€)e* "¢ en L2(RY). n

TEOREMA 3.2. Sea f € L*(R?) y g € L'(RY). Entonces f * g estd en L*(R?) y se
tiene que (f * gT€) = F©F(E).
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Demostracion
Sea f € L*(R?).
Veamos que fxg € L?(R%). Usando la desigualdad integral de Minkowsky y el cambio

/ flz— (y)dyIde)Q
Re JRd

de variable w = x — y.

(/Rdu*g(x)\zdx)% -

1

< |
< ( NCE ><y>|dy)2dx)2
< [ ([ 1= rutra) g

RCIINCE y>|2dx)édy
= /Rd !g(y)l(Adlf(x—y)Ide>édy

= ot ([ span)
= [ oIy
= 1l Lol

= N/lLllgll, < o0

Asi, fx g € L*(R?) y ademas se verifica,

1f *gll, < I1f1 Mgl (3.5)

Sea f, € L'(R?) N L?(RY), tal que f, — f € L*(RY), entonces de (3.5)
fnxg € L*R?). Como f, € L'(RY) y g € L'(R?), por Teorema 2.2 se tiene,
fnxg€ LYRY). Asi, f, x g € LY(R?) N L?(RY).

Veamos que, f, * g — f * g en L*(R?).

En efecto, de (3.5) y propiedad distributiva de la convolucién de funciones

g = Fxglly = 110fa = F)xgll. < Ifn = Fllollglly

como f, — f € L*(R%), entonces f, * g — f * g en L?(R%).
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fn — f € L*(R%), entonces fn — fe L2(RY). f, v g € L'(R?) por Teorema 2.2
se tiene que (f, * gNE) = Fo(O)F(€),Vn e N,V £ € R

fnxg— f*gen L*(RY), entonces (f, * g]— (f * gl en L?(RY), pero
(fa* gN) = [a(£)3(€), ¥ n € N, ¥ ¢ € R%. Ahora f, — f en LA(R?) y § € L*(RY),
entonces [,(€)3(€) = F(€)F(€) en L*(RY).

Ast, (f + gJ(§) = Tim (£, 7€) = lim FL(O3(€) = FOFE) en I2RY)

§3.1.1. Foérmula de inversion en L?*(RY)

TEOREMA 3.3. Si f estd en L*(R?), se tiene f(z) = (ff(—a:) como funciones de

L3(R%) y, por tanto en casi todo punto. En particular,

f(z) = lim F(e)ermiwtde

"o Sz <n
con limite en L?(R?).

Demostraciéon

Sea f en L*(R?), entonces fe L*(R%). Probemos la siguiente igualdad

~

/Rd ga(w — z) f(w)dw = /Rd gA(E) (€)™ dE YN > 0,2 € L*(RY) (3.6)

donde g, (£) = e~ lel’,

2
En efecto, por la ecuacion (2.5) sabemos que ¢, (y) = A~ 2 Ly

2o Wy € R

Verifiquemos (3.6)
Haciendo w = y + z, y usando Teorema 3.1 parte 3 y 4

[o@fee=cas ~ [ e e
= [ g Wiy
A AN

= [ )3 w — x)dw

Veamos que gy * f — f en L*(R?).
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Consideremos Hy(z) = A\"¢h(\"'z), para A > 0, donde h(z) = e "l#I

Hy(z) = M\ 'z)

)\—de—ﬂ||)\’1x\|2

_ el

Como / h(z)dx = 1, por Teorema 1.19
Rd

o |y f = fla=0 = lim [Hyys [~ flls =0

= lim gy xf— flla=0
A—0

Por tanto, g\ * f — f en L?(R?).
Veamos que gAfA—> ]?en L?(RY)

(g,(2)f(@) = @) = l(g,(x) = DI|f (=)

-~

< (g (@) +DIf (@)

~

< 2lf ()]

~ ~ ~ ~

Ast, [(g,(2)f(x) = f@)]? <4 f(@)]* y 1im(g,(z) = 1) f(z) = 0 a.e.

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

(/Rd (9, (z) f(z) — f(a:)\zdx> 0 A0

Por tanto g, f — f en L*(R%)
Luego por la igualdad de Plancherel en L?*(R9)

1. FT— (FTll2 = 1g. f = FTll2 = llgsf — Flla = 0, A =0

De esta manera H(gAJ?)A— (J?ﬂ|2 —0, A =0
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Asi, (g, fT— (ffen L*(R?)

Por lo que, usando la ecuacion (3.6)

e 1) = [ 0 OF O = (aFT-a).¥2 > 0.0 € B
Asi,

f(x) = lm(G « f)()
= llg(l)(éhfﬂ—fc)
= (fll-z) en LR

y en consecuencia,

fz) = (f{—2) = lim F(&)emiede

00 el <n

con limite en L*(R?). n
. 0 ~
PROPOSICION 3.2. Si f y oz, ——f estdn en L*(RY), Vj € {1,--- ,d}, entonces & f

estd en L*(R?), Vj € {1,--- ,d} y ( )'(5) = 2mi&; f(€), Vj € {1,--- ,d} en L2(RY).

0&;

Demostracion
0
Sean [y G_f € L*(R%),Vj € {1,---,d}, sea ¢ € C! una funcion, tal que
T
0 < p(x) <1, Vo € R? definida como,
1 si z| <1
p(z) = .
0 st |z|| >2

Sea @, () = (%), Vn € N. Veamos que, ¢, f € L'(R%) N L*(RY).

En efecto,
leall = [ len@)Pe
= / ¢<E>‘ da
x 2
-, so<—>
2]]<2 n

< / Iw ! dx
||| <2n

< dx
||| <2n

= m(B(0,2n)) < oo

dz
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por la desigualdad de Holder

[ len@s@las = [ len@lif@ide < el

= o, f € LY(RY)

ouf(@)] = () f@)] < @) = leaf @I < [f @),
/ lpnf(@)dr < / @) < oo

= o, f € LY(RY) N L*(RY)

Por otro lado

(enf = @) = lea(@)f(@) = f(@)I*
= [(pnle) = DPIf ()

(o () + D21 ()

2| f(a)|*

Af @)

NN

lim (u()f(2)) = lim (%) f(2)

n—oo n—oo

= ¢(0)f(x) p e
= f(x) ae.

entonces, lim |¢,(z)f(z) — f(x)? =0 a.e.
n—oo
Asi, por teorema de la convergencia dominada de Lebesgue,
i [ Jou(o)f(a) = f@)Pde = [t feula) (o)~ o) Pz =0
n—oo R4 Rd n—o0

Por tanto, ¢, f — f en L?(RY).

Por otro lado, Vj € {1,--- ,d}, usando la regla de la cadena

g (elof@) =150 (¢ (5)) ro+e () 0@ )

n 0x; n n/ x;
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0
Puesto que — ¢ se anula fuera de la bola de radio 2 y es continua en la bola cerrada,
T

existe C7 > 0 tal que < C1,Vz € R% Usando la ecuacion (3.7) y el hecho

9,
8_xj (x)

< (4, se prueba que aigpn € L*(RY) N L*(RY),Vn € N
L

—(onf) — if en L*(R?)

9
5z, 7"

que

Probemos que

o, O
‘a%(%(g;)f( ))—a—%f( 7)| = %a%j(so (5) @+ () _1)a_%f( 7)
= oz ()| i+ 2|2 s

0
< (@) +2 ‘a—%f(x)

\a%mwm»—a%f(x) < (Cllf(x)l+2‘a%jf(x)>
< Gl pef@)| o voen
Jin 57 (o)) = 7}13;0 (%i (£)) 101+ (2) i@
ot
6’%
|oe@f @) @
n—00 Oz 0z T

por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

(3(90n(w)f(w))) _ @], / - ‘awn(x)f(x)) _of@)[’

dxr =
(9xj 8xj 8@» 3xj v 0

lim
n—oo R4

d N—00
obtenemos que i( f)— if en L?(RY)
y e 5 (enf) = 5 -
of

Con lo probado anteriormente se tiene que, ( 0 (gpnf)) <—)Aen L2(RY),
35] afj

0 2
asi, por Teorema 1.10 existe una subsucesion de ((a—(gon f )) ), la cual denotare-
L

mos por comodidad de la misma forma tal que,

(3tenn Y101 = (52 )0 0 35)
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por Proposicion 2.2,

(0(g£jf)

Por otro lado, fy, — f en L*(R?), entonces (fy,]— (fJ en L*(R?), nueva-

mente por Teorema 1.10, existe una subsucesion de ((fy,)) la cual denotaremos por

)15) = 2mi&; (pn fTE),VE € R% Vn € N. (3.9)

comodidad de la misma manera, tal que, (fp,J(§) = (fJ(§), a.e. Luego

2mig; (fonl(€) — 2mig; F(€), a.e. (3.10)

De las ecuaciones (3.8), (3.9) y (3.10) se tiene

(52 )10 = 2rig e a

(a§>T® 2mi€; f(€) = 0, ace..

Por tanto, <(9£ )15) 2mié; f(€) € LA(RY) y como (8
j

o€ >A(§) € L*(R%), entonces
j
2mi€; f(€) € L*(RY).

Asf,
(053)15) = 2mig; f(€), en LA(RY).
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§3.2. Transformada de Fourier en L’(RY), para 1 < p < 2

Teniendo definida la transformada de Fourier para funciones en L'(R?) y fun-
ciones en L?(R?), podemos definir la transformada de Fourier sobre L'(RY)+ L?(R%),
que consiste en todas las funciones f = f; + fo donde f; € LY(RY) y f, € L*(RY).
Definamos J/C\ = fl + fg donde f = f; + f5, veamos que la transformada de Fourier

sobre L'(R?) + L?(R%) est4 bien definida, es decir, fAes independiente de f; y fo.

Si f =g+ go donde g; € L*(R?) y g, € L*(R), entonces
=pn—h=f—g¢€ Ll(Rd) N L*(RY).
Asi, por teorema h € L2(R%), h = (g1 — fiT= (fo — g2T=Gi — f1 = f2 — o, de esta

manera se tiene que f1 + fz =0+ .

Una funcion de LP(R?) con 1 < p < 2, se puede descomponer en suma de funciones
fi+ fo tal que f; € LYRY) y fo € L?*(R?). En efecto, sea f € LP(RY), hagamos
E={z:|f(x)| > 1} =|f(2)]7'(1, +o0]. Si m(F) = oo, entonces

/ |f(x)[Pdx > / |f(x)|Pdx > /dx = m(E) = oo, implicando f ¢ LP(R?),
contrﬂglriando que f EELP(Rd). Por tantEo m(E) < oo

Definamos

) fl@) z€ekE ) fl@) z¢€E
fl{ 0 «¢E f2{ 0 wzcE

SizeE, filfx)=f(x)y fo(z) =0, f(z) = fi(z) + fo(z)
Stz g E, fi(z) =0y folx) = f(z), f(2) = fi(x) + fa()
Por tanto f(z) = fi(x) + fo(x),V x € E.

Ademas, por la desigualdad de Holder

/Rd‘fl(x)’dm = /Rd\f(ﬂc)\x,;(flf)dx
< (/R If(:E)Ipda:); </R |XE(x)\qu);
(/. |f<x>1pdg;>’1’ () < oc

N
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1 1
con — + — = 1 por lo que f; € LY(R?).
p q

2dr = 2dx < Pd .
[nefa= [ (p@kd< [ Ip@P <o

Esto se debe a que |f(x)] < 1 en RY — E y por tanto |f(z)]*> < |f(z)|P ya que
1 <p<2 Asi, f, € L*(R?).

Definimos f = f; + f» donde f, € L'RY) y fo € L*(R?) y como la transforma-
da de Fourier no depende de la descomposicién, por tanto, esta bien definida sobre
L'(R?) + L*(RY).

Como se tiene que LP(RY) C LY(R?) + L*(RY) con 1 < p < 2, se sigue que la
transformada de Fourier est4 bien definida para todo f € LP(R%) con 1 < p < 2.

El proceso visto nos dice que podemos definir la transformada de Fourier, para
funciones en L'(R?) + L?(R?) y para funciones en LP(R?), donde 1 < p < 2; pero
no permite hacerlo en LP(R?) si p > 2. De hecho no a toda funcién en esos espacios
LP(RY) se le puede asignar una transformada de Fourier que sea una funcién y, por
tanto la definicién trabaja con objetos méas generales que las funciones, a ser las

distribuciones.

TEOREMA 3.4. Interpolaciéon de M Riesz-Thorin
Sean 1 < po, p1,qo,q1 <00 con 0 <0 <1yp,q tal que,

1 1-6 46 1 1-60 0
= + =

P Po 1 q 9o ¢

Si T es un operador lineal de LP° + LP' en L% + L9 tal que:
ITfllae < Mol|fllps, para toda funcion f € L*(R?) y [T flly < Millfllp:. para
toda funcion f € LP*(RY).

Entonces,

ITfllg < My Mill fllp, VS € LP(RY)

Demostraciéon Ver [4]
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TEOREMA 3.5. Desigualdad de Hausdorff-Young
N 1 1 -
Si f € LP(RY) con 1 < p <2, entonces f € LY(R?) donde —+ = =1y ||fll; < I fl,-
p q

Demostracion

Sea f € LP(R?) con 1 < p < 2. Por la observacion 2.1, T'f = f, y
ITfllse = IFlloe < || f]l1. Por la igualdad de Plancherel en L2(R%), ||T'f]2 = || ]l
| f|l2- Usando el teorema anterior se tiene que, pg = 1, go = 00, p1 = ¢1 = 2.

Por lo anterior, definamos T' : L}(R%)+ L?(R?%) — L>®°(R%)+ L?(R%), como T'(f+g)

Tf+Tg

1

1 1
Sip e [1,2], — € [5,1] entonces, existe § € [0,1], tal que, —
p p
1-6 6

27

1 1 1
—(1—6)+ —0 donde — =
Po b1 q
Luego
1
— _l’_ —
P q

@
1 1 1—-6 0
—(1—=0)+ —0+ —
Po Y41 qo q1
1 1 1 1
1-0)(—+—)+0(—+—
Po qo P1 q1
1 1
1-O1+60(=+ =
(L= O1+0(; +3)
1—-6+06

1
-0+ (1-06)1
S0+(1-0)

Por tanto, usando el teorema de Riesz-Thorim, se tiene que fA' € LY(R%), donde

1 1 -~
—+=—=1y|fllqs < Ifllp-
22 1£llg < [1F1l,
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