UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL
“LISANDRO ALVARADO”

Decanato de Ciencias y Tecnologia
Licenciatura en Ciencias Matematicas

“ESTUDIO DEL METODO DE SUMA PONDERADA EN
PROBLEMAS CLASICOS DE OPTIMIZACION
MULTIOBJETIVO”

TRABAJO ESPECIAL DE GRADO PRESENTADO POR
Br. Kissy JOSEFINA ALVAREZ (GONZALEZ

COMO REQUISITO FINAL
PARA OBTENER EL TITULO DE LICENCIADA
EN CIENCIAS MATEMATICAS
AREA DE CONOCIMIENTO: OPTIMIZACION.
TuToRr: Lic. Msc. CLAVEL QUINTANA

Barquisimeto, Venezuela. Febrero de 2012



“Lisandro Alvarado”
Decanato de Ciencias y Tecnologia
> Licenciatura en Ciencias Matematicas

L | Universidad Centroccidental / / -

ACTA
TRABAJO ESPECIAL DE GRADO

Los suscritos miembros del Jurado designado por el Jefe del Departamento de
Matematicas del Decanato de Ciencias y Tecnologia de la Universidad Centrocci-
dental “Lisandro Alvarado”, para examinar y dictar el veredicto sobre el Trabajo
Especial de Grado titulado:

“ESTUDIO DEL METODO DE SUMA PONDERADA EN PROBLEMAS
CLASICOS DE OPTIMIZACION MULTIOBJETIVO”

Presentado por la ciudadana BR. Kissy JOSEFINA AIVAREZ GONZALEZ titu-
lar de la Cédula de Identidad No. 17.156.431, con el propédsito de cumplir con el
requisito académico final para el otorgamiento del titulo de Licenciada en Ciencias
Matematicas.

Luego de realizada la Defensa y en los términos que imponen los Lineamientos
para el Trabajo Especial de Grado de la Licenciatura en Ciencias Matematicas, se
procedio6 a discutirlo con el interesado habiéndose emitido el veredicto que a contin-

uacién se expresa:
1

Con una calificaciéon de puntos.
En fe de lo expuesto firmamos la presente Acta en la Ciudad de Barquisimeto a
los dias del mes de de
TUTOR FIRMA
PRINCIPAL FIRMA
PRINCIPAL FIRMA
OBSERVACIONES:

! Aprobado 6 Reprobado



A mi Dios.
A mais Padres.
A los Mackediches.

A mi Tutora.



AGRADECIMIENTOS

Primeramente a mi Dios Todopoderoso por darme la vida y estar conmigo en
todo momento...

A mis padres Belkys y José Antonio por todo su amor, compresion, apoyo y
formacion. Todo lo que soy se los debo a ustedes... A mi hermano Antonio José por
ser mi confidente. Los Amo...

A Javier Montes, por ser en un principio mi companero de clase, pero que al poco
tiempo se convirtio en el mejor amigo incondicional que te he tenido, eres mi mano
derecha, mi refugio, mi todo, no tengo palabras para describir cuan importante eres
para mi, siempre te llevaré en mi corazon...

A Francisco Lopez, por alegrar mis dias con tu inigualable sentido de humor, por
hacer mi vida mas llevadera durante la carrera, por darme animo, me has ensenado
a no desmayar y siempre seras mi bruji bruji...

A Camacho Emelyn, por ser una amiga inserapable, por mostrar fidelidad, de
ti aprendi a tener fortaleza y superar cualquier obstaculo en la vida... Gracias
nuevamente Dios por haberme dado la oportunidad de pertenecer al grupo Los
MACKEDICHES.

A Rodriguez Domingo, por haber estado en la buenas y en las malas, por sus
buenos consejos...

A la Sra Eva Bravo, Nicole Gonzalez, Osirys Gonzalez, Dannymar Gonzalez por
su apoyo, compresion, consejos...

A mi tutora Clavel Quintana, por su grandiosa colaboracion en la elaboracion de

este trabajo, mis respeto y admiraciéon para usted.



Resumen

En este trabajo se estudiara de manera detallada, el método de suma ponderada
[5] en problemas clésicos de optimizacion multiobjetivo [2] estudiando el compor-
tamiento del método en dichos problemas y determinando si es adecuado o no para

encontrar soluciones en el frente de Pareto.
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Introduccion

La programacion continua ha sido de gran aporte y utilidad, mayormente en los
campos de la ingenieria y de la ciencia, asi como también de la economia, gracias a
su versatilidad y adaptabilidad. No obstante, ciertas clases de problemas requieren
tener en cuenta varios objetivos a la vez. Esta necesidad ha conducido a estudiar
tantos los aspectos tedricos como computacionales de los problemas de optimizaciéon
multiobjetivo. A continuacién un problema de optimizacion multiobjetivo (POM) se

define como:

sujeto a : gi(x) <

Para resolver (POM) se utilizan varias estrategias, una de ellas es el método de

suma ponderada, que aplicada a un (POM) se define como:

p
Optimizar I;g)r(l;)\k fr(x)

sujeto a : gj(x) <0 i=12..,J (1)
hm(z) =0 m=1,2,... M
o <y, <2

Este método permite encontrar una solucién del problema multiobjetivo para un
vector de pesos determinado.

El objetivo general de éste trabajo es estudiar el método de suma ponderada en
problemas clasicos [2| de optimizacion multiobjetivo, es decir, definir optimizacion
multiobjetivo, caracterizar puntos paretos [1],[6],[3], describir el método de suma

ponderada [5], [1] v por tltimo realizar pruebas computacionales con problemas

clasicos de optmizaciéon multiobjetivo.



INDICE DE FIGURAS 2

El trabajo consta de tres capitulos, en el primer capitulo se desarrolla la teoria
de optimizacion multiobjetivo. Seguidamente, en el segundo capitulo con sus defini-
ciones, teoremas y proposiciones todo lo referente al método de suma ponderada y

finalmente en el tercer capitulo la experimentacién numeérica.

Br. Kissy Josefina Alvarez Gonzalez



CAPITULO 1

TEORIA DE OPTIMIZACION
MULTIOBJETIVO

La optimizacion clasica continua trabaja con problemas donde se requiere decidir
en base a un objetivo bien sea lineal o no lineal, pero en las aplicaciones es comin
ver casos en donde es necesario optimizar més de un objetivo, como por ejemplo:
Supongamos que tenemos una fabrica donde nos encontramos con dos objetivos:
minimizar el costo de un producto y el de reducir al minimo la cantidad de material
perdido en el proceso de fabricacion de dicho producto. Claramente podemos ver que
éste problema posee mas de un objetivo.

Definiremos a continuaciéon un problema de optimizaciéon multiobjetivo (POM).

Definicién 1.0.1. (ver [2])

sujeto a : gi(x) <0 i=1.n
hy(z) =0 j=1l.p
x;(f) S < x;U)

Una solucion x es un vector de n variables de decision x = (zy, ..., x,)" que satisface
las restricciones, donde cada x; toma valores entre x¥ y ¥ cotas inferior y superior

respectivamente.

Si una solucion z satisface todas las restricciones se dice que es factible y en caso

contrario se dice que no es factible.
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El conjunto de todas las soluciones factibles es llamado Region Factible y se de-

nota por X y esta ubicado en el Espacio de Desicion.

En optimizaciéon multiobjetivo las funciones constituyen un espacio multidimen-
sional en adicién al espacio de desicion. Este espacio adicional es llamadoEspacio

objetivo y se denota por ).

Ejemplo 1. (Shaffer, 1984) Supongamos que se requiere minimizar:

B fi(z) = 22
I )_{ fale) = (2% — 2)°

con—2<z<4

Cuél es el valor de z que minimiza ambas funciones?. En el resto del trabajo

mostraremos una forma adecuada de dar respuesta a esté pregunta.

Definicién 1.0.2. (ver [1])

Una solucion € X es llamado Eficiente o Pareto Optimal, si no hay otro x € X
tal que f(z) < f(z) (es decir, no hay otro que lo mejore). Si & es eficiente, f(Z) es
llamado Punto No Dominado. Si z',2*> € X'y f(z') < f(2?) decimos que z' domina

ax?y f(x') domina a f(z?).
Observaciéon 1.0.1. :

= El conjunto de todas las soluciones eficientes & € X es denotado por Xg y es

llamado Conjunto Eficiente.

» El conjunto de todos los puntos no dominados § = f(z) € Y, donde & € X,

se denota Yy y es llamado Conjunto No Dominado.

Al concepto de solucion eficiente se le conoce como no dominado, no inferior,
Pareto optimal.

Seguidamente se definird problema escalarizado.

Br. Kissy Josefina Alvarez Gonzalez



CAPITULO 1. Teoria de Optimizacién Multiobjetivo 5

Definicién 1.0.3. (ver|5])

Definiremos un problema escalarizado como:
p
MAXZ Nifi(x) sujetoa e X (Py)
i=1

donde los \; son pardmetros no negativos frecuentemente normalizado, ajustado

p
=1
=1

Definiciéon 1.0.4. (ver [2])
Una solucion 2! se dice que Domina a otra solucién z? si ambas condiciones son

verdaderas

» La soluciéon z! no es peor que 22 en todos los objetivos o f;(z') 4 f;(2?) para
todoj=1,2,..., M.

» La solucion x! es estrictamente mejor que 2 en al menos un objetivo o f;(z!) <

fi(z%), 7 €1,2,..., M. Si cualquiera de las condiciones es violada se dice que la

solucion z! no domina a la solucion x2.

12 (min)

@

@

(1) (5)

f(max)

Figura 1.1: Frente de Pareto

Br. Kissy Josefina Alvarez Gonzalez



CAPITULO 1. Teoria de Optimizacién Multiobjetivo 6

Observar en la grafica 1.1 que al comparar los objetivos la soluciéon 5 domina a
las soluciones 1,2 y 4, sin embargo no domina a 3 y esta no domina a 5 de esta forma

el conjunto de puntos no dominados esta representado por {3,5}.

1.1. Categorias de Funciones

En problemas de optimizaciéon multiobjetivo, las funciones objetivos pueden ser

categorizadas como sin conflicto, parcialmente en conflicto y totalmente en conflicto.

Definicién 1.1.1. (ver [6])
Las funciones objetivos se dicen que estan Sin Conflicto entre si, cuando cualquier

par de funciones z, y 23 en un conjunto S satisfacen f(z,) < f(23) V f(z3) < f(22).

Ejemplo 2. Deseamos encontrar un niimero real x que sea minimo en el problema
de optimizacion multiobjetivo siguiente:

Minimizar:

B fi(z) = 2°
f )_{ folz) = 22 +2

con—2<x<2

En la figura 1.2 se observa que el minimizador de ambas funciones es un punto

de esta forma es el Gnico punto no dominado.

Definicion 1.1.2. (ver [6])
En un conjunto de soluciones S dado un conjunto de vectores F' = { f1,...fr}, se dice

que estd Totalmente en Conflicto si no existen dos soluciones &, y ¥ en un conjunto
S tal que F(fa) < F(f};) V F(fb) < F(fa)

Ejemplo 3.

Deseamos encontrar un niimero real x que sea minimo en el problema de optimizacion

Br. Kissy Josefina Alvarez Gonzalez
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Espacio de Desicién Espacio Objetivo

f

i
T, ///_—_\_\‘\\ -

Figura 1.2: Sin Conflicto

multiobjetivo.

Minimizar:

) hE@)=x
o ={ Jor

con —2<x <2
La figura 1.3 nos muestra que todos los puntos son no dominados, en este caso todo

Espacio de Desicién § Espacio Objetivo
/“,_\\ f2

2 fa

Figura 1.3: Totalmente en Conflicto

el espacio de decisién es el conjunto de no dominancia

Br. Kissy Josefina Alvarez Gonzalez



CAPITULO 1. Teoria de Optimizacién Multiobjetivo 8

Definicién 1.1.3. (ver [6])
Un vector de funciones objetivos F' = { f1, ... fx}, se dice tener funciones Parcialmente
en Conflicto si existen dos conjuntos de soluciones P, y P, los cuales cuentan con

al menos un elemento cada uno z; € P,, 7, € P, que cumplen con fz;) < f(x) V

fab) < f(2a).

Ejemplo 4.
Deseamos encontrar un ntimero real x que sea minimo en el problema de optimizacion

multiobjetivo planteado por Shaffer.

fx) =

{ fi(x) = a?
foz) = (2° = 2)?

con—2<x<4

Notar en la figura 1.4 que en las regiones de [0, 2] las funciones estan totalmente en

Espacio de Desicién Espacio Objetivo
f

pEeEr . e

Figura 1.4: Parcialmente en Conflicto

conflicto pero en la region de [2,4] no se presenta conflicto.

En optimizacion multiobjetivo también se puede usar teoria de Anélisis Convexo
para definir lo que es una solucion eficiente. Para ello se presentara unos conceptos

previos.

Br. Kissy Josefina Alvarez Gonzalez



CAPITULO 1. Teoria de Optimizaciéon Multiobjetivo

Definicion 1.1.4. (ver |4])

R>RP, es un Cono si, y solo si, para todo y € R>, y > 0.

w9

Figura 1.5: Cono

Definicién 1.1.5. (ver [4])

—R> C RP, es un Cono Negativo si, y solo si, para todoy € R>, y <0.
Definicion 1.1.6. (ver [4])

Un conjunto C' es Convezo si, y solo si, se cumple que:

Para todo x1,20€C, Ar;+(1—-ANz€C, Ae€]0,1]

es decir, que dados dos puntos cualquiera del conjunto, el segmento lineal cerrado
que une los dos puntos esté totalmente contenido en el conjunto.
Ahora, definamos lo que es una funcién convexa y concava.

Definicién 1.1.7. (ver [4])

La funcién f: C CR"” — R, siendo C convexo y no vacio, es Conveza si satisface:

flaz' + (1 —a)2?) < af(z') + (1 - a) f(2?)

Para todo a € [0,1]

Br. Kissy Josefina Alvarez Gonzalez
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Figura 1.6: Cono Negativo

Figura 1.7: Conjuntos convexos

Br. Kissy Josefina Alvarez Gonzalez
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O (3¢} +(1-0) F 2}

Figura 1.8: Funcion Convexa

Definicion 1.1.8. (ver [4])

La funcion f: C CR” — R, siendo C convexo y no vacio, es Concava si satisface:

flaz' + (1 —a)z?) > af(x') + (1 — a)f(z?) Para todo a € [0,1]

= af(x)+{1-a)f(x2)

()
ey

Figura 1.9: Funcién Concava

En este orden de ideas mostraremos una definicion equivalente de solucion efi-

ciente.

Definicién 1.1.9. (ver [1])
Si & € X diremos que, & es Eficiente si f(X)((f(2) —RL) = {f(2)}.

Br. Kissy Josefina Alvarez Gonzalez
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Espacio Objetivo

8 @
N

Figura 1.10: Imagen de pto eficiente

En la figura 1.10 podemos observar que para determinar las soluciones eficientes

se debe hacer el estudio en el espacio objetivo.

Ejemplo 5. Consideremos un problema de optimizacion biobjetivo con el siguiente

conjunto factible:

X = (xl,x2)€R2| —\/—x%—1<x2§0, s1 —1<z2;<0

—/—1?—-1<1,<0, si 0<z; <1

con funcién objetivo y la funcion objetivo

f(x1,m2) = (21, 72)

Al hacer uso de la definicion, podemos ver que Yy = Xg = ), ya que el conjunto
es abierto.

Ahora si modificamos el conjunto, es decir,

.IQIO si 331:—1
—/—1i—1<22,<0, si —1<2;<0
@ 1<2,<0, si 0<a <1

Al hacer uso de la definicion (1.0.17) vemos que X = {(—1,0),(0,—1)} = V.

X =2 (21,22) € R?|

Br. Kissy Josefina Alvarez Gonzalez
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Y 2=Xz2

V=X

Figura 1.11

: Conjunto factible

Y 2=X2

Yi=¥a

Figura 1.12: Conjunto factible modificado

Br. Kissy Josefina Alvarez Gonzalez
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Proposicién 1.1.1. (ver [1])
Iv=0+ RE)N
Demostracion:

Debemos probar:
(a) Yvn C (Y +RY)N
(b)) V+RY)N C Iy

El resultado es trivial si, Y = 0, porque Y +RY = RY y los subconjuntos no
dominados de ambos estin vacios también. ) )

Probemos a

Asi que Y # 0. Primeramente, asumimos que y € () + RY)n, peroy € Yn. Hay
dos posibilidades. Siy & Yn, hayy € Y y0#d € RY tal _que y =y +d. Desde
y =y +0€Y+RE obtenemos y & (¥ +R2)y, lo que_resulta una contradiccion.

SiyeYhayy €Y tal quey <y. Sead=1y—1y, el cual esta en RZ\{0}. Por
esto,y=y +dyy ¢ (Y +RE)y, de nuevo contradice la suposicion. por lo tanto,

en ambos casos y € Vy.

Probemos b

En sequndo lugar, asumimos que y € Yy, peroy € (Y + Rg)N. Entonces, hay
algin y € Y + RY con y — y =d € REZ\{0}. Sea y =y +dcony €VY,d € RY
y por lo tanto, yf =y +d = (y +;Z/,) +d =y +d +d) =1y +4d, -
d=d +d € RE\{0}. Esto implica que y € Yy, contradice la suposicion. Por lo
tanto, y € (Y + ]RE)N.

Finalmente, co_ncluimos de 1y 2queYn=(Y+R)y.

Br. Kissy Josefina Alvarez Gonzalez
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A continuacién tenemos una proposiciéon que nos afirma que el conjunto de los

puntos no dominados se encuentran en el borde del conjunto.

Proposicién 1.1.2. (ver [1])
Yy C bd(Y).
Demostracion:
Sea y € Yy y supongamos que y ¢ bd(Y). Por esto, y € int) y existe una € —
vencidadB(y,€) de y (con B(y,€) :=y+ B(0,¢) C Y, B(0,€) es una bola abierta de
radio € y centrada en el origen).Sea d # 0,d € R. Entonces podemos escoger algin
a€R,0 < a<etal que ad € B(0,¢). .

Ahora, y —ad € Y con ad € RE\{0}, es decir, y & Vn.

Definicion 1.1.10. (ver [2],[1])
Una solucion & € X es llamada Debilmente Eficiente (Debilmente Pareto optimal), si
no hay otro z € X tal que f(x) < f(2), es decir, fr(x) < fi(Z), paratodo k =1, ..., p.
El punto g = f(z) es llamado Debilmente No Dominado.

Una solucion factible & € X es llamado Estrictamente Eficiente (Estrictamente
Pareto optimal) si no hay z € X,z # % tal que f(z) £ f(z). Los conjuntos de-
bilmente (estrictamente) eficiente y no dominados son denotados por X,p(Xsg) y

wa-

De la definiciéon anterior, tenemos que:
(a) y - wa
(b) XsE C XE C XwE

Observacién 1.1.1. (ver [1])
Una solucion factible & € X es debilmente eficiente si y solo si (f(z) —R2) Y = 0.
ver figura 1.13

» Yy = 0, ya que al intersectar el cono (—R’;) + (0,0) con el conjunto Y, el

resultado es vacio.

Br. Kissy Josefina Alvarez Gonzalez
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s

Figura 1.13: Solucion debilmente eficiente

] wa = (0, 1) X {O}

Ahora veamos el siguiente conjunto

YV={(y1,2) eR*: 0<y; <1}

Figura 1.14: Puntos dominados y debilmente no dominados

notemos que en la figura 1.14,los conjuntos de no dominancia y debilmente dom-

inados son:

= Yy = {0}

Br. Kissy Josefina Alvarez Gonzalez
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» Vv ={(W1,32) €Y 11 =0 o y, =0}

Definicion 1.1.11. (ver [5](Geoffrion(1968))).
Una solucion & € X es llamado Solucidn Propiamente Eficiente de (POM) si es
eficiente y si hay un nimero real M > 0 tal que, para todo i y x € X, satisfaciendo
fixz) < fi(%) existe un indice j tal que f;(2) < f;(z) tal que
fi(x) — fi(a®)
fi(x%) = fi(@)

El correpondiente punto g = f(z) es llamado Propiamente Eficiente.

<M

Note que esta definiciéon dice que la pendiente de la recta tangente en el espacio
objetivo debe ser finita. Diremos que un punto es llamado Impropiamente Eficiente

si no es propiamente eficiente .

Ejemplo 6. . Sea el conjunto factible en el espacio de decision y el espacio objetivo

(considerando una transformacion lineal) dado por:
X=Y= {(l’l,l‘l) € Rz : ({L’l — 1)2+ (1‘2 — 1)2 <1,0< 21,20 < 1}

Min f(l'l,xz) = ($1,$2)

-2
<>

Figura 1.15: ¢ es un punto propiamente no dominado

Vemos que, Vv = {(y1,42) € YV : (y1 — 1)* + (y2 — 1)* =1}

Br. Kissy Josefina Alvarez Gonzalez
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Ejemplo 7. : En el ejemplo anterior consideremos la solucion & = (1, 0). Mostraremos
que T no es propiamente eficiente. Para ello, debemos probar que Z es eficiente y
para todo nimero real M > 0 tal que existe indice i € {1,2} y algin = € X con

filz) < fi(z), para todo indice j tal que f;(Z) < f;(z) tal que

fi(x) — fi(2°)
L@ - @ M

Asi

Iy = {(z1,12) € R? : (1 — 1)? + (22 — 1) = 1,0 < 21,79 < 1} Tomemos
T =(21,22) = (1,0) € Yy

En efecto,

((z1 =1+ (22 = 1)*) = (1=1)*+(0-1)
— 0+1

= 1

Por lo tanto, es eficiente.

Y escogemos,
2= (z5,25),conaxf=1—¢,0<e<lyzi=1—+1-—¢€2

(25 -1+ (@5-1) = 1—-e—1)0+(1-V1—-e2-1)
= &2+1-¢

= 1

Por lo tanto z° es eficiente.

Puesto que, 2° € X, 2] < 27 y 2§ > 25, tenemos que ¢ = 1, = 2. Asi,

fil) = fi(z®)  1—-(1-¢) & =0
fi(@)=H@ 1 T—2 1-—o0
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Definicion 1.1.12. (ver [1])
Dado (s,2) € R" x R, s # 0. Se define un Hiperplano como el conjunto,
Hyq={z e R"/(s,z) = Q}.

Definiciéon 1.1.13. (ver [4])

Se define una Combinacion Afin a toda expresion de la forma
n n
2 i ) hi=0
i=1 i=1

El conjunto de todas las combinaciones afines se llama Cdpsula Affin.

Definicion 1.1.14. (ver[4]) Sea C' C R™ un conjunto convexo. El Interior Relativo
de C, (riC) se define por:

reriC siyysolosi, x€affCAI0 >0 talque (affC)NB(x,d) CC

1.2. Meétodos Clasicos de Optimizaciéon multiobjetivo

Se describen algunos métodos clasicos utilizados para el manejo de problemas de
optimizacién multiobjetivo. Nos referimos a estos métodos como los métodos clasicos,
principalmente para distinguirlos de los método evolutivos.

Los métodos clasicos de optimizacion multiobjetivo han existido por lo menos
en las dltimas cuatro decadas. Muchos investigadores han tratado de clasificar los
algoritmos de acuerdo a diversas consideraciones. Coho (1985) los clasifica en los

siguientes tipos:
» Método de Generacidn.
» Métodos basado en Preferencia.

En los métodos de generacion, algunas soluciones no dominadas se generan para la

toma de desiciones, que a continuacion elige una solucién de las soluciones obtenidas
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no dominadas. Por otra parte, en los métodos basados en preferencias, cierta prefer-
encia conocidas para cada objetivo se utiliza en el proceso de optimizacion. Hwang
y Masud (1979) y més tarde Miettinen (1999) ajustado a la clasificacion anterior, y

sigirio las cuatro clases siguientes:

Método de No-preferencia.

Métodos Posteriori.

» 3 Priori.

Iterativos.

Los métodos de no-preferencia, no asume ninguna informacion acerca de la im-
portancia de los objejtivos, pero una heuristica se utiliza para encontrar una solucion
optima. Mientras que los métodos posteriori usan informcion sobre las preferencias de
cada objetivo y de forma iterativa generar un conjunto de soluciones Pareto optima.
Por otro lado, los métodos a priori usan maés informacion acerca de la preferencia de
los objetivos y suelen encontrar una solucion Pareto optima. Finalmente, los métodos
iterativos utilizan la informacion de preferencia progresivamente durante el proceso

de optimizacién.

1.2.1. Meétodo de la Suma Ponderada

El método de la suma ponderada, como su nombre lo indica, escalariza un con-
junto de objetivos puesto en un solo objetivo por el pre-multiplicado de cada objetivo
con el eso de peso. Este método es el mas sencillo y probablemente el método clasico

mas ampliamente utilizado.

Ventajas

Es la forma mas simple de resolver POM. El concepto es intuitivo. Para proble-
mas que tengan frente de Pareto optimo convexo, este método garantiza encontrar

soluciones en el contorno del conjunto Pareto optimo.
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Desventajas

Sin embargo, son un nimeros de dificultades con este enfoque. En el tratamiento
de problemas mixtos de optimizacién, tal como son con algunos objetivos de tipo de
maximizacion y algunos del tipo de minimizacion, todo objetivo ha de ser convertido
solo en un tipo.

A pesar de la conversion diferente producida se puede adoptar, el principio de la
dualidad es conveniente y no introduce cualquier complejidad adicional.

En un POM no lineal, un conjunto de distribuciéon uniforme de vectores de peso

no se encuentra un conjunto de distribucién de solucién optima de Pareto.

1.2.2. Método de e-Restriccion

Con el fin de aliviar las dificultades enfrentadas por el método de suma ponderada
para resolver los problemas objetivos que tiene el espacio no convexo , el método de
restriccion se utiliza. Haimes (1971) sugirié reformular el POM s6lo por mantener
uno de los objetivos y la restriccion del resto de los objetivos dentro de los valores

especificados por el usuario.

Ventajas

Diferentes soluciones 6ptimo de Pareto se pueden encontrar mediante el uso de
diferentes valores €,,. El mismo método también se puede utilizar para los problemas
convexos 0 para los espacios objetivos no convexos por igual.

En cuanto a la informaciéon necesaria por parte del usuario, este algoritmo es
similar al método de suma ponderada. En este iltimo enfoque, un vector de pesos
que representa la importancia relativa de cada objetivo que se necesita. En este
enfoque, un vector € de valores que representa, en cierto sentido, la ubicacion del
optimo de Pareto es necesario. Sin embargo, la ventaja de este método es que puede
ser utilizado para cualquier problema arbitrario convexo o no convexo del espacio

objetivo.
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Desventajas

La solucién de un problema depende en gran medida el vector e elegido. Debe
ser elegido de modo que dentro de valores minimos y maximos de la funcion objetivo

sea individual.

1.2.3. Meétodos Ponderados Métricas

En lugar de utilizar una suma ponderada de los objetivos, otros medios de la
combinacion de objetivos miltiples en un solo también puede ser utilizado. Para
ello, los indicadores ponderados como [,, y o las métricas de distancia se utilizan

con frecuencia.

Ventajas

El promedio ponderado de las garantias métricas Tchebycheff de encontrar todas y
cada una solucion Pareto-Optima cuando z* es un vector objetivo utopico (Miettinen,
1999).Aunque en los debates anteriores solo [,, métricas, se sugieren, la distancia

métrica también se utilizan otros.

Desventajas

Desde distintos objetivos puede tomar valores de los diferentes 6rdenes de magni-
tud, es aconsejable para normalizar las funciones objetivo. Esto requiere un conocimien-
to de los valores minimos y maximos de la funciéon de cada objetivo.

Cabe agregar que, este método también requiere la solucion ideal z*. Por lo
tanto, todos los objetivos M deben ser optimizados de forma independiente antes de

la optimizacion de la [, métrica.

1.2.4. Meétodo de Benson

Este procedimiento es similar al enfoque de medicién ponderada, excepto que la
solucion de referencia se toma como una posible solucion Pareto no optima. Una

solucion es 2° es elegido al azar de la region factible.
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Ventajas

Para evitar problemas de escala, las diferencias individuales pueden ser normal-
izados antes de la suma. Para obtener diferentes soluciones Pareto-6ptimo, las difer-
encias pueden ser ponderados antes de la suma. A partir de entonces, al cambiar el
vector de pesos, diferentes soluciones 6ptimas de Pareto se puede obtener. En tal

escenario, el uso del punto nadir, "¢

, ya que el punto escogido puede ser consider-
ado adecuado. Si z° se elige adecuadamente, este método puede ser utilizado para

encontrar en la region soluciones 6ptimo de Pareto no convexo.

Desventajas

El problema de optimizacion formulado anteriormente tiene un ntimero adicional
de las restricciones necesarias para la restriccion de bisqueda en la region que dom-
ina la solucion elegida 2°.Por otra parte, la funcién objetivo es no diferenciable, lo
que causa dificultades a los métodos basados en el gradiente de resolver el proble-
ma anterior. A pesar de una formula modificada se sugiere en Ehrgott (2000) para
las funciones diferenciables objetivo, el problema de optimizaciéon resultante tiene

restricciones de igualdad son generalmente dificiles de manejar.

1.2.5. Meétodo Funcion Valor

En el método funciéon valor (o funciéon de utilidad), el usuario proporciona un
valor de la funcién matematica U : RM — R sobre todos los objetivos M. La

funcion de valor debe ser vélido en todo el espacio de busqueda posible.

Ventajas

Esta idea es muy simple e ideal, si la informacion adecuada de la funcion de
valor estd disponible. Los métodos de funcion de valor se utilizan principalmente
en la practica a los problemas de atributos multiples andlisis de decisiones con un
conjunto discreto de soluciones factibles (Keeney y Raiffa, 1976), aunque al principio

también puede ser utilizado en espacios de busqueda.
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Desventajas

Como se desprende de los debates anteriores, la solucion obtenida depende enter-
amente de la funcion del valor elegido. También requiere de los usuarios para llegar a
una funcién de valor que es de aplicacion global en el espacio de buisqueda completo.

Por lo tanto, existe el peligro de utilizar una funcién de valor sobre-simplificado.

1.2.6. Meétodos de Programacién de Metas

La idea principal en la programacion meta es encontrar soluciones que alcanzar
un objetivo predefinido para una o mas funciones objetivo. Sino existe una soluciéon
que logre los objetivos pre-especificados en todas las funciones objetivo (el usuario
esta siendo optimistas), la tarea de encontrar soluciones que reduzcan al minimo las
desviaciones de los objetivos. Por otro lado, si una solucién con el objetivo deseado
existe, la tarea de programacion por metas es identificar que la solucién particular.
En cierto sentido, esta tarea es similar a la de satisfacer la toma de decisiones y la
solucion obtenida es satisfacer la solucion, que puede ser diferente de una solucion

optima.

1.2.7. Los Métodos Interactivos

Existen una serie de métodos interactivos, donde el conocimiento minimo nece-
sario entre otras cosas a priori. Por ejemplo, no hay necesidad de conocer una funcion
de valor en relacién con los objetivos incluso antes de empezar a resolver el problema.
Como y cuando algunas de las soluciones Pareto 6ptimas se encuentran, su ubicaciéon
y se analizan las interacciones. El principal aspecto en este fabricante es responsable
de proporcionar alguna informacion sobre la direccion de la busqueda, los factores de
vector de pesos, puntos de referencia, y otros. Desde la toma de decisiones esté in-
volucrado en el proceso de optimizacion, estos métodos pierden su sencillez. Algunos

de los métodos més populares incluyen los siguientes:

(a) Interactivo sustituto digno trade-off (ISWT) método (Chankong y Haimes,
1083).
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(b) Método de Paso (Benayoun et al., 1971).
(c) Método de Punto Referencia (Wierzbicki, 1980).
(d) Método Guess (Buchanan, 1997).

(e) Diferenciable de sitios multi-objetivo basado en paquete de optimizacion del
sistema (NIMBUS) enfoque (Miettinen y Mikeld, 1995).

(f) Haz de luz de buisqueda (Jaszkiewicz y Slowinsky, 1994).
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CAPITULO 2
METODO DE SUMA PONDERADA.

En la teoria de Optimizacion Multiobjetivo existen muchos métodos para resolver
problemas, en este capitulo se estudiard el método de suma ponderada, que consiste
en escalarizar un conjunto de objetivos, esto es, multiplicar cada objetivo por un vec-
tor de peso y luego sumarlos de esta forma un problema multiobjetivo se transforma

en un problema de un so6lo objetivo.

min(fy(2), .. fy(2)) (2.1)

reX
podemos resolver (es decir, encontrar soluciones eficientes) mediante la resolucion

de un problema de un tnico objetivo del problema de tipo
p
g}g}?;/\kfk(m) (2.2)
Sea Y CRP )\ € Rg un punto fijo, denotaremos por:

s&an:{@eywxngguwﬁ (2.3

El conjunto de puntos optimal de )} con respecto a A.

La figura 2.1 muestra un ejemplo de un conjunto S(A,)) consistiendo en dos pun-
tos y' y y%. Estos puntos son las interseccion de puntos de una linea {y € R? : (), y) =
¢}. Obviamente, y' y »? son no dominados. Considerando ¢ como un parametro, y la
familia de lineas {y € R? : (\,y) = ¢}, vemos que en la figura 2.1 ¢ es elegido como
el valor mas pequeno de c tal que la intersecciéon de la linea con ) es no vacio. Note
que para la definicién de puntos no dominados tenemos que considerar vectores de

suma no negativo tnico A € RZ. No obstante, la distincion entre sumas no negativas
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Figura 2.1: Un conjunto S(A,))

y positivas es esencial. Por lo tanto, distinguimos puntos optimal de Y con respecto

a sumas no negativas y estrictamente positivas, y define
SY) = [J sy = U S\ YD) (2.4)
AER? P
{)\>0: Z)\k = 1}
k=1

y
So(V) = | S\ Y) = U S(AY) (2.5)
AeRE P
- {)\20: Z)\kl}
k=1
p
Claramente, la suposicion Z Ar = 1 se hace siempre. Simplemente se normaliza el
k=1

peso, pero no cambia S(\, ).

Asi, es conveniente para tener la siguiente notacion

p
A::{)\ERZ:ZAkzl}

k=1

p
AO::MA:{)\GRZ%:Z/\kzl}

k=1
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Finalmente,

S(Y) C So(Y) (2.6)

En cuanto a los resultados de éste capitulo tendremos la necesidad de suponer con-
vexidad. No obstante, requiriendo que ) es convexo es usualmente un requerimiento

restrictivo.

Definicion 2.0.1. (ver [1])

Un conjunto Y € R? es llamado RY — convezo, si Y + RY es convexo.

Figura 2.2:Y es Y +RE

Todo conjunto convexo ) es claramente RY — convezo. El conjunto de la figura

2.2 es convexo y por tanto es R — convero.

2.1. SUMA PONDERADA ESCALARIZADA Y EFICIENTE
(DEBIL)

En ésta seccidén, mostraremos que las soluciones optimales del problema de suma
ponderada (2.2) con pesos positivos (no negativos) son siempre (debilmente) eficiente
y que bajo la suposicion de convexidad todas las soluciones eficientes (debilmente)

son soluciones optimal de problemas escalarizados con pesos positivos (no negativos).
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Teorema 2.1.1.
Para cualquier conjunto Y C RP, tenemos So(Y) C Vun

Demostracion:
Sea e RY y geS(\Y). Entonces,

p p
> Nle <) M
k=1 h=1

para todo y € Y
Supongamos que § & Vun. Entonces, para algin y € Y con y;c <y, k=1,...,p.
Ast,

p p
Z kY < Z AkYk
k=1 k=1
Porque el minimo de los pesos A\, es positivo. Esta contradiccion implica el resul-

tado.

Con los teoremas anteriores, tenemos la siguiente extension de la inclusion 2.6 A

saber,

S(Y)c S(Y) C YuN (2.7)

y en general

S(Y) C So(¥V) C YuN (2.8)

Para conjuntos R> — convezos.

Proximamente veremos la relacion de S()) y S(Y) para Vy.

Teorema 2.1.2.
Sea Y C RP, entonces S(Y) C Vn.

Demostracion:
p p
Sea § € S(Y), entonces hay algin X € RY, satisfaciendo Z M < Z ALYk para
k=1 k=1
todo y € Y.

Supongamos que y & Vy. De aqui, hay algin y € Y cony < y. Multiplicando

componente a componente por los pesos dados )\ky; < MYk, para todo k =1,....,p y
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desigualdad estricta para un k. Esta desigualdad estricta juntamente con el hecho de

que todos los N\, son positivos implica que,

p p
> e <D i
k=1 k=1
Contradiciendo que y € S(Y).

Corolario 2.1.1.

Yn C S(Y) si Y es un conjunto R — convexo

Del teorema y corolario anterior, tenemos

S(Y) C IYn

S(y) C wa (2a10)

y en general

S(V)CYn CSY) = Vun (2,11)

para conjuntos RE — convezos.

Del teorema anterior se puede extender para la siguente proposicion.

Proposicion 2.1.1.

Si g es el unico elemento de S(\,Y) para algin \ € R’é, entonces §J € V.

Proposiciéon 2.1.2.
Supongamos que T es una solucion optimal del problema de optimizacion de suma

ponderada

P
gél)r(lz)\kfk(x) (2,12)

k=1
con \ € ]R’; entonces tenemos la siguiente relacion:

(a) Si\e€RE, entonces & € Xyp.
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(b) Si A€ RY, entonces & € X
(c) Si A€ RE y & es una dnica solucion optimal de (2.12), entonces & € Xp

Proposiciéon 2.1.3.

Sea X un conjunto convero, y sea fi. funciones convexas, k = 1,...,p. Si T € X,g

hay algin A € RY tal que & es una solucion optimal de (2.12).

Teorema 2.1.3. (ver [5])

Sea \; > 0 (i=1,...,p) fijo. Si 2° es optimal en (Py), entonces z° es propiamente
eficiente en (POM).

Demostracion:

0

Queremos probar que x° es propiamente eficiente, es decir,

(a) 2° es eficiente

(b) AM > 0 tal que para cada i tenemos, ]’fjgg;—% <M
para algin j tal que f;(z) < f;(2°) siempre que v € X y f;(z) > fi(z).
Probemos a

0

Como x° es dptimo para Py, es eficiente.

Probemos b
i—f, donde :\\_Z = Ma:c{i—i}, Xi # 0 (por hipdtesis, A\; > 0,

ademds asumimos que p > 2, porque en otro caso estamos en funcion de un objetivo.

Consideremos M = (p — 1)

Procedamos por reduccién al absurdo, es decir, 2° es propiamente eficiente, esto es,

file) = fi(a®) > M(f;(2°) = fi(x)) para todo j
tal que f;(z) > f;(2°)

Sustituyendo M, tenemos

— 1)\
(p)\#(fj(xo) — fi(x)) para todo j#i

)

filz) = fi(2°) >
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o X,
Multiplicamos por -1

0 (p—l))\,
SR — ) > T A

(fi(@") = f(x))

A ) — fie
2Ty ) = ) > N a) = )

Como p > 2, entonces p— 1 > 1, tenemos

Nl fix) = fil@®) > N (fi(2°) — fi(2))

Sumamos sobre j # i

D N(filx) = fi(a) > D N(filx ()

J#i JF
N(file) = fi(2%) > D N(fi(x ()
J#
0> > N(fi(a") = fi(x)) = X(fi(z) = fi(z"))
J#
0>Z>\;fj Z)\ fj /\fz ) ( 0)
J#i JF
> (O NS+ Nfi(2%) = QN fi(@) + Nifi(x)
J#i el

> N Fi@) + N file) > Y N fi(a0) + N fi(2®)
J#i J#i

Esto contradice la optimalidad de 1° en (Py).
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Teorema 2.1.4. (ver [5])
Sea X un conjunto convexo, y sea f; concavo sobre X. Entonces, 2° es propiamente
eficiente en (POM), si y sdlo si, 2° es optimal en (Py) para algin X con componentes
estrictamente positivas.

Demostracion:

(=) Queremos probar que z°

Z&'fz'(ﬂfo) > Z)\ifz‘(x)

0

es optimal,es decir, para todo x € X, se cumple que

Como x° es propiamente eficiente, es decir, existe un escalar M > 0, tal que para

cada i(i =1, ...,p) tenemos,

filw) = fi(a®) < M(f;(2°) = f(x))
para algin j tal que fi(x) < fi(a°) enx € X y fi(x) > fi(2°)
Ast,

filz) = fi(x®) < M f3(2°) = M f;()(1)
filz) + M f;(z) < fi(2°) + M f;(2°)(2)

Como f; es concava para todo i =1,...,p se tiene que existe \; > 0,i =1, ...,p tal

P p
que E Ai fi es concava, con g AN=1
i=1 i=1

Seguidamente, multiplicamos por \; > 0 a (2)

Ni(fi(@) + Mfi(x)) < A(fila?) + M f;(a?))

p p
D N(filw) + M) <Y N (fila®) + M fi(a°))
J#i J#i
Agregamos el i-ésimo término p
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Aifi(w +ZA (filw) + M f3(x)) < Mifilz +ZA (filx

JF JF

Aifi(w +ZA fi@) + MY Nifi(@) < Nifi(x +ZA filx
J# J# J#

p
Puesto que Z)\j =1—)\;, se tiene
j=1

Aifi(a) 4 (1= X)) filw) + MY _Nifi(x) < Nifi(a®) + (1= N filx
i

Aifi@) + filw) = Nifila +MZA fi(@) S Nfil@®) + fil2®) = Nifile

JF

p
T)+ MY Nifi(z) < filw +Z/\ filz
JFi JF#i
Sumamos sobre i, tenemos,

p

j=1 i i=1 i
p p p p
DA+ MY M) fix) <D0+ ) M) fi(a°
j=1 j#i =1 A

P
Consideremos ):j =1+ MZ)\]' >0
J#i
P

p
D Nii(@) < D Xf@) para todo w e X
j=1

Por lo tanto, 2° es optimal.

(<) se tiene por teorema anterior.

") + M [;(2”))

)+ sz:%‘fj (z°

J#

)+ MZA fi(z
J#i

+MZ)\ e

JF

D (fil@) + MY Nifi(@) < () + ) Nifia®
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CAPITULO 3
EXPERIMENTACION NUMERICA

Los problemas que estudiamos tienen algunas caracteristicas especificas, como el
tipo de funcién bien sea lineal o no lineal y el niumero de variables. El objetivo es
estudiar el frente de Pareto cuando aplicamos el método de la suma ponderada.
Debido a la cantidad de calculos necesarios, se 6pto por realizar la bisqueda de las
soluciones utilizando MATGAMS, el cual es un complemento de GAMS (General
Algebraic Modeling System) que permite enlazar a esté con MATLAB (MATrix
LABoratory) .

A continuacién se presentan algunos ejemplos clasicos de POM para el cual se

conoce el frente de Pareto.

3.1. Problemas sin Restricciones

Problema de Shaffer (1984)
El problema de Shaffer tiene frente de Pareto convexo y esta determinado por f; =
(\/fi —2)? en el rango 0 < f < 4. Este problema tiene frente de Pareto continuo y
diferenciable.

Minimizar:

B filz) = 2°
4 )_{ folx) = (2% — 2)?

con—2<zxz<4
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Figura 3.2: )y de Shaffer con el método

Figura 3.1: Vy de Shaffer Calculado de suma ponderada

Observe que debido a la naturaleza de éste problema, el método de suma pon-

derada arrojo una excelente aproximacion del frente de Pareto calculado (ver figuras
3.1y 3.2).

Problema de Kursawe (1990)

Usa un problema de optimizacion bi-objetivo més complicado, tiene 3 variables
en el rango [—5, 5]. Presenta un frente de Pareto no convexo y esta determinado por
xf =0 para i =1,2,3 y presenta discontinuidad en este caso.

Minimizar:

n—1

fi(z) = Z(—l()exp( —0,2% y/aF +22,,))
) = CH
fo(x) =) (Jail* + 5sin(a,)")

=1
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Figura 3.3: )Vy de Kursawe Calculado
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Figura 3.4: Yy de Kursawe con el método de suma ponderada

Debido a las caracteristicas que presenta el problema se Kursawe, se observa en
la figura 3.4 que usando el método de suma ponderada arrojo sélo 4 soluciones del

frente Pareto caculado (figura 3.3), es decir, no obtuvo una buena aproxomacion.

Problema de Zitzler-Deb-Thiele “s(ZDT)(2000):
Zitzler (2000) son seis problemas (ZDT1 a ZDT6) basados en procesos de construc-
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cion. Después de éste estudio se informa que éste test de problemas tienen estudios

en otras investigaciones. Es un problema de dos objetivos por minimizar:

fla) = { hee)
fa(x) = g(@)h(f1(x), g(x))

Los seis problemas varian en el modo de las tres funciones fi(z),g(x) y h(zx)
son definidas. En todos los problemas excepto ZDT5, el frente de Pareto optimal es
formado por g(x) = 1. Aunque estos problemas usan f; como funcién de una sola
variable, el problemas puede presentar dificultad decreciente por usar funcién multi-

variable f; o una estrategia de variable. A continuacion se estudiara solamente ZDT'1.

ZDT1

Este es un problema de 30-variables que se encuntran en el rango [0, 1]. Su frente de
Pareto corresponde a 0 < 2] <1y x; =0 para¢ = 2,...,30 y ademds es convexo y
continuo, su complejidad esta dada por el gran ntimero de sus variables.

Minimizar:

con0 <z; <1

Observe que a pesar que el frente de Pareto calculado figura 3.6 es convexo, la
distribucién de los pesos no cubrio adecuadamente el frente de Pareto arrojando sélo
una solucion (ver figura 3.5).

Problemas de Viennet Viennet presenta un conjunto de problemas con tres fun-
ciones objetivos de los cuales en este trabajo se considera sélo uno.

VINT2

Es un problema que posee dos variables que se encuentran en el rango [—4,4]. Su

frente de Pareto es no convexo y ademas presenta discontinuidad.
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Figura 3.5: Yy de ZDT1 Calculado Figura 3.6: Vy de ZDT1 con el método
de suma ponderada

Al aplicar el método de suma ponderada al problema de VNT2, tomando en
cuenta las carateristica que éste presenta. Se observa en la figura 3.8 que aca tampoco
hubo una buena distribuciéon de pesos arrojando sélo dos soluciones del frente de

Pareto calculado (figura 3.7).

3.2. Problema con Restricciones

Osyczka2 (Osyczka y Kundu (1995)) Osyczka2 usa un problema con seis
variables con seis restricciones, donde cuatro son lineales. Su frente de Pareto es una
concatenacion de cinco regiones.

Minimizar:

f@):{ fu(w) = —(25(21 — 2 + (02 — 2% + (5 — 1)2(w4 — 4 + (25 — 1))

folz) =22 + 22 + 22 + 22 + 22 + 22

sujeto a:
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Gréfico del Frente Parsto

Figura 3.8: Vy de VNT2 con el método

Figura 3.7: Vy de VNT2 Calculado de suma ponderada

(a) Ci(z) =21 +22—2>0

(b) Co(x) =6—21—222>0

(c) C3(z) =2—z9+ 2,20

(d) Cu(z) =2—21+322>0

(e) Cs(z) =4— (w3 —3)>—24 >0

(f) Co(w) = (w5 —3)> —w6—4 >0

(g) 0<uxy,29,26 < 10,1 <z3,25<5,0<24<6

Se observa en la figura 3.10 que con una distribucion del vector pesos uniforme no
es posible cubrir todo el frente pareto el cual es no convexo (figura 3.9), sin embargo

se obtiene una cantidad considerable de 6éptimos de pareto.
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Figura 3.10:

f2
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Figura 3.9: Yy calculado
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de Osyczka con el método de

suma ponderada
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Conclusiones

Primeramente se defini6 optimizacion multiobjetivo, se caracterizé puntos pare-
tos y se describié el método de suma ponderada, resultando ser una herramienta
simple para resolver problemas multiobjetivos, y finalmente se realiz6 una experi-
mentacién numérica para ver el comportamiento del método donde se observo que
al hacer variar el vector de peso en problemas con frentes de Pareto no convexos, no
muestra una buena aproximacion al frente de pareto calculado, sin embargo, siem-
pre es posible obtener por lo menos una solucién eficiente. Cabe destacar, que para
frentes convexos podria no portarse bien el método como en el ejemplo de ZDT1

debido a la complejidad del mismo.
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