UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL
“LISANDRO ALVARADO”

Decanato de Ciencias y Tecnologia
Licenciatura en Ciencias Matematicas

“ESTUDIO DE UN PROCEDIMIENTO DE REDONDEO
FUERTEMENTE POLINOMIAL QUE PRODUCE UNA
SOLUCION COMPLEMENTARIA MAXIMAL, PARA

PROBLEMAS DE COMPLEMENTARIEDAD LINEAL TIPO
P.(k)”

TRABAJO ESPECIAL DE GRADO PRESENTADO POR
JEFERSON TORREALBA

COMO REQUISITO FINAL
PARA OBTENER EL TITULO DE LICENCIADO
EN CIENCIAS MATEMATICAS
AREA DE CONOCIMIENTO: OPTIMIZACION.
TuTOR: MScC. ALI DUIN

Barquisimeto, Venezuela. Febrero de 2012



“Lisandro Alvarado”
Decanato de Ciencias y Tecnologia
2 Licenciatura en Ciencias Matemaéticas

L | Universidad Centroccidental / / -

ACTA
TRABAJO ESPECIAL DE GRADO

Los suscritos miembros del Jurado designado por el Jefe del Departamento de
Matematicas del Decanato de Ciencias y Tecnologia de la Universidad Centrocci-
dental “Lisandro Alvarado”, para examinar y dictar el veredicto sobre el Trabajo
Especial de Grado titulado:

“ESTUDIO DE UN PROCEDIMIENTO DE REDONDEO FUERTEMENTE
POLINOMIAL QUE PRODUCE UNA SOLUCION COMPLEMENTARIA
MAXIMAL, PARA PROBLEMAS DE COMPLEMENTARIEDAD LINEAL
TIPO Pi(k)”

Presentado por el ciudadano JEFERSON TORREALBA titular de la Cédula de
Identidad N° 18.356.821. Con el proposito de cumplir con el requisito académico
final para el otorgamiento del titulo de Licenciado en Ciencias Matematicas.

Luego de realizada la Defensa y en los términos que imponen los Lineamientos
para el Trabajo Especial de Grado de la Licenciatura en Ciencias Matematicas, se
procedio a discutirlo con el interesado habiéndose emitido el veredicto que a contin-

uacion se expresa:
1

Con una calificacion de puntos.
En fe de lo expuesto firmamos la presente Acta en la Ciudad de Barquisimeto a
los dias del mes de de
TUTOR FIRMA
PRINCIPAL FIRMA
PRINCIPAL FIRMA
OBSERVACIONES:

! Aprobado 6 Reprobado



A mi padre, companero y amigo Fidel

Torrealba. ..



AGRADECIMIENTOS

En primer lugar le quiero agradecer a Dios y a la Divina Pastora por darme vida,
salud y sabiduria para poder lograr esta pequena meta que estoy cerca de alcanzar.
Ademas por darme fortaleza en los momentos dificiles de mi vida y asi poder vencer
los obstaculos.

También le quiero agradecer a mis padres por haberme dado la vida, guiarme por el
buen camino y darme tantos momentos de felicidad. A mi padre Fidel Torrealba por
ser mi amigo y companero. A mi madre Mirian Pargas por ser tinica y tan especial
conmigo.

A mi hermana Jefferlin por ser la alegria de la casa. Como no quererte si eres mi
unica hermana y hemos compartido tantas cosas juntos.

Siempre he pensado que la familia es la columna vertebral de la sociedad y que gran
parte de nuestra personalidad depende de esta. Hoy les quiero agradecer todo lo
que han hecho por mi y espero algin dia poder retribuirles de alguna forma todo lo
que me han dado. A mis abuelos: Rosa y Pedro. A mis tios: Liliana, Janeth, Nancy,
Cecilia, Norys, Nelson, Luis, Maria, Leonardo y especialmente a mi tia Leyda que
desde donde este espero que se sienta orgullosa de mi.

Ademas le quiero agradecer a mis primos por todo que hemos compartido y decirles
humildemente que espero ser un buen ejemplo para ellos: Harnis, jairo, jairismar,
Dario, Nelson, Liliana, Paola, Gissbel, Jaiglimar, Cruz Mario, Angel, Steffany. Espe-
cialmente a mis primas Luissiana, Milagros y Gissel.

A mi tutor por haber creido en mi y guiarme para poder hacer mi tesis.

Por dltimo pero no por eso menos importante, les quiero agradecer a mis amigos por
tantos buenos momentos vividos y por ser testigos y pieza fundamental en mi cre-
cimiento y evoluciéon como persona desde que comencé la carrera hasta culminarla:
Lina, Willennys, Eleiny, Nicolas, José, Alexander, Fernando, Liseth, Luis, Jesus, Leo,

Rona y Joan. De verdad gracias



“ESTUDIO DE UN PROCEDIMIENTO DE REDONDEO
FUERTEMENTE POLINOMIAL QUE PRODUCE UNA
SOLUCION COMPLEMENTARIA MAXIMAL, PARA
PROBLEMAS DE COMPLEMENTARIEDAD LINEAL TIPO
P.(k)”

RESUMEN

Se pretende estudiar un método el cual permite determinar en que iterado "saltar",
desde un punto sobre la trayectoria central o desde un punto cercano a dicha trayec-
toria central, hacia la solucion del problema de complementariedad lineal clésico;
ademas se da un procedimiento para dar el salto. El estudio supone que la matriz
M que define el (LCP) es de clase P, (k) y concluye que la solucion que se obtiene es
maximal y se logra en a lo mas O(n?®) operaciones aritméticas. Este estudio se basa

en el trabajo desarrollado por [Illés, Peng, Roos y Terlaky|
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Introduccion.

El problema que se enfrenta en este estudio, es el de redondear una solucién
aproximada del problema de complementariedad lineal (1) - (3) a una solucion exacta
de dicho problema, dado que el problema (1) - (3) ha sido resuelto mediante un
método de punto interior, basado en trayectoria central.

El problema de complementariedad lineal, consiste en encontar un vector x € R™ (si

existe) que cumpla con las siguientes condiciones

o= Mt q, 1)
x,s =0, (2)
x8;, =0,i=1,...,n (3)

donde M es una matriz de orden n X n y ¢ es un vector en R".
El problema se presenta debido a que para los problemas de tipo (1) - (3) las solu-
ciones tienen componentes nulas, tanto la z como s, sin embargo los métodos de
punto interior solamente generan iterados (z*, s*(2*)) con todas sus componentes
distintas de cero, esto es, =¥ > 0, s¥ > 0; por lo tanto las sucesiones de puntos
(z%, s*) se aproximan a alguna solucion de (1) - (3) sin alcanzarla exactamente. Co-
mo el propoésito es alcanzar dicha solucion, hay que dar un "salto" que usualmente
se llama redondeo. El redondeo no puede ser arbitrario, pues puede conducir a solu-
ciones infactibles, por lo tanto se requiere de un procedimiento sistemético para
llevarlo a cabo. El procedimiento sistemético propuesto en este trabajo para llevar
a cabo el redondeo, comienza por "descubrir” una particiéon del conjunto de indices
(posiciones de las componentes de los vectores x y s) para el conjunto de soluciones
de (1) - (3). El proposito de la particion es el de descubrir las componentes de x y
de s que se anulan en la (o en alguna) solucién. Para descubrir dicha particion se
definen y utilizan varios ntimeros de condicién, los cuales permiten determinar cuan-

k¥ es suficientemente pequeifia como para asegurar

do una componente del vector x
que en la soluciéon, la misma componente debe ser cero, y cuando una componente

del vector s* es igualmente suficientemente pequena, como para estar seguros que el
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proceso se aproxima a una soluciéon con dicha componente igual a cero. El segundo
paso del procedimiento consiste, una vez determinada la particiéon, en construir un
sistema de ecuaciones que al ser resuelto alcance una solucién exacta de (1) - (3).
La construccion de dicho sistema se basa en la particion previamente determinada.
El procedimiento realizado conduce a una soluciéon complementaria maximal debido
a la naturaleza misma del procedimiento. La amplitud del estudio lleva a problemas
con matrices del tipo P,(k) el cual contiene al conjunto de las matrices positivas
semidefinidas, que fueron durante décadas, el conjunto de matrices para el estudio
de los problemas (LCP).

Los problemas de complementariedad lineal (LC'P) son una generalizacion de los
problemas de programacion lineal (LP) y los problemas de programacion cuadrati-
cos (QP), ello se observa debido a que estos dos tipos problemas se pueden transfor-
mar en modelos de problemas de complementariedad lineal. A continuacion se da de
forma general un problema de programacién lineal y un problema de programacion
cuadratico para luego buscar su problema dual y transformarlo a un problema de
complementariedad lineal.

Para problemas de programacion lineal

minimizar ¢z
s.a Az > b
z = 0

El dual asociado a este problema es el siguiente:

maximizar b
s.a ATy

u

c
0

VoA

El problema de complementariedad lineal asociado al modelo de (LP) esta definido
como sigue:
0 —AT

][ [

De forma anéloga, para el problema de programaciéon cuadratico

M =

minimizar $z7Qz + ¢’z

s.a Az

AR
o o

z
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El dual asociado a este problema es el siguiente:

maximizar —32z7Qz + b'u
s.a —Qz+ ATu

<
u >

Asi el problema de complementariedad lineal asociado al modelo de (QP) se define
mediante:
—_AT
M = Q y 4= ‘ y L= :
A 0 —b u

El resto del trabajo se organiza de la siguiente manera:
Capitulo II: Preliminares.
En este capitulo se enuncian algunas definiciones béasicas, lemas, teoremas y corola-
rios, los cuales serviran de base a los capitulos posteriores.
Capitulo III: Particion 6ptima y los dos nimeros de condicion.
En este capitulo se definiran dos niimeros de condicién los cuales son usados para
hallar la particion éptima cuando se comienza el algoritmo con un punto en la trayec-
toria central. Ademas se exponen algunos lemas, teoremas y corolarios, con sus res-
pectivas demostraciones necesarias para encontrar la particiéon 6ptima.
Capitulo IV: Identificacion de la particion 6ptima de centros aproximados.
En este capitulo se encontraré la particion 6ptima cuando el punto iterado dado por
el algoritmo no esta exactamente en la trayectoria central sino en una vecindad de
esta. También se encontrara el nimero de iteraciones necesarias para hallar la parti-
ciéon optima.
Capitulo V: Redondeo para una soluciéon complementaria estricta.
En este capitulo se realizaré el procedimiento de redondeo, el cual consiste en saltar
desde un punto de la trayectoria central o cercana a la misma a la solucién cuando
la distancia entre ellos sea lo suficientemente pequena. Este paso se realiza mediante
la resolucién de un sistema de ecuaciones. Ademés se calculard el ntmero de ite-
raciones necesarias para que el procedimiento de redondeo produzca una solucién

complementaria maximal.



CAPITULO 1
PRELIMINARES.

Se usara ||.||, (p € [1,00]) para denotar la p-norma sobre R", con ||.|| se denotara
la norma euclidiana. F denota la matriz identidad, e se usara para denotar el vector
que tiene todas sus componentes iguales a 1. Dado un vector n-dimensional z, se
denotara por X la matriz diagonal n x n cuya entrada diagonal son las coordenadas

x; de x. Si z,s € R", entonces z”'s denota el producto escalar de los dos vectores,
n

esto es, x5 = E x;8;. Ademas, rs = (x181,T289,...,T,8,). Para alguna matriz
i=1
A e R™" A, A, son la i-ésima fila y la j-ésima columna de A, respectivamente.

Ademés,
n(A) = [T 14,1
j=1

Para cualquier conjunto de indices J C {1,2,...,m}, |J| denota la cardinalidad de
Jy Ay € RVIX" 1a submatriz de A cuyas filas son indexados por elementos en J.
Por otra parte, si K C {1,2,...,n}, A;x € RVIXIXl denota la submatriz de A; cuyas
columnas son indexadas por elementos en K.

A continuaciéon se enunciardn algunas definciones y teoremas clasicos del algebra

lineal los cuales sirven de base matematica para el desarrollo del trabajo.

DEFINICION 1.1. (Permutacion). Sea S = {1,2,...,n} el conjunto de enteros de 1
a n, ordenados en forma ascendente. Un reordenamiento jijs - -+ jn de los elementos
de S es una permutacion de S.

Se dice que una permutacion jyjo - - j, de S = {1,2,...,n} tiene una inversiéon
si un entero mayor j, procede a uno menor j,. Una permutacion se denomina par o

impar si el nimero total de inversiones en ella es par o impar, respectivamente.

DEFINICION 1.2. Sea A = [a;;] una matriz de orden nxn. Se define el determinante

por permutacion de A (que se escribe det(A) o |A|) como
det(A) = [A| = (£)a1j,a5), - ny,

4
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donde la suma varia sobre todas las permutaciones jija---jn del conjunto S =
{1,2,...,n}. El signo se toma como + o como — si la permutacion ji1ja---j, €S

par o impar, respectivamente.

DEFINICION 1.3. (Determinante por cofactores). Si A es una matriz cuadrada en-
tonces el menor del elemento a;; se denota por M,; y se define como el determinante
de la submatriz que queda después de quitar la i-ésima fila y la j-ésima columna de

A. El nimero (—1)" M,; se denomina cofactor del elemento a;;.

TEOREMA 1.1. (Regla de Cramer). Si Ax = b es un sistema de n ecuaciones
lineales con n incognitas tal que det(A) # 0, entonces la solucion del sistema es

unica. Esta solucion es

det(A;) _ det(Ay) _ det(A,)

r = ——= g = —2< =

det(A) det(A) 7 T det(A)

donde A; es la matriz que se obtiene al sustituir los elementos de la j-ésima columna

de A por los elementos de la matriz

TEOREMA 1.2. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si w = (uq, ug, ..., up) y

v = (v1,vy,...0,) son vectores en R", entonces
o] < JJul[[[v]

TEOREMA 1.3. (Desigualdad triangular). Siu = (uy, ug, ..., u,) yv = (v1, 09, ... 0,)

son vectores en R™, entonces
lu+ol] < flufl + vl

TEOREMA 1.4. (Desigualdad de Hadamard). Sea M una matriz de orden n x n.

Se denota la la j-ésima columna de M por M.;, entonces

det() < [T 124,

n
j=1
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DEFINICION 1.4. (Conjunto soporte). Sea D una matriz entera no nula de orden
m X n. Bl soporte de x son los indices de las columnas de la matriz D tales que las

componentes del vector x son no nulas y se denota por J, es decir, J ={j : x; # 0}.

Una matriz M € R™™ es una matriz P, (k) si
(1+4k) > m[Mal;+ Y x[Ma]; >0 Vo eR" (1.1)
€l (x) el_(x)
donde
I(x)={1<i<n:z[Mz; >0}
I (x)={1<i<n:x[Mz]; <0}

y K es un namero real no negativo. Note que el conjunto de indices I, (z) y I_(z) no
solo depende de x sino también de la matriz M. Si se aplica la propiedad distributiva

en (1.1) se obtiene que

Z xi[Mzx); + 4k Z x;[Mx]; + Z z;[Mzx]; =20

i€l (x 1€l (x) el
= E a:z [Mzx]; + E :)31 Mz, > —4k E x;[Mx);
i€l (z el i€l (x)

Asi (1.1) es equlvalente a

"Mz > —4k Y (Ml (1.2)

i€I+(£E)

La matriz M es una matriz P, si es una matriz P,(x) para algin s no negativo:

P, = Pu(r)

k=0

En el caso en que k = 0, al sustituir este valor en (1.2) se tiene
T Mx > —4(0) Z x;[Mx);
i€l (z)
— 2TMz >0
Por tanto M es una matriz P,(0) si y solo si M es semidefinida positiva. Ademas,

si M es una matriz P,(R) para algin £ > 0, entonces M es una matriz P.(k) para

todo Kk > R.

Una matriz M € R™" es suficiente por columna si para todo z € R”

X(Mz) < 0= X(Mz) =0
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y es suficiente por fila si M7 es suficiente por columna. La matriz M es suficiente si
es a la vez suficiente por fila y por columna. Se tiene que P, = SU.
El conjunto de vectores factibles y vectores factibles positivos (estrictamnete factibles)

son denotados, respectivamente por
F={x:2>0,s(x) >0},
I’ ={z:2>0s(x)>0}
y el conjunto de soluciones de (LCP) por
I={z:2>0s(x)>0zs(x) =0}

Se sabe (confrontese [Kojima, Megiddo, Noma y Yoshise]) que si M € P, y T' # 0,
entonces I'* # (). Ademas, si I'° # (), entonces I'* es compacto, por otra parte para
todo p1 > 0 existe un tnico x € T tal que zs(z) = pe

En otras palabras, asumiendo que I'° es no vacio el camino central
C={reT": zs(x) = pe paraalgin u > 0}

existe. Se demostr6 que la suposicion I'? # ) se puede hacer sin pérdida de generali-
dad. Por lo tanto, se puede suponer que el camino central C' existe. El camino central
C' es una curva suave l1-dimensional que llega a una solucién de (LCP) cuando p
tiende a 0.

Se anadira el siguiente lema sobre sistema de inecuaciones lineales.

LEMA 1.1. Sea x una una solucion de la ecuacion Dx = d, donde D es una matriz
entera no nula de orden m x n y d es un vector en R™. Si J denota el soporte de x

y las columnas de D.; son linealmente independientes, entonces

x5y < <ADL, e

donde A(D) denota el mayor valor absoluto de los determinantes de la submatriz
cuadrada de D. La desiqualdad derecha también es cierta si d no es un vector entero.
Demostracion.

Por hipdtesis se sabe que:

Dy Dy ... Dy, T dy
Dy Dy ... Doy, o) ds

Dml Dm2 Ce Dmn Tn dn



JEFERSON TORREALBA 8

Sea el conjunto de indices K tal que Dk es una submatriz cuadrada no singular de
D; tal K existe porque las columnas de D.; son linealmente independientes. Ahora

se tiene que Dy jx; = dg, esto es,

Dy, Dy, ... D1|J| T d;
Dy, Dy ... D2|J| T B dy
| Dikp Digp -+ Dy | | 2o | | dip

Ahora se calcula x; por la regla de cramer

 det(DY)

xj—m VJGJ

donde D%?, denota la matriz que se obtiene cuando se sustituye la j-ésima columna
en Dy por d. Como la matriz Dy es no singular entonces det(Dky) # 0, mds
aun, como Dy es una matriz formada por nimeros enteros y por la definicion de

determinante por permutacion
det(DKJ) = Z(i)D1J1D2J2 cee DKJK

la multiplicacion de niumeros enteros da como resultado otro miumero entero, asi se
puede asequrar que |det(Dg )| > 1= |z;| < |det(D§2])|.

Sustituyendo en la j-ésima columna de Dy j por dy se obtiene que

Dll D12 ce dl C D1|J|
D21 DQQ ce dg e D2|J|
i D|K|1 D|K‘2 d|K‘ D|K||J| ]

Por definicion de determinantes por cofactores se obtiene que

g = (1) diMy+ (=1)*PdyMa; + -+ (—1)Fdg M
lzj| < [du||| Myl + |do || Maj || + - - - + |di ||| M|
lzj| < |di|A(D) + |do|A(D) + - - - + [di | A(D)

La primera desigualdad es cierta porque se cumple la desigualdad triangular y la
desigualdad de Cauchy Schwarz, mientras que la sequnda es cierta ya que cada de-

terminante de la submatriz cuadrada es menor o igual al mayor valor absoluto de los
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determinantes de las submatrices cuadradas de D, el cual se ha denotado por A(D).

Ast,
K
;] < ) ldlAD)
i=1
= |d[A(D)
donde el vector d no tiene que ser un vector entero, por lo que se obtiene la desigual-

dad del lado derecho. Para obtener la desigualdad del lado izquierdo, se usa que d es

entero ,
_ det(DR))
N det(DKJ)

pero x; es soporte y por tanto distinto de cero, por lo que se puede asequrar que

Lj

det(D%?,) # 0. Como la definicion de determinates por permutacion es el producto de
nimeros enteros su valor es entero, por tanto se puede asequrar que ]det(D%?,ﬂ >1,

1
———— pero |det(Dgy)| < A(D) por definicion de A(D), luego
det(DKJ)

LR tanto |z;] >~ >

or tanto |z;

det(Drey) = A(D) P 112 Get(Diy) ~ AD)

por tanto |x;| >

Por lo que se prueba la desigualdad de la izquierda.

COROLARIO 1.1. Si D es entera y las columnas de D son no todas nulas, entonces

bajo la suposicion del lema 1.1

< |zl < w(D . J
by <l <7Dl e

Demostracion.
St las columnas de D son todas no nulas la desigualdad de la izquierda en el lema
1.1 también es vdlida si se reemplaza A(D) por w(D). Esto es cierto, ya que por

definicion se sabe que

A(D) = max{|det(Dy;)| : D;1; es una submatriz cuadrada de D} y (D) = H | D]l
j=1

Ademds por la conocida desigualdad de Hadamard se sabe que,

||
det(Dr)| < [T 105l
k=1
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luego
||
|d€t D[J HHD
|J|

HHDJH
HHD’“H

donde D¥; se refiere a la columna k-ésima de la matriz Dyy la cual es una submatriz
de D. Por lo tanto,

A(D) = maz|det(Dy,)| < [] |1 D¥|| = (D)
k=1

asi se obtiene que

1 |
(D) < A(D)

Por el procedimiento realizado en el lema 1.1 se obtiene que como |x;| < \det(Dg?]ﬂ

por lo que se obtiene la desigualdad del lado izquierdo < gl
implica que |z;| < A(D)||d||l1 y por lo demostrado anteriormente se tiene que

A(D) < w(D) se puede concluir que,

2] < AD)ld]ly < w(D)]|d]lx

donde el vector d no tiene porque ser entero. Asi queda probado el corolario.

§1.1. Algoritmo afin

A continuacién se inicia la presentacion de algoritmos para solucionar problemas
de programacion lineal (LP).
Por convenio se llaman algoritmos afines a los algoritmos que generan puntos en el
conjunto factible S, en contraste con el algoritmo de Karmakar, que genera puntos
en una region mayor (cono generado por ).
Todos los algoritmos utilizaran cambios de escala, que es equivalente a usar regiones

de confianza elipsoidal y buscar en direcciones de méximo descenso sobre el conjunto
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factible S. Esto es, todos los algoritmos seguiréan el modelo siguiente:
Considere una funcion f : R}, — R diferenciable. Se va a construir un modelo
de algoritmo para el problema generalizado abajo, con las mismas restricciones que
(LP).
minimizar f(z)
sujetoa  Axr = b

zr = 0

Se supone siempre que el conjunto factible es limitado.

§1.1.1. Algoritmo afin-escala primal

Este es el mas simple de los algoritmos de punto interior. Fue publicado en Rusia
por Dikin y paso desapercibido hasta recientemente, cuando el algoritmo fue des-
cubierto por varias personas independientemente. Un hecho importante es que la
demostraciéon de convergencia asintética publicada por Dikin en 1974 es mejor que
las posteriores, pues tiene menos hipotesis.

A continuacion se escribira el algoritmo completo, como de costumbre se supone que
un punto inicial es "disponible"

Algoritmo afin-escala primal primal: dado z° > 0 factible, § € (0, 1).

k=0

Repita

Cambio de escala:

Xy = diag(zh, ok, ..., ak) | Ay =AX, , F=Xpe
Proyeccion: P =1 — AT(AyAD) 1A, |, ¢, = PcF
La direcciéon de busqueda: h = —c¢,

Busqueda unidireccional: tesis de la razon:

El paso: y = e+ d\h

El nuevo punto: ! = X,y

k=k+1

Algunos detalles del algoritmo merecen comentarios.

Busqueda unidireccional: Inicialmente se mide la méaxima longuitud de paso a partir

del punto e, hasta que alguna variable se anule. Esa longuitud es dada por la tesis de
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la razon. Se observa que la tesis de la razon siempre tiene soluciéon para un conjunto
factible limitado. En implementacion es necesario introducir una "tesis" que pueda
constar que el problema es ilimitado y parar.

El paso: Para poder repetir el procedimiento en la proxima iteraciéon se tiene que
mantener el proximo punto en el interior del octante: por eso este método es llamado
"método de punto interior".

Parada del algoritmo: No se especifico ningtn criterio de parada. Como esté escrito
(falta: el ahora que, repita) itera indefinidamente. Como es normal en algoritmos, la
parada depende del problema y de algtun criterio escogido para estipular la precision

deseada.



CAPITULO 2

LA PARTICION OPTIMA Y LOS DOS
NUMEROS DE CONDICION.

El proposito final de la investigacion consiste en disenar un procedimiento el cual
permita redondear la soluciéon aproximada que suministra un algoritmo tipo trayec-
toria central hacia una solucién exacta del modelo de complementariedad lineal. Esto
lleva a pensar en una especie de proyeccion desde un punto aproximado hacia el con-
junto de soluciones del modelo. El mecanismo ideado por [Illés, Peng, Roos y Terlaky|
consiste en determiar los indices B para los cuales las variables z; son estrictamente
positivas en el punto solucién mas cercano al punto de la trayectoria central dada
por el algoritmo. De manera formal se establece la particion para las s; > 0 y se

determina el conjunto de indices N. Los indices restantes se agrupan en un conjunto

T

§2.1. Particion Optima.

En lo que sigue de tesis se supone que M € P, (k) para algin > 0. Esto implica

que la matriz M es suficiente.

DEFINICION 2.1. Se denota el conjunto de indices {1,2,--- ;n} por I y se definen
los conjuntos

B={iel:z;>0 para algin x € T*}

N={iel:si(x)>0 para algin x € I'*}

T={iel:z;=s)(x)=0 Vrel*}

Se Mostrara que estos conjuntos de indices son disjuntos y BUNUT = I, es
decir, que ellos forman una particién del conjunto de indices I basada en el conjunto

de soluciones o6ptimas del (LCP).

13
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LEMA 2.1. El conjunto de indices B, N yT da una particion del conjunto de indices
I.
Demostracion.
De la definicion de los conjuntos B, N y T es obvio que BNT = 0, ya que no puede
existir un indice i tal que para ese i € I, x; > 0 para algin x € I y al mismo tiempo
ese i € I cumpla que x; = 0 para toda x € T* por tanto BNT = (). Ademds, tambien
es obvio que N NT = 0, ahora se mostrard que I = BU N UT. Razonando por
absurdo, suponga que BN N # () por lo que existe j € BN N tal que para
j € B, existe ' € I'* tal que x; > 0, s;(2") =0 y
j € N, existex” € I'* tal que 2§ = 0, sj(z") > 0. Obsérvese que j € BNN no implica
que para el mismo x se toma x; > 0 y s;(x) > 0 puesto que segin las definiciones de
B y N solamente se requiere que exista algiun x para cada caso, no tiene porque ser
el mismo. Si se tuviese que x; > 0 y s;(x) > 0, el par (z, s(x)) no seria una solucion
para el modelo matemdtico LC'P.
Sea x = 2" — 2", s = s(2!), " =s(a"), s=5 — 5" y X = diag(x). Luego tomando
en cuenta que la expresion Xs representa un vector en R™ cuyas componentes son
el producto x;s; se tiene
Xs = X(s(z) — s(a"))

= X(Mz'+q— (Mz"+q))

= X(Mz' — Mz")

= XMz
Por otro lado
Xs = (X' =X")(s(z') — s(2"))
= X's(2') = X's(z") = X"(2) + X"s(a")
= —X's(z") — X"s(x')
< 0
La expresion anterior se refiere a todas las componentes del vector Xs. Ahora en
particular para la componente j € BN N se tiene, Xs = XMx < 0 , ademds
zis; = mi(s;(2') — s5(a"))
= z;(M2); +q— (Mz"); — q)
= z;(Ma); — (Mz");)
= zj(Mz);
de lo anterior también se tiene
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zis; = (xj — xj)(s;(2) — s;(z"))
= ays;(a) — afs;(a”) — afsi(af) + xfs;(2")
— (")
< 0
luego,
zjs; = wj(Mx);
= (2 = 2)(s;(2") — 5;(2"))
—xjs;(2")
< 0

Lo que contradice la definicion de matrices suficiente ya que se tiene XMx < 0 y
XMx <0
Asi BONN =0, y se cumple que [ = BUNUT

A continuacion se prueba un resultado que dice que si un vector Z es solucion del LC'P
entonces el es complementario a todos los s, esto es, correspondientes a cualquier

solucion del LC P. Este resultado se sustenta fuertemente en el lema anterior.

COROLARIO 2.1. Sea 2’ y z” solucion de (LC'P) asi o',x" € T'*. Entonces
2's(z") =0y 2"s(z') =0
Demostracion.
La definicion de los conjunto de indices B y N implica que {i € I -z, >0} C B y
{i € I:5s;(z") >0} C N. Ahora se razona por absurdo, supdngase que
zisi(2") >0 = 2,>0 A s;(z")>0

— 1€B N 1N

= BNN#(
Lo cual es una contradiccion ya que en el lema anterior se probé que BOAN = (). Asi

2's(2") = 0. De forma andloga se prueba que x"s(x’) = 0. Razonando por absurdo,
suponga que
zlsi(2') >0 = a2/ >0 A si(2')>0

— 1€B N 1N

= BNN#D
lo cual es una contradiccion ya que en el lema anterior se probé que BN N = (), por

tanto zs;(x') =0
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COROLARIO 2.2. El conjunto solucion I'* es convexo.
Demostracion.
Sea 2’2" € T* y A€ [0,1]. Siz =X’ + (1 —N)z” entonces x > 0 ya que o', 2" € T'*
y por como esta definido este conjunto z',x" > 0, ademds como \ € [0,1] se tiene
que x = 0. También
s(r) = Mzxz+gq
= MA\'+(1—-XNz2")+¢q
= M)+ M1 —Nz"+q
= MMz’ + M g+ (1 = NMz"+ (1 - N)g
= MMz +q)+ (1 —\)(Mz" +q)
= As(z") + (1 = N)s(z”)
Como X € [0,1] y por definicion de s(x'), s(z") se tiene que s(x) = 0. Por lo tanto
x €I'. Ademds, se tiene que
zs(x) = (A2’ 4+ (1= XN)a2")(As(2') + (1 — N)s(2"))
= Na/s(@') + A1 = N)a/s(z”) + M1 — N)a"s(z’) + (1 — X)2z"s(2”)
=0
ya que por hipotesis x’,z" € T por tanto x's(z') = 0 y 2"s(z”) = 0. Ademds, por

corolario 2.1 como z', 2" € I'* se tiene que 2's(z") =0 y 2"s(2’) = 0.

Una solucion x € I' es llamada complementaria maximal si xtg > 0y sy > 0. De-
bido a que I'* es convexo (y poliédrico) queda garantizado que existe una solucion
complementaria maximal.

A partir de ahora se supone que I'’ # (). La condicién I'® # ) es conocida como
condicion de Slater una de las condiciones de regularidad usada mas frecuentemente.
Si la i-ésima columna de M es cero, entonces la propiedad P, implica que la ¢-ésima
fila es también cero. Por lo tanto, en este caso s;(x) = ¢; para toda z. De aqui, si
¢; < 0, entonces (LC P) es infactible. Si ¢; > 0 entonces la restriccion s;(z) es siempre
satisfecha y podemos reducir el problema mediante la eliminaciéon de la i-ésima fila
y columna de M. Asi se va a suponer que todas las columnas de M son no nulas,
cuando ¢ = 0, entonces el (LC P) tiene una solucion trivial (z = 0). Por lo tanto, sin
pérdida de generalidad, se supone ademés que ¢q # 0.

La meta es encontrar la particién 6ptima del conjunto de indices y finalmente, re-
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dondear a una solucién complementaria maximal. De hecho, se mostrard que dada
x(p) se puede encontrar la particion 6ptima siempre que p sea suficientemente pe-
quena. En este sentido, se tienen que dar las cotas para el tamano de las variables
a lo largo del camino central. En las préoximas dos secciones se obtendra tal cota en

términos de dos nameros de condicion para (LCP).

§2.2. El primer ntimero de condiciéon para (LCP).

Dado que I'Y # (), I'* es no vacio y compacto, se pueden definir los dos niimeros
de condicién siguientes:

ofcp =minméx{z;} ,  0jcp = minmdx{s;(z)}

La expresion rllélél Ixré%x{xz} se interpreta de la siguinete manera: tomese un indice
1 € B, luego y para ese indice ¢, busque entre todos los x € I'* el que tenga la
mayor componente en el indice i, de esta forma tomando todos los ¢ € B se forma
un vector con tantas componentes como el cardinal de B, de ese vector se toma la
menor componente y ese nimero seré el valor para of.p. La condicion I'* no vacio
evita la sitacion rgig@ ya que al no tener elementos en I'* el né%x{a:z} = (), por otra
7 xel™
parte la condicion I'* compacto nos permite hablar de 2%%1‘{"5%} en lugar de sup{z;}.
zel™
Esta condicién es importante ya que se quiere deducir las cotas a partir de lose puntos
de la trayectoria central, no a partir de alguna de sus cotas. Por convenio se toma
ofcp = +00 si B es vacio y 0} -p = +00 si es N es vacio; asf ambos 07qp ¥y 07cp
son positivos. Si B es no vacio, entonces o p es finito y si N es no vacio, entonces
o} cp es finito. Dado que ¢ # 0 no puede ocurrir que ambos B y N sean vacios; por
lo tanto bajo la condicién de punto interior (I'° # 0) por lo menos uno de los dos

numeros de condiciéon es finito. Como consecuencia, el niimero
_ 7 X S
orop = min{o7cp, 07 cp}

es positivo y finito. Se puede facilmente verificar que orcp puede tambien escribirse

cOomo

7icr = 1yft, mixla: + ()
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En general, se tiene que resolver un problema sin conocer su nimero de condicién
orcp- En tales casos se tiene una forma econémica de obtener una cota inferior para
orcp si los datos del problema (M, ¢) son enteros. Se procede a la derivacion de una
de tales cotas inferiores.

La primera cota viene dada mediante el producto de los vectores columnas de M y

se describen en el siguiente resultado.

1

LEMA 2.2. Si M y q son enteros entonces orcp =
(M)

Demostracion.

Para cualquier vector x € I' (factible) se tiene que s = s(x)

SB Mpp Mpn Mpr Ip qB
SN = Myp Myny Mnyr TN + Y (2-1)
ST Mrg Mrny Mrpr TT qr

Ademas, x € T'* es factible y complementario si y solo si xty = 0,xp = sy = 0,
sp = 0, esto es cierto por la definicion de los conjuntos B, N, T ya que xs(z) = 0
entonces como xg # 0 va a implicar que sg = 0. De forma andloga si sy # 0 va a

implicar que xny =0 y xr = s = 0 por como esta definido el conjunto T. Asi

0 Mpp Mgy Mpr Tp 4B
sy | = | My Myn Myt 0 |+ an
0 Mrp  Mrn  Mrr 0 qr
Mpprp 0 —qB
= Myprp —Sy | = | —a~
Mrprp 0 —qr
luego,
Mpp  Opn . —qB
My —FEnn ( ) =| —gv |, z820,5n =0 (2.2)
Mrp  Ory o —qr

En este sistema solamente faltan por determinar xp de x y sy de s. Debido a

que x > 0 y s > 0, se tiene que xg = 0 y sy = 0 sin embargo en una solucion
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mazxtmalmente complementaria todas las componentes de ambos vectores son posi-
tivos, esto es, xg > 0 y sy > 0. Con el fin de obtener una cota inferior de ocrcp se
tiene que derivar una cota inferior del valor mdzimo de cada coordenada del vector
z = (xp,sn) cuando este vector corre a través de todas las posibles soluciones de
(2.2). Para cada i se sabe que existe una solucion z con z; > 0. Por lo tanto, existe
una solucion mazximalmente complementaria de (2.2) con z; > 0. Ast, el corolario
1.1 produce la siguiente cota inferior de la coordenada mas grande de z
s 1
mdxs > s (%)
ya que las columnas de la matriz izquierda en (2.2) son no nulas porque si lo fuese

por comentario anterior se elimina tanto las columnas que son cero como las filas.
1 1

~(Mp) = (M)

la desigualdad (%) la cumplen todas las componentes del vector que se forma me-

Ademds, se sabe que m(M) > m(M.p) =

diante max{z;} con i € BU N en particular la componente con el menor valor y

zel™
st minimizamos la solucion max z; la desigualdad no se altera por lo que se obtiene
el
que,
) ) 1 1
min maxz; = >

i€BUN zel'* m(Mp) = w(M)
1

(M)

= Orcp 2
m

Ahora se esta listo para estimar el tamano de las variables x;, s;(x) cuando x se
encuentra sobre el camino central, es decir, zs(x) = pe,yi € Boi € N. Se denotaran

mediante (x(u), s(u)) los puntos sobre la trayectoria central y s(u) = s(x(u))

TEOREMA 2.1. Para cualquier positivo i se tiene que:

oLcp . np(l +4k)
wilp) > —2ECP e B wi(p) < TR e N
(1) n(t 45) (1) p—
nu(l +4k) oLcp .
i) S ——,1€B i) 2 ———~,1€N
si(p) < L si(w) nit )
Demostracion.

Para comenzar la prueba se debe pensar que se estd en un punto de la trayectoria
central (z(p),s(p)) y se quiere "dar un salto” hacia un punto solucion (Z,y) del
LCP. Primero se considera el caso i € N. Supongase que T € I'* y 5 = s(T). Te-

niendo en consideracion que M € P.(rk) y x(u),s(u), 7,5 >0
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= (a(u) - )M (a(n) - 7)
> —dr Y (o) = 2)[M(x(p) — D))
S ) - Pl - B

a3 st — ()~ s+
> Qjﬁjwj@(wm»i

= —4k Z W

i€l (z(n)—7)
Ademas,

— 4K Z = —4rnp (2.3)

i€l (a(1)—7)
La peniltima desigualdad se obtiene ya que x(p)s(pn) = pe y T € ' por lo que
x5 = 0. Por otro lado se tiene que
(@(p) =) (s(un) =5) = 2" (p)s(p) — 2" (w)s — 7" s(u) +7'5
= np—a' (1)5 —T" s() (2.4)
Combinando (2.3) y (2.4) se obtiene que
ot

T

(@(p) =7)" (s(n) = 5) = npu — 2" ()5 — T s(n) = —4wnp

En particular se cumple que:
a ()5 < np(l + 4r)

Ademds, z;(11)s; < 2T (u)s porque la componente i-ésima de x;(11)s; siempre va a ser
menor o igual a la suma de todas las componentes del producto de los vectores ya

que x(p),s(un), T, 5 = 0. Por lo que se obtiene la siguiente desigualdad

()5 <o (s <nu(l+4k) Viel (2.6)
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Ahora si i € N y (T,3) es una solucidn complementaria mazimal, entonces por

definicion 's; = orcp. Dividiendo (2.6) pors; se obtiene

nu(l + 4k nu(l + 4k
oy < AR (1 )
Si oLcp
1+4
gLcp
_ 1 1
ya que s; = opcp = — S
8i  0LCP
Dado que z;(p)si(pn) = p = x;(p) = % y sustituyendo en (2.7) se obtiene que
Sil
h o np(l +4r) _ silp) S _ ower
si(1) oLep It npu(l + 4r)
LCP :
= si(p) > —— Vie N
i) n(l+4k) '

Ahora se considera el caso i € B. De (2.5) se considera la siguiente desigualdad

st (1) < np(l + 4k). Por el argumento expuesto anteriormente se tiene que
Tisi(p) < @™ (1) < npu(1 + 4k) Viel (2.8)

Ahora si i € B y (Z,5) es una solucion complementaria mazimal, entonces por
definicion T; > orcp.

Diviendo (2.8) por T;, se obtiene
o nu(l_—i— 4K) o nu(l+4k)

Sj X X
(“) T aLcp
1+4
= s;i(p) < M (2.9)
gLcp
Dado que x;(p)s;(n) = p = s;(p) = %, sustituyendo en (2.9) se tiene que
il
a < niu(1 + 4r) — mils) > LeP i) > _gLer , 1€B
x; () oLop ] nu(l + 4k) n(l+ 4k)

El resultado anterior dice que conociendo los valores de K, y orcp se pueden de-

terminar los elementos que pertenecen a B y los que pertenecen a N.

§2.3. El segundo nimero de condiciéon para (LCP).

En esta seccion se derivan cotas que ayudan a controlar las variables x; (1) y s; ()

si ¢ € T. Antes de tratar con los principales teoremas de esta seccion se revisara
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algunos resultados sobre sistemas de ecuaciones e inecuaciones lineales.
Sea A € R™*" y C' € R*™ dos matrices reales. Para determinar b € R™ y d € RF,

se considera el siguiente sistema de inecuaciones lineales.
Az < b, Cx=d (2.10)

[Mangasarian y Shiau| estudiarén la continuidad de Lipschitz de la solucion de (2.10)
con respecto a las perturbaciones del lado derecho de (2.10). Se utilizara una variante

de los resultados. Ademas, se supone que A y C' no contienen filas nulas.

LEMA 2.3. Supdngase que el sistema (2.10) tiene conjuntos factibles no vacios I'

y % para el lado derecho (b*,d") y (b?, d*) respectivamente. Para cada x' € T existe

bt —v?
lo" = 2%l < (4, C) H ( )
dl _ d2

( 3

ATu+CT =z —y,e"(z+y) =1,u,y,2 20
u las columnas de (AT, CT

v(A,C) = mix,, ( )
v

Demostracion.

x9 € 12, tal que

(2.11)

o0

donde

. correspondiente a los elementos no nulos

de (u,v) son linealmente independientes

Por hipdtesis se sabe que:
IM={reR": Av < V', Cz =d'}

I?={reR": Av < V*,Cz = d*}

Se pretende encontrar t tal que t = ||x — 2!, con x € T? tal que t sea minimal.

Esto equivale a solucionar el problema de minimizacion lineal
min{t : Az < b*,Cr =d*te+x > ', te —x > 2'} (2.12)

Note que el problema es factible, dado que I'? # ) y acotado. Por lo tanto, el valor
dptimo de t* es igual al valor dptimo del problema dual de (2.12). Para encontrar

ese problema dual, se escribird (2.12) de la siguiente manera
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min t
Ar < b? —
Cx = d? — v
r+te > a! — ¥
—x+te > —axt — 2z

Utilizando las reglas de construccion del dual de programacion lineal, el problema
dual de (2.12) es

ATu+CTo+y—2=0
t* =méx { u'b? +oTd® +yTat — 2Tt ely+elz=1 (2.13)
z20,u<0

Sea (u,v,y,z) una solucion dptima de este problema. Recordando que z' € T y
u < 0, de la definicion de t* se obtiene
t* = uV?+oTd? + (y—2)Tat

= TV +oTd® — (ATu+ CTv)T2?

= ul'v? + 0T d® — ul Azt — 0T Ot

< uTv? +oTd? —uTp — T d!
= ul(b* = b)) + 0T (d? — dY)
= w (b —0b})+ - +u, (b2 =)+ v (dF —d})+ -+ vp(di —d})
< Jwl[bf = 03|+ <o A w0 = bp| + [oa[|df — dif + -+ + |vg||d}, — dj
b? — bt b? — bt
< (dz—dl) + e g <d2—d1>
+|v1\|(62_bl> +-~+]vk|‘<bz_bl)
d2_d1 d2_d1

o0

b — !
= (lual + -+ fun| + [or] + - -+ [oxl)

d* —d*
b? — bt
- d?_dl

Ast la prueba estard completa si se muestra que (2.13) tiene una solucion dpti-

[e.e]

(e o]

ma (u,v,y,2) tal que las columnas de (AT, CT) correspondientes a las componentes
no nulas de (u,v) son linealmente independientes. Esto se puede demostrar de la
siguiente manera. Supongase lo contrario, que las columnas correspondientes a las

coordenadas no nulas de (u,v) son linealmente dependientes; entonces existen vec-
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tores no nulos w , v tal que ATu+CTv =0y u; =0 siu; =0 yv; =0 si v; = 0.
Se define w(\) = (u,v,y,2) + AN@,7,0,0), entonces w(A\) es factible en (2.13). En
efecto, se verifica que w(A) = (u+ A4, v + \v,y, 2) satisface (2.13)
AT(u+Xu) + CT(v+ M) +y — 2

= ATu+ M ATu+CTo+ N0+ y — 2

= ATu+CTo+y—z+ NATu+ C"v)

= MATu + C™v)

= 0
Ademds, cumple que e (2 +y) =1, con X que satisface u+\u <0 yy,z > 0. De la
definicion de W y U se puede ver que existe un intervalo cerrado o, 8] con a < 0 < f3
tal que w(\) es factible para cualquier A € |o, B], dado por
caso 1: u; <0 yw <0

—u;

U;

. , —U;
considerese « = max{ } <0
Us

caso 2: u; <0 yu; >0

considerese [ = min { _uuz} >0
Ast, a < 0 < B (aqui se permite o = —o0, 3 = o0) tal que w(\) es factible para
algin X € |a, B]. Se verifica que u'b* +v7d? = 0. De (2.13) se tiene
(w4 2Xu)T0* + (v + M) Td? + yTat — 272!
= uTh? + Xulv? + oTd? + Wl d? + yT2t — 2ot
= w0 +oTd® +yTx! — 2Tl + AN@'? + 07 d?)
= t"+ N@'V +70"d?)

Pero si u'b? + v7'd?> > 0 contradice la mazimidad de t* al tomar un X > 0 en
[, B] y si uTb? +v1d? < 0, considerando A < 0 se obtiene que u'b* +v1d> > 0 y
ocurre lo mismo que en el caso anterior. Por lo tanto, necesariamente tenemos que
ul'b? +v'd? = 0 de otra manera se produciria una contradiccion con la optimalidad
de w(0). Como consecuencia w(\) es dptimo para todo A € [a, 5]. Claramente, para
la eleccion de A apropiado, se puede obtener una solucion de (2.13) con menos coor-

denadas no nulas. Si al terminar este procedimiento las columnas correspondientes
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a las coordenadas no nulas de (u,v) son dependientes se repite este proceso para
hacer mas componentes nulas de u; + \u; hasta lograr que (u,v) sean linealmente
independientes. Repitiendo este proceso se obtiene una solucion (u,v,y, z) de (2.13)
para que las columnas de (AT,CT) correspondientes a las componentes no nulas de
(u,v) sean linealmente independientes. Para tal solucion por la definicion de v(A;C)

se tiene

()

( )

Afu+CTv =z -y, e’ (z+y) =1,u,y,2 20
, u
< maxy, v
1 v

= v(A;C)

De todo lo hecho anteriormente se tiene que
b — ! b2 — !
! <v(4;0)
v d* —d* . d? —d*

El ntmero v(A;C) en general resulta bastante dificil de calcular pero se pueden

las columnas de (AT, CT) correspondiente

K los elementos no nulos de

(u,v) son linealmente independientes

lo" — 27| <

1 o]

calcular facilmente cotas inferiores y cotas superiores. A continuacién se presenta
una cota inferior para este valor.
LEMA 2.4. Se tiene
1
min, ; (|lail1, [le;]l)

donde a; pasa por las filas de A y c; por las filas de C'.

v(A;C) >

Demostracion.

Se denotard por a la i-ésima fila de A. Entonces, si €' denota el i-ésimo vector

candnico, se tiene que ||[ATel||; = ||a||; ya que
aix G2 a13 ... dim 0 Qi1
Q21 Q22 Q23 ... d2m : ;2
T
Atet = as; Qs asz ... Qa3m 1 = a;3
Ap1 Gpo Ap3 ... anm 0 Ui,

que es la i-ésima fila de la matriz A. Por lo tanto, supdngase que a # 0 se toma
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=—— 0v=0,2z=—2sia; >0,y = J
lallx T flally Y 7 Jlalh
restantes de y y z iquales a cero. La cuddruple (u,v,y, z) es factible para el problema

u st a; < 0 y todas las entradas

de mazimizacion definido por v(A;C). En efecto, ATu + CTv = 2 — y sustituyendo

los valores de u,v,y, z dados anteriormente se tiene

— — al .
ai; Gz Qi3 ... Gy 0 Tall:
a2
a a a .oa
21 22 23 2m llall1
ATu =1 a3 as ass ... a L = | %3
3L Tez 183 sm llallx flallx
o
| Qn1 Qp2 Gz ... anm | 0 ||al\71

que es la i-ésima fila de la matriz A dividida po;“ lalli. CTv = 0 ya que v = 0.

Ademds, se define

s,

L (es(ail)ail es(an)ago es(am)am>

lally " llalh lally
y
B (—es(—ail)ail —es(—ai)an —es(—ain)am)
Yy = ) T
el lally lalls
donde
0 sia; <0
es(ai;) = v
1 s Qi > 0.
Si se realiza la operacion z; —y; se obtiene la i-ésima fila de A dividida por ||a||,. En
efecto,
([ les(air) + es(—ai)]ain les(ain) + es(—am)]am>
i Y = T
lall: lall:
. A — Qin
lally” " llall

Ast, z; — y; es la i-ésima fila de A dividida por ||a||;. Por lo tanto, se concluye que

ATu+ CTy = z —y. Ahora se verifica que e*(z +y) = 1. En efecto,

(o (S o

_ T i Gin
\Talle?" Tl ),
T T . L
lally ~ llallx lall
e
B lall
~ lall
lall:

=1
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Ademds, u,y,z = 0 por como estan definidas cada una de ellas. Y por iltimo las

columnas de (AT, CT) correspondientes a los elementos no nulos de (u,v) son lineal-
1

mente independientes. De aqui que v(A; C) = |jul|, = Talh por definicion de v(A; C).
ajl1
Ahora dendtese por ¢ la j-ésima fila de C. Si €/ denota el j-ésimo vector candni-
eI

lells’
Ci . =C ,

Z; = W sic; >0, y; = W st c; < 0 y todas las entrdas restantes de y y z iguales
Cll1 Cil1

a cero. Por un argumento similar al expuesto anteriormente se prueba que la cud-

co, se tiene que ||CTed||y = ||e|li. Supongase que ¢ # 0, se toma u = 0, U =

~

druple (u,v,7,2) es factible para el problema de mazimizacion definido por v(A;C).
Por lo que se cumple que

v(A;C) = ||u|| = ——. Por lo que se concluye que

el
1

mfni,j(Haz‘Hla ||Cj||1)

v(A;C) >
||

A continuacién se obtiene una cota superior para v(A;C) en términos de los datos

Ay C
LEMA 2.5. Para enteros A, C' se tiene
v(A; 0) < nA(AT, CT) < nr(AT, OT)

Demostracion.

Sea (u,v,y, z) una solucion factible para el problema de maximizacion en la definicion

de v(A; C). Sea wT = (uF,vT) y A= (AT,CT). Entonces

’LLT

/_lw:(AT,CT)< . ) =ATu+CTv=2—y
v

Dado que las columnas de A correspondiente a los elementos no nulos de w son
linealmente independientes y ademds A y C son enteras, se aplica lema 1.1 por lo

que se produce

lwllee < A(A)|lz =yl < A(A) (2.14)

La dltima desigualdad se tiene dado que ||z — ylli < ||z +yli = 1. Dado que

|lwlls < n||w||eo y sustituyendo en (2.14), se tiene

()

= [wl < nflwlls < nA(A) = nA(AT, CT) (2.15)

1
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Ademds, por la desigualdad de Hadamard se sabe que A(A) < w(A). Sustituyendo
en (2.15) se tiene que

v(A; 0) < nA(AT, CT) < nr(AT, OT)

Ahora se aplica el lema 2.5 a el segundo nimero de condiciéon para (LC'P), que per-
mite acotar las variables a lo largo del camino central. El segundo niimero de condi-
cion, se denota por vrcp, depende de la matriz M y la particion 6ptima (B, N, T).

Es definido como sigue.

DEFINICION 2.2. Sea Iy, I una particion del conjunto de indices I tal que B C I
y N C I,. Se define:

M —E
; _Eh 0
Vrop = mMax v | B, 0
LUlx=1 0 _E’I2
0 Ep

Si la matriz M es entera, entonces se puede dar una cota inferior y se puede

facilmente calcular una cota superior para vy cp. A continuacion se describe tal cota.

LEMA 2.6. Si la matriz M es entera, entonces

M —-E
, —-Er, 0
1 <vpep < max n [A A EL 0 =nA(M) < nr(M)
LUI=1 O __E’I2
0 FEy
Demostracion.

La primera desigualdad es inmediata del lema 2.4 ya que

v(A; C)min; ;(||laill1, llejlli) = 1, la sequnda desigualdad se tiene del lema 2.5 ya
que v(A;C) < nA(AT,CT) y aplicando la funcion méx a ambos lados se tiene la
desigualdad del lema. La igualdad es cierta ya que A es el mayor determinante de
todas las submatrices cuadradas, que en este caso es M. La ultima desigualdad es
cierta por la conocida desiqualdad de Hadamard. Las cotas encontradas hasta este
punto se refieren a las componentes de x y s subindizadas por B o por N. Falta
establecer las cotas para las componentes de x y s subindizadas por T las cuales se

presentan a continuacion.
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Ahora se expondra el principal teorema de esta seccion :

TEOREMA 2.2. Si

2
OLop
< cr 2.16
a n?(1+ 4k)? (2.16)
entonces
m .
Vi < ai(p), si(p) <veepy/pu €T
Vicp
Demostracion.

Cuando se considera (2.16), se tiene que
2
orcp  OLcp OLcp OLop

ZT; > = =
(1) = n(l4+4x) n(l+4k)orcp  orepn(l +4k)
O’%CP TLU%CP(1+4H)
n K n K 1 4 .
— nliddn) _  nPae)? np(l + 4r) > s;(p) para todo i € B y
oLcp oLCcp oLcp
2 oicp
s-(,u) S Orcp OLCP _ Orcp _ n(l+4r)
T n(1+4k) opep orepn(l 4 4k) oLop
no? o p(1+4k)
n K ]- 4 .
ST np(l+ 4r) > x;(p) para todo i € N por lo que
gLcp oLcp

L ={iczi(p) 2 si(w)}t , L={i:zi(p) <si(p)}

y ademds se tiene que B C Iy y N C I, si se considera (2.16). De aqui se define
H(z) = min{x, s(x)}

Por lo que se tiene que
si(p) sii €l
Hi(z(p)) = { -
xi(p) sii € Iy.
Por el hecho de que H(x(pn)) = min(x(u),s(un)) v xi(p)si(u) = p se concluye que

Hi(x(p) < /i ya que Hi(z(p) < 2i(p) y Hi(x(p)) < si(p), asi
wi(p)si(p) = p = Hi(x(u))Hi(z(p) < p
= HP(x(p) <p
— Hi{a(n) < i
Consideremos el siguiente sistema lineal:
Mx—s = —q
T, = 0 — I < 0 (217)
811 = O — 812 < 0
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Es claro que el conjunto factible del sistema (2.17) es el conjunto solucion T* de
(LCP) ya que este dltimo cumple que x > 0, s(x) = Mz +q > 0 y xs(x) = 0
que son las restricciones de (2.17). Este conjunto juega el rol de T'? en el lema 2.3.

Ademds, lldmese Tt al conjunto solucion del siquiente sistema lineal:

Mx—s = —q
x, = Hpz(p) -z <0 (2.18)
Sn = Hhx(:u) — s, <0

Claramente T'' es no vacio, porque x(u) satisface (2.18). Ahora se tiene por lema 2.3

que existe una solucion x* de (2.17), es decir, x* € T'* tal que

. g 0 M —-F
H("”“”(“)) <v (‘ h >; B, 0 || I1E@@)]w
s —s(n) )|

0 —-F
" 0 E
Usando la definicion de viop y que Hi(x(p)) < /1 se tiene que

1

. ) P 0 M -F
T — T — L
S _8<:u) oo 0 _EI2 0 E
Iy
B 0 M —-FE
< MAXpup=1V h | En, 0 1H (2 ()] 0o
0 —E

0 Ep
< Viepp

Dado que x7 =0 para i € T, se concluye que para todo ¢ € T'N I se tiene

m
V< ) < V< ) < vicpi
LCP

en efecto, se puede veificar que se cumplen estas cuatro desigualdades

I = {i:xi(p)

reTNhh=1€T AN 1€l

WV

si(w)} 5 L={i:zi(p) <si(p)}
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|27 — zi(p)] < S veopVi

o

= |} — ()| < veery/p

= xi(p) <viopy/it
Por otro lado, como i € I} = x;(u) = s;(n)

zi(p)si(p) = p

ri(pwi(p) = p
xi(p) =
zi(p) =2 R

N
8
S

Vi

Si se realizan cdlculos parecidos se obtiene que s;(p) < /1t
Ademas,

Sviepyi A xi(p)si(p) = p
si(H)vropy/I = 1

el

Por lo que se prueban las cuatros desigualdades.

Stmilarmente, para toda 1 € T'N Iy, se tiene que

VH

Vrcp

N

zi(p) << si(p) < viepy/

En efecto, se puede veificar que se cumplen estas cuatro desiqualdades

ParaieTNlh=—1€T AN i€l

Comoi el = s; =0

( v — x(p) )
s* —s(p)

= |5} — si(p)| S viepy/i

= si(1) < viep/I
Ahora, como i € I = x;(11) < s;

|si —si(w)] <
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%\7;7;7;

V/ANA\YARA\VARR\V]

si(p)
Si se realizan cdlculos parecidos se obtiene que x;(p) < /1t

Ademas, se sabe que

si(p) < ai(p) Sveopy/i N xi(p)sip) = p
= zi(p)veepy/ib 2> 1
w
= xip) 2 ———
(1) VLOP\/Ib
VLcp
—
Vicp

Asi se demostraron las cuatro desigualdades y por tanto se obtiene el teorema.

En la siguiente seccién se resumen en una tabla los resultados de los teoremas ante-

riores.

§2.4. Encontrar la particion 6ptima.

En la siguiente tabla se mostrara los resultados de los teoremas anteriores (teo-

rema 2.1 y teorema 2.2)

1€ B 1N 1T
oLcp np(l+4k) | Vi
i Zz——— | S S zi(p) <
Z (:u’) n(l n 4/'{) oLop Viop Zz (M) VLCP\/E
nu(l +4k) oLop N
; L<——= | 2> <s; <
Sz(ﬂ!) S oroP = 77,(1 _{_4/{) Vrop X 51(,“) X VLC’P\/,E

Estos resultados tienen una consecuencia importante. Si p es tan pequeno que

nu(l+4k) _ Vi
oLcp Vrcp

(2.19)

orcp
_— 2.2
Viepyik < n(l+ 4k) (2.20)
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Entonces se tiene una separacion completa de las variables. Ambas desigualdades

dan la misma cota sobre u, a saber

2
OLop

viepn?(1+ 4k)

p<

En efecto, de (2.19) se tiene que
n,u(l + 4K)I/ch n(l + 4K)I/ch

<\p = < v
OLCP orcep K
n(l -+ 4/€)1/ch < L
gLCP VI
LCP
N

>
n(l + 45)VLCP

y de (2.20) se tiene que
Vi < OLCP < oicp
viepn(l 4 4k) : Viepn®(1+4k)

(2.21)

Esto significa que si un punto sobre el camino central cumple (2.21), entonces se

puede determinar la particion 6ptima (B, N,T) de (LCP).

Por desgracia, en la practica no se puede suponer que se puede calcular los pun-

tos exactamente en el camino central. Algoritmos précticos generan puntos en la

vecindad del camino central. Por lo tanto, en la proxima secciéon se trataré con la

situacion en que un punto x se da de manera adecuada en la vecindad del camino

central. Se mostrard que si = estd lo suficientemente cerca de x(u), con p suficien-

temente pequeno, también tenemos una separaciéon completa de las variables en las

tres clases disjuntas B, N y T. Esto implica que todo seguimiento de camino del

método de punto interior (I PM) eventualmente produce iterado que son adecuados

para identificar la particion 6ptima de (LCP).



CAPITULO 3

IDENTIFICACION DE PARTICION
OPTIMA DE CENTROS APROXIMADOS.

En este capitulo se generaliza los resultados del capitulo previo para el caso
donde un punto x estd dado en una vecindad especifica del camino central. Sobre
el camino central todas las coordenadas del vector zs(x) son iguales. Esto sugiere
que una buena medida de la centralidad podria ser la razén entre mayor y la menor
coordenada. Si se acota esta razon, entonces se obtiene una vecindad del camino

central. Por lo tanto se usa la medida de centralidad

méx(zs(z))

o.(x) =

min(xs(z))

donde méx(zs(x)) denota la mayor coordenada de zs(x) y min(zs(x)) denota la

menor coordenada.

§3.1. Encontrar la particién 6ptima de los centros aproxi-

mados.

A continuacién se generaliza el resultado de los teoremas 2.1 y 2.2 para el caso
donde x no esta sobre el camino central C.
27s(x)

n

TEOREMA 3.1. Seax € T° ys = s(x). Sio.(z) < 7 para alpint > 1, y pp =

entonces se tiene

1+4
o> TP op vy < MLEHAR)
™(1 + 4k) oLcP
1+4
SigMJEB 5> — P e N
oLcp (1l + 4k)
Si ademds,

2
9Lcp
= mn2(1 4 4k)2

34
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entonces

VI

WF—VLopgxﬁsig\/FVLCP\/ﬁ ieT

Demostracion.
La prueba usa escencialmente los mismos argumentos de la prueba de los teoremas
2.1 y 2.2. Los argumentos que conducen a (2.7) en la prueba del teorema 2.1 son
vdlidos, asi

o np(l+4k)  naTs(z)(1+4k) (14 4k)aTs(x)

S = = para © € N (3.1)
OLCcP norcp oLcp

El resto de la prueba es un poco complicada debido a que x, no estd sobre el camino
central sino en una cierta vecindad del camino central. Si o.(x) < T, entonces ezisten
(a, B) € (0,00) tal que
ae<rs< fe con —=7T (3.2)
o
FEstas desigualdades reemplaza la identidad x;(p)s;(p) = p usada en la prueba del

teorema 2.1. Debido a la desigualdad izquierda de (3.2) se tiene que

. . (67 .
x;s; = aVi. Asis; > — y usando (3.1) se tiene que
> —Q "
i Z (1+4k)zTs
oLcp

aorcp
(1+4rK)xTs
Por la desigualdad derecha en (3.2) se tiene

= 8=

1 1
$181<6:>IT8<H5:>T>—
xl's = np

5 > aorop adrep OLCcP
"7 (1 +4kr)2Ts T (1 +4x)np (1 +4k)n
por lo tanto,

i g (1 + 4/@')?1/1 . S OLCcpP

orLop - n7(1+4/£)
para i € N. Esto prueba la seqgunda y cuarta desigualdad del teorema. La prueba de

la primera y tercera desigualdad se hace de forma similar. En efecto, se considera

T 1+4 1+4
5 < ' s(x)(1+4k) _ nu(l 4+ 4k) para i € B
oLcp aLcp

ya que son vdlidos los mismos argumentos usados en el teorema 2.1. Si o.(z) < T,

entonces existen o, 3 € (0,00) tal que se cumple (3.2). Debido a la desigualdad
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izquierda en (8.2) se tiene que x;8; = aVi. Asix; > — y usando (3.1) se tiene
Si

S o — S aorcp
T2 @) T T () (1 + 4r)

OLCP
Por la desigualdad izquierda en (3.2) se tiene

1 1

T
2Ts <nf = —— > —
np xTs ~ np

> aorLop aorop _ oLcp
T aTs(x)(1+4k) ~ nB(1+4k) (14 4kK)
por lo tanto,

X

g n,u(l -+ 4/1) S OLCP

Si(w OrLCcP vz 7")”&(14—4/@)

para i € B.
La prueba de la pasada afirmacion del teorema, notifica que para el dltimo punto

(z,s) es obvio que se tiene que

Tisi _ NS nmin(zs) - 1

p xTs T nméx(xs) T T
ya que x;s; = min(zs)

r’s < nméx(vs) = ! > L y
h 2Ts 7 nméx(zs)

max(xs) min(zxs)
— T = ————~ =
min(zs) max(zs)
ademds,

N

Tis;  nwgs; _ nmax(rs)

< , <7tVvVi=12,...,n
xT's nmin(xs)
Definiendo H(zx) = min(z, s) la dltima desigualdad da

[H(z)]; < V/T/1 Vi=1,2,...,n

en efecto,
HOIIE ¢ 2% < 7 — ()R < 7= @) < VAV

v/
T\/FI/LCP

Se deberia probar que <z < VTrrepy/p para i €T.
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Siguiendo los pasos del teorema 2.2 se tiene que

Mz —s = —q
T, = 0 — I <O
S = 0 —8[2<0

Este conjunto juega el rol de T'? en el lema 2.3, ademds el conjunto solucion del

siquiente sistema lineal juega el rol de I'

Mx—s = —q
T, = H[2(.T) — I <0
S, = H[l(.’ll') — S, < 0

Se tiene del lema 2.3 que existe una solucion x de (2.17), es decir, x € I'*, tal que

() x

—L; 0
<v ' | En 0 [ ((12)) |0
0 -,

= 0 B
Usando la definicion de vicp y que Hi(z) < ||H(2)|s < /T, s tiene
-
( . ) < vrepVTVR.
s*—s

Dado que x7 =0 para i € T, se tiene que

¥ —x
( . ) < veepV TV
s*—s

Ademas, i e [ NT — i€ I;

o0

x; < |2t — x| <

Por lo tanto,

T < vLepVTVI (3.3)

BCclh—=ux >s;
1 1

S‘<.’,U'<]/LCP\/F M:>—>—
T v i vLepyT\/I
De lo expuesto anteriormente, se tiene

1 T;S;

- <

T M
— ;= a
Ast,

<7

p Vi

TS; - TI/LCP\/F\/ﬁ_T TVLCP

VR (3.4)
TA/TVLCP
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De (3.3) y (3.4) se puede concluir que

Ji -
Y <K c T
rvron S T < NVTVLepVi para @

. H
Ah b RV/IR
ora se probard que - si < NVTvLepVI

en efecto, para 1 € T N Iy se tiene que

s; =0 parat €T, por tanto

Tt —x
s*—s

Lo que implica que,

< veep VTV

[e.e]

i S vLepVTVH (3.5)

Paraie Iy, NC Ih = 5s; > x;; 5, =0
1

T < 8 < A/TVropyil = — > —————
' ’ Vi T \Tvrepy/I

Por lo dicho anteriormente, se tiene que

si < [s" —si| <

XS4
o

Iz p Vi

P =
=
Tx;  T\TViop/lE TA/TVicp

Vi

— VP s (3.6)
T™NTVLcp

<

<7

S

8; =

De (3.5) y (3.6) se cumple que
vE

—_— ; < €T
roner S si < VTvrepVHR para 1

En la siguiente tabla se muestran los resultados del lema

T
) i€ B i€ N ieT
n
orop np(l + 4k) N/
x; > < ST S VTV
(1l + 4k) oLcp 7/TvLcp Vrvier/i
nu(l+ 4k) oLcp Vi
. < > <8 <
si(®) S orep - m(l+4k) | 7/Tvrcp < s S VTvLerVi
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Se concluye que la particion (B, N, T') puede ser identificada si 27 s(z) es lo suficien-

temente pequeno tal que

(14 4k)np - VI

oLcp T/ TVrcp Y
gLcp
< e —
VrvLeri (14 4k)

Es facil comprobar que ambas desigualdades dan la misma cota para u; asi para

completar la separaciéon de las variables se necesita que

2
OLcp

< 3.7

a 2732 o p(1 + 4K)? (37)

En efecto, de la primera desigualdad se tiene que

1+14 1+14
(1 + 4r)nut/Tvrcp < Vi —> (1 + 4K)nT/Trrcp _ Vi
oLcp OLCP 2

1+14 1 2
(1 + 4k)nT\/Tvrcp L 0505 -
oLcp Vi (1 +4K)*n?73v; op

de la segunda desigualdad se tiene que
2
gLcp OLop
< — u <
Vi Tvn(l + 4Kk)vrep a mn2(1+ 4K)2V3 0 p

Por lo tanto, se puede afirmar, sin una prueba maés el resultado principal:

x's(x)

Y

(3.7) se cumple, entonces con s = s(x), la particion dptima de (LC'P) es como sigue

TEOREMA 3.2. Sea v € I'° tal que o.(x) < 7 para algin 7 > 1 y pu =

T = {Z : Vi < T, 8§ < \/FVLCP\/E}

T\/FI/LCP

B={i¢T:z;>s;} Yy N={i¢T:z <s;}

Aunque la teoria diga como encontrar las cotas que permita hacer la particion que
permita dar el "salto" desde una solucién aproximada hasta una solucién exacta, se
debe probar que el trabajo para hacerle es razonable. La siguiente secciéon trata este

punto.
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§3.2. Complejidad de encontar la particién 6ptima.

El estudio que se presenta a continuacion trata sobre el trabajo que se re-
quiere para identificar la particion 6ptima. En esta seccién se supone que se ha

O € I'Y a el camino central (es decir, o.(2°) < 7 para

dado un punto cercano x
algin 7 > 1). Se define pu° por nu® = (2°)7s%. Comenzando en 2° los métodos
de punto interior para solucionar (LC'P) necesita O(y/nlog(nu’/¢)) iteraciones (ver
[Ji, Potra y Sheng]|,|Kojima, Mizuno y Yoshise| ,|Kojima, Megiddo, Noma y Yoshise]
y |Ye y Anstreicher|) o O(nlog(nu®/¢)) iteraciones (ver [Illés, Roos y Terlaky]|) para
generar un punto z tal que o.(z) < 7y z7s(z) < e. La primera cota se tiene para
métodos con actualizaciones pequenas del parametro barrera, mientras que la segun-
da cota es tipica para métodos que utilizan actualizaciones grandes, y tambien para
métodos que usan una direcciéon tipo afin-escala de Dikin. Por lo tanto, por sustitu-
cion del valor de € acordado en el teorema 3.1, se puede obtener cotas de iteraciones
para identificar la particién 6ptima.

Lo anterior se ilustra a continuacion para el algoritmo afin-escala de Dikin, presen-
tado en [Illés, Roos y Terlaky|. Si n > 4 este algoritmo, con 7 = 2 requiere de a lo
mas

3(1+ 4/{)nlog(n?uo) (3.8)

iteraciones para generar un punto z tal que o.(z) <2y 27s(z) < e

TEOREMA 3.3. Se comienza con un punto z° € T con o.(x) < 2 yn > 4, el

algoritmo afin-escala de Dikin revela la particion optima despues de a lo mas

8 2 1 4 2.,2 0
3(1+4k)nlog ( (14 2/@) Yicpk ) < 3(1 + 4k)nlog(8n*(1 + 4k )27 (M) u°)
OrLcp
iteraciones.
Demostracion.

La expresion (3.8) da el nimero de iteraciones para llegar a alguna e-solucion. Con

i lo suficientemente pequeno como en el teorema 3.1 y € = nu se tiene que se nece-

sitan a lo mds el siguiente niumero de iteraciones para encontar la particion optima
3,22 2,0

T n°vicp(l+4Kk)* 1

2
Orcp

822 1 4 2,,0
= 3(1+4/<;)nlog< nvicp(l+ /@),u) ya que T =2

3(1 + 4k)nlog

2
Orcp

< 3(1 +4k)nlog(8n*(1 + 4k)*7* (M) )
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En esta ultima desigualdad se utiliza la cota superior para vicp, la cual es
viop < nr(M) lema 2.6 y la cota inferior para orcp lema 2.2 ya que
1
o > —— = —— < 7(M).
Resultados similares pueden ser derivados de otros métodos de punto interior (IPM)

polinomial.



CAPITULO 4

REDONDEO PARA UNA SOLUCION
COMPLEMETARIA ESTRICTA.

Se acaba de establecer que la particion 6ptima (LCP) se puede encontrar des-
pues de un ntimero polinomial de iteraciones con cualquier método de punto interior
siguiendo camino central para P, (k) con (LCP). El ntimero necesario de iteraciones
depende del punto donde comienza (9, el parametro s y los nimeros de condicion
orcp vV Vrcp. El iltimo objetivo no es solo encontrar la particion 6ptima sino tam-
bien encontrar una solucién complementaria maximal exacta de (LC'P). Se supone
que la particion o6ptima (B, N,T') ha sido determinada con B no vacio, se describira
un procedimiento de redondeo que pueda ser aplicado para algtn vector positivo su-
ficientemente centrado z con 27s(z) lo suficientemente pequeiio y el procedimiento
de redondeo produce un vector  tal que (2.2) es satisfecho y 5 > 0, sy (%) > 0. Co-
mo era de esperar, la exactitud que fue suficiente para encontrar la particién 6éptima
no es suficiente para llevar a cabo el procedimiento de redondeo. El procedimiento
de redondeo produce una solucién complementaria maximal en tiempo fuertemente
polinomial. Finalmente el nimero de iteraciones necesarios requeridos para llegar a

la brecha complementaria pequena esta acotada por el teorema 4.2.

§4.1. Procedimiento de redondeo.

Sea x € I s = s(x) dados y se supone que la particion 6ptima (B, N,T) es

conocida. Ahora se quiere calcular Axpg, Asy tal que

$B+A.Q?B>O y $N+ASN>0 (41)

42
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y
0 Mpp Mpn Mpr g+ Azxp qB
s+ Asy | = | Mxp Myn Mnyr 0 + 1| an (4.2)
0 Mrp Mrn Mrpr 0 qr

porque entonces T = (xp + Axp,0,0) € I'* y esta solucion es complementaria maxi-

mal. Dado que z y s satisfacen (2.1) se puede restar (4.2) con (2.1)

0 Mpp Mgy Mpr rp + Axp 4B
sy+Asy | = | Myp Myy Mpyr 0 + | av
0 Mrp Mry  Mpr 0 qr
SB Mpp Mgy Mpr Tp 4B
— | S~ = Myp Myn Myt N + | an
ST Mrg Mry  Mpr T qr
Lo que conduce al siguiente sistema
—SB Mpp Mpn Mpr Azp
Asy = Myp Myn Myt —IN (4.3)
—ST Mrp  Mrn  Mrr —IT
Esto equivale a (4.2). Al realizar algunos célculos
MppAxp = Mgpyzy + Mprzr — sp
MypAzrg — Asy = Mynzy + Moy
MrpAzp = Mryzy + Mrrar — St
(4.3) se puede escribir como sigue
Mpp  Opn Ay Mpnxn + Mprar — sp
Myp —EnN ( ) = Myyazy + Myrar (4.4)
Asy

Mrg  Orn Mrynxn + Myrxr — st

Se concluye que se puede redondear z a una solucién complementaria maximal 7 si se
puede encontrar una solucion (Azg, Asy) de (4.4) que satisfaga (4.1). Se mostrara
mas adelante que si 27s(z) = nu es suficientemente pequefio y  esta lo suficiente-
mente cerca al camino central, entonces (Axp, Asy) se puede encontrar por elimi-
naciéon Gaussiana.

Puede ser 1util senalar que el analisis a continuacién funciona bien porque las varia-

bles zr,zn,$p v st que ocurren en el lado derecho de (4.4) son "pequenos" si u
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es suficientemente pequeno y x esta suficientemente cerca del camino central. Estas
variables son acotadas por encima en el teorema 3.1. Dado que zp y sy son "grandes"
por el mismo teorema, no es sorprendente que (4.4) admita una solucion tal que se

cumpla (4.1).

TEOREMA 4.1. Supongase que M es entera. Sea v € T tal que o.(z) < 7=2. i

2
g cp

<
S 8n3(1 + 4r)202 M2 72 (M)

(4.5)

entonces el procedimiento de redondeo produce una solucion complementaria mazi-
mal en a lo mas O(n®) operaciones aritméticas.
Demostracion.

Para tener una expresion simple se introduce la siguiente notacion

Mg Opn Az Mpyxn + Mpror — sp
B
A= Myp Eny |, Az= ( A ) y r= Mynxy + Myrxr
SN
Mrg  Orn Mryzn + Mprxr — st

entonces (4.4) se convierte en

AAz =71 (4.6)

Cuando se soluciona (4.6) por eliminacion Gaussiana, se necesitan O(n®) opera-
ciones aritméticas, obteniendo una solucion tal que las columnas de A correspon-
dientes a su soporte son linealmente independientes ya que si las columnas corres-
pondientes a el soporte son linealmente dependientes entonces no se tendria una
sino infinitas soluciones y el computador no sabria que valor tomar. De aqui usando

corolario 1.1

|Az]leo < w(A)|[rl] = m(M p)|r[l < w(M)|r] (4.7)

Se procede mediante la estimacion de ||r||. Se usa la desigualdad ||r|| < /17|l ¥

TN
Mpnan + Mprar — sp Mpn Mpr —Ep 0
T
r= Mynxyn + Myrar = | Myy Myr O 0
SB
Mryzn + Mrrxr — st Mry  Mrr 0 —Er
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TN
Mgy Mpr —Ep 0 .
T
7|00 < Myn Myr 0O 0 ; (4.8)
Mrny Mprr 0 —Erp b
) ST

Se observa que el valor de p dado por (4.5) satisface la hipotesis del teorema (3.1)
ya que
2 2
9Lcp < 9Lcp
8n3(1 + 4r)2v2 o p||M 12,72 (M)~ n27302 (5 (1 + 4K)?

p<

Por lo tanto se tiene una separacion completa de las variables. Como conse-
cuencia, toda entrada en el vector xy,xr,Sp Yy St son acotadas por encima por
VTVLepy/I- En efecto, del teorema 3.1 se tiene que

xr, ST < \/?VLCP\/E tambien del teorema 3.1 se tiene

144
oy < (14 4K)np
oLcp
_ (A +4r)nyiy/p
gLcp
< (1+4’fl§”\/l7 oLcp

oLcp nT\/FVLCP<1—|—4/<L)
Ji

TV TVLop

< VTvrepVT

De forma andloga se prueba que sp < \/fivrcpy/T. Por lo tanto, la norma infinita

de la concatenacion de estos vectores, que aparece en el lado derecho de (4.8) esta
acotado por encima por este nimero. La norma infinita de la matriz en (4.8) esta

acotada por encima por la norma infinita de M, esto es

Mpy Mpr —Ep 0 Mpp Mpn Mpr
Myny Myr 0 0 < Myp Myy Myt = |M ||
Mrny Mrr 0 —Ep . Mrg Mry  Mpr .

Asi se puede encontrar

Il < Vr/Iveep VTl M oo

sustituyendo en (4.7) se produce

[A2]lee < vV/Ry/IvLep/TI| M ||oom(M)
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Usando la cota inferior del teorema 3.1 (con T = 2) para las entradas de xp y Sy se
concluye que el procedimiento de redondeo ciertamente produce una solucion mazi-

mal complemetaria si

orcp
2 M|om(M) < ——————
V2nvpep/i|| M| sem(M) 3l + )

despejando \/ji, se obtiene

\/ﬁ < orLcp
Qﬁn\/ﬁVchp(l + 4/1)||M||OO7T(M)
OLop

— u<
M= 8032 p (1 + k)2 M2 72 (M)

que produce la cota para | en el teorema.

§4.2. Complejidad de encontrar una solucién exacta

Se aplican los resultados de la seccion previa para estimar el niimero de iteraciones
requeridos por el algoritmo afin-escala de Dikin para alcanzar el estado donde el

procedimiento de redondeo produce una solucién complementaria maximal.

TEOREMA 4.2. A partir de un punto 2 € T° con 0, () < 2 yn > 4, el
algoritmo afin-escala de Dikin requiere de a lo mas
8n*(1 + 4k)*vicpl| M ||oom® (M)

2
OLcp

3(1+4k)nlog

iteraciones para generar un punto x para que el procedimiento de redondeo produzca
una solucion complementaria maximal.
Demostracion.
La expresion (4.5) da el nimero de iteraciones para llegar a una solucion comple-
mentaria maximal. Consideremos p suficientemente pequeno como en el teorema 4.1
Yy € =ny se tiene que
nd 10

3(1 + 4k)nlog ~ = 3(1 +4k)nlog m

813 (1 + 46)203 0 pl| M o m (M)

2
OrLcp

< 3(1+4k)nlog



Conclusion.

El objetivo de este trabajo es mostrar que se puede determinar una solucién com-
plementaria maximal del problema de complementariedad lineal (LC'P) en tiempo
polinomial. Se supone que I'’ # ), ¢ # 0 y que un punto de comenzar (% € I'0 es
dado. Bajo estas suposiciones se puede obtener el resultado deseado.

Se definen dos ntmeros de condicién los cuales fueron acotados por expresiones con
los datos de entrada. Usando los Teoremas 2.2 y 3.1 se mostré que si x € I'° es
suficientemente cercano a el camino central y x7s(x) es suficientemente pequena
entonces se puede identificar la particién 6ptima y calcular una soluciéon complemen-
taria maximal usando eliminacion Gaussiana (Teorema 4.1).

El namero de iteraciones para obtener la precision necesaria para ejecutar el procedi-
miento de redondeo es calculado para algoritmos afin-escala de Dikin en el Teorema
4.2

47



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

[Illés, Peng, Roos y Terlaky| T.ILLES, J. PENG, C. ROOS AND T. TERLAKY, A
strongly polynomial rounding procedure yielding a maximally complemen-
tary solution for P,(k). linear complementary problems, STAM J. Optim.
Vol. 11 N2 (2000) pp. 320-340.

[Kojima, Megiddo, Noma y Yoshise] M. KOJIMA, N. MEGIDDO, T. NOMA AND
A. YOSHISE. A unified approach to interior point algorithms for linear
complementarity problems. Lectures Notes in Comput. Sci.538. Springer-
Verlag, Berlin,1991

[Mangasarian y Shiau] O. L. MANGASARIAN AND T.H SHIAU, Lipschitz con-
tinuity of solutions of linear inequalities programs and complementarity
problems, STAM J. Control Optim, 25 (1987). pp. 583-595

[Illés, Roos y Terlaky| T.ILLES, C. ROOS, AND T. TERLAKY, Polynomial affine-
scaling algorithms for P,(k) linear complementarity problems, in Recent
Advances i Optimization, Proceedings of the 8th French- German Con-
ference on Optimization, Their, 1996, Lecture Notes in Econom. Math.
systems 452, P. Gritzmann, R.Horst, E. Sachs, and R. Tichatschke, eds.,
Springer-Verlag, New York, (1997), pp. 119-137.

|Ji, Potra y Sheng| J. JI, F. POTRA AND R. SHENG, A predictor-corrector
method for the P, (k) matrix LC'P from infeasible starting points. Optim.
Methods softw.. 6 (1995), pp. 109-126.

|Kojima, Mizuno y Yoshise] M. KOJIMA, S. MIZUNO AND A. YOSHISE, An
O(y/nL) iteration potential reduction algorithm for linear complementarity
problems. Math. Programming. 50 (1991), pp. 331-342.

[Ye y Anstreicher| Y. YE AND K. ANSTREICHER, On quadratic and O(y/nL)
convergence of a predictor-corrector algorithm for LC'P. Math. Program-
ming, 62 (1993), pp 537-552

48



JEFERSON TORREALBA 49

[Anton] H. ANTON. Introduccién al algebra lineal, tercera edicién. Limusa Wiley.
1998.

[Kolman,Hill] B. KOLMAN. D. HILL. Algebra lineal Octava edicién. Pearson -
Prentice Hall. 2000.



	Agradecimientos
	Resumen
	Preliminares.
	Algoritmo afín
	Algoritmo afín-escala primal


	La partición óptima y los dos números de condición.
	Partición Óptima.
	El primer número de condición para (LCP).
	El segundo número de condición para (LCP).
	Encontrar la partición óptima.

	Identificación de partición óptima de centros aproximados.
	Encontrar la partición óptima de los centros aproximados.
	Complejidad de encontar la partición óptima.

	Redondeo para una solución complemetaria estricta.
	Procedimiento de redondeo.
	Complejidad de encontrar una solución exacta

	Referencias bibliográficas.

