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“ARITMETICA DIFUSA: FUNDAMENTOS Y EJEMPLOS DE
APLICACIONES”

RESUMEN

Dentro de los diversos tipos de conjuntos difusos, los ntimeros difusos tienen una
significacion especial cuantitativa. Ellos pueden representar nuestra concepciéon intu-
itiva de nimeros o intervalos aproximados, y son importantes al caracterizar variables
difusas. Las propiedades de los nimeros difusos permiten definir operaciones que con-
figuren una aritmética difusa. La aritmética difusa puede jugar un papel importante
en muchas aplicaciones en areas tales como el control automatico, tomas de decision,
optimizacién y estadistica. A través de este trabajo se presentarin los fundamentos
sobre aritmética difusa, entre ellos como aplicar las operaciones elementales sobre
los nimeros difusos, tomando en cuenta los diversos tipos de nimeros difusos tales
como Triangular, Trapezoidal y Gaussiano. Asi mismo, se mostrara la utilidad del
desarrollo tedrico a través su aplicacion en problemas practicos.

Palabras clave: conjuntos difusos, aritmética difusa, logica difusa.
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Capitulo

Introduccion.

El concepto de conjuntos difusos fue publicado por Lotfi Zadeh en 1965 [1|. A

partir de este concepto se han generado importantes investigaciones y desarrollos
en diferentes areas del saber tales como matematicas, ingenierfa, ciencias sociales y
econdmicas, entre otras.
El propésito inicial de Zadeh en introducir los conjuntos difusos era proveer una
herramienta para ayudar al modelado de sistemas complejos, especialmente, pero
no restringido a aquellos que involucraban agentes humanos. Un tipo particular de
conjunto difuso, es el denominado ntimero difuso, cuya definicién ha sido planteada
por diversos autores, entre ellos Klir y Yuan [3].

Los conjuntos difusos, propuestos por Lotfi Zadeh en 1965 [1], son una clase de
objetos con un continuo de grados de pertenencia. Entre los distintos tipos de con-
juntos difusos, los que se definen en el conjunto universal R de los niimeros reales
son de particular importancia. Ellos pueden, bajo ciertas condiciones, ser vistos co-
mo nimeros difusos, que reflejan la percepcion humana de cuantificacién numeérica
incierta. La teoria de conjuntos difusos ha provisto un conjunto de conceptos y op-
eraciones que han permitido desarrollar la aritmética difusa.

A nivel mundial, varios investigadores se han dedicado ha construir los fundamentos
para la aritmética difusa y plantear formas en que puede ser aplicada. La aritmética
difusa se perfila como una herramienta matematica poderosa para ayudar a resolver
diversos problemas cientificos y tecnologicos. Sin embargo, existe escasa literatura,
especialmente en castellano, que presente el tema de la aritmética difusa en forma

didactica. Con el presente trabajo se pretende alcanzar los objetivos siguientes:
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1. Revisar aspectos fundamentales sobre conjuntos difusos y niimeros difusos.

2. Analizar las operaciones aritméticas con ntumeros difusos.

3. Estudiar la aplicacién de la aritmética difusa en problemas précticos.

4. Redactar la monografia en la que se explique aspectos relevantes sobre los funda-
mentos de la aritmética difusa y

se describan ejemplos de aplicacion.



Capitulo

Preliminares

En este capitulo introduciremos algunos conceptos bésicos que se usaran en el

desarrollo de el trabajo.

§2.1. Conceptos Basicos

DEFINICION 2.1. Conjunto Difuso

Sea X el conjunto de elemento genérico x, el universo a considerar. Un conjunto
difuso A de X es formado por el par (A, ua(x)), donde x es una variable de A y
pa es una funcion cuya imagen pertenece al intervalo cerrado [0,1]. La funcion pa
recibe el nombre de funcion intensidad de pertenencia y el valor pa(x) representa el
grado de pertenencia de x al subconjunto A.

Cuando pa(z) toma el valor de 1 se tiene una pertenencia absoluta de x en A,
mientras que si pa(x) toma el valor de 0 se tiene la no pertenencia absoluta de z en
A. Un wvalor de pa(x) cercano a 1 significa que el grado de pertenencia de x en A
es alto, y si pa(x) es cercano a 0 significa que el grado de pertenencia de z en A es

bajo.

DEFINICION 2.2. a-cortadura

Dado « en [0,1]. Una a-cortadura de un conjunto difuso A es un conjunto nitido A*
constituido por todos los puntos del conjunto de discurso X, que tienen un grado de
pertenencia mayor o igual a o.

Hay dos clases importantes de a-cortadura:
A% = {z € X/pa(@) > a}

3
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A7 ={x € X/ua(z) > a}

La primera es llamada a-cortadura fuerte y la sequnda simplemente a-cortadura.

DEFINICION 2.3. Soporte de un Conjunto Difuso
El soporte de un conjunto difuso A en el universo de discurso X es el conjunto que
contiene todos los elementos de X que tienen un valor de pertenencia distinto de

cero en A, esto es,

sop(x) = {x € X/ua(z) > a} (2.1)
DEFINICION 2.4. El nicleo de un conjunto difuso A se define como sigue

Nicleo de A = {x € X/ua(z) =1}

#.ﬂ(x)s
1 """""""""""""""""""""""""" ]
&,
M e e p(x)=1
et ———— ——i e
0 a i i «Nicleo— ;| | L b X

F‘—Aal -!

é.—Aaa

Soporte

FIGURA 2.1: SOPORTE, NUCLEO Y ALTURA DE UN CONJUNTO DIFUSO.

DEFINICION 2.5. Un Conjunto Difuso es Normal,si existe algin elemento x € X,
tal que pertenece al conjunto difuso totalmente, es decir, con grado 1. O también,
que:

Altura(A) = 1.
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Cuando el nicleo de un conjunto difuso A es no wvacio, entonces el conjunto es

normal.

DEFINICION 2.6. Puntos de cruce,son los puntos del conjunto difuso para los cuales
pa(z) =0,5. Esto es,
Cruce(A) = {ua(x) = 0,5}

DEFINICION 2.7. Conjunto difuso simple, es el conjunto difuso para el cual el

soporte es solamente un punto,en el cual el valor de la funcion de pertenencia es 1.

DEFINICION 2.8. Dado un subconjunto A en R™, A es un conjunto convexo si y
solo si para todo par (r,s) de A yVa en [0,1],t = a.r + (1 — alpha).s pertenece a A.
También se dice que un conjunto A en R™ es convexo si para cada par de puntos r
y s en A, todo punto localizado en el segmentas de rectas cuyos extremos son r y s

estdan también en A.

DEFINICION 2.9. Un conjunto difuso A de R se dice convezo si y solo si cada una

de las a-cortaduras es también un conjunto difuso convezxo.
TEOREMA 2.1. Un conjunto difuso A de R es convezo si y solo si se cumple que
Vr,s en R Yo en [0, 1] se tiene

paloer + (1 —a).s] = min[ua(r), pa(s)] (2.2)

Demostracion.= Supongamos que A satisface (2.2)es convero y B = pa(r) <
11a(s) Ahora bien, para vy s en A%, se tiene [a.r + (1 — a).s] pertenece a AP con

a en [0,1], por definicion de convezidad en A, Por lo tanto

paloer + (1= a)s] = minfua(r), pa(s)]

<= Asuma ahora que A satisface (7?). Necesitamos probar que V3 en (0,1], la a-
cortadura A*P es convexa.

Para cualquier ry s en AZP (donde  pa(r) = B, pa(s) = B) y para un o en [0,1]
por (4) se cumple que:

paloer + (1= a).s| = minfua(r), pa(s)] = min(s, 8) = 6

Luego, [a.r + (1 —a).s] € AZp.
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Por lo anterior, A es un conjunto difuso convexo por definicion.
Es bueno resaltar que la nocion de convexidad de un conjunto difuso A no significa

que su funcion de pertemencia pa sea una funcion convexa, es decir, no se cumple

que, pa(a.r + (1 —a).s) = apa(r) + (1 — a)ua(s) ]

Convexo No Convexo

FIGURA 2.2: GRAFICAS DE UN CONJUNTO DIFUSO CONVEXO Y UNO NO CONVEXO.

§2.1.1. Numeros Difusos

Los nimeros difusos son conjuntos difusos usados en relacion con aplicaciones
donde una representacion explicita de la ambigiedad o incertidumbre encontradas en
datos numéricos es deseable. En un sentido intuitivo,ellos son conjuntos difusos que
representan el significado de declaraciones tales, como proximo a 3 o cercano a b y
medio. En otras palabras,los nimeros difusos toman en cuenta el aproximado,casi y
no cast, cualidades de etiquetas numéricas.

Las operaciones con conjuntos difusos tales como la union y la interseccion, asi co-
mo también las nociones de las a-cortaduras resolucion y el principio de extension
son todas aplicables a los niumeros difusos. Ademds, un conjunto de operaciones muy
similar a la familia de operaciones aritméticas adicion,sustraccion, multiplicacion vy
division también pueden ser definida para los nimeros difusos.

Los nimeros difusos han sido exitosamente aplicados en sistemas expertos,regresion
difusa y metodologia de andlisis de datos difusos. Han sido también usados en relacion
con ecuaciones difusa y operaciones alternativas de aritmética difusa las cuales han

sido introducidas con el propdsito de reducir la difusidad en los cdlculos sucesivos.

DEFINICION 2.10. Un nidmero difuso es un conjunto difuso convero y mormal,
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definido sobre la recta real.

Los niumeros difusos también pueden ser definidos en un universo de discurso
multidimensional, es decir, un producto cartesiano. Tales numeros difusos son usa-
dos por ejemplo, en relacion con andlisis de escenas y robotica para definir el sentido
de una region en el espacio o un dominio en el plano x-y, y también sumar ,restar y

multiplicar regiones.

Los numeros difusos pueden tener diferentes formas, tales como: triangular, trape-

zoidal, gaussiana, campana generalizada, entre otras; las cuales se visualizan en la
(Fig. 2.3)

Triangular Trapezoidal Campana generalizada

FIGURA 2.3: EJEMPLOS DE NUMEROS DIFUSOS TRIANGULAR, TRAPEZOIDAL Y
CAMPANA GENERALIZADA.

§2.1.2. Numeros Difusos Triangular y su Representacion

Un nimero difuso triangular puede definirse por la terna (a;b;c) con
a < b < c Otra forma de definir un nimero difuso triangular es mediante un inter-
valo de confianza de mivel, entendiendo por intervalo de confianza como el intervalo
limitado entre los dos valores de X asociados al valor de la funcion de pertenencia.
Este intervalo de confianza va a depender de su amplitud; cuanto menor sea la am-
plitud de intervalo mayor serd la confianza de los datos; de manera andloga, cuanto

mayor sea la amplitud del intervalo menor serd la confianza de los datos.
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DEFINICION 2.11. Un niumero difuso en R, se llama triangular si su funcion de

pertenencia estd especificada por tres pardmetros a, b y ¢ como sigue:

0 para x < a
(z—a)
ara a <x <b
A(z;a;b;c) = < Eb:‘;; P
(:;I) para b < x < ¢
0 para ¢ < T

\

Otra manera de definir un conjunto difuso triangular es usando min y max:
A(z;a;b;¢) = méax(min((x —a)/(b—a); (c — x)/(c — b);0))

con a < b < c ; estos pardmetros determinan las coordenadas de las tres esquinas de
la funcion de pertenencia descrita. Una representacion grdfica de un nimero difuso

triangular se puede ver en la (Fig. 2.4)

B T bevcvisinnampnio mbia omminies v mivmilp mns e _:_ _:--_,

U}!D A A R N T gl N N e e TR, 0 oI A e

FIGURA 2.4: REPRESENTACION DE UN NUMERO DIFUSO TRIANGULAR.

§2.1.3. Numeros Difusos Trapezoidal y su Representacion

Un nimero difuso es Trapezoidal cuando su funcion de pertenencia estd especifi-

cada por cuatro parametros a, b, ¢ y d como sigue:



MIiGDALIA J. GIMENEZ C . 9

0 para r < a
(éf:Z)) para a < x < b
I(z;a;b;¢;d) = 1 parab<z<c
((Z:i)) para ¢ < x < d

0 para d < x

También puede definirse usando mazx y min de la siguiente manera:
[(z; a;b; ¢;d) = méx(min((z — a)/(b — a); 1; (d — z)/(d = ¢)); 0)

con a < b < ¢ < d; estos parametros determinan las cuatro esquinas de la funcion
de pertenencia descrita. Una representacion grifica de un numero difuso trapezoidal

se puede ver en la (Fig. 2.5)

0.25

FIGURA 2.5: REPRESENTACION DE UN NUMERO DIFUSO TRAPEZOIDAL.

62.1.4. El Principio de Extension y la Aritmética Difusa

Sea una aplicacion [ definida de un universo de discurso X en otro universo
Y . Dado un subconjunto borroso B en Y con funcion de pertenencia pp(y). La
imagen reciproca f~' induce un conjunto difuso A(f~1(B) = A) en X cuya funcidn

de pertenencia estd definida por:

pa(x) =pp(y),y €Y
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para todos los x de X tales que f(x) =vy. El grado de pertenencia de los x f'(y) # 0;
es constante e igual al de y en B. Ahora se considerard el problema inverso. Dado
un conjunto difuso A de X, la aplicacion f induce un conjunto difuso B(f(A) =
B) en Y . Nos planteamos la pregunta: ;Cudl es la funcion de pertenencia para el
subconjunto difuso B inducido por la aplicacion f? Si f es una aplicacion biyectiva,

basta considerar
ps(y) = pa(z),z € X, f(z) =y

El problema aparece cuando f no es biyectiva. Suponiendo que existen dos puntos
1 Yy To distintos en X, con grados de pertenencia diferentes en A y con imdgenes
directas iguales a y. Nos prequntamos: ;Qué grado de pertenencia debemos asignar
a y? Se considerard el valor mayor entre esos dos valores. En general la funcion de

pertenencia de B se define por:
pp(y) =sup € f=1(y)pa(z),y €Y

donde f_1(y) es el conjunto de puntos x de X que tienen por imagen directa a y para
f-1(y) #0, y en caso de ser f~1(y) = 0 se define ug(y) = 0 De esta manera se ha
inducido una aplicacion f definida de P(X) en P(Y') tal que para todo subconjunto
borroso A = (A; pa) se le asocia el subconjunto difuso f(A) = (f(A);us(A)) , cuya

funcion de pertenencia, para todo y en'Y es:

o [ swnAG) s ) £
fr(A) { 0 s fy) = 0



Capitulo

Operaciones Aritméticas de Nimeros

Difusos

Entre los diversos tipos de conjuntos difusos, son de significancia especial los
conjuntos difusos que son definidos sobre el campo R de los numeros reales. Las

funciones de membresia de estos conjuntos,tienen la forma,
A:R—10,1]

Claramente tiene un significado cuantitativo y pueden, bajos ciertas condiciones,
ser wvistas como numeros difusos o intervalos difusos. En vista de que estos son fd-
ciles, deberiamos capturar los conceptos intuitivos de aproximaciones de numeros
o intervalos, tales son "Niumeros que son cerrados para un numero real dado” o
"nimeros que estan alrededor de un intervalo de un nimero real dado de nimeros

reales”.

Tales conceptos son esenciales para caracterizar estados de variables difusas y
consecuentemente juegan un rol muy importante en muchas aplicaciones incluyen-
do, control difuso, toma de decisiones, razonamiento aproximado, optimizacion y
probabilidades imprecisas con estadisticas. Para caracterizar a un niumero difuso, un

conjunto difuso A sobre R es necesario por lo menos las siguientes propiedades:

1. A debe ser un conjunto normal;

11
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2. *A debe ser un intervalo cerrado para cada v € (0, 1];

3. Sop(A), A°"; debe ser acotado.

Los conjuntos difusos deben ser normales ya que nuestra concepcion de un con-
junto D "nimeros reales convergentes en R” es completamente satisfecha, por lo
tanto el grado de membresia de v en cada conjunto difuso que intentan capturar esta
concepcion (es decir, un nimero difuso) debe ser 1.

El soporte acotado de un nimero difuso y todas sus o — cortaduras para o # 0 deben
ser intervalos cerrados para permitir definir el significado de las operaciones aritméti-
cas sobre los numeros difusos en términos de las operaciones aritméticas estdndar
sobre intervalos cerrados, bien establecidas en el andlisis de intervalos cldsicos; Ya
que las o — cortaduras de cada nimero difuso se requiere que sean intervalos cer-
rados para cada o € (0,1], cada nimeros difuso es un conjunto difuso convezo, lo
contrario sin embargo no es necesariamente verdadero ya que las o — cortaduras de
algunos conjuntos difusos convexos pueden ser abiertos o semi-abiertos.

Los casos especiales de numeros difusos que incluyen nimeros reales ordinarios y

intervalos de nimeros reales se ilustran en la (figura 3.1)

, @ ®)

g g
& -
(-9 U
(=9
1.2 1.2
0 1.3 0 & £
€ i
i ) (<) i ) ) @
z g
2 2
7 3
=% =S}
/ S .
(1] 1.2 13 1.4 0 1.2 128 13 132 1.4

FIGURA 3.1: TIPOS BASICOS DE NUMEROS DIFUSOS.



MIiGDALIA J. GIMENEZ C . 13

(@) (b)

Alx) / \ B) /’1 \

Cx) D (x) AN

FIGURA 3.2: TIPOS BASICOS DE NUMEROS DIFUSOS.

1. un nuimero real ordinario;

2. un intervalo cerrado (Crisp) [1,25,1,35];

3. un numero difuso expresando la proposicion ¢errado para 1.3";
4. un nimero difuso con una region plana (un intervalo difuso).

Aunque las formas triangulares y trapezoidales de las funciones de pertenencia mostradas
en la (fig 3.1)son muy utilizadas para representar nimeros difusos, otras formas
pueden ser preferibles en algunas aplicaciones. Mas atin, las funciones de pertenen-
cia de numeros difusos no son necesariamente simétricas como son las dadas en la
(fig 3.3). Bastante tipicas son las llamadas "forma de campana'de las funciones de
pertenencia, ejemplificadas por las funciones dadas en la (fig 3.3a) (simétrica) y en la
(fig 3.3b)(antisimétrica). Observe que las funciones que unicamente crecen (fig 3.3c)
o unicamente decrecen (fig 3.3d) ademds son calificadas como nimeros difusos. Ellas
capturan nuestra concepcion de un numero difuso grande o de un nimero difuso pe-
queno en el contexto de cada aplicacion particular. El siguiente teorema muestra que
las funciones de pertenencia de niumeros difusos pueden ser en general, funciones

definidas a trozos.

TEOREMA 3.1. Sea A € F(R). Entonces A es un nimero difuso si y sdlo si existe
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un intervalo cerrado [a,b] # @ tal que:

1 parax<1yx>5H
A(z) =4 Il(z) parax € (—o0,a) (3.1)
r(z)  para x € (b,00)

donde [ es una funcion definida en el intervalo (—oo,a) al intervalo [0, 1] la cual es
mondtona creciente, continua a la derecha, y tal que l(z) = 0 para © € (—oo,w1); T
es una funcion definida en el intervalo (b, 00) al intervalo [0, 1] la cual es mondtona

decreciente, continua a la izquierda y tal que r(x) = 0 para x € (ws, 00).

Prueba: Necesidad. Ya que A es un numero difuso *A es un intervalo cerrado
para cada ag(0,1]. Para o = 1,'A es un intervalo cerrado no vacio ya que A es
normal. Por lo tanto existe un par a,beR tales que 'A = [a,b], donde a < b. Esto es
A(x) =1 para xzefa,b] y A(x) < 1 para x > [a,b]. Ahora sea l(z) = A(x) para algin
xr € (—o0,a). Entonces 0 < l(z) <1 ya que 0 < A(z) < 1 para cada © € (—0),a.

Sea v < y < a, entonces
Aly) = min[A(z), A(a)] = A(z)

por teorema 2.1 ya que A es convera y A(a) = 1. Desde l(y) > l(x); esto es, | es
mondtona creciente. Supongamos ahora que l(x) no es continua a la derecha. Esto
significa que para cualquier xy € (—00,a) eziste una sucesion de nimeros x, tal que
T, = Xo para cualquier n y

lim x,, = x¢
n—0

pero
lim (x,) = lim A(z) = a > [(x¢) = A(x).

n—0

Ahora, x,, €* A para cualquier n como “A es un intervalo cerrado y ademds xq €“ A.
De esta manera l(xg) = A(zg) = «, lo cual es una contradiccion. Esto es l(x) es
continia a la derecha. Para probar que la funcion r en (3.1) es mondtona decreciente
y continua a la izquierda se procede de manera similar. A partir que A es un nimero
difuso, 0+4 es acotado. Desde, alli un par wy,ws € R de nimeros finitos tales
que A(x) = 0 para (z € oo,wy) | J(we,00). Suficiencia: Cada conjunto difuso A

definido por (3.1) es claramente normal, y su soporte, ° + A, es acotado, ya que
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O+ A C [wy,ws]. Por dltimo probemos que “A es un intervalo cerrado para cada
€ (0,1]. Sea
zo = {infz/l(z) > o, x < a},

Yo = {supz/r(z) > a,z > b}

para cada o € (0, 1]. Necesitamos probar que A = [z, ya| para todo o € (0,1] Para
cada g €* A, si xy < a, entonces l(xg) = A(xg) = «. Esto es, xy € {z | l(x) >
a,x < a} y consecuentemente,xy > {infx/l(x) > o,z < a} = x,. Si kg > b, en-
tonces r(xg) = A(xg) = «; esto es,xg < {supx/r(z) > a,z > b} = y,. Obviamente,
To < a Y Yo = biesto es, [a,b] C [xa,Ya]. En consecuencia, xog € [T, Yo y por lo
tanto, “A C [T, Ya|. Resta probar que z,,yo €* A. Por la definicion de x,, debe
existir una sucesion {x,} en {z/l(z) > o,z < a} tal que lim, , , = x,, donde
Tp = T para cualquier n. Ya que | es continia por la derecha, tenemos

l(zy) =1(lim z,) = lim [(z,).

n—oo n—oo
En consecuencia,x, €* A y se prueba que y, €* A de una forma similar. [ |

La implicacion del teorema (3.1) es que cada nimero difuso puede ser representa-
do en la forma de (3.1). En general, esta forma nos permite definir nimeros difusos

en una forma por piezas o a trazos, como se ilustra en la figura (5.3).

1
A(x) | \

r(x|
\ \‘

I(x) e
\\

w1 0 i b W2 X

FIGURA 3.3: FORMA GENERAL DE UN NUMERO DIFUSO EXPRESADO A TROZOS.

EJEMPLO 3.1. Con un ejemplo, definimos los cuatro nimeros difusos dados en la

figura (3.1) en términos de (3.1):
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(a) wy =a=b=wy = 13,l(x) =0 para todo x € (—o0,1,3),r(x) = 0 para todo
z € (1,3, 00).

(b) wy =a=125"b=wy = 1,35,1(x) = 0 para todo z € (—00,1,25),r(x) = Opara
todo x € (1,35,00).

(c)a=b=13w =12 wy =14,

() { 0 para x € (—00,1,2) }

10(1-1.3)+1  w€[1,2,13)
10(1.8-z)+1 x € (1,3,1,4]
r(z) = 0 para x € (—00,1,2)
10(z-1.3)+1 z € (1,4,00)

(d) a = 1.28, b = 1.32, w; = 1,2, ws = 1,4,

() 0 para x € (—00,1,2)
xr) =
12.5(1-1.28)+1 1z €[1,2,1,28)

) 12.5(1.82-x) 41 w € (1,32,1,4]
)= { 0 1€ (14,00) }
Observe que (3.1) es ademds capaz de expresar nimeros de los tipos mostrados
en la figura (3.2¢) y (3.2d). Por ejemplo, el nimero difuso por el cual expresamos
el concepto lingiiistico muy largo como se defino en la figura (3.4), esto es expresado

en términos de (3.1) como sigue:

a =90, b =100, wy = 77,5, ws = 100,

I(2) = 0 para x € (—00,77,5)
0.08(-90)+1 = € [77,5,90)

r(z) = 0 para x € (100, c0)

Usando niumeros difusos, podemos definir el concepto de una cardinalidad para
conjuntos difusos que son definidos sobre conjuntos universales finitos. Dado un con-
gunto difuso A sobre definido en un conjunto universal finito X, su cardinalidad di-

fusa, ]E|7 el cual es nimero difuso definido sobre N por la formula
[A[(["A]) = o

para todo o € \(A).
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§3.1. Variables Lingiiisticas

El concepto de numeros difuso juega un rol fundamental en la formulacion de
dos variables difusas cuantitativas. Estas son variables de naturaleza difusa. Adi-
cionalmente los numeros difusos representan conceptos lingiiisticos, tales como muy
pequeno, pequeno, mediano y asi son interpretados en un contexto particular,la re-
sultante construccion es llamada variable lingiiistica. Las variables lingiitsticas de
esta naturaleza son expresadas en términos lingiiisticos interpretados como niumeros
difusos especificos los cuales son definidos en términos de una variable de base, los
valores de estos niumeros reales con un rango especifico. Una variable base es una
variable en sentido cldsico, ejemplificada por las variables fisicas (edad, rendimien-
to, salario, probabilidad, rentabilidad, entre otros). En una variable lingiistica, los
términos lingiiisticos representan valores aprorimados.

Cada variable lingiiistica es totalmente caracterizada por una quintuple (v, T, X, g,
m) en la cual v es el nombre de la variable, T es el conjunto de los términos lingtisti-
cos de v que se refiere a una variable base con valores rango en un conjunto universal
X, g es una regla sintactica (o gramdtica) para generar los términos lingiisticos, y
m es una regla semdntica que asigna a cada termino lingiiistico t € T su significado

m(t) el cual es un conjunto difuso sobre X (es decirm =T — f(x)).

EJEMPLO 3.2. Supdngase que se tiene una variable lingiistica, cuyo mombre es
rendimiento. Esta variable expresa el rendimiento (La cual es la variable base en
este ejemplo) de una area orientada (una persona, maquina,organizacion, método,
entre otros)en un contexto dado por cinco términos lingiisticos bdsicos muy pequeno,
pequeno, medio, grande, muy grande, como otros términos lingiiisticos generados por
una regla sintdctica (no especificamente mostrada en la (fig 3.4) tal como no muy
pequeno,largo o muy largo, muy muy pequeno y asi en adelante. A cada una de las
variables lingtiisticas basicas se le asigna uno de los cinco términos de los nimeros
difusos por una regla semdntica, como se muestra en la figura. Los nimeros difusos,
donde las funciones de pertenencia tienen una usual forma trapezoidal, son definidos
en el intervalo [0,100], el rango de la variable base. Cada uno de estos expresados

como restriccion difusa de su rango.
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Rendimiento (Variable Lingiiistica)

Wabares Limplistices Nijpdos
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FIGURA 3.4: VARIABLES LINGUISTICAS.

§3.2. Operaciones aritméticas sobre intervalos

La aritmética difusa estd basada en dos propiedades de nimeros difusos:

1. Cada conjunto y por lo tanto cada nimero difuso, puede completamente y tini-

camente ser representados por su o — cortaduras ;

2. Las a — cortaduras de cada nimero difuso son intervalos cerrados de nimeros

reales para todo o € (0, 1].

Estas propiedades nos permiten definir operaciones aritméticas sobre numeros di-
fusos en términos de operaciones aritméticas sobre sus a — cortaduras (es decir,
operaciones aritméticas sobre intervalos cerrados).Las iltimas operaciones estin su-
jetas al andlisis de intervalos, una drea bien establecida de las matemdticas cldsicas:
nuestra vision general en esta seccion facilita nuestra presentacion de aritmética en
la siguiente seccion.

Sea x denota cualquiera de las cuatro operaciones aritméticas sobre intervalos cerra-

dos: adicion +, sustraccion —, multiplicacion -, y division <. Entonces,
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[a,b] < [d, e] = {f g\ < f < bd<g<e}. (3.2)

Es una propiedad general de todas las operaciones aritmética dentro de los interva-
los cerrados, excepto que |a,bl/[d,e] no es definido cuando 0 € [d, €] esto es, lo que
resulta de una operacion aritmética dentro de los intervalos cerrados es otra vez un

tervalo cerrado.

Las cuatro operaciones aritméticas en intervalos cerrados son definidas como

Sique:
[a,b] + [d,e] = [a+d,b+ €], (3.3)
[a,b] — [d,e] =[a—e,b—d], (3.4)
la,b] - [d, e] = [min(ad, ae, bd, be), max(ad, ae, bd, be)], (3.5)
y, probando que el 0B[d, €]
[a,01/[d, e] = a,0] - [1/e,1/d]

= [min(a/d,a/e,b/d,b/e), méx(a/d,a/e,b/d, b/e) (3.6)

Note que un nimero real r también puede ser considerado como un intervalo especial(degenerado)[r,r].
Cuando uno de los intervalos en (3.3)-(3.6) es degenerado nosotros obtenemos

una operacion especial; cuando ambos de ellos son degenerados, nosotros obtenemos

el estandar de aritmética en los numeros reales. Las operaciones aritméticas den-

tro de los intervalos cerrados satisfacen algunas propiedades titiles. Generarlas dejan

A = a1, as), B = [b1,bs],C = [c1,¢2],0 = [0,0],1 = [1,1]. Usando estos simbolos las

propiedades son formuladas como sigue:

1. A+ B=B+A,
A-B = B-A (Conmutativa).

2. (A+B)+C=A+(B+C)
(A-B)-C=A-(B-C) (Asociativa).
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3. A=0+A=A+0,
A=1-A=A-1 (Identidad).
4. A-(B+C)CA-B+ A (Subdistributiva).

5 Sib-c > 0Vb € B Y c € CyentoncesA-(B+C) =A-B+A-C
(Distributiva).
De tal manera, si A = |a,al,entoncesa- (B+C)=a-B+a-C.

6. 0 A— Ayl € A/A.
7. 51 ACE Y B C F,entonces :
A+BCFE+F,

A-BCE-F,
A-BCE-F,

A/B C E/F(Inclusin M onotonocidad).

La mayoria de estas propiedades se deducen directamente de (3.3) a (3.6). Como
un ejemplo, probemos solo las propiedades menos obvias de subdistributividad y dis-

tributividad. Primero, tenemos

A(B+C) = {a(b+c)lac Abe B,ce (C}
= {ab+aclac Abe B,ceC}
C {ab+aclae Ajbe B,ce C}
= AB+AC

De acd,

A(B+C)C AB+AC

Asumamos ahora, sin perdida de generalidad, que by = 0 y . Entonces, tenemos que

considerar los siguientes tres casos:
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1. Sia; =0, entonces

A(B+C) = [al.(bl —1—01),@2.(62—1—02)]
= [al.bl, ag.bg] —+ [a1.61 -+ CLQ.CQ]
= AB+AC
2. Sia; <0 yay <0, entonces —ag = 0, (—A) = [—az, —a1], ¥

(—A).(B+C)=(-A).B+ (-A).C
De acd, A.(B+C) = A.B + A.C.

3. Sia; <0 yag >0, entonces

A(B + O) = [al.(bg + Cg), ag.(bg + Cg)]
= [al.bg, ag.bg] -+ [Cll.CQ -+ ag.CQ]

= AB+AC

Para mostrar que la distributividad no se cumple en general,
Sea A=10,1],B=[1,2],C =[-2,—1].
Entonces, A.B =10,2],A.C =[-2,0,B+C=[-1,1], y

A(B+C)=[-1,1]C [-2,2] = AB+ AC

§3.3. Operaciones Aritméticas de Nuameros Difusos

En esta seccion, se presentan 2 métodos para desarrollar la aritmética difusa.
Un método es basado en los intervalos aritméticos lo cual es explicado en la seccion
3.2. El otro método emplea el principio de extension, por lo cual las operaciones en
los numeros reales son operaciones extendidas a los numeros difusos. Se asume en
esta seccion que los numeros difusos son representados por funciones continuas de
numeros asociados. Sean A y B nimeros difusos y sea x alguna de las 4 operaciones
aritméticas basicas. Entonces se definen un conjunto difuso en R, Ax B para definir

su a — cortadura, *(A* B) como

“(A) =* A" B (3.7)
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para algin « € (0,1].( Cuando x = /, claramente, nosotros tenemos que requerir que

0 3% B para todo o € (0,1]) Del teorema 2.5 A% B puede ser expresado como

AxB= |J (AxB)

a€l0,1]

Desde *(A = B) es un intervalo cerrado para cada o € (0,1] y A,B son nimeros

difusos, A* B es también un niumero difuso.

EJEMPLO 3.3. Un ejemplo empleando (3.7 y 3.8) considera 2 formas triangulares

en los numeros difusos A y B definidas en lo siguiente:

0 parax <1 yx>H
B(z) = (z-1)/2 para 1 < x <3
(5—x)/2 para3 <x<5H

0 parax < —1yx >3
Alx) =4 (z+1)/2  para-1<z<1
(3—1x)/2 paral <x <3

Sus a-cortadura son:

“A=[20—1,3—2q]

“B=[2a+ 1,5 — 2]

Usando (3.3) a (3.7) se obtiene:
*(A+ B) = [4a,8 — 4a] para a € (0, 1]
“(A - B) = [4a — 6,2 — 4a] para « € (0, 1]

°(A.B) = [—4a? + 12a — 5,40 — 16a + 15] para « € (0, ,5]
T [40? — 1,40? — 16a + 15]parac € (,5,1]
“(A/B) = { [(2a—1)/(2a+1),/(3 —2a)/(2ac + 1)] para a € (0, ,5] )
(2= 1)/(5 = 2a), (3 — 20) /(2 + 1)] para o € (,5,1]
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Los numeros difusos resultantes son entonces:

(A+ B)(x) =

(A= B)(x)

(A.B)(x) =

(A/B)(x) =

0 para x <0 yx >8
(z)/4 para 0 <z < 4
(8—x)/4  parad <z <8,

0 para x < —6 yx > 2

=9 (z+6)/4 para —6 <z < —2
(2—2)/4  para =2 <z <2,

\
0 parax < =5 yx =15

3—(4—2)"2)/2
(14 z)1/2/2

| (4 (14222

0
(z+1)/(2-2x)
(5 +1)/(2x +2)
(3—x)/(2x+2)

para —5 < x <0
para 0 < x < 3
para 3 < x < 15,

para x < —1yx =3
para —1 < x <0
para 0 < x < 1/3

para 1/3 < x < 3.



MIiGDALIA J. GIMENEZ C . 24

Las 4 operaciones aritméticas interpretadas en este ejemplo son ilustradas en la

figura (3.5)

B

' .r/ f/ /

[T

A B

o =12

bt ————

e

=12

“(AxB)
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w TR /

FIGURA 3.5:ILUSTRACION DE OPERACIONES ARITMETICAS DE
NUMEROS DIFUSOS.

Ahora se procederd con el seqgundo método para desarrollar la aritmética difusa,
el cual estd es basado en el principio de extension. Empleando estos principios, op-
eraciones aritmética estindar en niumeros reales son extendidas para niumeros difu-
sos. Sea x denota alguna de las 4 operaciones aritméticas bdsicas y sea A,B denota

numeros difusos. Entonces definimos el conjunto difuso en R, Ax B, por la ecuacion

(Ax B)(z) = sup min[A(x), B(y)] (3.9)

Z=T*Y

para todo z € R. Mds especificamente, lo definimos para todo z € R:

(A+ B)(z) = Ziﬁy min[A(x), B(y)] (3.10)
(A= B)) = sup minfA(r), B(y) (3.11)
(AB)(2) = sup min[A(x), B() (3.12)
(4/B)(2) = sup milA(e), B(y) (3.13)

Aunque Ax B definida por (3.9) es un conjunto difuso en R, nosotros tenemos que
mostrar que este es un numero difuso para cada x € {+,—,.,/}. Esto es un subcon-

junto del teorema siguiente.

TEOREMA 3.2. Seax € {+,—,.,/} y sea A,B nimeros difusos continuos. Entonces

el conjunto difuso Ax B definido por (3.9) es un nimero difuso continio.
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Prueba: Primero probemos (3.7) para mostrar que *(AxB) es un intervalo cerrado
para todo a € (0,1]. Para algin z €* A** B,alli existe algin xo €* y yo €% tal que
z = xg*Yy. Esto es,

(Ax B)(z) = sup min[A(z), B(y)]

> min[A(xo), B(yo)]

> o
De acd, z €* (A B) y consecuentemente,
“Ax* B C* (AxB)

para algin z €* (Ax B) , nosotros tenemos

(A* B)(z) = sup min[A(z), B(y)] > a.

Z=T*Y
Ademds de algin n > [1/a] + 1 donde [1/a] denota el nimero mds grandes que es
menor o igual que 1/c,alli existen x,, y y, tales que z = T, x Y, Y

min[A(x,), B(y,)] > o — %

Esto es, x, €Y Ay, €*~/" B y nosotros quizds consideremos 2 sucesiones &, v

Yn. A partir de

tenemos

1 1 1 1
T A g@*; A’O‘_mB gaf;B )

De acd x,, y vy, caen dentro de algunos “~Y"A y =Y B respectivamente. Dado que
estos los ultimos son intervalos cerrados x,, y y, son sucesiones acotadas. Ademds
alli existe una subsucesion convergente x,, ; tal que x,; — xo. Para la correspondiente
subsucesion y,; también existe una subsucesion y,; tal que y,;; — yo. St tenemos
la siguiente subsucesion x,,; ;, desde x, ;, entonces x,;; — xo. Por lo tanto tenemos

2 subcesiones Tn ;i Y Yn,ij, tal que Tpn;j — 2o, Ynij — Yo Y Tnyij * Ynij = 2. Ahora
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,COmo * es continia,

2= M Ty % Ynij
— 00

J

= (Hm zp;;) * (Hm y,;;)
Jj—00 Jj—00

= Xp* Yo-

Ademds, como A(xy;;) > o — njj Y B(Yn,ij) > o — ml] ,

) , ) 1
A(zo) = A(jggo Tnij) = }gglo A2 5) 2 ]1520(04 - nm’) =a
Yy
) ) ) 1
B(yo) = A(lim yp; ;) = lim B(yn,y;) = lim (o — —) =«

No obstante, alli existe xq €* A,yg €* B tal que z = xg *x yg. Esto es z €% Ax* B.
Por lo tanto,

“(AxB) C* Ax* B

y consecuentemente,

“(AxB)="Ax"“B

Ahora probemos que Ax B es continia Por teorema 1, La funcion de membresia de
Ax B debe ser la forma general de la figura (3.3) Asumamos que AxB no es continia
en 2o, Esto es,

(A% B)(z) = sup min[A(x), B(y)

Z0=T*Y

Entonces alli existe xg y yo tal que 2o = o * Yo Y

lim (A B)(z) < min[A(zo), B(yo)]- (3.14)
Z‘)ZO_
Como la operacion = € {+,—,.,/} es mondtona con respecto a el primero y sequndo

argumento, respectivamente, tenemos podemos encontrar 2 sucesiones x,, Yy y, tal que
Tpn—> Lo Y Yn—> Yo COMO N—> OO Y Tp*Yn < 2o para algin n.Sea zn = x,xy,; entonces

Zn— 2o cuando n — 0o. Ademds

lim (A% B)(z) = lim (A% B)(2,) = lim sup min[A(z), B(yo)]

22— n—00 n—=00 » —ruy
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> lim min[A(x,), B(y,)] = min[A( lim x,, B(nll_{{.lo Yn)] = min[A(xg), B(yo)]

n—oo n—oo
Esto contradice (3.14) y, Por lo tanto A x B debe ser un nimero difuso continuo.

Esto completa la prueba. [ ]



Capitulo

Reticulado y Ecuaciones Difusas

§4.1. Reticulado de Nameros Difusos

También es conocido, como el conjunto R de los nimeros reales linealmente or-
denado. Para cada par de numeros reales, x y vy, cualesquiera x <y oy < x. El par

(R, <) es un reticulado, lo cual es también expresado en términos de 2 operaciones,

T para T <
min(z,y) = b =Y (4.1)
Yy paray < T
ara r <
max(z,y) = vor Y (4.2)
T paray LT

Para cada z,y € R. El orden lineal de nimeros reales no es extendido para nimeros
difusos, pero nos muestran en esta seccion que los numeros difusos pueden ser parcial-
mente ordenado en un natural y que estas particiones ordenada forman un reticulado
distributivo. Para presentar un orden coherente de niumeros difusos, primero exten-
demos las operaciones reticuladas min y max en niumeros reales, también definida

por (4.1) y (4.2) para las correspondientes operaciones de nimeros difusos, MIN y
MAX.

29
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Para cualquiera de los 2 nimeros difusos A y B, lo definimos

MIN(A, B)(z) = Z:Iig}()x )min[A(x), B(y)] (4.3)
MAX(A,B)(z) = sup min[A(z), B(y)] (4.4)

z=max(z,y)
para todo z € R. Observe que los simbolos MIN y MAX, la cual denota las opera-
ciones presentada en los niumeros difuso,de deben distinguir de los simbolos min y
max lo cual denota las operaciones usual de minimo y mdximo en nimero reales, re-
spectivamente. Como el min y méax son operaciones continias, esto implica de (4.3),
(4.4) y la prueba de el teorema 2.1 que MIN(A,B) y MAX(A,B) son nimeros difu-
sos. Esto es importante para realizar las operaciones MIN y MAX que son totalmente

diferente de la interseccion y union difusa estdndar.FEsta diferencia es ilustrada en
la (figura 4.1), donde

0 parax < =2 yx >3
Alx) =4 (2+2)/8  para —2<z<1
(4—1x)/3 para 1 < x <4

0 para x <1 yx >3
B(z)=< -1 paral<x<?2
3—x para 2 < x <3

0 para x < =2 yx >3
(z+2)/3  para —2 < x <1

MIN(A, B)(z) =
( /@) (4—2)/3 paral <x <25

\ 3—x para 2,5 < x <3
4 3\
0 parax <1 yx >4
rz—1 para 1 <o <2

MAX(A, B)(z) =
3—x para 2 < x < 2,5

(4—x)/3 para2b<z<4

Vs
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FIGURA 4.1:COMPARACION DE LAS OPERACIONES MIN,min, MAX,min.
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Sea R el conjunto de todos los nimeros difusos. Entonces, operaciones MIN
y MAX claramente son funciones de la forma R x R — R. El siguiente teore-
ma, establece operaciones bdsicas de estas operaciones, garantizando que la tripleta
(R.MIN, MAX) es un reticulado distributivo en la cual MIN y MAX representan

el encuentro y la union, respectivamente.

TEOREMA 4.1. Sea MIN y MAX operaciones binarias en R definidas por (4.3) y
(4.4), respectivamente. Entonces para cualquier A, B,C € R se tiene las siguientes

propiedades:

a) MIN(A,B) = MIN(B, A),
MAX(A,B) = MAX (B, A) (conmutativa)

b) MIN[MIN(A, B),C] = MIN|A, MIN(B,C),
MAX[MAX(A,B),Cl = MAX[A, MAX (B, C)] (asociativa)

c) MIN(AA) = A,
MAX(A, A) = A(idempotencia)

d) MIN[A, MAX(A,B) = A,
MAX[A, MIN(A, B)] = A (absorcion)

e) MIN[A, MAX(B,C)] = MAX[MIN(A, B), MIN(A,C)),
MAX[A,MIN(B,C)] = MIN[MAX (A, B), MAX(A,C)| (distributiva)
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Prueba: b)Para todo z € R,

MIN[A, MIN(B,C)|(z)

z=min(z,y)

z=min(s,v)

sup [A(z), MIN(B,C)(y)]

z=min(z,y)

sup  min[B(u),C(v))]]

y=min(u,v)

sup min[A(z),

sup sup min[A(z), B(u),C(v))]

z=min(z,y) y=min(u,v)

sup  min[A(x), B(u),C(v))]

z=min(z,u,v)

sup sup min[A(z), B(u),C(v))]

z=min(s,v) s=min(x,u)

sup min[A(z), B(u),C(v)]

s=min(z,u)

sup min|

sup  min[(A, B)(s),C(v))]

z=min(s,v)

= MIN[MIN(A, B),C](2)

La prueba de la asociatividad de MAX es andloga.

d)Para todo z € R,

MIN[A, MAX (A, B)|(z)

z=min(z,y)

sup  [A(x), MAX(A, B)(y)]

z=min(z,y)

sup  min[A(u), B(v))]]

y=méx(u,v)

sup min[A(x),

sup min[A(x), A(u), B(v))]

z=min(z,max(u,v)

Sea M el lado derecho de la ecuacion. Como B es un numero difuso, alli existe

vo € R tal que B(vg) = 1. Por z = min[z, max(z,vg)], tenemos

M > min[A(z), A(z), B(vy)] = A(z)

Por otra parte como z = min[z, max(u,v)], tenemos

min(z,u) < z < z < max(z, u).
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Por la convexidad de nimeros difusos,

Por tanto, M = A(z) vy, consecuentemente MIN[A, MAX(A,B)] = A
La prueba para la propiedad de absorcion es similar
Para cualquier z € R este fdacilmente es visto:

N[A, MAX(B,0)](z) = sup [A(z), (B(u), C(v)] (4.5)

z=min(z,max(u,v))

MAX[MIN(A,B), MIN(A,CO)](z) = sup min[A(m), B(n), C(t)] (4.6)

z=max[min(m,n),min(s,t)]

Para probar que (4.5) y (4.6) son iguales,primero mostremos que E C F, donde

E = {min[A(z), B(u),C(v)]| min[z, méx(u,v)] = z},
F = {min[A(m), B(n), A(s), C(t)]| max[min(m, n), min(s, t)] = z}.

Para todo a = min[A(x), B(u), C(v)] tal que min[z, max(u,v)] = z es decir, a €

E, alli existe m =s=x,n=u, yt =v tal que

max[min(m,n), min(s,t)] = max[min(z,u), min(x,v)]

= min[z, méx(u,v)] = z;

De acd, a = min[A(x), B(u), A(z),C(v)] = min[A(m), B(n), A(s), C(t)]. Esto es,
a € F y consecuentemente, E C F. Esto significa que (4.6) siendo mds grande
es igual a (4.5). Ahora mostremos que estas 2 funciones son iguales para cualquier

b e F, alli existe un a € F tal que b < a
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Para algin b € F, alli existe m,n,s y t tal que

max[min(m, n), min(s, t)] = z,

b= min[A(m), B(n), A(s), C(t)].

De acd, tenemos
z = min[méx(s, m), max(s,n), max(t, m), max(t, n)]

Sea © = min[méx(s, m), max(s,n), max(t,m)|, u=n y v=t. Entonces tenemos que

z = min[x, max(u, v)]. Por otra parte, esto es visto
min(s,m) < x < max(s,m).

Por la convexidad de A,

A(z) > min[A(min(s,m)), A(méx(s,m))]
= min[A(s), A(m)].

De acd, eziste a = min[A(z), B(u),C(v)] con z = min|x, méx(u, v)]

Es decir, a € E, y
a = min[A(x), B(u),C(v)] = min[A(s), A(m), B(n),C(t)] = b.
Esto es para algin b € F alli existe a € E tal que b < a. Esto implica que
sup F' < sup E.

Esta desigualdad, junto con el resultado previo, garantiza que (4.5) y (4.6) son
wguales. Esto concluye la prueba de la primera ley distributiva.

La prueba de la sequnda ley es andloga.

El reticulado (R, MIN, MAX) también puede ser expresado como el par (R <),

donde < es un orden parcial definido como:

A =X B sii MIN(A,B)=A o, alternativamente
A < B sii MAX(A,B)=B
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Para algun A, B € R.También podemos definir el orden parcial en términos de la

relevante a-cortadura:

A = B sii min(*A,* B) =* A o, alternativamente

A <X B sii méax(“A,*B) =* B

Para algin A, B € R y para todo o € (0,1] donde *A y B son intervalos cerra-
dos (digamos, *A = |ay, as],* B = [by, bs].) Entonces,
min(*A,* B) = [min(ay, by ), min(az, bo)],
max(*A," B) = [max(a, by ), méx(az, ba)].
St nosotros definimos el orden parcial de intervalos de la manera usual, Esto es,
[a1, as] < [b1, bo] St a; < by Yy as < by
Entonces para algin A, B € R, tenemos
A=<B 518 TA<L“B
para todo o € (0, 1].

EJEMPLO 4.1. Los 2 nimeros difusos, A y B en la (figura 3.4) no so comparable. Sin
embargo, valores de las variables lingiiisticas en mayores aplicaciones son definidas

por numeros difusos que son comparable.

EJEMPLO 4.2. El valor de variable lingiiistica "funcion o representacion.*® la (figu-

ra 8.4) forman una cadena:
muypequeo = pequeo = mediano = largo <X muylargo

Aunque el conjunto R no es linealmente ordenado, contrario a el conjunto R, alli
son algunos subconjuntos de R que son linealmente ordenado. Como subconjuntos son

las mayores prevalentes en aplicaciones comunes de teoria de conjuntos difuso.
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§4.2. Ecuaciones Difusas

Un area de la teoria de conjuntos difusos en la cual nimeros difusos y operaciones
aritméticas en numeros difusos juegan un rol fundamental son ecuaciones difusas.
Estas son ecuaciones en la cual coeficientes y nimeros desconocidos son difusos, y las
formulas son construidas por operaciones de la aritmética difusa. Tales ecuaciones
tienen un gran potencial de aplicabilidad. Desafortunadamente, sus teorias no han
sido suficientemente desarrolladas, ademds de que algunos de los trabajos publicados
en esta drea son controversiales. Debido a la falta de una teoria bien establecida de
ecuaciones difusas, solamente se presentardn algunas propiedades de ecuaciones di-

fusas de dos clases muy sencillas

A4+ X = B y AX = B donde A y B son numeros difusos y X es un niumero

difuso desconocido para el cual cualquiera de las ecuaciones vaya a ser satisfecha.

§4.2.1. Ecuacion A+ X =B

La dificultad de solventar estas ecuaciones difusas es causada por el hecho que
X = B — A no es la solucion. Para ver esto consideraremos 2 intervalos cerrados
A = a1, as] y B = [by, bs] la cual pueden ser vista como un nimero especial difuso.

Entonces B— A = [by — as,bs — aq] ¥y

A+(B—A) = [a17a2]+[b1—a2,bg—(l1]
= [a1+bl—a2,a2+62—a1]

# [b1,bo] =B

de donde a; # ay. De esta manera, X = B — A no es solucion de la ecuacion .
Sea X = [x1,xs]. Entonces, [a1 + 1, as + 2] = [by, by] sigue inmediatamente de la

ecuacion. Esto resulta en 2 ecuaciones ordinarias de nimeros reales,

a1+x1 - b17

a2+x2 - b27
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Cuya solucion es x1 = by — ay; y x9 = by — as. Como X es un intervalo, se requiere
que T1 < To. Esto es, la ecuacion tiene una solucion sii by —ay < by — ao. Si estas de-
sigualdad se cumplen, la solucion es X = [by —aq, by — as]. Este numero difuso es una
inecuacion representada por su a-cortadura (teorema 2.5), las cuales son intervalos
cerrados, el proceso descrito puede ser aplicado para ccortaduras de numeros difusos
arbitrarios. La solucion de nuestra ecuacion difusa puede ser obtenida resolviendo
un conjunto de ecuaciones asociadas a intervalos, uno de cada « distinto de cero en
el conjunto nivel Ax|JAp.

Para cualquier o € (0,1], sea A = [*a1,% az], *B = [*b1,"by] y “X = [*21,% 9]
denota, respectivamente la a-cortadura de A, B y X en nuestra ecuacion. Entonces

la ecuacion tiene una solucion sii

i) by —*a; < by —“ ay para  cada a € (0,1].

i) a < B implica By —a; <P by —Pa; <Pby—Pas <¥by —ay
La propiedad i) asequra que la ecuacion intervalo
OéA +a X :a B

tiene una solucion la cual es *X = [*by — a1,% by —* as)

. La propiedad ii) asegura que la solucion de la ecuacion intervalo para o y 3 son
anidadas;

esto es st a < 3 entonces BX C* X. Si una solucion “X existe para todo

a € (0,1] y la propiedad ii se satisface por teorema (2.5) la solucion X de la ecuacion

X = U X

a€e(0,1]

difusa es dada por

Para ilustrar la solucion procedemos, sea A y B en nuestra ecuacion los siguientes
numeros difusos:
A=.2/0,1)+,6/[1,2) +8/[2,3) +,9/[3,4) + 1/4+ ,5/(4,5] + ,1/(5,6],

B =,1/[0,1)+,2/[1,2)+,6/(2,3)+,7/[3,4)+,8/[4,5)+,9/[5,6)+1/6+,5/(6, 7]+,4/(7,8]+,2/(8,9]4+,1/(9, 10].

Toda relevante a-cortadura de A,B y X son dadas en la tabla (4.1). La solucion de
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a | “A  °B X
1.0 [ [44 [6.6] [2.2]
0.9 [34] [5.6] [2.2]
0.8 [24] |46 [2.2]
0.7 [24] [3.6] [L2]
0.6 | 14 [26 [12]
05| L5 [27] (L2
04|15 [2.8] [L13]
0.3 [1,5] [2.8 [13]
0.2 1[0,5 [19] [L4]
0.1[0,6] 1[0,10] [0.4]

TABLA 4.1: -CORTADURA ASOCIADA A LA ECUACION DIFUSA DEL TIPO A+ X =
B

la ecuacion es el nimero difuso

= |J oXo=1/00,1) + 7/[1,2) + 1/2+ 4/(2,3] + ,2/(3,4].

a€(0,1]

64.2.2. Ecuacion A X =B

Asumamos, por simplicidad, que A y B son nimeros difusos en R™. Es fdcil de
mostrar que X = B/A no es solucion de la ecuacion. Para cada o € (0, 1] obtenemos
la ecuacion intervalo

YAX =*B
Nuestra ecuacion difusa puede ser solucionada en estas ecuaciones de intervalos para
todo o € (0,1]. Sea “A = [*a1,* as], *B = [*b1,* by] y *X = [*x1,* x9] denota, respec-
tivamente la a-cortadura de A, B y X en nuestra ecuacion. Entonces, la solucion de

la ecuacion difusa existe sii

by /*ay < by/“ay para cada € (0,1] Yy
a<f implica Oy [ay <P bl/ﬁal <P by /Pay <% by/“ay.

Si la solucion existe, tiene la forma
X= ] X
a€e(0,1]

EJEMPLO 4.3. . Sea A y B en nuestra ecuacion los siguientes numeros difusos de

forma triangular:
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0 para * <3 yxr >H
Alx) =< -3  para3 <z <4
5—x para 4 < x < 5

0 para x < 12 yx > 32
B(x) = (x —12)/8 para 12 < x < 20
(32 —x)/12  para 20 < x < 32

Entonces,"A = [a+ 3,5 — o] y *B = [8a + 12,32 — 12a], Es facil verificar que

Sa+12 _ 3212
a+3 = 5-a

Consecuentemente

«

8a+12 32 — 12«
"l a +3 7 5—-a
para cada o € (0, 1].
Es fdcil verificar que o < B implica °X C* X para cada par o, 3 € (0,1]. Por lo

tanto, la solucion de nuestra ecuacion difusa es

0 para x <4 yx>32/5
X = U oX = (12 —3x)/z —8 para 4 < x <5
€ (0.1] (32 —52)/12—x  para 5 <z < 32/5
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