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Resumen.

En este trabajo se estudia y desarrolla en detalle la teoria de Controlabilidad de
sistemas estocasticos semilineales, ver [7]. En particular la aproximacion tipo Pi-
card es usada para derivar condiciones suficientes para la controlabilidad exacta
y aproximada del sistema:

{ dx(t) = [Az(t) + Bu(t) + f(t,z(t), u(t))]dt + o(t, z(t), u(t))dW (t);
z(0) = =z9€R,

Todo este estudio se realizara bajo la hipotesis de que el sistema lineal asociado
es aproximadamente controlable
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Introduccién.

Los conceptos de controlabilidad juegan importantes roles en analisis y en el di-
seno de sistemas de control. Un sistema de control es llamado controlable si cada
estado correspondiente al proceso puede ser afectado 6 controlado en respectivos
tiempos por algin control senal. En varios sistemas dinamicos es posible dirigir
un estado inicial arbitrario a un estado final arbitrario usando el conjunto de con-
troles admisibles; esto es, existen sistemas que son exactamente controlables.

Si el sistema no puede ser exactamente controlable entonces diversos tipos de
controlabilidad pueden ser definidos tales como: aproximada, nula, nula local,
controlabilidad local aproximada nula, etc.

El proposito de este trabajo es el estudio de la controlabilidad aproximada y exac-
ta del siguiente sistema estocastico semilineal:

{ dx(t) = [Az(t) + Bu(t) + f(t,z(t), u(t))]dt + o(t, z(t), u(t))dW (t); (1)
LL’(O) = x9 € R,

donde A y B son matrices de dimensiones n X n , n X m respectivamente,
f0,T]xR"xR™ — R", ¢:[0, 7] x R" x R — R™" ¢, :[0,T] — R™"
y W es un proceso Wiener n-dimensional, usando aproximacion tipo Picard.

Iniciamos dando algunos conceptos y resultados de la teoria de probabilidad y es-
tadistica que nos permitiran familiarizarnos con el ambiente estocéstico, asi como
la definicién de integral estocéastica de Ito y la definicion de ecuaciones diferencia-
les estocasticas, posteriormente desarrollaremos la teoria de controlabilidad para
sistemas deterministicos en dimencion finita, la cual generalizaremos al caso del
sistema lineal estocéstico:

{ dr(t) = [Ax(t) + Bu(t)|dt + o1 (t)dW (t); (2)
z(0) = z(0),t€[0,T]

Bajo algunas condiciones naturales probaremos la controlabilidad aproximada del
sistema (1) via iteraciones del tipo Picard, de igual manera se estudia la contro-
labilidad exacta del mismo sistema (1) bajo las condiciones que el operador A es
no-negativo y auto-adjunto y el operador BB* es positivo.

Finalmente estudiaremos la controlabilidad exacta del sistema (2)
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Capitulo 1

Preliminares.

Para el desarrollo del presente trabajo es necesario algunas definiciones, resultados
y notaciones que seran utilizadas para su mejor comprencion , por el cual se da
inicio con este capitulo. Para mayor informacion puede consultarse los textos [1],

[4]y [5] -

1.1. Conceptos basicos de probabilidad y estadis-
tica

Definicién 1.1.1 (o Algebra). Sea Q un conjunto no vacio.
Una o dlgebra es una coleccion 34 de subconjuntos de € con las siguientes propie-

dades:

i) ¢,Q € 4.

ii) Si A € U entonces A° € AL

iii) Si Ay, Ao, ... € U entonces: Upe; Ak y Nrey Ak € 4.

A¢=Q — A es el complemento de A.

Definicion 1.1.2 (Medida de Probabilidad). Sea il una Q dlgebra de subconjuntos
de Q.Llamaremos P : Y4 — [0,1] una medida de probabilidad si satisface las
siguientes condiciones:

i) P(0) =0, P(Q) = 1.
ii) Si Ay, Ao, ... € U, entonces: P(Upe; Ax) < D> pey P(Ag).

iii) Si Ay, Ao, ... son subconjuntos disjuntos en i, entonces: P((Jy—y Ar) = D> pey P(Ag).
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Si A, B € U, entonces: A C B implica P(A) < P(B).

Definiciéon 1.1.3 (Sucesos Independientes). Sea (€2, 4, P) un espacio de probabi-
lidad. Dos sucesos Ay, Ay € U se llaman independientes si:

P(AlﬂA2) = P(A1).P(4,).

Definicion 1.1.4 (Variable Aleatoria). Sea (2,4, P) un espacio de probabilidad.
Una aplicacion

X:Q—R"

es llamada una variable aleatoria n-dimencional si para cada B € 3%, tenemos:
XY(B) ey,

Equivalentemente decimos que X es U-medible.

Definiciéon 1.1.5 (0-Algebra Generada). Sea X : Q — R"™ una variable aleato-
ria. Llamaremos o-algebra generada por X, a la o-algebra:

UX) ={X"(B)/B € p}.
Esta o-algebra es la sub o-algebra mas pequena de 3 respecto al cual X es medible.

Definicién 1.1.6 (Variables Aleatorias Independientes). Dos variables aleatorias
reales X,Y definidas sobre el mismo espacio de probabilidad son independientes si
VB, By € B(R) los sucesos X1 (By) y Y 1(By) son sucesos independientes.

Intuitivamente, esto significa que la observaciéon de un suceso A a travéz de la
variable aleatoria X no cambia la ley de probabilidad de Y. La definicién es analoga
para variables valuadas en cualquier espacio y para familias de variables aleatorias.

Definicién 1.1.7 (Proceso Estocéstico). Sea T un conjunto ordenado.
Un proceso estocdstico indexado por T es una familia de variables aleatorias
{Xy,t € T}, todas ellas definidas sobre el mismo espacio de probabilidad.

Definicién 1.1.8 (Trayectorias). Para cada w fijado, la funcion

Xw): T — R
t — Xy(w)

se llama trayectoria del proceso.

Este punto de vista nos permite pensar en un proceso estocdstico como una variable
aleatoria valuada en algun espacio E de funciones

X : QO — F

w— X(w)

13 es la coleccion de subconjuntos de Borel.



Definicion 1.1.9 (Proceso Estocastico Continuo). Un proceso estocdstico es con-
tinuo, si para cada w € Q, la trayectoria X (w) es una funcion continua.

Definicién 1.1.10 (Proceso Estocéstico con Incrementos Independientes). Di-
remos que un proceso estocdstico tiene incrementos independientes del pasado si
para todos t,s € T, s < t la variable X; — X, es independiente de la familia
{X, :reTr<s}.

Definicién 1.1.11 (Valores Esperados). Sea X : @ — R™ una variable aleatoria,
definimos la esperanza y la varianza de X respectivamente como :

E(X):/QXdP, V(X):/Q\X—E(X)\dP,

si es que existen.

Definicién 1.1.12 (Funciones de Distribucion). Una variable aleatoria X induce
una probabilidad Px sobre (R", 3) definida por:

Px(B) = P(X € B).

Esta dltima medida Px se denomina distribucién de X.

Su importancia radica en que es una probabilidad definida sobre R", que por lo
general, es un espacio mucho mas concreto que €.

También suele denominarse funcion de distribucion de X a Fy : R" — [0, 1]
dada por:
Fx(z) = Px((—o0,z]) = P(X < x).

La expresion = < y debe interpretarse coordenada a coordenada.

Definiciéon 1.1.13 (Esperanza Condicional). Sea (2, 4, P) un espacio de probabi-
lidad y X e Y variables aleatorias definidas en él. Llamaremos E(X/Y) a cualquier
variable aleatoria (Y)-medible que cumpla

/A XdP = /A E(X/Y)dP,

para todo A € U(Y).

Por tltimo, observemos que los valores que toma Y no influyen en esta definicion,
solo importa la o-algebra que genera, lo cual hace que sea méas natural dar la
siguiente definicion:



Definiciéon 1.1.14. Sea (2,4, P) un espacio de probabilidad y sea § C L. Enton-
ces E(X/F) es cualquier variable aleatoria F-medible que cumpla:

/A Xdp = /A B(X/3)dP,

para todo A € §.

Observacion 1.1. La existencia y unicidad de E(X/§) es una simple consecuen-
cia del teorema de Radom-Nikodym:

Sea p la medida en § definida por:

u(4) = [ xap,

para A € §.
Tenemos entonces que i es absolutamente continua con respecto a P, restringida
a §, por lo tanto, existe una unica funcion F, §-medible tal que:

u(A) = /A FdP.

La funcion F es la variable aleatoria que estamos buscando E(X/F) = F verifica
lo pedido.

Enunciaremos a continuaciéon las principales propiedades de la esperanza condi-
cional.

Teorema 1.1.1 (Propiedades de la Esperanza Condicional). Sea (2,4, P) un
espacio de probabilidad y X,Y : Q@ — R™ variables aleatorias integrables,
a,b € R. Tenemos entonces que:

1. E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y].

E[E[X/F]] = E[X].

E[X/3] = X si X es T-medible.

E[X/3] = E[X] si X es independiente de §(en particular si § = {0,Q}).
E[Y X/§] = YE[X/3] si Y es §-medible y XY es integrable.

S

Dadas dos o-algebras ¢ C §, vale que

E[E[X/3]/¢] = E[X/¢].



7. Si Xy < Xy entonces E[X,/F] < E[X3).
Demostracion. Ver [4]. O

Definiciéon 1.1.15 (Filtracion). Sea T un conjunto indizado.
Una filtracion es una familia creciente de o-dlgebras (§s : s € T) con Fs C Fy
para s < .

Definicién 1.1.16 (Proceso Adaptado). Un proceso {X(t) : t € T} se dice adap-
tado a la filtracion §, si X(t) es §-medible para cada t € T.

Definicién 1.1.17 (Proceso Medible). Denotamos por 3 a la o-algebra de Borel
en [0,00), el proceso X (-) se dice medible si la aplicacion (t,w) — X(t,w) es
0 ®§ medible.

Definicién 1.1.18 ( Espacio de Hilbert L?). Denotaremos L2(2) al espacio lineal
L2(Q, ), el cual consiste de todas las variables eleatorias Y que son -medibles a
valores reales y satisfacen que:

Y] = (/ Y2dP): < cc.
Q
Si X, Y € L3(Q) definimos su producto interno por:
(X,Y) = / XYdP = E(XY).
Q

Definicién 1.1.19 (Movimiento Browniano 6 Proceso Wiener). Un proceso es-
tocdstico W (-) a valores reales, es llamado un movimiento Browniano ¢ proceso
Wiener si

i) W(0)=0 c.tp.
ii) W(t) — W(s) es N(0,t — s) para todo t > s > 0.

iii) Para todo tiempo 0 < t; < ty < ... < t,, las variables aleatorias W (ty),
W(ty) — W(ty),..W(t,) — W(tn—1) son independientes (incrementos inde-
pendientes).

Ademds: E(W (t)) = 0, E(W?(t)) =t para todo tiempo t > 0.

Lema 1.1.1. Supdngase W (-) es un movimiento Browniano uni-dimensional. En-
tonces:
EW(t)W(s)) =t As=min{s,t} para t>0,s>0.

Demostracion. Ver [4] O



El Movimiento Browniano goza de infinidad de propiedades interesantes que hacen
de ¢él un objeto matemético muy rico, a continuacién mensionamos solo algunas,
pueden encontrarse muchas mas; en [4].

Teorema 1.1.2. Sea W(-) un movimiento Browniano unidimensinal definido en
(Q, 4, P) entonces:

1. Regularidad. Para todo 0 < v < 1 existe un conjunto Qy, P(Q) = 1 tal

que para todo w € Qg y para todo T > 0 la funcion W(w, -) es uniformemente
Holder ~ en [0,T].

2. No diferenciabilidad. Para todo % < v < 1 para casi todo w € € la
funcion W (-,w) no es Holder v en ningin punto. En particular, para casi
todo w € Q la funcion W (-,w) no es derivable en ningin punto y no es de
variacion en ningun intervalo. Asi que no podemos interpretar W (t) = &(t)

como una derivada ordinaria, ya que no siempre existe.
3. Variacion cuadrdtica. Sean 0 < a < b y supongamos que
P'=a=ty <t <..<t, =bn=12.

son particiones de [a,b] tales que |P"| — 0 cuando n — oo. Entonces

mp—1
> Bt = B —b—a
k=0
en L*(Q).
Demostracion. Ver [5] O

Definicién 1.1.20 (Movimiento Browniano en R™). Un proceso estocdstico
W) = (W),...,W"(-)) a valores en R™ es un proceso Wiener n-dimensional
(6 movimiento Browniano) siempre que:

i) Para cada k =1,2,...,n, Wk(-) es un proceso Wiener n-dimensional.

ii) Las o-dlgebras W* = U(W*(t)/t > 0) son independientes, k = 1, ...n.

1.2. Integral Estocastica de [to.

Para entender la teoria de ecuaciones diferenciales estocastica de la forma:

{dX = b(X,t)dt + B(X,t)dW; (1.1)
X(0) = X,€eR", '



necesitamos interpretar el significado de
t t
X(t) = Xo—i—/ b(X, s)d8+/ B(X,s)dW (1.2)
0 0

para todo tiempo ¢t > 0, y para ello se hace indispensable definir

/OT Gdw (1.3)

para una clase amplia de procesos estocasticos G.

Note que la integral (1.3) no es del todo obvia. En primer lugar, ya que la funciéon
t — W(t,w) es de variacion infinita para casi todo w, es decir el conjunto

T
{Viay (W) < oco}? tiene probabilidad cero, as / GdW no puede ser definida
0

simplemente como una integral ordinaria.

Una primera definicion fue hecha por Paley, Wiener y Zygmund, ver [4]. Sup6n-
gase una funciéon ¢ : [0,1] — R continuamente diferenciable con ¢g(0) = g(1) = 0.

Es claro que g es una funciéon deterministica y no un proceso estocéstico. Entonces:

1 1
/ gdW = —/ gWdt. (1.4)
0 0

La expresion (1.4) es una variable aleatoria y no un proceso estocastico.

Lema 1.2.1 (Propiedades de Paley-Wiener-Zygmund).

i) E(/OlgdW)zo.

ii) E((/O1 dW)?) = /Olg%lt.

Demostracion. Ver [4] O

Viay(W) = sup > [W(tizs — W(t;)|, donde m varia en el conjunto de las particiones de

T ti,tig1
[a,b]



Ahora bien, necesitamos definir la integral estocéstica cuando el integrando es un
proceso estocastico.

Sea W () un movimiento Browniano uni-dimensional definido en un mismo espacio

de probabilidad (€2, 4, P), sea §(-) C U una filtracion.

Definicion 1.2.1 (Espacio L?(0,T)). . Denotamos L*(0,T) el espacio de todos
los procesos estocdsticos a valores reales G(-) medibles y adaptados a §(-) tal que:

T
E(/ G?dt) < oo.
0

Definicion 1.2.2 (Proceso escalonado). Un proceso G € L2(0,T) es llamado un
proceso escalonado si existe una particion P = {0 =ty <t; < ... < t, =T} tal
que:

G(t) =G paraty <t <tpy (k=0,....,m—1).
Cada G}, es una variable aleatoria §, -medible.

Definicion 1.2.3 (Integral de It6). Sea G € L*(0,T) un proceso escalonado,entonces:

/T GAW = mz_l Co(W (1) — W (H)) (1.5)

es la integral estocdstica Ito de G en el intervalo (0,T).

Note que la integral (1.5) es una variable aleatoria.

Lema 1.2.2. Sean a,b € R y procesos escalonados G, H € L*(0,T). Entonces:

T T T
i) / (aG+bH)dW:a/ GdW+b/ HdW.
0 0 0
T
i) E( / GdW) = 0.
0

iii) E((/OT GdW)?) = E(/OT G2dt).

Demostracion. Ver [4] O

El siguiente lema nos va a permitir posteriormente definir la integral de /t0 para
cualquier clase de procesos estocasticos no necesariamente procesos pasos.



Lema 1.2.3 (Aproximacion por procesos escalonados). Si G € L2(0,T), existe
una sucesion de procesos pasos acotada G™ € L*(0,T) tal que

T
E(/ G — G"2dt) — 0.
0

Demostracion. Ver [4] O

Definicién 1.2.4. Sea G € L*(0,T) y G™ una sucesion de procesos escalonados
T
tal que E(/ |G — G™|*dt) — 0.
0

T
St lim G"dW existe, entonces:

n—aoo 0

T T
/ GdW = lim G"dW.
0

n—:aoQ 0

Definicion 1.2.5. Un proceso estocdstico G = (GY) pertenece a L*([0, T], R"*™)
Si:
G ec1*0,7), i=1,..n j=1,...,m.

Definicion 1.2.6. Si G € L*([0, T], R™*™), entonces:

T
/ GdW
0

es una variable aleatoria n-dimensional, cuyas componentes son.:

m T
Z/ GIdW’  (i=1,...n.)
j=1"0

1.3. Ecuaciones diferenciales Estocasticas

Sean W (-) un movimiento Browniano m-dimensional, X, una variable aleatoria
n-dimensioal la cual es independiente de W(-) y

F(t) = UW(S),0<s<t) (t>0).

Supongamos que T es un numero real positivo dado y sean:
b:R"x[0,7] — R"; B:R"x[0,7] — M™™

funciones dadas (Note que ellas no son variables aleatorias).

Las componentes de estas funciones pueden ser escritas de la siguiente manera:
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Definicién 1.3.1. Diremos que un proceso estocdstico X (-) a valores en R™ es
una solucion de la ecuacion diferencial estocdstica de Ito

{dX = b(X,t)dt + B(X,t)dW; (1.6)

X(O) == X(],
para 0 <t < T siempre que:

i) X(-) es adaptada respecto a §(-).
ii) F=0(X,-) e LY([0,T],R")3.
iii) G = B(X,t) € L*((0,T), R™*™).

t t
iv) X(t) = Xo +/ b(X(s),s)ds +/ B(X(s),s)dW c.t.p para todo 0 <t <T.
0 0

La ecuacion diferencial (1.6) es llamada lineal siempre que los coeficientes b y B
tengan la forma:

b(X,t)=C(t)+D#)X; B(X,t)=E(t)+F{#)X.

para C': [0,T] — R", D : [0,T] — M™", E:[0,T] — M™M y
F:[0,T) — L(R™, M™™).

T
3El espacio de los procesos medibles F(-), a valores en R™ tal que: E(/ |F|dt) < 0.
0



Capitulo 2

Controlabilidad de Sistemas
Deterministicos.

Counsideremos el sistemas

©(t) = Ax(t) + Bu(t);
{ 20) = o, (2.1)
donde A € L(R™), B € L(R™,R")! y u € Lo (0,7, R™)? 6 Ly(0, T, R™)3es llamado

control.

Definiciéon 2.0.1. Diremos que el sistema:

{:'c(t) = Ax(t) + Bu(t); (2.2)

z(0) = =z,

es controlable para cada par de puntos (xg), (x1) € R™ si existe un control medible,
acotado u € Lo (0,11, R™) ¢ Lo(0, T, R™) para algin t; finito, el cual dirige xy hacia
x1. Ya que la solucion de + = Ax + Bu es:

t
z(t) = ea —I—/ A=) Bu(s)ds,
0

el sistema podria ser controlable si dado x1, existe un control uy y un ty finito, tal
que:

t1
x; = ey +/ eA=%) By (s)ds.
0

!Espacio de los operadores lineales y acotados definidos de R™ en R™.
2El espacio de las funciones medibles y acotadas definidas de [0, T] a valores en R™

3{u:[0,T] — R™,donde u es medible y es definida c.t.p con |jul|? = (/ lu|?dt)? < oo}
0

11
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Definicion 2.0.2 (Espacio de Controlabilidad). El conjunto de todos los puntos
para el cual el origen xy = 0 puede ser dirigido en tiempo finito, es llamado el
espacio de controlabilidad C.

Teorema 2.0.1. FEl espacio de controlabilidad C es un subespacio de R™.

Demostracion. Sean x1,xo € C, entonces existen t,t, < oo y controles u; €

Loo(0,t1, R™); ug € Lo (0, t2, R™) tal que:
t1 t2
T = / eA(tl_S)Bul(s)ds; Ty = / eAt275) Buods.
0 0

Ahora de u; generamos un control @; € Ly (0, to, R™) de la siguiente manera:

{al(t):O, 0<t<ty—ty

Wt+t—t)=w(t), 0<t<t (2:3)

Por otro lado, consideremos el control at (t) + Sus(t) € Loo(0,t2, R™) donde
—00 < a, B < 00, entonces este control dirige el origen hasta el punto x donde:

to
r = / A7) B(aiiy (5) + Bua(s))ds
0
to to
= / eA(tZ_S)Baﬁl(s)ds—l—/ e(275) 3 Buy(s)ds
0 0
12) t2
= a/ eA(tz_s)Baﬂl(s)ds—l—ﬁ/ 275 3 Buy(s)ds
0 0
to
= a/ eA®2%) Bovity (s)ds + B,
0
to—1t1 to
= a[/ eA(tQ_S)Bﬂl(s)ds+/ eA2=9) Bl (s)ds] + B,
0 ¢

2—11

to
= a/ eA(tz_s)Bul(s — ty + t1)ds + fBxs.
t

2—11

Ahora sea ty — s = t; — §; entonces:
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t1
r = a/ A1) Buy(s')ds' + B
0

= ax + (xs.

asi, si x1,x9 € C entonces también se satisface que ax; + Bxo € C para todo «, 3
finito.

Por lo tanto C es un subespacio lineal de R™. O

Teorema 2.0.2. La dimension del espacio de controlabilidad es el rango de la
matriz ( B,AB,A’B, ..., A" 'B ) )

Esta matriz es de orden n X nm y es llamada la matriz de controlabilidad.

Demostracion. La demostracion del teorema depende del siguiente lema:

Lema 2.0.1. Un vector z es perpendicular a C si y solamente si

B
B'A xz=0.
B/(A/)n71

t1
Demostracion. Si x es perpendicular a C, entonces ya que / eA =) Bu(s)ds es
0

un elemento de C, tenemos que:

(x, /Ot1 eA11=%) By(s)ds) = 0. (2.4)

donde (,) denota el producto interno usual en R", pero (2.4) implica:

t1
/ (B'e? =)z u(s))ds = 0,
0

para todo control u. Asi:
B/eAl(tl_s)fL' — 07

para todo 0 < s < t;. En consecuencia, considerando s = t;, se obtiene:
B'z =0
y diferenciando con respecto a s "1"veces y considerando s = t; resulta:

B (A2 =0, 1=1,2,.n—1.
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Suponiendo:

B/

B/(A/)n—l
Por el teorema de Caley-Hamilton, existen constantes cy, ..., ¢,; tal que:
(AN = c (A" + end.
Asi:
B'(AY" 1z = B'(q(A)" '+ . .c.])x

= Bo(A)" o+ ..c,Blx
= 0,

y de esta manera continuando este proceso, obtenemos que:

: t —s)?
BeN =93 = B'[I + (t, — s)A’ + %(A’)2 + ..
Por lo que B'e?'(1=%)z = 0 y esto implica que:
t1
/ (z, 2179 Bu(s))ds = 0
0
para todo t; y u; por tanto x es perpendicular a C. O
Ahora:
B/
B'A
rang( B,AB,..A"'B ):rang ’ ,
B/(A/)n—l
el cual es n, el nimero de x linealmente independientes tal que:
B/
BA x=0
B,(A/)n71

También la dimensién de C es n (el numero de x linealmente independientes tal que
x es perpendicular a C). Asi la dimension de C = rang ( B,AB,..A"'B ) .o O
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Definicion 2.0.3. Un operador A € L(R™) es llamado definido positivo si
(Ax,z) > 0 para todo x € R", y estrictamente positivo si (Azx,x) = 0 solamente
st x = 0.

Corolario 2.0.1. Si rang( B, AB, ...A""'B ) =n; entonces todo punto de R"™ pue-
de ser alcanzado desde el origen.

Ast, la controlabilidad del origen puede ser verificada en una simple operacion
algebraica.

Teorema 2.0.3. 5% mng( B,AB, .. A"'B ):n; para todo t, > 0, la matriz:
t1 ,
Wi(t) = / e~ BB e Vdt
0

es estrictamente definida positiva. Ademas, existe un control el cual dirige algin
o € R™ hasta el origen.

Demostracion. Si rang( B,AB,.. A" 'B ):n entonces siguiendo un procedimien-
to analogo desarrollado en el teorema 2.0.2 obtenemos que B'e 'z = 0 en
0 <t <ty y esto implica que x = 0.

Ahora:
t1
(x, W(t))x) = <x,/ e BBe At )
0

t1
— / (B'e 'z, B'e™Atz)dt
0

t1
= / | B'e= " || 2dt.
0

Asi que, W(t;) es por lo menos definida positiva; pero (z, W (t)z) = 0 implica que
B'e=4'x = 0; y esto implica que z = 0.

De esta manera hemos demostrado que W (t;) es estrictamente definida positiva.

Ahora considere el control u(t) = —B'e4*(W (t,)) 'z definido en [0,,] para el
sistema con condicion inicial estado xy; entonces:
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t1
x(ty) = 6At1xo—/ eA(tl_s)BB'e_A/S(W(tl))_lxods
0

= 6Atll’() — eAt/W(tl)W(tl)_ll’o

=0
Por lo tanto, este control dirige x( hasta el origen. O

Teorema 2.0.4. El sistema:

{:'c(t) = Ax(t) + Bu(t); (2.5)

z(0) = =z,
es controlable si y solamente si mng( B,AB, .. A"'B ):n.

Ahora bien, ya que el concepto de controlabilidad es esencialmente geométrico
podemos esperar que la controlabilidad es estable bajo cambio de coordenadas.

Para ver esto consideremos y = Px; donde P es una matriz no-singular.

Entonces del sistema:

z(t) = Ax(t) + Bu(t);
{ o (2.6)
obtenemos ¢ = Ay + Bu, donde A = PAP~!'y B = PB.
Asi:
rang ( B,AB,..,A"'B ) = rang( PB,PAP~'PB,PA""'B)
rangP( B,AB, A" 'B )
= rang ( B,AB,A"'B ).
Ejemplo
Sea la ecuacion diferencial:
dnl. dn—l
il = 2

Considerando el siguiente cambio:
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T = X
dl’l
it
dt 2
dl’g
JE— — €T
dt s
dx;L—l .
Obtenemos:
T = Ax + bu
donde:
0
T 0 0
0
T = ;b= . |; A=
} 0
Ty, 1

O =

En consecuencia, ( b, Ab, A"~ b ) tiene la forma:

_ oo O O O

0
0
1
X

Por lo que, rang( b, Ab, ..., A" b ):n y el sistema (2.7) es controlable.

Ejemplo

El siguiente ejemplo demuestra que no todo sistema es controlable.

Considere el sistema:

— O

e}

_an
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() =(o ) () (3)
D)

= 1, haciendo uso del teorema 2.0.4 se tiene que el

) <SR

entonces ( b, Ab ) =

0 0
11
sistema no es controlable.

Luego, como rang

VR



Capitulo 3

Controlabilidad de Sistemas
Estocasticos Lineales.

En este capitulo se estudia en detalle algunos resultados que permiten relacionar
la controlabilidad exacta y la controlabilidad aproximada de un sistema lineal es-
tocastico y su sistema deterministico asociado. Especificamente, el sistema lineal
estocastico viene dado por:

{ de(t) = [Az(t) + Bu(t)dt + o1 (t)dW (1), (3.1)

z(0) = 2(0),t €0, T],
con A y B matrices de dimenciones n X n, n X m respectivamente,
o1 : [0, T] — R™"™, W es un proceso wiener n-dimencional y u es el control. El
sistema deterministico asociado a (3.1) viene dado por:

WO Ay(t) + Bo(t)dt,
{yzO) = Yo, +

donde v(.) € Lo(0, T, R™)

Definicién 3.0.1.

El operador controlabilidad asociado al sistema (3.1) es definido por:
T
5 = L5 (L) = [ S(T = 0BE'S' (T~ 0E( /5:}d,
0
donde LY € L(L3([0,T],R™), Ly(Q, Fr, R™)) viene dado por:

Liu= /OT S(T — s)Bu(s)ds.

19
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Es claro que, TIJ" pertenece a L(Ly(€2, §p, R™), Lo(Q, F, R™)) v 4demas es auto-
adjunto:
(Lo (Lg) 2 2) = (2, Ly (Lg ) *2),

y definido no negativo.

El siguiente lema relaciona a los operadores I, R(\, —IIT) y T3, R(\, —T'T) para
A > 0 respectivamente.

Lema 3.0.1. Para cada z € Ly(Q, Fr, R") existe un proceso ¢(-) € L3(]0,T], R")
tal que:

a) z=FE{z} —i—/o o(s)dw(s).
b) 7z =TTEz + / ' I o(s)dw(s).

T
c) Para todo A > 0, R(\, —115 )z = R(\, —T'y ) Bz + / R\, —T5 %) p(s)dw(s).
0

Demostracion. La parte (a) es consecuencia del teorema de representacion de mar-
tingala [ver okendal pag 51|.

Para la parte (b) sea z € Ly(2, &7, R™). De (a) se sigue que existe
¢(-) € L3([0,T], R") tal que:

E{z/%:} = E{z} +/0 o(s)dw(s).

Ahora bien, de la definicion del operador IIZ y por la parte (a) tenemos:
T
o / S(T — ) BB*S*(T — 1)E{z/§,}dt
0

= [ sw-opps@-nx e+ [ e
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luego por la definicion de I'l" y aplicando el teorema de Fubinni se obtiene:

My = ItEz+ /T S(T —t)BB*S*(T — t)[/t ©(s)dw(s)]dt
= ITEz+ /T[/T S(T —t)BB*S*(T — t)p(s)dtldw(s)

T
= FgEsz/ I (s)dw(s).
0

Finalmente la parte (c) se sigue directamente de (a) y (b). En efecto, ya que
(Al +T'T) es invertible se sigue que el operador:

A =R\, -THEz + /OT R\, =TT p(s)dw(s),

esta bien definido y es obvio que Al = R(\, —II7). O

Sea F' € £(U, X), donde U y X son espacios de Hilbert; los siguientes resultados
permiten caracterizar la positividad o coersividad del operador lineal F'F™*.

Teorema 3.0.1. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) ImF =X y KerFF* = {0}.

2) FF* > 0.

3) R(\, —FF*) converge cuando A — 07 en la topologia uniforme de operadores.

4) AR(\, —FF*) converge cuando A — 07 en la topologia uniforme de operado-
res.

Demostracion. En primer lugar, probaremos 2) = 1), para ello supongase que
FF* > 0; esto es, exite v > 0 tal que:

(FFz,2) > 9|27,
para todo z € Dom(F F*). Por otro lado:
(FF*z,2) = |[F*z|*.

Asi, obtenemos que:
1F2]* = ]2
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Por lo tanto, de la desigualdad anterior se deduce que kerF* = {0}, en conse-
cuencia F™ es inyectivo.

Ademas, por propiedades de adjunto de un operador se tiene que:
121 = (| F2])?,
por lo que, también se obtiene que el ker ' = {0}; es decir F también es inyectiva.

Como la composicion de operadores inyectivos es inyectiva se tiene que
ker FF* = {0}.

Por otro lado, es claro que ImF C X. Veamos ahora que X C ImkF.
En efecto:

Sea x € X. Por ser FF* > 0 se tiene que FF* es invertible, asi considerando
z = F*(FF*)"Y)x € Dom(F), se tiene que F(z) = x. Por lo tanto, x € ImF.

Ahora probaremos que 1) = 2). Supongase que ImF=X y KerFF* = {0}.

Procedamos por el método de reduccion al absurdo, es decir supongamos que F'F™*

no es coersivo; ast 3z € X, z # 0 tal que (FF*z, 2)v|/z]|?, para ~v > 0.

Considerando v = % se tiene que:

.1
(FF2,2)—|2]" (3.3)

Sin — o0, de (3.3) resulta que (F'F*z,z) = 0, en consecuencia, z = 0; lo cual
es una contradiccion a la hipotesis. Por tanto, lo supuesto es falso, es decir F F™*
es Coersivo.

Veamos ahora que 2) = 3). Supongase que
(FF'z,2) > 7llz]|*. (3.4)
Entonces para todo z € X y para todo A > 0 se tiene:

(2, N[+ FF*)z) = (2, 2+ FF*z)
= XNz, 2)+ (FF*z, z).

Luego, por (3.4) se obtiene que:

(2, (AT + FF)z) > N|2])* + =1



23

Extrayendo factor comun de la desigualdad anterior resulta:
(2, (M + FF)z) = (A+ )2

Asi, para todo A >0

1
(A+7)

En consecuencia, concluimos que ||R(A, —F F*)|| es acotado para todo A > 0. Por
otro lado, por las identidades del resolvente, ver [2], obtenemos:

1RO\, —FF)|| = (M + FF) ™| < < (3.5)

1
5

IR, =FF*) = R(p, =FF) || = [[(A = p) R\, —=FF*)R(p, —FF”) |
= [ A= p IR =FF) | R, —FEF)].

Luego, por la desigualdad (3.5) se obtiene:

| A — |

Esto demuestra que R(A, —II}) es una sucesion de cauchy de operadores lineales
acotados, la cual converge cuando A\ — 07 en la topologia uniforme de operado-
res.

La implicaciéon 3) = 4) es obvia
Finalmente para probar 4) = 2), supongase:

MR\, —FF9|| = M|(M + FF*)™|| — 0, cuando A — 07,

En consecuencia:

A2||(M 4+ FF)7 || — 0, cuando A —> 0.

Esto implica, que si A es suficientemente pequeno entonces:

Az||(AM 4+ FF) 7| < —. (3.6)

Sl

Por otro lado, para todo z € X, tenemos:

I2]2 = [|[(A2(M + FEF*)2 (A2 (A + FF*)2)z|
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Luego, de (3.6) resulta que:

1212 < Z|AZ (A + FF*)22|2

N —

En consecuencia, de la desigualdad anterior se obtiene:

121> < (v ' (vI + FF)z, 2),

N —

lo cual implica:
(VI + FF)z,z) > 2||z|)%,

y por tanto:
(FF*z,2) 2 9|2|* <= FF* > 91,

asi queda demostrado el teorema. O

Teorema 3.0.2. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) ImF es denso en X.
2) FF* > 0.

3) AR(\, —F F*) converge al operador cero cuando A — 0* en la topologia fuerte
de operadores.

Demostracion. ver [9)]. 0O

A continuacién daremos condiciones necesarias y suficientes para controlabilidad
exacta y aproximada del sistema lineal estocastico. Probaremos que controlabili-
dad exacta del sistema lineal estocastico; invertibilidad del operador I y conver-
gencia uniforme del operador AR(\, —IIJ) a cero son equivalentes.

De igual forma, probaremos que controlabilidad aproximada del sistema lineal
estocéstico; positividad del operador II" y convergencia fuerte de AR(\, —II%) a
cero son equivalentes.

Al siguiente teorema se le conoce como condicién del rango.
Teorema 3.0.3. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) El sistema estocastico (3.1) es exactamente controlable en [0, 7.

2) 1§ > 71
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3) AR(\, —II¥) converge a cero cuando A — 0T en la topologfa uniforme de
operadores.

4) El sistema deterministico (3.2) es controlable en cada [s,7],0 < s < T.

5) El sistema estocéstico (3.1) es exactamente controlable en cada |0, s,
0<s<T.

Demostracion. 1) = 2) Supongase que el sistema estocastico lineal (3.1) es exac-
tamente controlable en [0, T, es decir, Ry(xg) = Lo(S2, §7, R™); asi por definicion
de Ry(xg) se tiene que ImLl = Ly(Q, Fr, R™).

Por otro lado, sabemos que III = LI(LT)*, por lo que, se obtiene, del teorema
3.0.1 que ITI > 0, es decir, existe v > 0 tal que 117 > 1.

2) = 1) Supoéngase que 117 > 0, es decir, existe v > 0 tal que:
(I} 2, 2) > v||z||> para todo z € Dom(IIY).

Haciendo uso del ejemplo A.4.2 ver Curtain and H.J.Zwart, se tiene que IT¢ es
acotado e invertible.

En consecuencia, ImIIE = Ly(Q, 7, R"). Pero [1IE = LT (LY)*, por lo que, se tiene
ImITY CImLE, y por tanto

ImLY = Ly(Q, Fr, R™).

Luego, por definicion de Rp(zg) se obtiene que el sistema estocastico lineal es
exactamente controlable.

2) <= 3) Se sigue directamente del teorema 3.0.1.

1) = 4) Supongase que el sistema estocéstico (3.1) es exactamente controlable en
[0, 7). Entonces por (2) para algin v > 0 se tiene que:

B(Iz,2) > 7|27, (3.7)

para todo z € Ly(Q, §r,R™). Por otro lado, dado z € Ls(£2, Fr, R"), existe un
proceso () = (91, - @n)? € LE([0, T), L(RF, R") tal que

B}z z) = FTEz+Z/ Tos(1)dw; (1 Ez+Z/ ©i(T)dw; (1)) (3.8)
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Ahora bien,si z = h(w(s + €) —wy(s)),para € > 0 se tiene que:

() = h, 0<s<7<s+ey heR"
PIT) =90, en otro caso.

wi(t) =0, i=2,.,k, 7€l0,T],

De (3.8) y linealidad de la Esperanza se obtiene:

Bl z 2 = (T Ez, Ez) +EZ /0 (TTpi(7), @i (7))dr. (3.9)

Utilizando (3.7) se sigue que:

k T
B(Sz,2) = (1B B2 + B | (7o), ar)dr 2 2B
i=1 0

De donde se tiene que: sigue

1 s+e T 1 Ss+e€
! / <m,h>m/ |hl2dr = AP

€ €
Tomando limite cuando ¢ — 07 en la desigualdad anterior se concluye que:

(Tsh, h) > A|A]%,

para todo 0 < s < t y para todo h € R™. Asi, el sistema deterministico (3.2) es
controlable en cada [s,T], 0 < s < T.

4) = 5) Supdngase que el sistema deterministico (3.2) es controlable en cada

[s,T], 0 < s < T, entonces la matriz I'l" es invertible para todo 0 < s < T.
Definamos el operador AT : Ly (Q, §7, R") — Lo(9, §7, R™) como

T
Nz = (M) B/ + [ (T (),
Es claro que el operador AT esta bien definido. Mas atn, (II7)~! = AT. Por
lo tanto, el sistema estocastico (3.1) es exactamente controlable en cada [s, 7],
0<s<T.

5) = 1) Esta implicacion es obvia.

De esta manera el teorema queda demostrado. O



Capitulo 4

Controlabilidad de Sistemas
Estocasticos Semilineales

En este capitulo se estudia en detalle la controlabilidad exacta y aproximada del
sistema estocéastico semilineal

{ de(t) = [Az(t) + Bu(t) + f(t,x(t),u(t))|dt + o(t, z(t), u(t))dW (t);

z(0) = z9€R™, (4.1)

con A y B matrices de dimensiones n X n , n X m respectivamente,

f:0, 7] xR* x R™ — R", 01 : [0,T] — R™"™, ¢ : [0,T] x R* x R™ — R™*"
y W es un proceso Wiener n-dimensional, via aproximaciones del tipo Picard.
Para ello establecemos una serie de definiciones y notaciones, las cuales desde el
punto de vista comparativo son anédlogas al caso de sistemas estocasticos lineales

En este capitulo las siguientes notaciones son adoptadas:

(Q, 5, P) := El espacio de probabilidad con medida de probabilidad P en €.

{F:/t € [0,T]} := La filtracion generada por {W(s):0<s<t}y F = Fr.

m Ly(Q, &7, R") := El espacio de Hilbert de todas las variables aleatorias cua-
drado integrables, §r-medibles, con valores en R"”

= L3([0,7],R") := El espacio de Hilbert de todos los procesos cuadrado inte-
grables, §;-medibles con valores en R".

= C([0,T], Ly(Q, §, P, X) := El espacio de Banach de las aplicaciones conti-
nuas de [0,7] en Ly(Q2, §, P, X) satisfaciendo la condicién
suprep,n El|z(t)|* < oo.

27
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» X, :=El espacio de Banach con norma topologica dada por ||z||2 = supiejo s E||z(t) |

el cual es un subespacio cerrado de C([0, T, Ly(2, §, P, X)) consistiendo de
procesos x(t) medibles y §;-adaptados.

» U, :=El espacio de Banach con norma topologica dada por |[ul|2 = supejo o E||u(t)||*

el cual es un subespacio cerrado de C([0, T, L2(£2,§, P,U)) consistiendo de
los procesos U(t)-medibles y IF;-adaptados.

s L(X,Y) :=El espacio de todos los operadores lineales, acotados de un espa-
cio de Banach X en otro espacio de Banach Y.

= S(t) = exp(At), exponencial del operador A.

Ahora introducimos los siguientes operadores y conjuntos:

1. El operador L € £(L3([0,T],R™), Ly(Q, F7, R™)) es definido por:
T
Liu= / S(T — s)Bu(s)ds.
0
El adjunto (LY)* : Ly(Q, Fr, R") — L3([0,T],R") es definido por:
(LYY 2 = B*S*(T — t)E{2/3:}.
2. La matriz de controlabilidad I'? € £(R", R")
T
rt = / S(T —t)BB*S*(T —t)dt, 0<s<t
y el operador resolvente
R(a,TT)y = (al +TH)™Y, 0<s<T.

3. El conjunto de todos los estados dirigidos desde xy en tiempo ¢ > 0
Ry(zo) = {x(t, z0,u) : u(.) € Ur},

donde z(t, 2o, u) es la solucion del sistema semilineal estocastico (4.1) corres-
pondiente a zyg € R™, u(-) € Ur.

Ahora por conveniencia adoptaremos las siguientes notaciones con respecto a los
operadores antes mencionados:

Mg =|Bll, Ms=maz{||S®)|:t€[0,T]}, Mr=maz{|[I{|:s,t€[0,T]}
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Definicion 4.0.1. El sistema estocdstico (4.1) es aprozimadamente controlable
en [0,T] si:
RT(ZEO) = LQ(Q> STa Rn)?

esto es, si es posible dirigir el sistema desde un punto inicial zy dentro de una
esfera de radio € > 0 y centro un punto final x, en el espacio estado Ly (2, §7, R™)
en un tiempo T.

Definicién 4.0.2. El sistema estocdstico (4.1) es exactamente controlable en
[0,T7] si:
Rr(xo) = L2(S2, 87, R"),

esto es, si todos los puntos en Ly (92, 7, R™) pueden ser alcanzados desde el punto
xo en tiempo T.

Las siguientes condiciones son impuestas:
(Hy) para todo x1,29 € X,uq,us e Uy 0<t<T
Lf (2 w) = f(t w2, uz) [P+ o (8 21, un) =0 (t, 20, ua) [P < K ([lar—wol|*)+L([Jur—uz]]?),

donde K y L son funciones decrecientes, concavas, continuas de R™ en R
tal que K(0) = L(0) =0, K(u) > 0, L(u) > 0 para todo u >0y
Foo du

o K@+Lw)

(H;) Lafuncion (f, o) es continua en (z,u) para cada t € [0, 7] y existen funciones
H:R" — Rty G:R" — R* tal que:

1F 2 w)l* + Mot 2, w)* < H(l2]*) + G(lu]l®),

para todo t € [0,7] y todo (z,u) € X x U.

Aqui H y G son funciones concavas decrecientes, tal que, para todo v > 0,
vo > 0 la ecuacion integral:

o) = v+ [ )+ Glots)lds
tiene una solucion global en [0, T7.
(H2)" La funcién (f, o) es continua y existe M; > 0 tal que:
1F(t 2w + ot 2, w)|* < My,

para todo t € [0,7T] y todo (z,u) € X x U.
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H3) El sistema lineal (3.1) es aproximadamente controlable.

)
H,) El sistema lineal (3.1) es exactamente controlable.
) A es no-negativo y auto-adjunto.

)

(

(
(H5
(Hg) BB* es positivo, esto es, existe v; > 0 tal que (BB*z,z) > 71|z|*
(AC) |laR(a,TT)|| — 0 cuando o — 0.

Note que las hipotesis (AC), (Hs) y (H4) son equivalentes, ver teorema 3.0.3.

En el siguiente lema se encuentra una formula explicita del control que dirige el
estado inicial zy en alguna vecindad de un punto final arbitrario h.

Lema 4.0.1. Para f(-) € L3([0,T],R") arbitraria, o(-) € L3([0,T], R**™),
h e Ly(Q,§, R™) la funcion

w(t) = B*S*(T —t)(al + TT)"Y(Eh — S(T)xo) — B*S*(T — t) x

/Ot(a]+Fg)_lS(T—t)f(r)dr—B*S*(T—t)x (4.2)

/0 (@l +TTY x (S(T — o (r) — o(r))duw,

dirige el sistema

z(t) = S(t)zo —I—/O S(t— S)Bu(s)ds—l—/o S(t—s)f(s)ds+
(4.3)

/0 S(t— s)o(s)dw(s),

de zg € R" a alguna vecindad de h en tiempo T y:

2o(T) = h—alal +THYEh— S(T)xy) + /Ta(al +IYS(T —7) f(r)dr+

/O (o + T (S(T — r)o(r) — (r)duw(r),

donde h por el teorema de representacion de martingala tiene la siguiente repre-

T
sentaciéon h = Fh + / @(r)dw(r)
0
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Demostracion. Sustituyendo (4.2) en (4.3) obtenemos que:

za(t) = S(t)wo+ /0 t B[B*S*(T — t)(al + ) Y (Eh — S(T)x)—
B*S*(T — s) /Os(al +IYLS(T —7) f(r)dr — B*S*(T — s) /Os(a[ + I~ x
(ST =)o) = e(edutrllds + [ S = )5)is + [ ols)iuls
= S(t)xo—l—/OtS(t—s ds+/5t—s w(s)+
/Ot S(t — s)BB*S*(T — s)(al +T3) Y (Eh — S(T)xo)ds—

/Ot S(t — s)B[B*S*(T — s) /Os(a[ + T LS(T — ) f(r)dr]ds.

Por otro lado, aplicando propiedad distributiva y el teorema de Fubinni en la
igualdad anterior, resulta:

ro(t) = S{t)zo+ /0 S(t—s)f(s)ds + /0 S(t —r)o(s)dw(s)+
/t S(t — 8)BB*S*(T — s)(al +T5) " (Eh — S(T)xo)ds—
/ t / "S(t — ) BBS*(T — 8)(al + TT)S(T — 1) f(r)dsdr—

/0 / S(t — s)BB*S*(T — S)(aI + 1)~ x (S(T — r)o(r) — p(r))dsdw(r).

Luego, considerando ¢ = T" se obtiene:
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2o(T) = S(T)xo+ /0 S(T — s)f(s)ds + /0 S(T — r)o(s)dw(s)+

/ S(T — s)BB*S*(T — s)(al +T3) Y (Eh — S(T)xo)ds—
/ / T — s)BB*S*(T — s)(al +TT)"1S(T — r) f(r)dsdr—

/0 / S(T — 8)BB*S*(T — S)(ad +T1) ™t x (S(T — r)o(r) — ¢(r))dsdw(r).

Haciendo uso de la definicion de matriz de controlabilidad I'', 0 < s < ¢, se sigue
que:

2o(T) = S(T)xo+ /0 S(T — s)f(s)ds + /0 S(T — s)o(s)dw(s)+

i (al + TN (Eh — S(T)xo) — /T (ol +TY7LS(T —r) f(r)dr—

T
/ (0l +TT) " x (S(T - r)o(r) — o(r))du(r).
0
Ahora bien, agrupando términos semejantes y sumando y restando el término

T
/ o(r)dw(r) se obtiene:
0

12o(T) = (I-T%(al +T5)"HS(T)xo + /T(I —TH(al +THYLS(T —r) f(r)dr+

/0 (I =TT (al +TH)™t x (S(T —r)o(r) — o(r))dw(r) +/0 o(r)dw(r)+

i (al +T8) ' Eh.

Por otro lado:
(al +TH(al +TH =1 < al(al +TH) 1+ T (al + Tt =1

— allal +TH) ' =1 -TT(al +TT)™!

Asi, obtenemos que:
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12o(T) = T(al +TH) " (=S(T)xo + Eh) + S(T)xo + /T o(r)dw(r)+

/0 alal +TYVS(T —r) f(r)dr + /0 alal + T x (S(T —r)o(r)—
o(r))dw(r) + S(T)xo + Eh — S(T)xg — Eh
= h+ T (al +T3) = 1)(=S(T)xo + Eh) + /T alal +TYLS(T —r) f(r)dr

+/0 alal + T x (S(T —r)o(r) — o(r))dw(r).

Veamos ahora que z,(7) esta en una vecindad de h. En efecto:
T
E|lzo(T) — k> = E| —alal +TE) Y (Eh— S(T)xo) + / alal +THYLS(T —r) folr)dr
0

+/0 a(al + TP HS(T = 1) x 04(r) = @alr))dw(r)|]”

IN

E(|| — a(al +TH™(Eh — S(T)z)|| + | /0 alal +TH71S(T — r)x
fa(r)dr|| + ||/0 alal +TT)HS(T =) x ou(r))||+

H / a(al + T pu(r)duw(r)] + | / a(o + 7Y oo (r)dw(r)|.

Utilizando la propiedad (a + b)* < 2(a® + b%) con a > 0y b > 0, desigualdad de
Holder y la propiedad (iii) del lema (1.2.2) se obtiene:

T
B|zo(T) —h| < 4y|aR(a,FOT)(Eh—S(T):coy|2+4T/ E|laR(a,TT)S(T —r)x
0

T T
fa(r)]|2d7‘+4/0 E]|ozR(oz,Ff)S(T—r)aa(r)||2dr+4/0 E|laR(a, T o(r)|*dr.

Haciendo uso de las propiedades de norma se sigue que:

Ellzo(T) = | < 4llaR(a, TO)|*| ER — S(T)xo|*+

T T
4T/ IIOéR(OaFTT)||2E!|5(T—7“)fa(7“)||2d7“+4/ lacR(c, TP ENS(T—r)oa(r)|*dr+
0 0
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T
4 / laR(a, TT)|PE|lo(r)|Pdr-

Por otro lado, utilizando la linealidad de la esperanza y extrayendo factor comun
se obtiene:

T
Ellzo(T)=h]| < 4||OéR(a,FoT)IIQIIEh—S(T)xo||2+4/ laR(c, TP Ellsp () |*dr+
0

4(T+1)/0 laR(c, TONPIS(T = n)IPLE(fa(r)]I* + lloa () [)]dr.

Utilizando la hipotesis (Hs)', se obtiene de la desigualdad anterior:
T
Ellza(T)—h|* < 4||aR(a>T§)||2||Eh—5(T)Io||2+4/ laR (e, TP B o(r) | *dr+
0

T
A(T + 1) M, M2 / laR(a, TT)|2dr.
0

Como el sistema estocastico (3.1) es aproximadamente controlable por teorema
3.0.3 se tiene que el sistema deterministico (3.2) es controlable en cada

[r,T],0 <r < T;por tanto la matriz de controlabilidad es definida positiva en cada
intervalo [r,T],0 < r < T asf por teorema 3.0.1 se tiene que ||aR(ca, I'T)]|?
cuando o — 0% para todo 0 <r < T.

— 0

Por otro lado, |[[aR(a, TT)||2 < 1,0 <r < T; para todo a > 0.

Haciendo uso del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se obtiene
que El|zo(T) — h||> — 0 cuando A — 0.

De esta manera se completa la prueba. O

Lema 4.0.2. Supongase que las hipdtesis (Hy),(Hs) y (Hg) se satisfacen.
Entonces existe C > 0 tal que para todo g(-) € L3(0,T,R") la siguiente desigual-
dad se satisface:

lim E/O |TES* (T — t)(TE) LS (t — r)g(r)|Pdr < C/O Ellg(r)|dr.  (4.4)

t—T—
Demostracion. Por hipotesis (Hy) el sistema estocastico lineal es exactamente
controlable en [0, T]. Asi, el sistema (3.2) por teorema 3.0.3 es exactamente con-
trolable en cada sub-intervalo [0,¢],0 < r < t < T esto es, existe constante

Yer > 0 tal que:
(Tre, @) > v,
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En consecuencia, [[(I't)~}| < 5,7~ Probemos que existe una constante Cy > 0 tal

que:
1 1

i
Tt,s N Cl(t - S)

En efecto, para probar (4.5) se hace uso de que el operador A es nonegativo y
autoadjunto, y ademéas de que el operador composiciéon BB* es positivo, esto es,

(4.5)

(T, z) — / (S(t — $)BB*S" (t — 8), z)ds
= /t<BB*S*(t —8)x, S*(t — s)z)ds

= / | B*S*(t — s)x||*ds.

Por la hipotesis (Hg) se sigue que:

Tlz,z) > v / (S(t — 5)S (1 — $), 2)ds

= /t<e2A(t_s)x, x)ds

_ /t<(1 F At — 5) + 242t — 8)2. ), @) ds

= ylz|*t—7)+m /t<(2A(t —8) + 24%(t — 5)* + ..)z, 7)ds.
Luego, por la hipotesis (Hs) se obti;ne:

(T, 2) = |zl (t = 7).
Asi, aplicando propiedad arquimediana, existe C; > 0 tal que:
(Ma,2) > Cit—r) [z [Pzl |, Cr<m

Asi basta considerar 7y, = C1(t — r). Esto conlleva a que:

t t
/ EITtS*(T — )(TT)'S(T — rg(r)|Pdr < MM / <t—r>2—7§ Ellg(r)|%dr
0 0 Tr
MAMZ [* (t—r)? )
= E .
St [ =l Par

Luego, por propiedades de integrales definidas se obtiene

4772

[ EIrts @ = o@D = ngltar < 2 [ Elgar @40
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Tomando limite en (4.6) cuando ¢ — T, la desigualdad (4.4) con
C = (MiM32)/C? es obtenida. O

4.1. Controlabilidad Via Tipo Aproximaciéon de Pi-
card.

En esta seccion derivaremos algunas condiciones de controlabilidad para el siste-
ma estocastico (4.1).

En primer lugar, se define el operador §, de X7 x Ur en si mismo, para o > 0,
dado como sigue:

Solz,u) = (2, W) (4.7)
donde:
z(t) = S(t)zo+ /0 S(t —r)Bw(r)dr + /0 S(t—r)f(r)dr+ /0 S(t—r)o(r)dw(r),

y

w(t) = B*SYT —t)[(al + T (Eh — S(T)x0) + /0 (al + T p(r)dw(r)]
—B*S*(T —t) /t(al + T S(T —7) f(r)dr

t
—B*S*(T — t)/ (al + T % S(T — 7)o (r)dw(r)
0
T
y ¢ € L3([0,T], R™") satisface que h = Eh+/ o(r)dw(r), para h € Ly(£2, F, R™).

0
Sera demostrado que el sistema (4.1) es aproximadamente controlable si para to-
do a > 0 existe un punto fijo del operador §,. Para demostrar esto aplicaremos
el metodo de aproximacion de tipo Picard al operador definido por (4.7). En efecto,

o = S(t)l’o

Tp1(t) = St)zo+ /Ot S(t — r)Buyy1(r)dr + /Ot S(t—r)fulr)dr+

/0 S(t —r)o,(r)dw(r) (3)
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uo(t) = B*S*(T — t)[(al +TF) ™ (Eh — S(T)xo) + /0 (ol + T o(r)dw(r)]
Uns1(t) = B*SYT —t)[(al +TT)"Y(Eh — S(T)xo) + /0 (o + T p(r)dw(r)]
—B*S*(T —t) /t(al +TH) x S(T —7) fu(r)dr

—B*S*(T —t) x /0 (ol +TH)LS(T —r)o,(r)dw(r)  (4)

Lema 4.1.1. Si las hipdtesis (H1) y (H2) se cumplen, entonces el operador
Sao esta bien definido y existen constantes Mr(a), Ki(«), Ko(a) > 0 tal que si
(x1,u1), (z2,uz) € X X Ur entonces:

t
IBa(@r, ur) = Balzz, un) [} < Mr(e) | K( sup Ellzi(r) — wa(r)|*)ds
0

0<r<s

+MT(a)/O L( sup E||luy(r) — ug(r)||*)ds,

0<r<s

Y

t
IFa(@n, u) [} < Ki(a) + Kao(a){ [ H( sup Ellz1]*)ds + G SupEHule)dS},
0

0<r<s <r<s

para cada t € [0,T], donde:

6 6
Mrp(a) = max{ MBMS+ MBMST+3MS, MSMBT3+3TMS+ = MgMET?}.
t
Ki(a) = AMEE ol + {1EHIP + M2l + | Elelfar}+
0

12 3
(EMgsMéT + @MS%M,%).

12 3
Ky(a) = (@MgMgT +4M? + EMgiMé)ma:p{T, 1}.

Demostracion. Veamos primeramente, que la diferencia de las imagenes de dos
puntos cualquiera en X x Up, mediante el operador §, esta acotada. En efecto:
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|Sal(z1,u1) — Falze, )|l = Sup (21, w1) — (22, w2)|s
<s<t

= sup (21 — 22, w1 — wy)||s
0<s<t

= sup El|zi(s) — 2(s)[* + sup Ellwi(s) — wa(s)|*

0<s<t 0<s<t

Por definicion de 21(s) , 22(s) , wi(s) y wa(s) se obtiene:

||%'a(x1,u1) ga(flfg,UQ Ht = supE H S 8—7" wl( ) 2(T>)dT+

/sS—r () — folr) dr+/ 5s—r><al<r>— o (r))du (1) ) +
sup E|B*S*(T — s) / (I + TTYS(T — ) (fu(r) — folr))dr +

0<s<t

B*S*(T — s) /OS(OJ + T x S(T —r)(o1(r) — oo(r))dr||*(4.8)

En lo que sigue consideraremos la siguiente notacion:
A(r) = S(s — ) B(wi(r) — wy(r)).
B(r) = S5(s = r)(fi(r) = fa(r))-
C(r) = S(s = r)(o1(r) — o2(r)).
D(r) = (al + )7 S(T = r)(filr) = fa(r)-
E(r) = (al + Tt x S(T — r)(o.(r) — oa(r)).

Ahora bien, haciendo uso de la desigualdad triangular, de la igualdad (4.8) se
obtiene:

8o ) =Satonua) [ < sup E(L [ Awydrl+l [ Boyirl+l [ oo+
sup BB (T =) [ DO + 1557 | B
0<s<t 0 0

Aplicando la propiedad (a + b)? < 2a? + 2b?, la linealidad de la esperanza y pro-
piedades del supremo se obtiene:

S S

IFa(z1, ur) = Falwz, u)llf <3 sup E|l [ A(r)dr||* +3 sup E|| | B(r)dr|*+

0<s<t 0 0<s<t 0
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3 sup Bl | Crdw(r)||? + 2 sup El|B-S*(T —S/D |2+

0<s<t 0<s<t

2$upE||B*S*(T—s)/ E(r)dr|>.
0

0<s<t

Luego, por propiedades de la integral se tiene:

1Ba (@1, u1)=Fa (2, ug) |7 < 3E||/ r)dr|| +3E||/ r)dr|| +3E||/

2| B*S*(T —S/D (r)dr|® + 2E|| B*S*(T —s)/ E(r)dr|?.

0

Aplicando la definicién de norma en Ly(£2), la definicion de Mg, Mp y el hecho
1

que ||[(al +TT)=H)|| < = con a > 0, se obtiene que:
Q

I*+

WQWMM)SJMWQMS3MMW%/EWM()wﬂﬂVW%E/QH/ (r)dr|Pdt+

3M§E/ ]|01(7’)—02(7’)||2d7’+2E/ HB*S*(T—t)/ D(r)dr|?dt
0 0 0

2 T
S MBMEE [ (01 (0) = on(r) P

Luego, reemplazando B(r), D(r), aplicando la desigualdad de Holder y resolvien-
do las operaciones algebraicas resulta:

t t
[8aCrv) Bz, ws) [ = 3M2ME [ Blon(r)—uwar)Par+3TIEE [ (£10r)-
0 0

RNIFr+3MEE [ (o) =oao) P+ SMEMETE [ ()=o) P+

2 t
SMBMLE [ lor(r) = n(r)

t
Ahora bien, estudiemos el termino / E|lwy(r) — wy(r)||*dr.
0

Por propiedades de la integral sabemos que para t < 1"

AEwmwwwwwsAzmmmﬂmmwwﬂmMm—wmw

Por otro lado:
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Elwi(r) — wa(r)l|* = E| B*S*(T = r)[(a] +Tq) ™ (Eh — S(T)zo)+

/Or(al +TH Y o(t)dw(t)] — B*S*(T — ) /Or(a[ +TYLS(T — ) f1(t)dt—

—B*S*(T —r) /Or(a[ + T S(T = t)oy (t)dw(t) — (B*S*(T —7)

(ol +TF)"Y(Eh — S(T)x,) + /0 (@l +TT) () dw(t)] — B*S*(T — 1)

/OT(aI+FtT)_1S(T—t)f2(t)dt—B*S*(T—r) /OT(aI+Ff)_1S(T—t)02(t)dw(t)||2.
Aplicando propiedad distributiva, obtenemos:

E|wi(r) — wa(r)||* = E||B*S*(T — r)(al +T5) ™ (Eh — S(T)xo)+

T T

B*S*(T—1) /0 (@I+TT) " o (t)dw () — B-S*(T—r) /0 (QI+TT)LS(T—1) f, (1)t
_BSH(T — 1) /0 (al + TT) " x S(T — o (B)duw(t) — B*S*(T — 1)(al + TT)~!
(Eh — S(T)xo) — B*S*(T — 1) /0 (ol +TT) o) du(t) + B*S*(T = 1)
/OT(aI+FtT)‘1S(T—t)fg(t)dt+B*S*(T—r) /OT(aI+F;‘F)_lS(T—t)02(t)dw(t)||2.

Asi

Ellwi(r) — wa(r)||* = E| B*S*(T — T)[/OT(OJ + ) 7IS(T = 1) (falt) — fo(1))dt]+

B*S*(T — T)[/OT(OJ FTT) % S(T = 1)(0a(t) — 01 (1)) dw(1)] |

Por desigualdad triangular, se obtiene:

EBlfw: (r) —wa(r)||* < E(||B*5*(T—7”)[/OT(OJJFF?)_IS(T—t)(fz(t)—fl(t))dt]HJr
|1B*S*(T — T)[/OT(OJ + 1) % S(T =) (0a(t) — or () dw(t)]|)*.

Aplicando la propiedad (a + b)? < 2a? + 202, resulta:

Eljwi (r)—wa(r)|I* < E(QIIB*S*(T—T)[/Or(af+FtT)‘15(T—t)(f2(t)—f1(t))dt]H2+
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MB%WT—rﬂ[ﬂﬂ+Fﬂ‘U«ﬂT—O®AO—UNOMw@M5~
Luego, por definicion de norma de Ly () v linealidad de la esperanza se tiene que:
mwam—wxmwsE@[ﬁwyﬁutwwélﬂ+rb*aT—wuaw—
—ﬁa»wm%ﬂiwawfatwnAYaLH?r4nﬂT—wwxw—ma»mmwm%.<®
Haciendo uso de la desigualdad de Holder en la desigualdad (5) se obtiene:

T T r
Bllur(r) = wa(r)|* < B@ [ 1B @ =n)lFdi [ ) (a1 + T s - )
<h@—fﬁ»%Wﬁ+E@W¥ﬁatwwA%ﬂ+r%*xsw—w
[(oa(t) — oa(B))duw(®)]]?).
Por propiedades de norma y resolviendo los calculos anteriores resulta:
Ewum—wxmwgzMBW%ﬁWTAW@J+ﬁVHWS@—wW
|uﬁxw—fuwnﬁmwan3ﬂﬁw¢n%my£7a1+r?r*xsat¢x0x0—01a»dwunﬁ

1
Por el lema 1.2.2 parte (iii) y del hecho que ||(al + T'T)7!|| < = se obtiene:
a

Bllun(r) = waln)| < ZT°MEMLE [ 1(Galt) ~ A0 P+
ZMBME [ (oatt) ~ or(0) P (4.9)

Ahora bien, reemplazando (4.9) en (4.8), se tiene:

2 T
[Sa(irvn) = Saloa,ua) [} < SMEMBT(ST*MBMEE [ |(1a®) ~ fule))Pde+
0
2
e
t 9 t
3B [ (o) - oaft)Pdr + SMBTE [ () = o) P+
0 0

%%Mwlnmw—@@Ww

o2

z@M@AW@@—mwwm+waAnmm—ngw
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Por tanto:

6 T

[Satrvn) = Saloz )| < S MSMETE [ (0 - o)+

0

6

o
t 9 t

SMEE [ (on(r) = oa(r) P+ — MEMETE [ IA(0) ~ falo)| Pt
0 0

2

o2

MéMgTE/O ||02(t)—Ul(t)ll2dt+3TM§E/0 ICfi(r) = fa(r))|Pdr+

t
MAMAE / lor(r) — oa(r) | Pdr
0
Por agrupacion de términos semejantes resulta:

6 2
18021, 1) = Falw2, uo) | < (EMSMET?) + 3T M3 + §M§M§T2)

2 6

E / 12 (7)— fol )P+ (s MEME+ S A MET +3012) E / o1 (r)—aa(r) | 2dr-
0 « 0

a2

Luego, por la hipotesis general se obtiene:

18, 1) — Falaz ua)|2 < Mr(a){E / \(fi(r) — falr)|Pdr + E / o (r) -
02(7’)||2d7“}.

Haciendo uso tanto de la linealidad de la esperanza como la definiciéon de norma
en los espacios X y U y la hipotesis (H;) se sigue que:

IFa(@r, u) = Falwz, u) [§ < MT(@){/O K( sup Elzi(r) — 2(r)|*)ds+

0<r<s

/0 L( sup E|lui(r) — ua(r)|*)ds}.

0<r<s

De esta manera queda demostrada la primera parte del teorema.

Por otro lado:
18 (@1, un) |17 = [[(21(s), wi(s) 7 = sup El|z1(s)|I> + sup El|wi(s)]”
0<s<t 0<s<t

s

= sup E(||S(t)xo + /OS S(s — r)Bwy(r)dr + /0 S(s —r)fi(r)dr+

0<s<t

/08 S(s —r)or(r)dwi(r)||*) + sup E(||B*S*(T - s)[(al +Tq) " (Eh — S(T)zo)+

0<s<t



43

/0 (ol + TT) " o(r)dun ()] — B*S*(T — ) /0 (ol + TT)1S(T = 1) fo(r)dr—
B*S*(T — s) /Os(a[ + T x S(T — 7)o (r)dwy ()]

Luego, por propiedades de la integral y aplicando desigualdad triangular, resulta:
[Salirs )l < EQS@rol +1 [ =) Bunto)is] +1 [ S n)asl+
I [ it = SJon(pdun(s)) + EBS" (7 = (0l + 1) (B - S(T)e0)+
[ @t + 1D ey o))+ 18770 =) [l +TDST = ) )]+
550 =) [ (I +T0)1 % ST~ ) (s)dn ()]

Aplicando las propiedades:

(a+b+c)* < 3a* + 3b* + 3¢2.

(a+b+c+d)?* <da®+4b° + 4 + &,

se obtiene:
[Salins )l < EQISOrol+4] [ Ste=s)BunGs)is| 44l [ -1 (s)asl*+
i [0 = o (6)wn )P + GBS (T = Dllad + ) (B - S(T)wo)+
[ @t D P+ 318°5 (-0 [ @+ TS ) foyis

3| B*S*(T — 1) /0 (@l +TT) ™" x S(T — t)o (s)duwn (s)])2.

Aplicando la definicion de norma en Ly(€2), el lema 1.2.2 parte (iii), la linealidad
de la esperanza y resolviendo las operaciones se tiene que:
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t t
[Saorunlp < AMEElaol + DBMEE [ flus(s) Pds +aTMBEY [ fulshas|+
0 0
t
1
ZE [ flov(s) Pds + 3MEME{ (| ENIP + M3 B )+
0
1 ! 2 3 4912 ' 2
oz | Ele@Pdsh + STMMGE [ A Pdst

1 t
3M§M§§E/O lora(s)||ds.

(4.10)
t
Ahora bien, estudiemos el termino E/ |wi(s)||*ds.
0
t T
E [ fus)lPds < E [ u()Pdt < TEwi(5)].
0 0
Por los calculos anteriores se tiene que:
1 I
Ellwi(s)|* < 3—7\43]\4%{@(||Eh||2 + MEE||2o]*) + E/o Elle(s)|*ds}+
3 4372 ' 2 224 L ' 2
@TMSMBE i | f1(s)]] ds+3MBMS@E i |lo1(s)]|"ds (4.11)

asi reemplazando (4.11) en (4.10), resulta:
1

Ba(wr, un)[f < AMSE||zo|[* + AMSMET(BMIMp{ — (| ER|* + MSE||zo]*)+
1 2 3 4752 ' 2 g1l ' 2
— | Elle)|Fdst+—=STMMRE | |[fi(s)["ds+3MpMg—E [ low(s)[["ds+
a” Jo « 0 « 0

¢ t

1

ATIBE [ (o) Pds+AMBE [ ov(s) P+ 3MEME{ S IR+ E] o)+

0 0

1 t 3 t 3 t

= | ElePds)+ STMORE [ 15i(0)Pds+ MEMESE [ flonts) P

a” Jo a 0 «Q 0
Resolviendo las operaciones anteriores se obtiene:

12
Ba(wr, un)lf = AMSEl|zo||* + 5 MgMpT((| ERI* + Mg Ello]*)+
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12 ! 12 !
SMOMET [ Ellolo)|Pds + S MMATE [ | 7(s)|Pds+
0 0

12 t t t
EMSM;;TE/ ||01(s)||2ds+4TM§E/ Hfl(s)szs—i—llMgE/ |o1(s)||*ds+
0 0 0

3 3 ¢
@MEM%(IIEW+M§Ellxoll2)+@M§Mé/0 Elp(s)|I?ds+

3 ¢ 3 ¢
ZTMAGE [ fi)ds + MEMESE [ o(s)|Pds
0 0

Agrupando terminos semejantes resulta:
12 3
Ba(wr, un)lf = AMSEl|xo||* + (5 MgMpT + — MgMp){||ER||* + MSE||xo||* +
! 24 6 !
| Bl Pds) + CoMEMET? 4 4T + STMDBE [ 1) s+
0 0

12 3 !
(5 MgMpT +4M; + gMéMé)E/O oy (s)]*ds.

Luego, por linealidad de la esperanza,la hipotesis (H2) y la definicion de norma
en Xt y Ur se obtiene:

[Balzn )|} < Ki(a) + Ka(a){E / | fo(s)|2ds + B / o ()]s}

< Kifo) + Kale)(B [ () + Gl |} O
= Ki(a)+ Ka(a){ | H( sup E|zi(r G ( sup E|lui(r)|*)ds}.
0 0<r<s 0<r<s

Lema 4.1.2. Bajo las condiciones (Hy)-(Hs) la sucesion (x,,u,) es acotada en
_X% X l@

Demostracion. Por lema (4.1.1) para algin n > 0 se tiene:

H(@ner, unsa) 7 = supEllxn+1(S)||2+OiugtE||un+1(8)||2

0<s<t

t t
< kit ko{ | H(sup Ellwn(r)ll2)d8+/ G( sup Ellusa(r)|*)ds},
0 0<r<s 0 0<<r<s
(4.12)

donde k1, ks son constantes positivas independientes de n.

Sea v(t) una solucion global de la ecuacion:
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v(t) =1y + k‘g{/o H(v(s))ds —I—/O G(v(s))ds},

con una condicién inicial vy > maz(ky, ||(zo, uo)||*). Probaremos por induccién
matematica que:

1@, a7 < w(t),t € [0, 7. (4.13)
Para n = 0 la desigualdad (4.13) se obtiene de la definicion de v.

Ahora supongase que
(@, un) I} < w(t),t €[0,T].

Entonces por (4.13) obtenemos que:
t t
o(t) — | (@nss, ) 2 = By + R / H(u(s)) + / G(v(s))ds}) —
0 0

—ka{/o H{( sup Ellxn(r)llz)]dﬁ/o G( sup Ellun1(r)|*)ds}.

0<r<s 0<r<s

Asi, se obtiene que:

v(t) = [(@ns, wns)If > kz{/ot[H(V(S)) — H( sup Ellz(r)]*)]ds

0<r<

t

+/ [G(v(s)) = G( sup Ellunsi(r)]*)ds} = 0.
0 0<r<s

Esta desigualdad se sigue de (4.12),(4.13) y del hecho que tanto H como G son

crecientes. U

Teorema 4.1.1. Bajo las condiciones (Hy), (Hy) la sucecion (z,,u,) es una
sucecion de cauchy en Xp x Up.

Demostracion. Sean:

T (t) = STiPH(SCm’Um) - (Imun)H?
pa(t) = supl|zm, — 2,7

m>n

Qn(t) = SUPHUm - un“t2

m>n

Las funciones 1, (t), p,(t), gn(t) estan bien definidas, son uniformemente acotadas
y evidentemente monotonas no-decrecientes.
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Ya que {r,(t) : n > 0}, {pa(t) : n > 0}, {g.(t) : n > 0} son monotonas no-
decrecientes para cada t € [0, 7] existe una funcion no-decreciente (r(t), p(t), q(t))
tal que:

Lim (1 (t), pa(t), gn () = (r(t), p(1), ¢(1))-

n—oo

Por lema (4.1.1) obtenemos que:

¢
1S a(Tm, tm) — SalTn, un)”% < Mr(a) K( sup El|zm1(r) — zn—l(r)Hz)dSJV
0

0<r<s

M (o) / L( sup Elltmr(r) — tr(r)|P)ds

0<r<s
del cual se sigue que:

) < pa(t) + gn(t) = ra(t) = sup(||(zm, ) — (@0, un)|[7) < sup(Mr(a)

m>n m>n

K (sup El|zm1(r)—2n1(r) [)ds-+ Mz (o) / L( sup Elftn1(r) =t (r)]?)ds).

0<r<s 0<r<s

Luego, por propiedades de supremo se tiene:

ra(t) < sup(Mp(a K ( sup Ellwm-l(S)—xn-l(S)||2)ds+MT(a)/0 L( sup Elfum—1(s)—

m>n 0<s<t 0<s<t

un—1(5)[|*)ds).

Haciendo uso de la continuidad de K y L, de la desigualdad anterior resulta:

t) < (Mr(« K (sup( sup El|xpm_1(5) — xn_1(5)[|?))ds+
m>n 0<s<t
MT(a)/ L(sup( sup E||ty_1(s) — un_l(s)Hz))ds
0 m>n 0<s<t

Por definicion de p,(t) obtenemos:

t t
ra(t) < MT(a)/ K(pn_l(s))ds+MT(oz)/ L(gn-1(s))ds.
0 0
Por el teorema de la Convergencia dominada de Lebesgue se tiene:
r(t) < p(t)+

< Mr(a / Ko(s)ds + V(@) [ Llals))ds
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Ahora si w = p + ¢ entonces:

w'(t) < Mp(a)[K(p(t)) + L(q(?))]
My (@)K (w(t)) + L(w(t))]

t
My (a)V (w(t))
donde V(w(t)) = K(w(t)) + L(w(t)), asi de (4.14)obtenemos:

b w'(s)ds .
], Fatoy = Mttt

A IA

Definamos el siguiente operador G : R™ — R dada por:

para g fijo. Tenemos que:

oA

w(t zo
= +
/mo V(“) w(e) V(“)

w® - du
w(e) V(u)

w(t)
Glu(t)) - Clw(e) = /

Luego, de (4.15) y (4.16) se obtiene que:
Gw(t)) — G(w(e)) < Mr(a)(t —¢),
6 equivalentemente,

Gw(t)) < G(w(e)) Mp(a)(t - €).

En consecuencia, aplicando inversa de G se tiene que:

w(t) < GH(G(w(e) + Mr(a)(t —€)).

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

Por otro lado, G es una aplicacion creciente, continua y tal que G(zg) = 0. Mas

aun, para valores r < xg, G tiende a —o0o.Ademés

1 1
-~ V(z) K(x)+ L(x)

Asi,que G’ es decreciente en todo los reales positivos.



49

Para fijar idea, consideremos el grafico descrito arriba.

Esto implica que, dado w es continua y w(0) = 0, podemos escojer al € suficien-
temente pequeno tal que w(e) < xg, y por tanto obtener que:

G(w(e)) — —o0. (4.18)

Asi, de (4.17) y (4.18) se obtiene que w(t) < 0.

En consecuencia, w(t) = 0 para todo ¢ € [0, 7. Pero:
1@y i) = (@n, wn) I < Pu(T) + ¢u(T) — w(T) = 0.

Ast:
(@ Um) — (T, un)||? — 0, cuando n,m — oo.

O

Corolario 4.1.1. Bajo las hipdtesis (Hy) y (Hz), para cualquier par de puntos
(Tpy Un)y (T, um) € Xp X Ur,se satisface

I @, ) = (@, ) [f =0,
para todo t € [0,T].

Teorema 4.1.2. Bajo las hipdtesis (Hy) , (Hs) el operador (4.7) tiene un unico
punto fijo.

Demostracion. Por lema (4.1.2) la sucesion (2, u,) es de cauchy en X x Ur. La
completitud de X7 x Ur implica la existencia de un proceso (z,u) € Xr x Uy tal
que:

lim ||(xy,, uy) — (x,u)||2T =0.

Ahora bien, deseamos probar que existe un unico (z,u) € X x Ur tal que:

Solz,u) = (z,u).
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Por otro lado sabemos que:

Salz,u) = (2,w),
donde:
2(t) = S(T)x0+/0t S(t—r)Bw(r)dr+/0t S(t—r)fi (r)dr—l—/ot S(t—r)oy (r)dw(r),
y
w(t) = B*S*(T — t)[(al + T§) " (Eh — S(T)xzo) + /Ot(al + D) lo(r)dw(r)]—
B*S*(T —t) /Ot(ozl +THYLS(T — 5) f(r)dr — B*S*(T —t) x

/0 (al +TH)™ x S(T — 7)o (r)dw(r).

Tomando el limite cuando n — oo en (3) y (4), vy haciendo uso de la conti-
nuidad de f y de o se obtiene que (x,.1,u,y1) converge a (z,w). Por otro lado
(2, u,) converge a (z,u), por unicidad de limite obtenemos que (z,w) = (x,u);
por tanto hemos probado que el operador §,, @ > 0 tiene un punto fijo en X7 x Ur.

Ahora probaremos la unicidad de dicho punto.
Para ello supongamos que (x1, u1), (z2, uz) € X X Ur son dos puntos fijos de F,.

Entonces por lema (4.1.1) obtenemos que:

IFa(@r, u) = Falw, u) [} < MT(a)/O K( sup Bllzy(r) — aa(r)|*)ds+

0<r<s

My (o) / L( sup Ellus(r) — ua(r)[?)ds.

0<r<s

Por el corolario (4.1.1) obtenemos que:

||%'a(l’1vu1) - Sa(@, U2)H?p =0,

se sigue que (1, u1) = (22, uz) en Xp X Ur.

Asi, §, tiene un unico punto fijo. U

Si o = 0 el operador no-lineal §, es definido por

So(z,u) = (z,w),
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donde:
2(t) = S(t):ro+/0tS(t—r)Bw(r)dr+/0tS(t—r)f(r)dr+/0t S(t—r)o(r)dw(r),
w(t) = B*S*(T —t) x [(Tg) ™" (Eh — S(T)xo) + /Ot(FTT)‘lw(r)dw(r)]—
B*S* (T —t) /Ot(rf)—ls(T—r)f(r)dr—B*S*(T—t) /Ot(rf)—ls(T—r)a(r)dw(r).

Teorema 4.1.3. Supongase que las hipotesis (Hy), (Hy) y (Hs) se satisfacen.
Entonces el operador §o tiene un punto fijo.

Demostracion. La demostracion es similar a la del teorema (4.1.2). O

Teorema 4.1.4. Supdngase que las hipdtesis (Hy), (Ha)' y (Hs) se satisfacen.
Entonces el sistema (4.1) es aprozimadamente controlable.

Demostracion. Sea (4, uq) un punto fijo de §, en X x Ur.

Por lema (4.0.1), 2* satisface la siguiente igualdad:

To(T) = h—alal +T5) " (Eh — S(T)xo) + /Ta(a] +THS(T —t)f(r)dr

v/ "ol + TT) U (S(T = 1) x o(r) — p(r))dur). (4.19)
Por (4.19) y la hip6tesis (Hs),
E|lzo(T) = h||* = E|| — a(ad +T¢) " (Eh — S(T)xo)
n /0 ! a(al +TT)IS(T — ) fo(r)dr

n / a(al + TH)(S(T — 1) x 0a(r) — ga(r)dw(r)]|

Aplicando desigualdad triangular en la desigualdad anterior se obtiene:
T
Ellzo(T) = > < E(|| = alal +T5) " (Eh — S(T)zo)| + | / alal +T7)7
0

S(T =) falr)dr| + | /0 alal +T7)7(S(T 1) x ga(r)l|
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1 / oo +TT) o () du(r)])2

Utilizando la propiedad (a + b)* < 2(a? + b%) con a > 0y b > 0, desigualdad de
Holder y la propiedad (iii) del lema (1.2.2) se obtiene:

Ellza(T) — h|| < 4llaR(a, T§)(Eh — S(T)o|*+

T T
4T/ E||a1-z(a,FZ)S(T—r)fa(r)||2dr+4/ E|laR(a,THS(T =)o (r)||*dr+
0 0

T
[ BlaR(a.r)e0) Pdr
0
Haciendo uso de las propiedades de norma se sigue que:

Ellza(T) = hl| < 4llaR(c, Tg) [P ER — S(T)zol|*+
T T

4T/ IIOéR(OaTTT)IIQEIIS(T—T’)fa(T’)IIQdT’H/ laR(c, TP EIS(T—r)oa(r)|*dr
0 0

T
L / laR(a, TT)|PEl|o(r)|dr-
0

Por otro lado, utilizando la linealidad de la esperanza y extrayendo factor comun
se obtiene:

T
Ellza(T)=h[l < 4I|OéR(0z,Fg)HzllEh—S(T)xo||2+4/0 laR (e, TP E o (r)||*dr

AT +1) /0 laR(c, TOIPIS(T = ) IPLE fa (P + lloa(r)[*)]dr.

Utilizando la hipotesis (H)" y la definicion de Mg se obtiene:
T
Ellza(T)=h|* < 4||aR(a,F§)||21|Eh—S(T)x0||2+4/ lacR(c, T E o (r)|[*dr+
0

T
4(T+1)MfM§/ |laR(a, TTY||dr.
0

Como el sistema estocastico (3.1) es aproximadamente controlable por teorema
3.0.3 se tiene que el sistema deterministico (3.2) es controlable en cada

[r,T],0 < r < T; por tanto la matriz de controlabilidad es definida positiva en
cada [r,T],0 < r < T asf por teorema 3.0.1 se tiene que |[[aR(a,'T)]|?
cuando @ — 07 para todo 0 <r < T.

_)O
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Por otro lado, |[[aR(a, TT)||? < 1,0 < r < T} para todo A > 0.

Haciendo uso del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se obtiene que
E||zo(T)—h||> — 0 cuando A — 0T. Esto da la controlabilidad aproximada. [

Teorema 4.1.5. Supdngase que las hipdtesis (Hy), (Hs), (Hs), (H4), (Hs), (Hp)
se satisfacen. Entonces el sistema (4.1) es exactamente controlable.

Demostracion. Por teorema (4.1.3), el operador §, tiene un punto fijo. Por tanto
el control:

uo(t) = B*SY(T — t)(Tg) ™ (Bh — S(T)xo) — B*S*(T —t) /t(FZ)_IS(T —7)
f(r)dr — B*S*(T' = t) x /0 () 7HS(T =)o (r) — (r))dw(r),
transfiere el sistema (4.1) de z a h.

Asi el teorema es probado. O
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