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Resumen

En este Trabajo de Grado tratamos algunos aspectos pertinentes a la
dindmica topoldgica de los k-automatas celulares aditivos sobre el anillo Zy.

Se extendieron al contexto de los k-autématas celulares aditivos sobre el
anillo Zy en la topologia de Cantor las propiedades dinamicas tales como
la regularidad y equicontinuidad. Ademas se demuestra siguiendo el mismo
método empleado por Kari (ver [16]) una caracterizacion de los k-autématas
celulares aditivos inyectivos y sobreyectivos sobre el anillo Z .

La monografia esta constituida de cuatro capitulos y la correspondiente
bibliografia. A continuacién damos una breve descripcién de cada uno de tales
capitulos.

En el primer capitulo se hace una presentacién de los conceptos béasicos
referentes a los Sistemas Dindmicos.

En el segundo capitulo se expone acerca de la regularidad de los k-autématas
celulares lineales sobreyectivos sobre Zy, relacionandolos con autématas celu-
lares y usando algunas propidades basicas de los autématas celulares lineales
sobreyectivos.

En el tercer capitulo se introducen los conceptos polinomios y series de
Laurent que se utilizan para dar una caracterizaciéon de las propiedades de
inyectividad y sobreyectividad de los k-autématas celulares lineales sobre Zy.

En el cuarto capitulo estudiamos los k-automatas celulares lineales equicon-
tinuos sobre Zy, donde se usan caracterizaciones expuestas por Romero en [30],
para caracterizar tales k-automatas celulares en términos de los coeficientes

de las k reglas locales que los generan.
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Introduccion

En la actualidad, el estudio de sistemas dinamicos discretos en reticulos
(SDDR) ha ganado considerable atencién debido al notable nimero de modelos
matematicos y computacionales que hacen uso de ellos para describir la evolu-
cién y comportamiento asintético de los estados de diferentes sistemas; incluso
en aquellos provenientes de discretizaciones de ecuaciones diferenciales ordi-
narias y parciales, que en particular son empleados para describir estructuras
espacio-temporales en dindmica de fluidos, fisica del estado sélido y sistemas
de reacciones quimicas, entre otros.

Para definir un SDDR se requiere de un reticulo R (espacio topoldgico
discreto) cuyos elementos son llamados células, en cada w € R se considera un
espacio topolégico X, (en muchos casos es el mismo en cada célula) denomina-
do espacio de estados de la célula w; el espacio de configuraciones de cualquier
SDDR con reticulo R y espacios X, (w € R) es el conjunto M =[] _» X,
dotado con la topologia producto. De esta forma, un SDDR sobre M es una
aplicacion F' : M — M, conocida como transformacion de transicion global
que preserva la estructura producto; esto es, para cada w € R existe un funcién
F,: M — X, tal que para todo x = (z(w)),er se tiene F(z) = (F,(2))wer-

La dindmica del sistema (M, F') es dada por la ecuacién en diferencia
Tps1 = Fan), n >0, (1)

lo cual equivale a

Tpr1(w) = Fy(z,), paracada n>0y w € R.
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Es claro que para cada configuracion inicial del sistema, xy = (2¢(w))wer,
la evolucién temporal de ésta es expresada por la ecuacién (1). De hecho, la
solucién de (1) con condicién inicial zp € M es la sucesién (F"(zg))n>0, que
se conoce como la orbita de x.

En este trabajo solo seran considerados los SDDR que tienen como reticulo
a los enteros; es decir, R = Z; en cada w € Z el espacio de estados X, es
un conjunto finito A, conocido como el alfabeto del sistema. En el espacio
de configuraciones A%, existe un grupo de permutaciones que tiene un papel
especial en los sistemas dindmicos discretos que aca tratamos; tal grupo es

generado por la transformacién shift o : AZ — A%, definida como
o(r)(w) = z(w+1), paratodo z € A” y we Z. (2)
Dado que A es finito, al considerarlo dotado de la topologia discreta, el
espacio de configuraciones A% adquiere la estructura de un espacio de Cantor
el cual es compacto, perfecto y totalmente disconexo. Tal topologia admite
variadas métricas compatibles; entre las mas empleadas se encuentra justa-
mente la métrica de Cantor, la cual es definida, para cada x = (z(n))pez ¥

y = (y(n))nez en A%, como:
0, si z(n) =y(n) paratodo n € Z

27F siz#y y k=min{|n|: x(n) £ y(n)}.

A lo largo del trabajo serd considerada exclusivamente la topologia de

d(z,y) =

Cantor sobre AZ.

En lo que sigue, una transformacién F : A? — A% preserva la potencia
r-ésima del shift si satisface F' o o” = ¢" o F', donde A es el albabeto del
sistema.

Como una subclase de las transformaciones que preservan potencias del

shift tenemos a los denominados automatas celulares, aquellos cuando r = 1.
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Recordamos que un autémata celular (unidimensional) sobre un albabeto A es
toda transformacion F : A — AZ cuya evolucién de estados es gobernada por
una regla local; méas precisamente, dado un conjunto finito V de Z, se conoce
como regla local en la vecindad V a cualquier funcién f: AY — A, donde A
denota el conjunto de todas las funciones de V en A; asi, el autéomata celular
F : A — A% dado por la regla local f es definido, para cada = € A% y todo
n € Z, como

F(z)(n) = f (@ [n4v), (3)
donde z |,4v: V — A es dada por z |,y (k) = z(n + k) = o"(z)(k), para
todo k € V. Claramente tal transformacién F' es continua y ademdas conmuta
con el shift ¢. Un conocido y notable resultado, debido a Curtis, Hedlund y
Lyndon (ver [17]), establece que toda transformacién continua F : A% — A%
que conmute con o, es un automata celular.

Como una extension de los autématas celulares tenemos los denomina-
dos k-automatas celulares; esto es, dados un alfabeto A, conjuntos finitos
Vo, -+, Vi1 C Z y reglas locales f; : AY — A, 0 < j <k, el k-autéma-
ta celular por ellas generado es la transformacién F : AZ — AZ definida, para

cada z € A% y n € Z, por

F(z)(n) = fo (@ lntv.,) - (4)

donde ny, es el entero n tomado modulo k.

Observe que la evolucién de los estados en cada célula del reticulo depende
de la clase de equivalencia modulo k a la cual pertenece y de los estados en un
niumero finito de células vecinas, las cuales son determinadas por las vecindades
V;; mds aun, estas vecindades pueden considerarse todas iguales, ello se obtiene
introduciendo variables mudas, ver [30]. Por otra parte; es bien conocido (ver

[31]) que toda transformacién continua que conmute con la potencia k-ésima
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del shift es un k-automata celular, este resultado constituye obviamente una
extension de la caracterizacion de los autéomatas celulares arriba comentada.
Existen otras extensiones de la caracterizacién de Curtis-Hedlund-Lyndon;
remitimos a [1], [2], [31] donde se presentan algunas de tales extensiones.

Los autématas celulares, y en general los k-automatas celulares, vienen
siendo empleados en un considerable nimero de modelos para estudiar fe-
némenos dinamicos de problemas pertinentes a la Fisica, Biologia, Quimica y
Ciencias de la Computacién. Ver [13], [14], [20] y [33]. Cabe destacar que como
elemento motivacional y de aplicabilidad adicional, los k-automatas celulares
lineales, a ser definidos mas adelante, vienen siendo considerados como modelos
para la codificacién discreta en subbandas, ver [19].

La dindmica de los k-autématas celulares es la descripcién (topoldgica o
probabilistica) del comportamiento asintético de las drbitas, ofrece una rica
variedad de fenémenos de compleja evolucion temporal. De hecho la descrip-
ciéon exacta de la evolucién temporal de una determinada configuraciéon no
siempre es simple, puede resultar muy dificil e incluso hasta imposible. Un con-
junto importante de propiedades de la dinamica topolégica de los k-autématas
celulares, pueden encontrarse en [30], especialmente propiedades relacionadas
con la sobreyectividad, transitividad, equicontinuidad, permutatividad y sen-
sibilidad a las condiciones iniciales.

Los k-autématas celulares aditivos sobre el anillo Z  son aquellos generados
por reglas locales aditivas. Sin perder generalidad suponemos que los subcon-
juntos finitos Vy, ..., V,_; son todos iguales al intervalo cerrado de nimeros
enteros [(,{ + 1], ((,r € Z,r > 0).

Ahora bien, para cada 0 < j < k consideramos constantes )\%, .., M en

Zy y una funcién f; : 7 — Zn (regla local aditiva) definida para cada
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fi(ao, ..., ay) :i)\gai (mod N); (5)
i=0

las constantes )\{ (0 <i<r0<j<k)son conocidas como coeficientes de
las reglas locales, de esta forma, el k-automata celular aditivo generado por
[0, ¢+ 7] y las reglas locales f; (0 < j < k) es la transformacién F : Z% — 7%
definida, para cada x € Z% y cada n € Z, por

F(z)(n) =Y A*z(n+(+i) (mod N); (6)

=0

como antes, n; es el entero n tomado maédulo k.

Dado que el conjunto Z% es un Zy-médulo con las operaciones usuales de
adicién y multiplicacién por escalares en Zy, el k-autémata celular aditivo F’
arriba definido es lineal; esto es, para cada a € Zy y todo z,y € Z%, siempre
se satisface

Flax +y) = aF(z) + F(y).

En el caso de los autématas celulares lineales, es decir cuando k = 1, son
conocidas varias propiedades importantes de la dinamica topoldgica de tales
sistemas; incluso varias caracterizaciones de algunas de estas propiedades, son
expresadas en términos de los coeficientes que definen al autémata celular
aditivo en consideracién. A manera de ejemplo remitimos a: [8], [9], [11], [15],
(18], [23], [24] v [26], donde podré encontrarse informacién al respecto.

En [19] son descritas propiedades relativas a la sobreyectividad e inyectivi-
dad empleando técnicas de series formales de potencias y polinomios de Lau-
rent. Una caracterizacion de la sobreyectividad de estos sistemas dinamicos es
también obtenida en [1], ver también [3], mediante el uso de la denominada
forma normal de Smith. En el caso de k-autématas celulares aditivos (k > 2)

son conocidos pocos resultados.



Preliminares

Este capitulo contiene fundamentalmente conceptos basicos acerca de Sis-

temas Dindamicos Discretos, necesarios para el desarrollo de esta monografia.

Definicién 1.1. Un Sistema Dindmico Discreto, o simplemente un Sistema
Dindmico, es cualquier par (X, F'), donde X es un espacio métrico compacto

y F': X — X es una transformacién continua.

Definicién 1.2. Un homomorfismo entre Sistemas Dindmicos (X, F') y (Y, G)
es cualquier aplicacion continua ¢ : X — Y tal que po F' = G o .
Si la aplicacién ¢ es homeomorfismo, se le denomina conjugacion y los

sistemas dindmicos son topologicamente conjugados.
Definicién 1.3. Dados un Sistema Dinamico (X, F') y un punto z € X:

1. x se dice periddico, si existe un entero n > 1 tal que F"(x) = x; al menor
entero con tal propiedad se le denomina periodo de z. Al conjunto de

puntos periddicos lo denotamos por Per(F).

2. z es eventualmente periddico, si existe un entero m > 0 tal que F™(x)
es periddico; es decir, existe un entero n > 1 tal que F"™™(z) = F™(x).

En el caso que m > 1, z se dice preperiddico.

Observemos que la érbita de un punto z es finita si, y sélo si, x es even-
tualmente periodico. Ademas, si F' es un homeomorfismo y x es eventualmente

periodico, entonces x es periddico.

Definicién 1.4. Si (X, d) es un espacio métrico, x € X y ¢ > 0. La bola

centrada en z y radio 0 es el conjunto Bs(z) = {y € X : d(z,y) < J}.

6
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Definicién 1.5. Un punto x € X se dice equicontinuo, o Lyapunov estable, si
para cada € > 0 existe § > 0 tal que, para todo y € Bs(x) y cada entero n > 1
se tiene d(F™(z), F™(y)) < e. Al conjunto de puntos de equicontinuidad de F’
se le denota por Fq(F'). Cuando Eq(F) = X, se dice que F es equicontinuo.

Notese que la nocién de equicontinuidad de un punto esta asociada con la
idea de que las d6rbitas de puntos arbitrariamente préximos de x no se separan

de la érbita de xz.

Definicién 1.6. El Sistema Dindmico (X, F'), se dice sensitivo a las condi-
ciones iniciales, o simplemente sensitivo, si existe ¢ > 0 tal que para to-
dod >0y x € X, existen y € Bs(x) y un entero n > 1 de forma que
d(F™(z), F™(y)) = €. A la constante € se le conoce con el nombre de constante

de sensitividad.

Intuitivamente una transformacién es sensible a las condiciones iniciales, o
simplemente sensible, si existen puntos arbitrariamente cerca de z € X que

eventualmente se separan de z bajo la iteracién de F' al menos e.

Definicién 1.7. Un Sistema Dinamico se dice positivamente expansivo si exis-
te una constante € > 0, denominada constante de expansividad, tal que para

todo x,y € X, con x # y, existe un entero n > 0 tal que d(F"(z), F"(y)) > €.

Observemos que si X es perfecto (ningin punto es aislado), entonces todo

Sistema Dindmico (X, F') positivamente expansivo es sensitivo.

Definicién 1.8. Se dice que un Sistema Dindmico (X, F') es topolégicamente

transitivo si para cada par de abiertos no vacios U,V de X, existe un entero

n > 1 tal que F*(U)NV # 0.

La nocién de transitividad ademaés de ofrecer intuitivamente alguna idea

de inestabilidad, también indica que el conjunto de érbitas del sistema no se
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puede descomponer; esto es, X no se puede expresar como la uniéon de dos
abiertos no vacios, disjuntos e invariantes. Es simple verificar que los sistemas

transitivos son sobreyectivos. Véase [21].

Definicién 1.9. Un Sistema Dindmico (X, F') se dice cadtico segun Devaney
si son satisfechas las propiedades de transitividad, densidad de los puntos

periddicos de F'y sensitividad a las condiciones iniciales.

Debe ser mencionado que cuando X tiene infinitos puntos, si son satisfechas
las propiedades de transitividad y densidad de los puntos periédicos, entonces
se cumple la propiedad de sensitividad a las condiciones iniciales, véase [6].

Cabe destacar teoremas clasicos de algebra y topologia, que se aplican en

algunos capitulos de estd monografia.

Teorema 1.1. (N. McCoy [27]). Sea R un anillo conmutativo con unidad y

A una matriz cuadrada cuyas entradas son elementos de R, entonces
1. A es invertible si, y sélo si, detA es invertible.

2. A es un divisor de cero si, y solo si, detA es un divisor de cero.

Teorema 1.2. (J. Munkres [28]). Dada f : X — Y wuna funcion continua y
biyectiva. St X es compacto y'Y es Hausdorff, entonces f es un homeomorfis-

mo.

En lo que sigue, seran considerados k-automatas celulares de radio r; esto
es, generado por k reglas locales definidas sobre el mismo vecindario [—r, r].

Ahora enunciaremos y demostraremos algunos teoremas de la teoria de
los k-autématas celulares, que seran indispensables en el desarrollo de esta

monografia.

Teorema 1.3. Si F' es un k-autdmata celular, entonces F oo® =o*o F.
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Demostracion: Supongamos que F' es de radio r y es generado por k reglas
locales, denotemos cada regla local por ¢;, donde 0 < j < k.

Sean x € A% y m € Z; asi, por definicién de o y F' se cumple

o"(F(2))(m) = F(z)(m+k) y F()(m~+k) = Qanity (Tpmsk—rmri) (1.1)

Por otro lado,

F(o*(x))(m) = Py, (Uk(x)[m—r,m—s-r])
- Pmy, (I[m—i-k—r,m—i—k—i—r]) (1 2)
= P(m+k) (I[erkfr,erkJrr} ) .
Ahora, por (1.1) y (1.2) tenemos que F oo* = ok o F. ]

Teorema 1.4. Si (A2 F) es un k-autémata celular lineal biyectivo, entonces

su wnversa es un k-automata celular lineal.

Demostracion: Supongamos (A%, F) lineal y biyectivo, entonces existe una

transformacién ¢ tal que go F = F o g = I, donde I es la identidad de A”.

Mas auin, puesto que F' es lineal, es notorio que su inversa g también lo es.
Por otra parte, como F' es un k-autémata celular, por el teorema 1.3 se

sigue que F o o* = ¢¥ o F' y en consecuencia
goo"=0c"og. (1.3)

Ahora bien, como F es biyectiva, continua y A% es compacto y Hausdorff,
entonces por el teorema 1.2, F' es un homeomorfismo y en particular g es
continua.

Luego, por (1.3) y al ser g continua y lineal se tiene que g es un k-autémata

celular lineal. O



Regularidad

La propiedad de regularidad en Sistemas Dindmicos Discretos (X, T), sig-
nifica que el conjunto de puntos periédicos de la transformacion T : X — X es
denso en el espacio topologico X. Esta propiedad es uno de los componentes
de la nocién de caos introducida por Devaney, ver [12]. En el contexto de los
autématas celulares existe una importante conjetura la cual indica que todo
autémata celular sobreyectivo es regular.

Esta conjetura es famosa en la teoria de autéomatas celulares. Ademas,
todavia no ha sido probada. Sin embargo, existen algunos resultados parciales
de esta conjetura, por ejemplo los autématas celulares lineales sobreyectivos
son regulares (ver [8]) mds generalmente los D-autématas celulares lineales
sobreyectivos son regulares, ver [9], en este mismo articulo se demuestra que
la clase de autématas celulares permutativos en la primera y ultima variable,
son regulares. Otra importante clase de autématas celulares regulares son los
llamados autématas celulares cerrados, ver [7].

Aunque esta conjetura es un problema abierto, en este capitulo abordare-
mos una demostraciéon de dicha conjetura en el ambito de los k-autématas
celulares lineales cuyo alfabeto es el anillo Zy. Para tal fin usaremos princi-

palmente propiedades de automatas celulares sobreyectivos.

2.1. Sobreyectividad y Regularidad

Se inicia esta seccién enunciando dos resultados cldsicos de la teoria de

autématas celulares.

10
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Teorema 2.1. (Hedlund [17]). Si (A%, F) es un autémata celular, entonces F

es sobreyectivo si 1y sélo si para cada y € A%, card(F~'(y)) < +oo.

Teorema 2.2. (M. Boyle, B. Kitchens [7]). Si (A%, F) es un autémata celular

cerrado, entonces el conjunto de puntos periodicos por F y o es denso.
Definicién 2.1. Dados a,b,c,d € Z con a < b, denotaremos por:

1. (a,b) al intervalo abierto de niimeros enteros entre a y b.

2. [a,b] al intervalo cerrado de nimeros enteros entre a y b.

3. (—o0,¢) al intervalo abierto de nimeros de enteros entre —oo y c.

I

. (d,+00) al intervalo abierto de nimeros enteros entre d y +00.

5. Si x € Z% y a un intervalo de niimeros enteros como en 1, 2, 3 o 4, se

entiende por x,; la restriccién de x a «.
Definicién 2.2. Dado un alfabeto A, se dice que:

1. z,y € A” son asintéticos a izquierda (resp. a derecha) si, y s6lo si, existe

n € Z tal que
T(—com) = Y(—com) (TESP- T(n,100) = Y(n,+00))-

2. Un autémata celular (A%, F) es cerrado a izquierda (resp. a derecha) si,
y sélo si, para cada x,y € A% con x # y asintdticos a derecha (resp. a

izquierda), se tiene F'(z) # F(y).

3. Un autémata celular (AZ, F) es cerrado si, y slo si, es cerrado a derecha

0 cerrado a izquierda.
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Ejemplo 2.1. El shift es inyectivo, por tanto es cerrado a izquierda y a

derecha.

Ejemplo 2.2. Consideremos el alfabeto A = Zy v (AZ, F) el autémata celular
lineal dado por F(z)(n) = z(n — 1) + z(n + 1) (mod 2), para cada x € A% y
n € Z. Afirmamos que F' es cerrado a izquierda y a derecha. En efecto, sean
x,y € AZ con x # y asintdticos a derecha, por definicién de asintoticidad a

derecha podemos suponer que existe n € Z tal que

x(”) 7é y(n) Y Z(n,+00) = Y(n,4o0)-

Luego, de la definicién de F' es F(z)(n+ 1) # F(y)(n + 1) y por lo tanto
F' es cerrado a izquierda. De forma analoga se demuestra que F' es cerrado a

derecha.
Definicién 2.3. Dados z,y € A% y un entero s > 1 se dice que:

1. z,y estan s-separados si, y sélo si, para cada n € Z se tiene que
Llnn+s—1] # Ynnts—1]-

2. x,y estan s-separados a izquierda (resp. a derecha) si existe m € Z tal que

Thnnts—1] 7 Ynnts—1) Para cada n <m ( resp. n > m).

Ejemplo 2.3. Sean x,y € Z%, dados por:

, 1, si7espar ) 0, siiespar
(i) = o y y(i) = .
0, sitesimpar 1, si¢esimpar
Note que x,y estan s-separados para cada entero s > 1, ya que por defini-

cién y y x difieren en cada entero.
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El siguiente resultado, aunque no se encontré una publicaciéon que lo con-
tenga, ha sido demostrado por M. Akiyama en una sesién del seminario de
Sistemas Dinamicos de la UCLA. Se incluye su demostracion, ya que el hecho
que nos presenta es relevante para la prueba del teorema principal de este

capitulo.

Teorema 2.3. Todo k-automata celular en Z. es topologicamente conjugado a

un automata celular en 7.

Demostracion: Supongamos que F : A% — A” es un k-autémata celular
de radio r; es decir, tenemos £ reglas locales ¢q, ..., pr_1: Al — A tales

que para cada z € Ay n € Z,
F(z)(n) = o, (x(n—r1,...,n+71)),

donde ny es el entero n tomando médulo k.
Sea B = A* y consideremos las funciones h : AZ — BZ y b : B — AZ

definidas, para cada x € A%, & € B y m € Z, por:

h(@)(m) = S ¥ W(@) (M) = 25(n),
donde m=nk+j,0<j<k—1y &(n)=2¢(n) --z;(n) - Tp_1(n).
Afirmamos que h 'y h son funciones continuas y una es la inversa de la otra.
En efecto, sean & € BZ, x € A% y m € Z; nétese que por definicién de h y
h tenemos
h(#)(mk + j) = &;(m), para cada 0 < j < k y h(h(2))(m) = "&b k-1

pero ﬁ(i)[mkﬁm“k_” = Zo(m)z1(m) - Tr_1(m), luego

~

(hoh)(&) = &. (2.1)
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Por otro lado, sabemos que dado m € Z, existen 0 < j < k y n € Z tales
que m = nk + j. Ademads, puesto que x(nk + j) = (h(z));(n), entonces

(ho h)(z)(m) = h(h(x))(m) = (h(x));(n) = w(nk + j) = z(m);

esto es,

(hoh)(z) == (2.2)

Asi (2.1) y (2.2) implican que h es biyectiva. Observemos que es simple
verificar la continuidad de h a partir de su definicién.

Ahora bien, ya que A% y B% son espacios compactos y Hausdorff; h es
una funcién continua, entonces por el teorema 1.2, h es un homeomorfismo.
Ademas, el homeomorfismo h y la transformacion F' definen la transformacion
G : BZ — BZ dada por G = ho F o h, claramente G es conjugacion de F'.
Ma4s atin, G es una transformacién continua que conmuta con el shift de BZ.
Verifiquemos tal afirmacién, GG es continua ya que es composicion de funciones
continuas.

Por otro lado, denotemos el shift de BZ por oy y el shift de A% por o, y

demostremos que la siguiente relacién entre og y o,
ogoh=nhoo" (2.3)

implica la conmutatividad de G con oy.

Sean r € A%Z y m € Z, recordando la definicién de oy y h tenemos

oo(h(z))(m) = h(z)(m+1) y h(c"(x))(m) = 0" (=) mkm+k-1, (2.4)
pero
h(x)(m+1) = ZT(m+1)km+1)k+h-1]
= Tlmk+kmhth—1+k] (2.5)

= 0"(@) prkmb+k—1]-
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Luego, por (2.4) y (2.5) se sigue (2.3) y como consecuencia inmediata se
tiene

hlooy=0"oh™t (2.6)

Note por otra parte que (2.3) y (2.6) implican que

000G = (hoo¥)o(Foh™)yGooyg=(hoF)o(c"oh™)

y puesto que F' es un k-autéomata celular, por el teorema 1.3, F' conmuta con
la k-ésima potencia de o; por lo tanto G conmuta con oy.

Es bien conocido que toda transformacién continua que conmute con el
shift es un autémata celular, ver teorema 3.4 en [17], asi esta completa la

demostracién. O

Observacién 2.1. El homeomorfismo h del teorema 2.3 es lineal en Z%;, pues,

siz,y€Z% meZ, yac Ly, entonces

hlax +y)(m) = (ax + Y)pmkmktr—1]
= Ok, mbtk—1] T Yimkmk-+k—1]
= ah(z)(m) + h(y)(m),
por lo tanto, h(ax + y) = ah(x) + h(y).

Por otra parte, puesto que h es un homeomorfismo lineal y como (Z%;)%
es un Z%-mdédulo con las operaciones usuales de adicién y multiplicacién por
escalar en Z?V; esto es, dados ag---ag_1, by - br_1 en Zﬂ“v y a € Zy, se define
la adicién en ZK por ag---ap_1 + b+ br_1 = (ag + bo)o- - (ar_1 + bp_1)x_1
y la multiplicacién por escalar, a(ag---ap_1) = aag - - - aa,_1, entonces el ho-

meomorfismo £ es lineal en (Z%)Z.

Corolario 2.1. Si (Z%, F) es un k-autémata celular lineal, entonces ((Z%)%, G)

es un autémata celular lineal, donde G y Z% son como en el teorema 2.3.
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Demostracion: Supongamos F' lineal. Ya que F' es un k-autéomata celular,
el teorema 2.3 indica que F' es conjugado topoldgicamente al autémata celular
G definido sobre (Z%)% como G = ho F o h, donde h y h estédn definidas como
en el teorema 2.3. Por lo tanto, de la observacién 2.1 y la linealidad de F/,

deducimos que G es lineal. O]

Vamos ahora a enunciar y demostrar algunos resultados de Hedlund, debido
a su importancia para el desarrollo del presente capitulo. Destacamos que tales

resultados fueron expuestos por Jesus Silva en [32].

Teorema 2.4. (Hedlund [17]). Sean (A%, F) un autémata celular sobreyectivo

y x € Per(c), entonces para cada y € F~(x), y € Per(o).

Demostracion: Supongamos que existe un punto y no perteneciente al Per(o)
tal que y € F~!(x), sea p > 1 tal que 0’P(x) = z, para cada j € Z. Es claro
que si i, € Z con i # [, entonces o?(y) # o'?(y) de lo contrario y € Per (o).
Ahora bien, para cada j € Z se cumple F(0’?(y)) = o’?(F(y)) = o’/P(z)
y 09(x) = x; luego 0’P(y) € F~Y(x), para cada j € Z y o'(y) # o'P(y) con
i # 1. De esta forma, card(F~!(z)) = oo, lo cual contradice la sobreyectividad

de F', ver teorema 2.1. O

Definicién 2.4. Sean € Z, n > 1. Un n-bloque sobre A es un conjunto orde-
nado ajay---ay,, donde a; € A (i = 1,--- ,n). Se denota por A" al conjunto
de todos los n-bloques sobre A.

Sea 1) : A" — A una funcién de A" sobre A. El conjunto de tales funciones
para un entero n, con n > 1 dado, serd denotado por L(A,n).

Sean ¢ € L(A,n+1) y s € Z, s > 0; se define 9* : A5 — A1 como
sigue, para cada bob; -+ by, € AT consideremos a; = (bbb - bign),

donde i = 0,1,--- s, entonces ©¥*(boby - - - bsypn) = apay - - - as.
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Es comin denominar a la funcién 1° como regla local de n variables.

Nota 2.1. Sea A un alfabeto, de aqui en adelante trabajaremos con autématas
celulares generados por una regla local v, definida sobre el vecindario V' de
la forma [q,q + p] con p,q € Z, p > 1. Es también importante mencionar que
para cualquier par A € A™; B € A", AB denotara el (m -+ n)-bloque sobre 4

obtenido concatenando A y B; es decir, AB € A™",

Teorema 2.5. (Hedlund [17]). Sean p,q enteros con p > 1; ¢ € L(A,p+ 1),
V =1l¢g,q+0ply (.AZ,F) el automata celular generado por b y V', entonces
(AZ,F) no es sobreyectivo si se cumple al menos una de las siguientes condi-

ciones:

1. Existen W e AP, n>1y P,Q € A" con P # @ tales que:
PP W PW) = P (W QW).

2. Existen Wi, Wy € AP, n > 1 y P,Q € A" con P # Q tales que:
¢p+n71(W1PW2) = ¢p+n71(WIQW2)'

Demostracion: Supongamos que la condicién 1 es cierta. Sean Sy = WP y

S; =WQ sij # 0, definamos = € A” como sigue,
g=-815S = - WQWPWQ---

y sea H = P YW PW) = P~ L (WQW). Note que si y = o7 %(z), en-
tonces para cada intervalo de la forma I; = [j(n + p), (j + 1)(n + p) — 1] con

J € Z, se tiene que

Fy)iorp)G0min -1 = P (YGprn)ta,G+ Dt +atp—11)
U@ ), 1) () +p—1)
= YrI(SW)

— H.
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Luego F(y) = ---HHH ---, note que y no es periddico pues P # @, en
virtud del teorema 2.4 deducimos que F' no es sobreyectivo.
Supongamos ahora que la condicién 2 es cierta y sean H; = P~ (W,W)

y Hy = P =YW PWy) = P LH(IV,QWs), de esta manera
P WA PWWh) = HoHy = 7 (W,QWRWh).
Asi, la condicion 1 es cierta y por lo tanto F' no es sobreyectivo. O]

Teorema 2.6. (Hedlund [17]). Sean p,q enteros conp > 1; 1 € L(A,p+ 1),
V =[q,q+p] CZy (AL F) un autémata celular generado por v y V. Si
(AZ F) es sobreyectivo y existen y,x € AL con y # x tales que F(y) = F(z),

entonces y, x estdn p-separados a derecha ¢ a izquierda; (posiblemente ambos).

Demostracion: Supongamos que z,y no estan p-separados ni a derecha ni
a izquierda. Sean ¢ € Z tal que y(i) # x(i) y M = maz{|i |,p+ 1}.

Como y,r no estan p-separados a derecha, existe un entero m > M tal
qQUE Yim,m+p—1] = Thmm+p—1]; 8L, Hi = Ymm4p—1). De igual forma, como y, z no
estan p-separados a izquierda, existe n < —M —p tal que Yp pnip—1] = Tnntp—1);
sean Hy = Ypnip—1), Hz = Ypipm—1] ¥ Hi = Tpypm—1). Claramente, como

n+p<i<m—1se tiene que Hy # H,, ademas
Yn,m4p—1] = HyH3H, y Lnm+p-1] = HyH.H,.

Dado que F(y) = F(x), en particular F(y)pn-gm—q-1 = F(2)pn—gm-q-1];
luego " " N (Ymmip-1)) = ¥ (Tpnmep-1))- En virtud del teorema 2.5 F

no es sobreyectivo. O

Nota 2.2. Si consideramos A un anillo finito y ¥ una regla local lineal en A"

donde V' = [q,q+p| con p,q € Z; p > 1, entonces el autémata celular generado

por ¥ y [q,q + p] es lineal.
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Teorema 2.7. Sean p,q enteros conp > 1; ¢ € L(A,p+ 1), A un anillo
finito, 1 lineal y (A%, F) el autémata celular generado por v y la vecindad
V =p,p+q CZ. Si (A% F) es sobreyectivo, entonces existe s > 0 tal que
para cada y € A”, card(F~'(y)) = s.

Demostracion: Supongamos F' lineal y sobreyectivo, entonces por el teore-
ma 2.1, para cada y € A%; card(F~1(y)) < +oo.

Ahora bien, sea y € A” fijo pero arbitrario, definamos una funcién ¢ de
F710) a F~'(y) como ¢(z) = z + w, donde w € F~!(y) es fijo. Verifiquemos
que ¢ esta bién definida, para esto considere z € F~1(0) y apliquese I a ¢(z);
asi, F(z +w) = F(z) + F(w) = y.

Es importante mencionar que ¢ arriba definida es biyectiva, de hecho si
21,22 € F71(0) son tales que ¢(21) = ¢(22), entonces 21 + w = 25 + w, y esto
implica claramente z; = zo, por consiguiente, ¢ es inyectiva.

Verifiquemos ahora la sobreyectividad de ¢; esto es,
dado u € F~!(y) deseamos hallar z € F~1(0) tal que ¢(x) = w.

Observemos que si x = u — w, entonces
Flz)=F(u—w)=F(u)— F(w) =0y x es tal que ¢(x) = u.

Asi, ¢ es sobreyectiva.
Sabemos de la teoria de conjuntos que si existe una funcién biyectiva defini-
da entre dos conjuntos finitos estos tienen el mismo nimero de elementos, por

lo tanto para cada y € AZ, card(F~'(y)) = car(F~1(0)). O

Teorema 2.8. Sean p,q enteros conp > 1; ¢ € L(A,p+ 1), A un anillo
finito, 4 lineal y (AZ, F) el autémata celular generado por 1 y la vecindad
V = [p,p+4q CZ. Si (AL F) es sobreyectivo, entonces existe b > 0 tal
que para cada w € AZ card(F~'(w)) = b y si b > 2, entonces para cada

1<i<j<b, w,w; € FYw) estin p-separados.
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Demostracion: Supongamos F' lineal y sobreyectivo, entonces por el teore-
ma 2.7, existe b > 0 tal que para cada w € A%, card(F~'(w)) = b. Supongamos
ahora b > 2 y que para algtin z € A” existen z,y € F~1(2) con z # y tales

que z,y no estan p-separados; asi, existe n € Z tal que

Linn+p—1] = Ynnt+p-1]- (27)

Destacamos que por el teorema 2.6, las configuraciones x, y estan p-separa-
dos a derecha 6 a izquierda. Consideremos primero el caso en que las configura-
ciones x,y estan p-separados a derecha; luego, por definicion de separabilidad

a derecha, existe m > n + p — 1 tal que para cada j > m

Tljj+p—1] 7 Yljj+p—1- (2.8)

Ahora bien, como F' es lineal y F(x) = F(y), entonces F(x —y) = 0.
Ademds, 0 € Per(o) y x —y € F71(0); asf, por el teorema 2.4 se tiene que

x —y € Per(o) y por lo tanto, existe a > 1 tal que
oz —y)=x—y. (2.9)
Noétese que (2.9) implica que, para cada i > 1
cr—y)=x—1y. (2.10)

Por otro lado, si n € Z como en (2.7) y seleccionamos s > 1 tal que
n + sa > m, entonces combinando (2.7), (2.10) y considerando o**(z — y),

(x — y) restrictas al intervalo entero [n,n + p — 1] tenemos

(CL’ - y)[n+5a,n+sa+p—1] = (I - y)[n,n+p—1] =0. (211)

Pero claramente (2.11) contradice (2.8) para sa +n > m. Esto dltimo
demuestra que z,y estan p-separados si x,y estan p-separados a derecha, el

caso z,y p-separados a izquierda se demuestra de forma analoga. O
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Corolario 2.2. Sean p,q enteros con p > 1; v € L(A,p+ 1), A un anillo
finito, 1 lineal y (A%, F) el autémata celular generado por v y la vecindad
V =p,p+q CZ. Si(AL F) es sobreyectivo, entonces (A%, F) es cerrado a

derecha y a izquierda.

Demostracién: Supongamos (AZ, F) lineal, sobreyectivo y que no es cerrado
a derecha, entonces exiten x,y € A% con x # y asintéticos a izquierda tales
que F(x) = F(y), pero esto contradice el teorema 2.8.

De forma analoga se demuestra que F' es cerrado a izquierda. O

Teorema 2.9. (teorema principal)
Si (7%, F) es un k-autémata celular lineal sobreyectivo, entonces (2%, F) es

reqular.

Demostracion: Supongamos F' lineal y sobreyectivo, entonces por el coro-
lario 2.1 se identifica (Z%, F) con el autémata celular lineal sobreyectivo
((Z%)%, G); ast, por el corolario 2.2 se sigue que ((Z%)%, G) es cerrado. Ahora
bien, por el teorema 2.2, ((Z%)%, G) es regular.

Por lo tanto, debido a que ((Z%)%, G) y (Z%, F) son topolégicamente con-

jugados, obtenemos que F' es regular. O



Inyectividad y Sobreyectividad de los

k-automatas celulares lineales

En el presente capitulo se caracterizan las propiedades de inyectividad y
sobreyectividad en el contexto de los k-automatas celulares lineales usando las
mismas técnicas empleadas por Kari, en [19]. Destacamos que se hard uso de
las denominadas series y polinomios de Laurent introducidas por Masanobu
Ito6, Nobuyasu Osato y Masakazu Nasu para lograr dichas caracterizaciones,

ver [18].

3.1. Polinomios y Series de Laurent

Se inicia esta seccién considerando el anillo Zy; N > 2, y un autémata
celular lineal (Z%, H) generado por la regla local aditiva ¢ : Z,"" — Zy,
dada por ¢(z -+ ,x,) = > 5 bjz; médulo N, donde b; € Zy para cada
j = —r,...,r. Cabe destacar que la regla local ¢ define un polinomio sobre

Zy dado por
P(X)=> bXx~ (3.1)

j=—r

y una configuracién C' = (¢(j));ez, define una serie sobre Zy dada por

—+00

Se(X) =) ()X (3.2)

j=—o00
Ademas, cualquier serie, define una configuracion C' de la siguiente manera,

para cada entero j, c¢(j) es el coeficiente de la potencia X7 de dicha serie.

22
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Es importante mencionar que al polinomio P(X) definido en (3.1), se le
conoce como polinomio de Laurent y a la serie S¢(X) definida en (3.2) como
serie de Laurent. Es bien conocido de la teoria de autématas celulares lineales

que la serie de Laurent asocida a la configuracién H(C) es

P(X)Sc(X) Z Zbcm—l—j (3.3)

m=—00 j=-—r

Verifiquemos la relacién (3.3), puesto que P(X) estd definido sobre un
vecindario simétrico lo podemos reescribir como sigue, P(X) =77 b_;X7;
ademds, P(X) se extiende a una serie suponiendo cero los coefientes cuyos
subindices no pertenescan al intervalo de ntmeros enteros [—r,r|. De esta

forma, podemos aplicar el criterio de Cauchy para series de Laurent, y obtener

que

POOSEX) = 3 (3 bselm

m=—oo j=-—r

Nuevamente, por la simétria de [—r,r] tenemos

P(X)Sc(X) Z Zbcm—Irj

m=—o0 j=—r

Asi, (3.3) nos permite describir la dindmica del autémata celular lineal H;
como sigue, sabemos que para cada entero positivo n, H*(C') = H(H"1)(C),
por lo tanto (3.3) indica que la serie de Laurent asociada a H"(C') es la serie
P(X)(P™1(X)(C).

Por otra parte, cualquier polinomio de Laurent Q(X) sobre Zy define un
autémata celular lineal cuyo polinomio de Laurent es precisamente Q(X).

Verifiquemos la tultima afirmacion, sea Q(X) un polinomio de Laurent; es
decir, Q(X) = Y_,c,, X " donde M C Z, finito. Ahora si consideremos el
conjunto L = {—i : i € M} claramente finito, entonces la reglalocal 3, ; a;z;

define un autémata celular lineal cuyo polinomio de Laurent es Q(X).
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Vamos ahora a enunciar los resultados referentes a la inyectividad y so-
breyectividad de los autématas celulares lineales, pues seran de utilidad en
este capitulo después que caracterizeremos la inyectividad y sobreyectividad

de los k-automatas celulares lineales.

Teorema 3.1. (M. It6, N. Osato and M. Nasu [18]). El autémata celular

lineal representado por el polinomio P(X) = > " a; X" sobre Zy es:
1. Sobreyectivo si, y solo si, mcd(N,aq, ..., a,) = 1.

2. Inyectivo si, y sélo si, para cada p € P existe un tnico elemento a; del

congunto {as, ..., a,} tal que p no divide a;.

Donde mcd representa el méaximo comun divisor de N, ay,...,a, y P esel
conjunto de factores primos de N.

Nuestro préximo objetivo es modelar la dindmica de los k-autématas celu-
lares lineales en términos de polinomios y series de Laurent.

Iniciemos considerando (Z%, F') un k-autémata celular de radio r, generado
por reglas locales de la forma ¢;(z_,, ..., z,) = E;:# o’z médulo N, donde
o € Zy para cadai € {0,...,k — 1} y cada j € {—r,...,7}.

Evidentemente, cada regla local ¢; esta asocida a un polinomio de Laurent,

T
P(X) =) aiX. (3.4)
j=-r

Se define para cada entero m € [0, k — 1] el siguiente conjunto
In={q¢:—r<q¢<ryq=m (modk)}. (3.5)

Nétese que cada polinomio P;(X) como en (3.4) lo podemos reescribir en

términos de los conjuntos I,,, definidos en (3.5), de la siguiente manera

k—1

P(X) = (> alX™); (3.6)

j=0 sel;
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asi, para cada p =0,...,k — 1 denotemos por Q;(X) la siguiente suma
QLX) => alX" (3.7)
selp

Destacamos que los polinomios mencionados en (3.7) nos permite definir
una matriz de orden k x k, como sigue
Qo(X) si i=
Py(x)={ O (38)
j—i(X ) stoi# g,

denotemos tal matriz por A(X).

Observaciéon 3.1. Es claro que para cada i € [0,k — 1] fijo, los subindices
0—4,1—14,---,(k—1)—i de los polinomios de la fila i de la matriz A(X) no
se repiten. Ademads, cuando j — i es negativo (i > j) considere su equivalente

modulo k. Luego, Z?;S z_Z(X) = P(X).

Consideremos ahora una configuracién C' = (c(j))jez, recuerde que tal
configuracion estd asociada a la serie de Laurent S¢(X) como en (3.2), es facil

ver que la serie S¢(X) es igual a

k—1
Sc(X) =) (D _ci)X?), (3.9)

i=0 je[i]
donde [i] es la clase de ¢ médulo k. Luego, para cada ¢ =0, ..., k—1 denotemos

por C;(X) la siguiente serie
Ci(X) =) c(j)X’. (3.10)
jeld]
Observe que las series definidas en (3.10) definen una matriz columna de

orden k x 1, dada por C;;(X) = C;(X), para cada i =0, ...,k — 1, denotemos

esta matriz por C'(X).



Trabajo de Grado 26

Afirmamos que el producto de la matriz A(X) con la matriz C'(X) es la
matriz F'(C)(X) asociada a la configuracién F(C').

En efecto, la entrada il de la matriz A(X)C(X) es Zk L P (X) O (X).
Ahora bien, para calcular la serie anterior es conveniente calcular la serie de
cada sumando; esto es, calcular Q' _,(X)C,(X), para cadan =0,...,k — 1.
Para tal fin definamos Y € Z% como sigue,

c(j) si jestd en [n]

y(j) = o
0 si j no estd en [n].

Asi, su serie de Laurent es Sy (X) = jfioo y(5)X7.

Por otro lado, al polinomio @’ _,(X) lo podemos extender a un polinomio
definido sobre el intervalo entero [—r, r] como sigue P(X) = Q' _.(X)+ M (X),
donde M(X) = 3" i, s, ,0X°. De esta manera, aplicando (3.3) al pro-

ducto P(X)Sy(X) se tiene

D> ai+ Y Oylm+s)X™ (3.11)

m=—o0 s€l,_; s€[—rr]—In—;
Note que, m + s € [n] si, y s6lo si, m € [n — s]; pero s € I,_;, por lo tanto
m € [n—s] si, y sélo si, m € [i]. De este modo, para cada m en el complemento

de [i] tenemos que y(m + s) = 0; asi, la serie (3.11) es
> ) ale(m+ )X (3.12)
me[z] s€lp_;
Luego, por la observacién 3.1 y como el producto de la fila i de la matriz

A(X) con la tunica columna de la matriz C'(X) da origen a k sumas como en

(3.12), entonces

Pin(X)Crt(X) = Y (D> ale(m + )X

n=0 melfi] s=—r
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Por lo tanto, aplicando el procedimiento anterior a cada fila i de A(X),
deducimos que A(X)C(X) = F(C)(X).

La importancia de esta ultima relacion es que nos permite definir de manera
recursiva la matriz F"(C)(X); como sigue, la matriz F"(C)(X) asociada a la
configuracién F"(C) es A(X)(A" 1 X)C(X)).

Para finalizar esta seccion estudiaremos la relacién que hay entre una ma-
triz cualquiera de orden k X k cuyas entradas son polinomios de Laurent y los
k-autématas celulares lineales. Comencemos denotando por B(X) la matriz

mencionada anteriormente y P;;(X) sus entradas, se define para cada i el si-

guiente polinomio, Q;(X) = Z?;S P;;(X), tal como en el caso de autématas
celulares lineales (;(X) define un autémata celular lineal tal que su polinomio
de Laurent es el mismo Q;(X); asi, tenemos k-reglas locales que definen un

k-autémata celular lineal, y por construccién su matriz asociada es B(X).

3.2. Inyectividad y Sobreyectividad

En esta seccion caracterizaremos los k-automatas celulares lineales inyec-
tivos y sobreyectivos en térmimos de polinomios y series de Laurent.
Vamos ahora a enunciar un resultado clésico de la teoria de autématas

celurares, que se aplica en el presente capitulo.

Teorema 3.2. (Hedlund [17]). Si F' es un autémata celular no sobreyectivo
de radio 7, entonces existen A € A, m > 1y P,Q € A™ con P # Q tales
que wQH-m_l(APA) — 1/J2T+m_1(AQA).

Recuerde que para cada entero s > 1, 9° es definida como en el capitulo 2.

Definicién 3.1. Sea A un anillo finito, se dice que S C A% es el conjunto

de configuraciones finitas de A%, si se cumple que x € S si, y sélo si, existen
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n,m € Z con n < m tales que x(i) = 0 para cada ¢ en el complemento de

[n, m].

Teorema 3.3. Sea r un entero conr >0, ¢ € L(A,2r+1), V= [-rr| CZ
y F el automata celular lineal generado por ¢ y V', entonces F' es sobreyectivo

si, y solo si, F' es inyectivo sobre S.

Demostracion: Supongamos F' sobreyectivo y no inyectivo sobre S; esto es,
F sobreyectivo y existen z,y € S con z # y tales que F(z) = F(y). Luego,
Por el teorema 2.6, x,y estan 2r-separados a derecha o a izquierda; pero como
x,y € S, son asintéticos a derecha y izquierda, que claramente contradice la
separabilidad de y y z.

Reciprocamente, si F' es inyectivo sobre S y no es sobreyectivo, entonces
por teorema 3.2 existen A € A, m > 1y P,Q € A™ con P # (@ tales que
YL (AP A) = 1 (AQA),

Ahorasi z=--- APAPAP--- yw=---APAQAP- -, entonces

z—w#0,z—wesS y Flw—z) =0
pero esto ultimo contradice la inyectividad de F' en S. [

Teorema 3.4. Sea F' un k-automata celular lineal, entonces F' es sobreyectivo

st y sélo si F' es inyectivo sobre S.

Demostracion: Puesto que F' es un k-automata celular lineal, por el coro-
lario 2.1 F' es conjugado topoldgicamente al autémata celular lineal G definido
sobre (Z%)% como G = ho F o h donde h y h son como en el teorema 2.3.
Supongamos ahora que F' es sobreyetivo, luego G también lo es; asi, por
el teorema 3.3, G es inyectivo sobre el conjunto de configuraciones finitas

de (Z%)Z, se denotard este conjunto por H. Deseamos demostrar que F es
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inyectivo sobre S, para tal fin demostraremos primero lo siguiente
h(S) C H. (3.13)

En efecto, sea x € S por definicién 3.1, existen n,m € Z con , n < m tales
que z(i) = 0 para cada ¢ en el complemento de [n,m]; note que para cada
p > m, h(z)(p) = Tprperr—1] = 0. Por otro lado, si seleccionamos ¢ tal que
gk + k — 1 < n, entonces para cada p < ¢ tenemos h(x)(p) = Tk prtr—1) = 0,
por lo tanto la relacién (3.13) queda demostrada.

Afirmacion: Si G es inyectivo sobre H, entonces F' es inyectivo sobre S.

Probemos esto ltimo, sean x1, x5 € S tales que x; # x5, recordando que
h una funcién inyectiva, ocurre que h(x;) # h(xs), ahora combinando los

siguientes resultados, GG inyectivo sobre H y la relacion 3.13 se sigue

G(h(x1)) # G(h(x2)) (3.14)

y puesto que h es inyectivo deducimos que

W(G(h(21))) # WG (h(2))),
por lo tanto F' es inyectivo sobre S.

Reciprocamente, si F' es inyectivo sobre S, por la definicién de h tenemos
h(H) C S. (3.15)

Luego, por la relacién (3.15) y puesto que G = ho F o fl, empleamos un
razonamiento analogo a la afirmacion anterior para verificar que, si 1,2, € H
son tales que xy # x9, entonces G(z1) # G(xq). Asi, G es inyectivo sobre
H y por el teorema 3.3 se tiene que GG es sobreyectivo, de este modo F' es

sobreyectivo. O]

Teorema 3.5. Sea (Z%, F) un k-autémata celular lineal, entonces
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1. F es inyectivo si, y sdlo si, A(X) es invertible.

2. F es sobreyectivo si, y solo si, para cada matriz de orden kxk, B(X) # 0
se tiene que A(X)B(X) # 0.

Donde A(X) es la matriz asociada a F' como lo indicado en (3.8).

Demostracion: Comencemos demostrando 1.

Supongamos A(X) invertible. Ahora bien, si C;,Cy € Z% son tales que
F(Cy) = F(Cy), entonces A(X)Cy(X) = A(X)Ca(X), ya que A(X) es invert-
ible se sigue C1(X) = Cy(X) y por lo tanto C; = Cs.

Reciprocamente, si F' es inyectivo, particularmente F' es inyectivo sobre
S; asi, por el teorema 3.4 tenemos que F' es sobreyectivo. Luego, F' es lineal
y biyectiva, entonces por el teorema 1.4, existe un k-autéomata celular
lineal ¢ tal que go F' = F o g = I, donde I es la identidad de A%.

Por lo tanto, existe una matriz B(X) asociada a g tal que A(X)B(X) = I,
donde I, es la matriz identidad de orden k.

Demostremos ahora 2.

Supongamos F' sobreyectivo y que existe una matriz B(X) # 0 de orden
k x k tal que A(X)B(X) = 0. Puesto que F' es sobreyectivo, el teorema 3.4
implica que F' es inyectivo sobre S.

Por otra parte, ya que B(X) # 0y A(X)B(X) = 0 asociamos a B(X) un
k-autémata celular lineal (Z%,T), T # 0 tal que F o T = 0. Nétese que por
ser T lineal, T'(S) C S. Ademés, como T # 0, sabemos que existe una regla
local ¢; tal que alguno de sus coeficientes es no nulo médulo IV, denétese tal
coeficiente por ag. Observemos que al definir la configuracién C' € Z% como
sigue

1 si n=i+7y

c(n) = )
0 si n#i+y
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tenemos que C € Sy T(C)(j) = i alC(u + j) = al # 0, pero esto
contradice la inyectividad de F' en S .uz*r

Reciprocamente, consideremos ahora B(X) # 0 de orden k x k, tal que
A(X)B(X) # 0. Nétese que para demostrar la sobreyectidad de F' con estd ulti-
ma suposicion, es suficiente mostrar que F' es inyectivo sobre S.

Sea C' € S una configuracién no nula, claramente por definicion 3.1 la
serie de Laurent C'(X) asociada a C' es un polinomio de Laurent no nulo; asf,
cada serie de Laurent C;(X) con i =0,...,k — 1 es un polinomio de Laurent,
denotemos cada polinomio por Q;(X).

Cabe destacar que estos tltimos polinomios nos permite definir una matriz

B(X) de orden k x k con entradas P;;(X) dadas por

QiX) si ie€{0,....k—1}yj=0
0 si >0 '

Py(X) =

Ahora bien, dendtese por H;;(X) las entradas de la matriz A(X), entonces

las entradas de la matriz A(X)B(X) estan dadas por

M (X) = S His(X)Py(X) si i€{0,....k—1}yj=0 . (316)
0 si j >0

pero A(X)B(X) # 0; luego, si j = 0, existe ¢ € {0,...,k — 1} tal que

M;;(X) #0.

Por otro lado, al realizar el producto A(X)C(X), obtenemos una matriz
columna cuyas entradas son N;o(X) = M;o(X), para cada i = 0,...,k — 1.
Luego, por (3.16) tenemos que A(X)C(X) # 0; asi, FI(C) # 0 y por lo tanto
F' es inyectivo sobre S. m

Observacion 3.2. Es conocido de la teoria de autématas celulares lineales, ver

[18], que si H es un autémata celular lineal y P(X) es el polinomio de Laurent
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como el indicado en (3.1), entonces P(X) es invertible si, y sélo si, P(X) es

inyectivo y P(X) no es divisor de cero si, y sélo si, P(X) es sobreyectivo.
Teorema 3.6. (Kari [19]). Sea F un k-autémata celular lineal, entonces
1. F es inyectivo si, y sdlo si, detA(X) es inyectivo.
2. F es sobreyectivo si, y solo si, det A(X) es sobreyectivo.

Donde A(X) es la matriz asociada a F como lo indica (3.8) y detA(X)

representa un automata celular lineal.

Demostracion: Comencemos demostrando 1.

Note que por el teorema 3.5, F' es inyectivo si, y sélo si, A(X) es invertible,
ahora por el teorema 1.1 tenemos que, A(X) es invertible si, y sélo si, det A(X)
es invertible.

Luego, por la observacién 3.2, det A(X) es invertible si, y sélo si, detA(X)
es inyectivo. Por lo tanto, F' es inyectivo si, y sélo si, detA(X) es inyectivo.

Demostremos ahora 2.

Observe que F' es sobreyectivo si, y sélo si, A(X) no es un divisor de cero,
ver teorema 3.5. Asi, por el teorema 1.1, A(X) no es divisor de cero si, y sélo
si, det A(X) no es divisor de cero.

Por otro lado, por la observacién 3.2, detA(X) no es divisor de cero si, y
sélo si, det A(X) es sobreyectivo.

Por lo tanto, F' es sobreyectivo si, y sélo si, det A(X) es sobreyectivo.

[]

Observacién 3.3. Destacamos que los teoremas 3.1 y 3.6 nos propocionan
un criterio para estudiar la inyectividad y sobreyectividad de los k-autématas

celulares lineales en terminos de los coeficientes de las reglas locales que los
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generan; mas precisamente, dado un k-autéomata celular lineal y A(X) su ma-
triz asociada como lo indica (3.8). Estudiar la inyectividad y sobreyectividad
de tal k-autémata celular se reduce a estudiar la inyectividad y sobreyectivi-
dad del autémata celular lineal detA(X) usando las caracterizaciones vistas

en el teorema 3.1.



4*

Caracterizacion de la equicontinuidad de los

k-automatas celulares lineales

En este capitulo se estudia la propiedad dinamica de equicontinuidad, en
el contexto de k-autématas celulares lineales sobre Zy .

Comencemos recordando que los automatas celulares equicontinuos se cono-
cen como transformaciones eventualmente periddicas; es decir, si (A%, F) es
un automata celular, entonces F' es equicontinuo si y sélo si, existen m,n € 7Z;
m >0y n >0 tales que F™""(x) = F"(z) para cada x € AZ, ver [22].

En el caso de los autéomatas celulares lineales equicontinuos sobre Zy, es
bien conocido que G. Manzini y L. Margara caracterizaron la equicontinuidad
de tales automatas celulares lineales en términos de los coeficientes de las reglas
locales aditivas que los generan; esto es, si (Z% F) es un autémata celular
generado por la regla local aditiva, ¢(z1,...,z5) = > . biz; con b; € Zy,
entonces F' es equicontinuo si y sélo si, cada factor primo de N divide el
méximo cémun divisor de los siguientes coeficientes de ¢, by, ..., bs. Ver [25].

Acé se presenta una caracterizacion de los k-autématas celulares lineales
equicontinuos sobre el anillo Zy, en términos de los coeficientes de las k reglas

locales que los generan.

4.1. Equicontinuidad

Iniciemos esta seccion recordando primeramente que un k-autéomata celu-
lar equicontinuo (AZ, F') es una transformacién eventualmente periddica, este

ultimo resultado lo garantiza nuestro proximo teorema.

34
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Teorema 4.1. (N. Romero [30]). Si (A%, F) es un k-autémata celular, en-
tonces F' es equicontinuo si y solo si, existen m,n € Z; m >0 yn > 0 tales

que F™(x) = F™(z) para cada v € A”.

Sea (A%, F) un k-autémata celular lineal de radio r; es decir, generado
por reglas locales de la forma @;(z_,, ..., 2,) = >37__ afr; médulo N, donde
o € Zy para cada i € {0,...,k — 1} y cada j € {—r,...,7}.

Ahora bien, para cada n > 1y p € Z tal que | p |< nr, denotemos por

I;(p) al conjunto
Ii(p) = {(i1, ..., s Zz] P},

donde i; € {—r,...,r} para cada j entre 1 y n.
Afirmamos que, para todo x € Z%, 1 € Z y i > 1, se cumple
~ n—1
fr (432 i)k

Fra))y= > ( > akal™™ea, 70 a(l+p).  (41)

p=—"0r (i1, ,ia)Ela(p)

En efecto, para i = 1; F(z)(I) = S20__ ol z(m + ).
Para estudiar el caso 7 = 2, recordemos que F?(z)(l) = F(F(z))(l); es
decir,
FAa)(D) = i, o F(a)(I+1)
= YL S ataf (it ).

Por otra parte, sabemos que F? es un k-autémata celular lineal de radio 2r;

(4.2)

asi, para cada p tal que | p |< 2r, reagrupando las sumas en (4.2) tal que los

subfndices i, j sumen p, tenemos la siguiente suma (3, o/kozglﬂ)’“) (l+Dp).

Luego,

F2(x)( Z Zaalﬂ z(l + p).

p==2r i+j=p
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Supongamos ahora que (4.1) es cierto para el entero positivo 1 — 1; esto es,

R p=(abr . (l+ﬁi2 i)k
i@ =Y Y Aol R, T a(l4p) (43)

p=—(A—1)r (i1, ,in—1)€ln_1(p)
Deseamos demostrar que (4.1) es cierto para el entero positivo 7, recordan-

do que F*(z)(l) = F(F* 1) (x)(l) tenemos

Fa)(1) = ) o F*H(a)(l +1)

1=—7

Luego, por hipétesis inductiva (4.3), F(x)(l) es

n—2

=@ br (i X 33+

r P
oot > (> alafT e T (i)

i=—r p=—(A—1)r (i1, ip—1)€Eln_1(p)
(4.4)

Es notorio que F™ es un k-autémata celular lineal de radio nr; asi, para
cada p con | p |< nr, si reagrupamos las sumas en (4.4) tal que los indices p, i

sumen p, entonces

n—2
U, (H40)k  (I4+i1+i) (H_ng E ) '
( Z Q" Q) Q, BRI P ).Z‘( TPt Z)7
(i1, ia—1,0) €l (p)
del cual se deduce
n—2
nr I+ 2_3 ij+i)k

Fra))y= Y (> araltalmt e T a4 p),

p=—n0r (i1, ,in_1,0)E€l5(p)
por lo tanto la relacién 4.1 es cierta para cada n > 1.
En lo que sigue, para cada n > 1,1 € Z y p € Z tal que | p |< nr,
denotemos por w(n, [, p) la siguiente suma médulo N,
n—1
I+ 22 )k
j=1

winnlp)= 3 afag™ e T (45)

ZTL
(i1,-,02) €L (D)
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Note que, para € Z%, 1 € Z y # > 1, podemos reescribir F"*(z)(I) en
terminos de (4.5) como sigue

nr

Fi(z)(l) = > w(i,l,p)z(l+p). (4.6)

p=—nr
En nuestro préximo teorema caracterizamos la propiedad dindmica de
equicontinuidad en el contexto de los k-autématas celulares lineales sobre el

anillo Z .

Teorema 4.2. Sea (F,Z%) un k-autémata celular lineal de radio r, entonces
F' es equicontinuo si, y solo si, existen a,b € Z, con a > b > 0 tales que para

cada s =0,--- k—1, y cadap € Z con | p|< ar se cumplen las condiciones:
1. N divide w(a, s,p) cuando | p |> br.
2. w(a,s,p) =w(b,s,p) cuando | p |< br.

Demostracion: Supongamos F' equicontinuo, entonces por el teorema 4.1,
existen m,n € Z;m > 0y n > 0 tales que F™""(z) = F"(z) para cada x € A”.
Si consideramos a = m +n y b = n, por la caracterizacion de equicontinuidad

tenemos particularmente

F*(@)p i1 = F()p.r-1)- (4.7)

Sean s € {0,--- ,k—1} yp € Z con | p |< ar. Obsérvese que definiendo la

configuracién = € A% por
(4.8)

tenemos que, para cada p # p

w(a, s,p)x(s +p) =w(b,s,p)x(s+p) = 0. (4.9)
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Por otra parte, (4.8) y (4.9) implican que
Fe(x)(s) = Yot o wla,s,p)r(s+p)

(4.10)

Ahora bien, cuando | p |> br para cada | p |< br se cumple, p # p. Luego,

por (4.9) tenemos

Fb(z)(s) = Yo, w(bs,pa(s+p) = 0. (4.11)

Por lo tanto (4.7), (4.10) y (4.11) implican que w(a, s,p) = 0 médulo N.
Consideremos ahora | p |< br y calculemos F°(z)(s). Sabemos que (4.9) y

(4.8) implican que

Fb(z)(s) = Yoo, w(b,s,p)z(s+p)
= w(b,s,p)a(s +p)
= w(b,s,p)l

(4.12)

= w(b;s,p).
Luego, por (4.7), (4.10) y (4.12) tenemos w(a,s,p) = w(b,s,p), de esta
forma las condiciones 1 y 2 quedan demostradas.
Supongamos ahora que, existen a,b € Z, con a > b > 0 tales que para

cadas=0,--- ,k—1, ycadap € Z con | p|< ar se cumplen:
1. N divide w(a, s, p) cuando | p |> br.
2. w(a,s,p) =w(b,s,p) cuando | p |< br.

Sea = € A” una configuracién cualquiera; para cada w € Z sucede que

ar

Fa)(w)= Y wla,wpaw+p).

p=—ar
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Es claro que para cada w € Z, existe s € [0,k — 1] tal que w = s médulo
k; asi, w(a,w,p) = w(a, s,p) y por lo tanto,

ar

F(z)(w) = Z w(a, s,p)x(w + p). (4.13)

p=—ar
Por otra parte, la condicién 1 implica que para cada p tal que | p |[> br,
w(a, s,p) =0, médulo N. Luego, la suma en (4.13) es

br

Fa)w) = 3 wla,s,p)a(w+p). (4.14)

p=—br
pero de la condicién 2, para cada p tal que | p |< br tenemos que
w(a,s,p) = w(b,s,p). Por lo tanto,

Fi(z)(w) = Y w(b,s,p)r(w+p) = F'(x)(w). (4.15)

p=—br
Ahora como a > by b > 0, existe [ > 0 tal que a = b+1 y puesto que (4.15)

se cumple para cada z € AZ y m € Z, deducimos que F es equicontinuo. [
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