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Índice de Tablas

1.1. Algoritmo de Leverrier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2. Algoritmo de Leverrier-Faddeev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.1. Coeficientes en la relación (2.1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2. Coeficientes en la relación (2.9) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3. Algoritmo de Leverrier-Faddeev usando SPOM clásicos . . . . . . . 31

3.1. Algoritmo para determinar el polinomio mı́nimo de una matriz. . . . 46

1



Agradecimientos

Quiero hacer público mi agradecimiento muy especial a mi tutor: Dr. Javier
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Resumen

El siguiente trabajo pretende detallar la evolución del Algoritmo de Leverrier-

Faddeev desde su creación en 1840 hasta las últimas implementaciones usadas. Este

algoritmo, permite determinar simultáneamente el polinomio caracteŕıstico pA(s) de

una matriz cuadrada A y la Matriz Adjunta de (sI − A) en términos de la base

canónica en el espacio lineal de los polinomios con coeficientes complejos y grado a

lo mas n. Inicialmente, Leverrier se apoyó básicamente en la Identidad de Newton

para obtener los coeficientes ak del polinomio caracteŕıstico. En 1949, el algoritmo

sufrió una modificación debido a Faddeev, Soriau y Otros, basándose en las pro-

piedades de la matriz adjunta y usando los coeficientes ak calculados inicialmente,

introduciendo los coeficientes Bk de la matriz adjunta de sI − A. En 1996 Barnett

dedujo una implementación con el objetivo de expresar el polinomio caracteŕıstico

y la matriz adjunta en función de una Base de Polinomios Ortogonales Clásicos.

En el 2004 los trabajos de Hernández, Marcellán y Rodŕıguez generalizaron el algo-

ritmo abarcando todos los casos estudiados para familia particulares de polinomio

ortogonales clásicos que inició Barnett. La idea de nuestro trabajo es buscar un algo-

ritmo tipo Leverrier-Faddeev que aproveche estos cálculos para obtener el polinomio

mı́nimo de una matriz. En nuestro trabajo se presenta un teorema que determina

el Polinomio Mı́nimo de una matriz, sin necesidad de encontrar los auto-valores de

una matriz y mediante el aprovechamiento del algoritmo de Leverrier Faddeev.
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Introducción

En el estudio de las matemáticas surge la inquietud de conocer las diversas

aplicaciones que pudiera tener algún área o tema en espećıfico. En concordancia

con esto, en el presente trabajo se pretende detallar la evolución del Algoritmo de

Leverrier-Faddeev desde su creación hasta las últimas implementaciones usadas.

El algoritmo atribuido a Leverrier, Faddeev y otros, permite, dada una matriz

A ∈ Cn×n, determinar simultáneamente el polinomio caracteŕıstico de A (pA(s)) y

la matriz adjunta de sIn − A, donde In denota la matriz identidad en Cn×n. Este

algoritmo toma en cuenta la representación del polinomio caracteŕıstico y la matriz

adjunta en términos de la base canónica {sk}nk=0 en el espacio lineal de los polinomios

con coeficientes complejos y grado a lo más n. A pesar de su poco valor desde el

punto de vista numérico, éste es útil tanto para propósitos teóricos como cálculo

simbólico, teniendo como aplicaciones la teoŕıa de control lineal. Espećıficamente,

(sI − A)−1 = 1
pA(s)

Adj(sIn − A) es la función de transferencia de un sistema lineal

de tiempo continuo con n-entradas y n-salidas.

Entre las últimas implementaciones usadas del algoritmo Leverrier-Faddeev se

pueden ver en los trabajos [1], [16] y [17] donde cambian la base canónica por bases

de polinomios ortogonales. En particular, la obtención de algoritmos tipo Leverrier

está ı́ntimamente ligada a la inversión de matrices polinómicas, i. e. al estudio de la

función de transferencia del sistema lineal. Extensiones del algoritmo de Leverrier

han sido analizadas en los trabajos pioneros de S. Barnett ([2], [3]) y J. C. Gower [10]

y posteriormente ampliadas en el caso de haces lineales (véase [13], [21], [24], [29], [30]

y [12]) y matrices polinómicas de grado arbitrario ([4], [6], [8]). Más recientemente,

se han aplicado dichas técnicas en el estudio de inversas generalizadas de matrices

polinómicas y racionales ([18], [19], [27]). La conexión con problemas de mecánica

clásica (teoŕıa de vibraciones) se ha puesto de manifiesto en [9] y [23] aśı como en
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relación con modelos 2-dimensionales de espacios de estado ([31], [32]). Finalmente,

una interesante aplicación en sistemas expertos para la obtención de modelos a

tiempo discreto utilizando identificación paramétrica, ha sido desarrollado en [26].

En lugar de utilizar la representación del polinomio caracteŕıstico en térmi-

nos de la base canónica {sn}n>0, los trabajos J. Hernández y F. Marcellán en [12]

y [13] usaron bases de polinomios ortogonales clásicos (Hermite, Laguerre, Jacobi,

Bessel) y obtuvieron un marco general que abarca los casos estudiados para fami-

lias particulares de polinomios ortogonales obtenidos en [3] y [30]. La clave de esa

generalización es una propiedad estructural de los polinomios ortogonales clásicos.

Un pequeño aporte de este trabajo es la adaptación del algoritmo de Leverrier-

Faddeev para el cálculo del polinomio mı́nimo de una matriz, que presentamos con

detalle y mostramos algunos ejemplos en el caṕıtulo 3.

La estructura de esta monograf́ıa es la siguiente, en el caṕıtulo 1, estudiamos

una herramienta útil para obtener en forma expĺıcita la función de transferencia

de un sistema lineal, el algoritmo de Leverrier-Faddeev. Hacemos un repaso de la

evolución de este algoritmo desde su obtención al igual que presentamos sus ventajas

y desventajas.

El caṕıtulo 2 es una introducción que contiene conceptos básicos acerca de

funcionales de momentos, caracterizaciones y operaciones algebraicas. También in-

troducimos algunos aspectos de la teoŕıa de polinomios ortogonales asociados a fun-

cionales lineales al igual que damos ciertas caracterizaciones de los polinomios or-

togonales clásicos. Al final de este caṕıtulo estudiamos la relación entre polinomios

ortogonales y funcionales lineales en el contexto de la conexión entre la matriz de

momentos. En este caṕıtulo también estudiamos la implementación del algoritmo

de Leverrier-Faddeev desarrolladas en [12] y [13] en la que se puede expresar la

función de transferencia de un sistema lineal en función de una base de polinomios

ortogonales clásicos.

En el caṕıtulo 3, adaptamos el algoritmo de Leverrier-Faddeev para encontrar

el polinomio mı́nimo de una matriz A ∈ Cn×n. Este desarrollo es inspirado por los

trabajos de J. Gower (ver [10] y [11]) en los que utiliza un algoritmo tipo Leverrier-

Faddeev, pero sujeto al conocimiento a priori de los coeficientes del polinomio mı́ni-

mo. También mostramos algunos ejemplos a fin de ilustrar el funcionamiento de

nuestra adaptación.



Caṕıtulo 1

Algoritmo de Leverrier-Faddeev

El algoritmo de Leverrier-Faddeev es un método que permite calcular de forma

simultánea, el polinomio caracteŕıstico de una matriz A ∈ Cn×n y la matriz adjunta

de λIn − A, basándose en la traza de las potencias de la matriz A.

Leverrier obtuvo un algoritmo para calcular el polinomio caracteŕıstico de una

matriz apoyado básicamente en la identidad de Newton (ver [15]), que permite esta-

blecer una relación entre los coeficientes de un polinomio y la suma de las potencias

de sus ráıces.

TEOREMA 1 (Identidad de Newton) Sean x1, x2, · · · , xn, las ráıces del polino-

mio p(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0 con bn = 1.

Denotemos el momento de orden k asociado a p, mediante µk = xk1 + xk2 + · · ·+ xkn.

Entonces,

kbn−k + µ1bn−k+1 + µ2bn−k+2 + · · ·+ µkbn = 0, k = 1, 2, · · · , n. (1.1)

Demostración Definamos la función simétrica elemental de x1, x2, · · · , xn, como:

sk =
∑

16i1<i2<···<ik6n

xi1xi2 · · ·xik con k = 1, 2, · · · , n,

consideremos

(b1, b2, · · · , bn) =
∑

16i1<i2<···<ik6n

xb1i1x
b2
i2
· · ·xbnin

donde los bi son enteros no negativos con bi > bi+1 y cada sumatoria produce

términos distintos. Si bi = 0 para i > t, se escribirá (b1, b2, · · · , bt) en lugar de

6



CAPÍTULO 1. ALGORITMO DE LEVERRIER-FADDEEV 7

(b1, b2, · · · , bn), esto es,

(b1, b2) =
∑

xb1i1x
b2
i2
· · ·x0in =

∑
xb1i1x

b2
i2

(b1) =
∑

xb1i1x
0
i2
· · ·x0in =

∑
xb1i1

Utilizando esta notación, las ecuaciones anteriores (1), (1, 1) y (1, 1, 1) son exacta-

mente las funciones simétricas elementales s1, s2, s3 y las ecuaciones (1), (2) y (3)

son respectivamente, las funciones momentos µ1, µ2 y µ3.

Para encontrar una relación entre los funcionales de momento y las funciones

simétricas elementales descritas anteriormente consideremos el siguiente procedi-

miento, para el caso k = 3 y n > 3, podemos notar que

(2)(1) = (3) + (2, 1),

respectivamente

µ2s1 = µ3 + (2, 1).

Para eliminar (2, 1) usemos el hecho que

(1)(1, 1) = (2, 1) + 3(1, 1, 1)

puede ser vista equivalentemente como

µ1s2 = (2, 1) + 3s3,

donde el lado izquierdo es un producto de una función de Momento y una función

simétrica elemental. Si restamos la segunda ecuación con la primera, obtenemos

exactamente la identidad de Newton:

µ3 − µ2s1 + µ1s2 − 3s3 = 0,

en efecto,
(2)(1)− (3) = (1)(1, 1)− 3(1, 1, 1)

µ2s1 − µ3 = µ1s2 − 3s3

µ3 − µ2s1 + µ1s2 − 3s3 = 0.
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Generalicemos este hecho, sea si = (1i) una sucesión de i−unos y si t > 1, sea

(t, 1i) = (c1, · · · , ci+1) donde c1 = t y cj = 1 para j > 1. Para obtener la identidad

de Newton, introducimos µ1, µ2, · · · , µk, escribimos t ecuaciones, donde

t = min(k − 1, n) :

(k − 1)(1) = (k) + (k − 1, 1)

(k − 2)(1, 1) = (k − 1, 1) + (k − 2, 1, 1)

(k − 3)(1, 1, 1) = (k − 2, 1, 1) + (k − 3, 1, 1, 1)

En general,

(k − i)(1i) = (k − i+ 1, 1i−1) + (k − i, 1i) i = 1, · · · , t.

Si n > k = t+ 1, la ecuación anterior nos queda

(1)(1k−1) = (2, 1k−2) + k(1k)

mientras, si k > n = t, entonces,

(k − n)(1n) = (k − n+ 1, 1n−1).

Debido a que (k − n, 1n) tiene n + 1 entradas, representa el polinomio cero. Multi-

plicando la i−ésima ecuación por (−1)i−1 y sumando las ecuaciones, obtenemos la

Identidad de Newton. En efecto,

t∑
i=1

(−1)i−1(k − i)(1i) =
t∑
i=1

(−1)i−1(k − i+ 1, 1i−1) +
t∑
i=1

(−1)i−1(k − i, 1i)

Desarrollando cada una de las sumas por separado tenemos,

t∑
i=1

(−1)i−1(k − i)(1i) = −
k−1∑
i=1

(−1)iµk−isi

t∑
i=1

(−1)i−1(k − i+ 1, 1i−1) = (k, 10)− (k − 1, 11) + (k − 2, 12)− (k − 3, 13) + (k − 4, 14)

+ · · ·+ (−1)t−1(k − t+ 1, 1t−1)
t∑
i=1

(−1)i−1(k − i, 1i) = (k − 1, 11)− (k − 2, 12) + (k − 3, 13)− (k − 4, 14) + (k − 5, 15)

+ · · ·+ (−1)t−2(k − t+ 1, 1t−1) + (−1)t−1(k − t, 1t)
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De esta manera,

−
∑

(−1)iµk−isi = ((k, 10)− (k − 1, 11) + (k − 2, 12)− (k − 3, 13) + (k − 4, 14)

+ · · ·+ (−1)t−1(k − t+ 1, 1t−1)) + ((k − 1, 11)− (k − 2, 12)

+(k − 3, 13)− (k − 4, 14) + (k − 5, 15)

+ · · ·+ (−1)t−2(k − t+ 1, 1t−1) + (−1)t−1(k − t, 1t)),

luego,

−
k−1∑
i=1

(−1)iµk−isi = (k, 10) + (−1)t−1(k − t, 1t)

(k, 10) +
k−1∑
i=1

(−1)iµk−isi + (−1)t−1(k − t, 1t) = 0

(k) +
k−1∑
i=1

(−1)iµk−isi + (−1)kk1k = 0

µk +
k−1∑
i=1

(−1)iµk−isi + (−1)kksk = 0

�

1.1. Deducción del Algoritmo

Sea A ∈ Cn×n una matriz con polinomio caracteŕıstico

pA(s) = det(sIn − A)

= sn + an−1s
n−1 + · · ·+ a1s+ a0.

(1.2)

De la expresión (1.1), tenemos que,

kan−k + µ1an−k+1 + · · ·+ µk = 0, k = 1, 2, · · · , n,

esto es, los coeficientes de pA dados por (1.2) satisfacen

ak =
−1

k
(µk + a1µk−1 + · · ·+ ak−1µ1), k = 1, 2, · · · , n. (1.3)
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De esta forma, el algoritmo de Leverrier, se formula de la siguiente manera, (ver

tabla 1.1).

Datos de entrada: A ∈ Cn×n.

Condición inicial a0 = 1

FOR: k = 1, 2, · · · , n
µk = tr(Ak)

ak = −1
k

(µk + a1µk−1 + · · ·+ ak−1µ1)

END

Tabla 1.1: Algoritmo de Leverrier

Años después, este algoritmo fue modificado por D.K. Faddeev (ver [7]) y J.M.

Soriau, entre otros. Supongamos que el polinomio caracteŕıstico de A es

pA(s) = sn + a1s
n−1 + · · ·+ an−1s+ an,

donde los coeficientes {ak}nk=1 se obtuvieron mediante el algoritmo de Leverrier.

Entonces,

a1 = µ1 = −
n∑
j=1

sj = −trA

luego, por la ecuación (1.3), tenemos,

−2a2 = µ2 + a1µ1

= tr(A2) + a1tr(A)

= tr(A2 + a1tr(A))

= tr(A(A+ a1In)).

Si Bk = akIn + ABk−1, k = 1, 2, · · · , n− 1, con B0 = In, entonces,

a2 =
−1

2
tr(AB1).
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Para k = 3, ..., n,

−kak = (µk + a1µk−1 + · · ·+ ak−1µ1)

= tr(Ak) + a1tr(A
k−1) + · · ·+ ak−1tr(A)

= tr(Ak + a1tr(A
k−1) + · · ·+ ak−1A)

= tr(Ak−1(A+ a1In) + a2A
k−2 + · · ·+ ak−1A)

= tr(Ak−1(B1) + a2A
k−2 + · · ·+ ak−1A)

= tr(Ak−2(a2In + AB1) + a3A
k−3 + · · ·+ ak−1A)

= tr(A(ak−1In + ABk−2))

= tr(ABk−1).

De ah́ı,

ak = −1

k
tr(ABk−1),

Por otra parte, puesto que como det(sIn − A) 6= 0, consideremos

B(s) := Adj(sIn − A) = sn−1In + sn−2A1 + · · ·+ sAn−2 + An−1, (1.4)

donde A1, · · · , An−1 son matrices de orden n. De la igualdad

(sIn − A)(sn−1In + sn−2A1 + · · ·+ sAn−2 + An−1) = pA(s)In, (1.5)

se sigue que

n∑
k=0

akIns
k = Ins

n − AAn−1 +
n−1∑
k=1

(An−k − AAn−k−1)sk,

igualando los coeficientes en cada uno de los miembros de la expresión anterior,

tenemos,
A1 = a1In + A = B1

A2 = a2In + AB1 = B2

...

An−1 = an−1In + ABn−2 = Bn−1

ABn−1 = −anIn.
En consecuencia,

B(s) = Adj(sIn − A) = sn−1In + sn−2B1 + · · ·+ sBn−2 +Bn−1.
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DATOS DE ENTRADA: A ∈ Cn×n.

Condiciones iniciales: a0 = 1, B0 = In,

FOR: k = 1, 2, · · · , n− 1

ak = − 1
k
tr(ABk−1)

Bk = akIn + ABk−1

END (For)

an = − 1
n
tr(ABn−1)

Tabla 1.2: Algoritmo de Leverrier-Faddeev

De esta manera, el algoritmo de Leverrier-Faddeev calcula en forma simultánea los

coeficientes {ak}nk=1 y {Bk}nk=1 correspondiente al polinomio caracteŕıstico de A y la

matriz adjunta de sIn − A.

Ejemplo 1 Consideremos la siguiente matriz,

A =


1 −4 −1 −4

2 0 5 −4

−1 1 −2 3

−1 4 −1 6

 ,

Si aplicamos el algoritmo de Leverrier-Faddeev tenemos

a1 = −tr(AB0) = −trA = −5, B1 = a1I4 + A =


−4 −4 −1 −4

2 −2 5 −4

−1 1 −7 3

−1 4 −1 1



a2 = −1
2
tr(AB1) = 9, B2 = a2I4 + AB1 =


2 −1 −10 5

−9 −10 −33 3

5 9 26 −3

7 7 22 0



a3 = −tr(AB2) = −7, B3 = a3I4 + AB2 =


−2 2 8 −4

1 8 22 −5

0 −6 −16 4

−1 −6 −16 3


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a4 = −tr(AB3) = 2.

Por lo tanto, el polinomio caracteŕıstico de A es

pA(s) = s4 − 5s3 + 9s2 − 7s+ 2,

y la matriz adjunta de sI4 − A es

Adj(sI4 − A) = s3I4 + s2B1 + sB2 +B3

=



s3 − 4s2 + 2s− 2 −4s2 − s+ 2 −s210s+ 8 −4s2 + 5s− 4

2s2 − 92s+ 1 s3 − 5s2 − s+ 8 5s2 − 332s+ 22 −4s2 + 3s− 5

−s2 + 5s s2 + 9s− 6 s3 − 7s2 + 26s− 16 3s2 − 3s+ 4

−s2 + 7s− 1 s2 + 7s− 6 −s2 + 22s− 16 s3 + s2 + 3


.

Ejemplo 2. Consideremos la matriz,

A =


1

100
0 0 0 0

0 1
100

0 0 0

0 0 0,99 0 0

0 0 0 100 0

0 0 0 0 10000

 ,

tenemos que el polinomio caracteŕıstico de A es,

pA(t) = t5 − 10101t4 + 19901t− 99.

Pero, si aplicamos el algoritmo de Leverrier-Faddeev (tabla1.2), se obtiene como

polinomio caracteŕıstico,

pA(t) = t5 − 10101t4 + 19901t− 10,58459743,

el cual como se puede observar, muestra que este algoritmo no es adecuado desde el

punto de vista computacional.



Caṕıtulo 2

Polinomios Ortogonales.

Pretendemos dar una visión de los polinomios ortogonales, entes matemáticos

de gran interés y sencillez y con un sin número de aplicaciones tanto en matemáticas

como en f́ısica e ingenieŕıa (ver[1], [4], [26]). Dentro de los polinomios ortogonales

existen unas familias que merecen una mención especial, por su relevancia en el desa-

rrollo histórico debido a la gran cantidad de aplicaciones que se encuentran en áreas

como la f́ısica cuántica, ecuaciones diferenciales, etc. Aparecen cuando se estudian

problemas con ecuaciones diferenciales hipergeométricas. Se trata de los Polinomios

Ortogonales Clásicos: Laguerre, Hermite, Bessel y Jacobi, que constituyen las fami-

lias más importantes de polinomios ortogonales.

2.1. Funcionales de Momentos y Polinomios Or-

togonales asociados a funcionales lineales.

Sea U : P 7→ C un funcional lineal en el espacio P de los polinomios con

coeficientes complejos y consideremos la base canónica de {xn}n>0.

DEFINICIÓN 1 La sucesión de números complejos {mn}n>0, definida por

U(xn) = mn, n = 0, 1, 2 . . .

se denomina sucesión de momentos. El valor mn se denomina momento de orden n y

el funcional lineal U se llama funcional de momento asociado a la sucesión {mn}n>0.

14
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Si π(x) =
n∑
k=0

akx
k, por la linealidad de U , tenemos,

U(π(x)) =
n∑
k=0

akmk.

La variable x siempre será considerada una variable real y U(π(x)) =
n∑
k=0

akmk,

donde z denota el conjugado del número complejo z.

DEFINICIÓN 2 Una sucesión de polinomios {Pn}n>0 se llama sucesión de polino-

mios ortogonales con respecto al funcional de momento U y nos referiremos a éste

como una SPO para U si y solo si

(i) Pn es de grado n (degPn(x) = n).

(ii) U(PnPm) = knδn,m con kn 6= 0 y δn,m la delta del kronecker definida por

δn,m =

{
1 si n = m,

0 si n 6= m.

Cuando, kn = 1, la sucesión {Pn}n>0 es una sucesión de polinomios ortonormales,

para n > 0. Cuando el coeficiente principal de cada {Pn} es la unidad, se llama

sucesión de polinomios ortogonales mónicos (SPOM) para U .

De la definición (2) se sigue que existe una SPO para U , entonces,

m0 = U(P0(x)) 6= 0, P0(x) 6= 0.

Por lo tanto, una SPO no puede existir si m0 = 0. Otros casos menos triviales donde

una SPO no existe es cuando por ejemplo, m0 = m1 = m2 = 1. En este sentido, si

P0(x) = a 6= 0 y P1(x) = bx+ c, b 6= 0, entonces

U(P0(x)P1(x)) = a(bm1 + cm0) = a(b+ c) = 0,

es decir, b = −c y se tiene P1(x)2 = b2(m2 − 2m1 +m0) = 0.

DEFINICIÓN 3 Sea {mn}n>0 la sucesión de momentos de un funcional U , la ma-

triz semi-infinita H, cuyas entradas están dadas por hij = mi+j, i, j = 0, 1, 2, ... se
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denomina matriz de momentos estándar asociada al funcional U . H es una matriz

de Hankel, esto es, una matriz cuyos elementos de las anti-diagonales son idénticos,

es decir,

H =


m0 m1 m2 . . .

m1 m2 m3 . . .

m2 m3 m4 . . .
...

...
...

. . .

 .
Para cada valor de n, denotemos por Hn a las submatrices principales de H de orden

(n+ 1),

Hn =


m0 m1 · · · mn

m1 m2 · · · mn+1

...
...

. . .
...

mn mn+1 · · · m2n


TEOREMA 2 Sea U un funcional de momentos y {mn}n∈N la correspondiente suce-

sión de momentos. Entonces existe una SPO asociada a U si y solo si las submatrices

Hn son no singulares, es decir, cuando detHn 6= 0 para n ∈ N. En este caso, U se

llama regular o cuasi-definido.

Demostración (ver[5], pág.11) �

TEOREMA 3 Sea {Pn(x)}n>0 una SPO asociada a U . Entonces, para todo π ∈ P
con deg π(x) = n,

π(x) =
n∑
k=0

λkPk(x),

donde

λk =
U(Pk(x)π(x))

U(Pk(x)2)
, para k = 0, 1, 2, · · · , n.

COROLARIO 1 Si {Pn(x)}n>0 y {Qn(x)}n>0 son dos SPO asociadas al mismo fun-

cional U , entonces, existe una sucesión {cn}n>0 con cn 6= 0 tal que Qn(x) = cnPn(x),

es decir, cada Pn(x) es único, salvo por factores constantes.

Demostración (ver [5] pág 9.)

Una de las caracteŕısticas mas importantes de los polinomios ortogonales es

que existe una conección entre tres polinomios consecutivos a través de una simple

relación, llamada Fórmula Fundamental de Recurrencia.
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TEOREMA 4 (Fórmula Fundamental de Recurrencia). Sea U un funcional de mo-

mentos cuasi-definido y {Pn(x)}n∈N la correspondiente sucesión de polinomios or-

togonales mónicos. Entonces existe dos sucesiones de números complejos {βn}∞n=0 y

{γn}∞n=1 con γn 6= 0 para todo n ∈ N tales que

xPn(x) = Pn+1(x) + βnPn(x) + γnPn−1(x), n > 0 (2.1)

P0(x) = 1, P1(x) = x− β0.

Demostración (ver [5], pág 18.)

La representación matricial del operador asociado con la multiplicación por x

en P respecto a la base de polinomios ortogonales mónicos es una matriz tridiagonal:

J =


β0 1 0 0 · · ·
γ1 β1 1 0 · · ·
0 γ2 β2 1

. . .
...

. . . . . . . . . . . .

 ,
además, el polinomio caracteŕıstico de la submatriz principal Jn+1 de dimensión

(n+ 1)× (n+ 1) es el polinomio Pn+1, con n > 0.

DEFINICIÓN 4 Sea E ⊂ (−∞,∞). Un funcional de momentos U se dice definido

positivo en E, si y solo si U(p(x)) > 0 para todo polinomio p(x) ∈ P, no nulo, no

negativo y todo x ∈ R. En un caso definido positivo, los momentos del funcional son

reales (ver [5]) y existe una medida de Borel positiva µ soportada en un subconjunto

E de la recta real tal que el funcional lineal U tiene una representación integral

U(p(x)) =

∫
E
p(x)dµ(x).

DEFINICIÓN 5 Sea φ(x) ∈ P, un polinomio con deg φ = n, el funcional lineal φU ,
es llamado multiplicación a la izquierda de U por φ y se define como

(φ(x)U)(p(x)) = U(φ(x)p(x))

Asimismo, llamaremos multiplicación por la izquierda de U por el polinomio inverso

de φ, al funcional φ−1U , definido por

(φ−1(x)U)(p(x)) = U(
p(x)− Lp,φ(x)

φ(x)
)
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donde Lp,φ(x) es el polinomio interpolador de grado deg(p) − 1 que interpola a p

en las ráıces de φ. Particularmente, si α ∈ C, llamaremos multiplicación por la

izquierda de U por la función racional (x− α)−1 al funcional lineal Ũ definido por

Ũ := (x− α)−1U(p(x)) = U(
p(x)− p(α)

x− α
), p ∈ P.

DEFINICIÓN 6 La derivada distribucional usual para U está dada por

(DU)(p(x)) = −U(p′(x)),

para todo p(x) ∈ P.

Sea U un funcional de momento regular, definido sobre el espacio vectorial

de los polinomios con coeficientes complejos P y sea {Pn}n>0 la correspondiente

sucesión de polinomios ortogonales mónicos, el conjunto de todos los funcionales de

momento P∗, sobre P es el dual algebraico de P y debido a que {Pn, n ∈ N} es una

base algebraica en P, podemos asociar la base dual {αn}n∈N de siguiente forma

〈αn, Pm〉 = δm,n.

Si v es un elemento de P∗, podemos expresar éste como

v =
∞∑
i=0

λiαi, donde λi = 〈v, Pi〉 para i = 0, 1, 2, ...

Como una consecuencia inmediata, si v ∈ P∗ satisface 〈v, Pi〉 = 0, para i > j,

entonces,

v =

j−1∑
i=0

λiαi.

LEMA 1 Sea {Pn}n>0 una sucesión de polinomios ortogonales mónicos, con respecto

a u y {αn}n>0 la correspondiente base dual, entonces,

αi =
Pi(x)

〈u, P 2
i (x)〉

u, para i ∈ N.

Demostración Como {αn}n>0 es una base dual en P∗ por y {Pn}n>0 es una SPOM

con respecto a u entonces,

〈αn, Pm(x)〉 = δn,m
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luego,

〈 Pi(x)

〈u, P 2
i (x)〉

u, Pn(x)〉 =
1

〈u, P 2
i (x)〉

〈Pi(x)u, Pn(x)〉

=
1

〈u, P 2
i (x)〉

〈u, Pi(x)Pn(x)〉

= δi,n

Por lo tanto, αi =
Pi(x)

〈u, P 2
i 〉

u, para i ∈ N. �

LEMA 2 Si {Pn}n>0 y {Qn}n>0 son sucesiones de polinomios mónicos y αn, βn las

correspondientes bases duales en P∗ donde Qn =
P ′n+1

(n+ 1)
, entonces,

Dβn = −(n+ 1)αn+1.

Demostración Como {αn}n>0 y {βn}n>0 son las correspondientes bases duales en

P∗ de las sucesiones {Pn}n>0, {Qn}n>0, respectivamente, entonces

〈αn, Pm〉 = δn,m = 〈βn, Qm〉,

luego,
〈Dβn, Pm+1〉 = −〈βn, P ′m+1〉,

= −(m+ 1)〈βn, Qm〉,
= −(m+ 1)δn,m ,

en consecuencia, Dβn = −(n+ 1)αn+1. �

DEFINICIÓN 7 Sea u un funcional regular de momentos y {mn}n>0 la correspon-

diente sucesión de momentos. La función Stieljes asociada a u está dada por

S(u)(z) = S(z) = −
∑
n>0

mn

zn+1
.

2.2. Polinomios Ortogonales Clásicos, algunas ca-

racterizaciones.

DEFINICIÓN 8 Sea L : P 7→ C un funcional lineal cuasi-definido y {Pn}n>0 la

sucesión de polinomios ortogonales mónicos respecto a L. Diremos que L es un
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funcional lineal clásico, si existen polinomios φ y ψ con deg φ 6 2 y deg ψ = 1 tales

que

D(φL) = ψL. (2.2)

En este caso, se dice que {Pn}n>0 es una sucesión de polinomios ortogonales clásicos

respecto a L. La ecuación (2.2) se denomina ecuación distribucional de Pearson.

TEOREMA 5 ([22]) Sea L un funcional lineal cuasidefinido, entonces los siguientes

enunciados son equivalentes

(i) L es un funcional lineal clásico.

(ii) Los polinomios mónicos {Pn}n>0 ortogonales respecto al funcional L son auto-

funciones del operador diferencial de segundo orden φD2 + ψD, esto significa

que existe λn 6= 0 tal que

φP ′′n + ψP ′n + λnPn = 0 (2.3)

Los polinomios {Pn}n > 0 que satisfacen la ecuación (2.3) son denominados poli-

nomios de tipos hipergeométricos, como son los polinomios de Hermite, Laguerre,

Jacobi y Bessel.

Si deg φ = 0, tenemos un polinomio mónico de Hermite, Hn(x).

Si deg φ = 1, se obtiene un polinomio de Laguerre de parámetro α,Lαn(x).

Si deg φ = 2, obtenemos dos familias:

• Si φ tiene ráıces distintas α, β, tenemos un polinomio de Jacobi de paráme-

tros α y β, P
(α,β)
n (x).

• Si φ tiene ráıces iguales a α, tenemos un polinomio mónico de Bessel, de

parámetro α, B
(α)
n (x).

TEOREMA 6 Si {Pn}n>0 es una sucesión de polinomios ortogonales mónicos clási-

cos, asociada al funcional de momento u, entonces, la correspondiente función de

Stieltjes satisface la ecuación diferencial

φ(x)S ′(x) + [φ′(x)− ψ(x)]S(x) + (a− p)m0 = 0,
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donde φ y ψ son polinomios dados por (2.2) y a, p, son los coeficientes principales

de φ y ψ respectivamente.

Demostración Sean φ(z) = az2 + bz + c y ψ(z) = pz + q,

entonces,

φ(z)S ′(z) + [φ′z)− ψ(z)]S(z) + (a− p)m0

= (az2 + bz + c)
∑
n>0

(n+ 1)
mn

zn+2
− [(2az + b)− (pz + q)]

∑
n>0

mn

zn+1
+ (a− p)m0

=
∑
n>0

(n+ 1)(az2 + bz + c)
mn

zn+2
−
∑
n>0

[(2a− p)z + b− q] mn

zn+1
+ (a− p)m0

=
∑
n>0

((n− 1)a+ p)
mn

zn
+
∑
n>0

(nb+ q)
mn

zn+1
+
∑
n>0

nc
mn

zn+1

=
∑
n>0

[(na+ p)mn+1 + (nb+ q)mn + ncmn−1]
1

zn+1
= 0

�

PROPOSICIÓN 7 Sea {Pn}n>0 una SPOM asociado al funcional de momentos u.

Entonces {Pn}n>0 es clásico si y solo si para cada n > 0 existen parámetro λn ∈ C
tal que Pn satisface la ecuación diferencial

A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = λny

.

Demostración Como {Pn}n>0 es clásico, por corolario (1) tenemos que {Qn}n>0
es una SPOM asociado a v = φu, por lo tanto,

〈φu, P ′n(xm)′〉 =

{
0, si m < n ;

ln 6= 0, si m = n.
(2.4)

Aśı, tenemos

〈φu, P ′n(xm)′〉 = 〈φu, (xmP ′n)′ − xmP ′′n 〉

= −(〈ψu, xmP ′n〉+ 〈u, xmφP ′′n 〉)

= −〈u, xm(φP ′′n + ψP ′n)〉
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por lo tanto, haciendo

P ∗n = φP ′′n + ψP ′n para n > 1 donde P ∗0 = 1,

y comparando con (2.4), concluimos que {P ∗n}n>0 es también una SPOM con res-

pecto a u. Como consecuencia del corolario (2), tenemos que existe cn 6= 0 tal que

P ∗n = cnPn, n = 0, 1, 2, ...

Aśı, podemos escribir, φP ′′n +ψP ′n = cnPn, n > 1, es decir, Pn satisface la ecuación

diferencial de segundo orden

A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = λny

con A(x) = φ(x), B(x) = ψ(x), C(x) = 0, λn = cn (n > 1), λ0 = 0. Rećıproca-

mente, supongamos que Pn satisface

A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = λn para n > 0.

Sea v = D(Au), consideremos a Qn =
P ′n+1

n+ 1
como una base de {Pn}n>0, entonces,

〈v, Qn〉 =
1

n+ 1
〈φ(Au), P ′n+1〉

= − 1

n+ 1
〈u, AP ′′n+1〉

= − 1

n+ 1
〈u,−BP ′n+1 + (λn+1 − C)Pn+1〉

= 〈Bu,
P ′n+1

n+ 1
〉 − λn+1 − C

n+ 1
〈u, Pn+1〉

= 〈Bu, Qn〉, n > 0

Por lo tanto, los funcionales de momentos v y Bu son iguales para los elementos

de la base {Qn}n>0 de P, por linealidad, D(Au) = Bu, y deg A 6 2, deg B = 1, en

consecuencia, {Pn}n>0 es clásico. �

PROPOSICIÓN 8 Sea {Pn}n>0 es una SPOM con respecto a u. Entonces, {Pn}n>0
es clásico si y solo si existe un polinomio φ con deg φ 6 2 y una sucesión de

polinomios {kn} 6= 0 tal que

k−1n Pn(x)u = Dn(φn(x)u).
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Demostración Supongamos que se cumple

k−1n Pn(x)u = Dn(φn(x)u),

entonces, para n = 1 se tiene que

k−11 P1(x)u = D′(φ(x)u),

de alĺı que {Pn}n>0 es una SPOM con respecto a u. Rećıprocamente, si {Pn}n>0 es

clásico, entonces Dφu = ψu donde degφ 6 2 y deg(ψ) = 1. Fijando n, probaremos

que existe una constante kn 6= 0 tal que el funcional lineal k−1n Pn(x)u y Dn(φn)(x)u

son iguales para los elementos de la base {Pi} de P. En efecto, si i 6 n tenemos

〈Dn(φnu), Pi〉 = (−1)n〈φnu, P (n)
i 〉 = (−1)nn!〈u, φn〉δin.

Para i > n, podemos escribir Pi = Pm+n, m > 1, luego,

〈Dn(φnu), Pi〉 = (−1)n〈φnu, P n
i 〉

= (m+ 1)(m+ 2)...(m+ n)(−1)n〈φnu, P
(n)
n+m

(m+ 1)(m+ 2)...(m+ n)
〉
,

del corolario (2), tenemos

〈Dn(φnu), Pi〉 = (m+ 1)(m+ 2)...(m+ n)(−1)n〈vn, Qm,n〉 = 0

= (−1)nn!〈u, φn〉δi,n.

Haciendo

k−1n =
−1nn!〈u, φn〉
〈u, P 2

n〉
tenemos,

〈k−1n Pnu, Pi〉 = k−1n 〈u, PnPi〉
= (−1)nn!〈u, φn〉δin

Por lo tanto,

k−1n Pn(x)u = Dn(φn(x)u).

�
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2.3. Polinomios de Hermite.

La familia de los polinomios mónicos de Hermite {Hn}n>0 es ortogonal respecto

al funcional definido positivo

LH(p(x)) =

∫ +∞

−∞
p(x)e−x

2

dx.

La familia {Hn}n>0 satisface la relación de recurrencia

xHn(x) = Hn+1(x) +
n

2
Hn−1(x), n > 0, (2.5)

con el convenio H−1(x) = 0. El funcional lineal LH satisface la ecuación distribucio-

nal de Pearson (2.2) con φ(x) = 1 y ψ(x) = −2x

2.4. Polinomios de Laguerre.

Los polinomios mónicos de Laguerre {L(α)
n }n>0 con α > −1 constituyen una

familia uniparamétrica ortogonal respecto al funcional definido positivo

LL(p(x)) =

∫ +∞

0

p(x)xαe−xdx.

Los polinomios φ(x) = x, ψ(x) = −x + α + 1 son los asociados a LL en la ecua-

ción distribucional de Pearson (2.2). La sucesión {Lαn}n>0 satisface la relación de

recurrencia

xL(α)
n (x) = L

(α)
n+1(x) + (2n+ α + 1)L(α)

n (x) + (n(n+ α))L
(α)
n−1(x), n > 0, (2.6)

con el convenio L
(α)
−1 (x) = 0.

2.5. Polinomios de Jacobi.

Los polinomios mónicos de Jacobi {P (α,β)
n }n>0 constituyen una familia depen-

diente de dos parámetros α, β > −1 y son ortogonales respecto al funcional definido

positivo

LP (p(x)) =

∫ 1

−1
p(x)(1− x)α(1 + x)βdx.
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La relación de recurrencia que satisface {P (α,β)
n }n>0 es

xP (α,β)
n (x) = P

(α,β)
n+1 (x) + βnP

(α,β)
n (x) + γnP

α,β
n−1(x), n > 0, (2.7)

con el convenio P
(α,β)
−1 (x) = 0, donde

βn =
β2 − α2

(2n+ α + β)(2n+ α + β) + 2

γn =
4n(n+ α)(n+ β)(n+ α + β)

(2n+ α + β − 1)(2n+ α + β)2(2n+ α + β + 1)

En la ecuación (2.2) los polinomios asociados a LP son

φ(x) = 1− x2 y ψ(x) = −(α + β + 2)x+ β − α.

2.6. Polinomios de Bessel.

Los polinomios mónicos de Bessel {Bα
n}n>0 constituyen una familia unipa-

ramétrica con parámetro α 6= −2,−3,−4, ... y son ortogonales respecto al funcional

lineal cuasi-definido

LB(p(x)) =

∫
T

p(x)xαe−
2
xdx

donde T = z ∈ C : |z| = 1.

Los polinomios {Bα
n}n>0 satisfacen la relación de recurrencia

xB(α)
n (x) = B

(α)
n+1(x) + βnB

(α)
n (x) + γnB

α
n−1(x), n > 0, (2.8)

con el convenio que Bα
−1(x) = 0, donde

βn = − 2α

(2n+ α)(2n+ α + 2)
,

γn = − 4n(n+ α)

(2n+ α− 1)(2n+ α)2(2n+ α + 1)
.

El funcional lineal LB satisface la ecuación distribucional de Pearson (2.2) con

φ(x) = x2 y ψ(x) = (α + 2)x + 2. La siguiente tabla resume los valores de los

coeficientes de la relación de recurrencia (2.1)
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βn γn

Hermite 0 n
2

Laguerre 2n+ α + 1 n(n+ α)

Jacobi β2−α2

(2n+α+β)(2n+α+β+2)
4n(n+α)(n+β)(n+α+β)

(2n+α+β−1)(2n+α+β)2(2n+α+β+1)

Bessel − 2α
(2n+α)(2n+α+2)

− 4n(n+α)
(2n+α−1)(2n+α)2(2n+α+1)

Tabla 2.1: Coeficientes en la relación (2.1)

Otra caracterización de los polinomios ortogonales clásicos, viene dada por

PROPOSICIÓN 9 (ver [22]) Los siguientes enunciados son equivalentes.

(i) {Pn}n>0 es una sucesión de polinomios ortogonales clásicos.

(ii) La sucesión de polinomios mónicos {Qn}n>0 dada por Qn =
P ′n+1

n+ 1
, es también

una sucesión de polinomios ortogonales.

(iii) En el desarrollo de Pn en términos de la base polinómica {Qn}n>0, los coefi-

cientes para 0 6 k 6 n− 3 se anulan, es decir:

Pn(x) = Qn(x) + rnQn−1(x) + snQn−2(x). (2.9)

La familia {Qn}n>0 es ortogonal respecto al funcional φL, donde φ es el poli-

nomio que aparece en la ecuación de Pearson. Los coeficientes rn, sn de la relación

(2.9) para las distintas familias de polinomios ortogonales clásicos están dadas en la

siguiente tabla
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rn sn

Hermite 0 0

Laguerre n 0

Jacobi 2n(α−β)
(2n+α+β)(2n+α+β+2)

− 4n(n−1)(n+α)(n+β)
(2n+α+β−1)(2n+α+β)2(2n+α+β+1)

Bessel 4n
(2n+α)(2n+α+2)

4n(n−1)
(2n+α−1)(2n+α)2(2n+α+1)

Tabla 2.2: Coeficientes en la relación (2.9)

2.7. Algoritmo de Leverrier-Faddeev y los polino-

mios ortogonales clásicos

Consideremos una matriz A ∈ Cn×n y una familia de polinomios ortogonales

clásicos mónicos {Pn}n>0. Si expresamos el polinomio caracteŕıstico de A y la matriz

Ã(s) := Adj (sIn−A) en función de la base de P formada por dichos polinomios se

tiene

pA(s) = Pn(s) +
n−1∑
k=0

ân−kPk(s), (2.10)

Ã(s) = Pn−1(s)In +
n−2∑
k=0

Pk(s)B̂n−k−1. (2.11)

Deduciremos nuestro algoritmo partiendo de la identidad que establece el siguiente

LEMA 3 Dada A ∈ Cn×n, sea pA(s) su polinomio caracteŕıstico. Entonces

d

ds
pA(s) = tr Adj

(
sIn − A

)
. (2.12)
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Demostración:

De la fórmula para la derivada de un determinante (ver [25]), tenemos

d

ds
pA(s) =

d

ds
det (sIn − A)

=
n∑
k=1

det Dk,

donde Dk, k = 1, . . . , n, son matrices de dimensión n× n cuyas entradas coinciden

con las de la matriz sIn −A excepto en la fila k, que se sustituye por la fila k de la

matriz In. Entonces
d

ds
pA(s) =

n∑
k=1

det(sIn − A)(k|k). (2.13)

La matriz (sIn−A)(k|k) es de dimensión (n−1)×(n−1), y se obtiene eliminando las

k-ésimas fila y columna de la matriz sIn−A. En consecuencia, los términos det(sIn−
A)(k|k), k = 1, 2, . . . , n, son las entradas de la diagonal de la matriz Adj (sIn − A)

y por lo tanto, el segundo miembro de la expresión (2.13) representa la traza de la

matriz Adj (sIn − A), de donde se sigue el enunciado. �

Notemos que Ã(s) satisface

(sIn − A)Ã(s) = pA(s)In. (2.14)

En consecuencia, deducimos

(sIn − A)

(
Pn−1(s)In +

n−2∑
k=0

Pk(s)B̂n−k−1

)
= Pn(s)In +

n−1∑
k=0

ân−kPk(s)In. (2.15)

Si usamos la relación de recurrencia a tres términos (2.1) correspondiente a la

familia ortogonal {Pn}n>0, en la expresión (2.15) se obtiene

[Pn(s) + βn−1Pn−1(s) + γn−1Pn−2(s)] In−

−Pn−1(s)A+
n−2∑
k=0

(Pk+1(s) + βkPk(s) + γkPk−1(s)) B̂n−k−1−

−
n−2∑
k=0

Pk(s)AB̂n−k−1 = Pn(s)I +
n−1∑
k=0

ân−kPk(s)In.
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Si reordenamos la expresión anterior, obtenemos

Pn(s)In + Pn−1(s)
(
βn−1In + B̂1 − A

)
+ Pn−2(s)

(
γn−2In + B̂2 + βn−2B̂1 − AB̂1

)
+

+
n−3∑
k=1

Pk(s)
(
B̂n−k + βkB̂n−k−1 + γk+1B̂n−k−2 − AB̂n−k−1

)
+

+P0(s)
(
β0B̂n−1 + γ1B̂n−2 − AB̂n−1

)
= Pn(s)I +

n−1∑
k=0

ân−kPk(s)In.

Igualando los coeficientes de Pk, k = 0, 1, . . . , n − 1, en los dos miembros de

la anterior expresión se tiene

AB̂0 = −â1In + βn−1B̂0 + B̂1,

AB̂1 = −â2In + γn−1B̂0 + βn−2B̂1 + B̂2,
...

AB̂n−k−1 = −ân−kI + γk+1B̂n−k−2 + βkB̂n−k−1 + B̂n−k,

k = 1, 2, . . . , n− 3,

AB̂n−1 = −ânIn + γ1B̂n−2 + β0B̂n−1,

(2.16)

con B̂0 = In.

En forma matricial

A

 B̂n−1
...

B̂0

 = M

 B̂n−1
...

B̂0

 (2.17)

donde M = Jn−[0|â]. Jn es la matriz tridiagonal de dimensión n×n, n > 1, asociada

a la familia {Pn}n>0, i. e.

Jn =



β0 γ1 0 · · · 0

1 β1 γ2
...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . γn−1

0 · · · 0 1 βn−1


y â =


ân
ân−1

...

â1

 . (2.18)
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La matriz M se denomina matriz compañera (comrade matrix) de A respecto

a la base ortogonal {Pn}n>0 (véase [1] pp. 372). Además

trA = −
n−1∑
j=0

βj − â1.

Por otra parte, de la relación (2.12) tenemos

P ′n(s) +
n−1∑
k=0

ân−kP
′
k(s) = nPn−1(s) +

n−2∑
k=0

Pk(s)tr B̂n−k−1, n = 2, 3, . . . . (2.19)

Debido a que {Pn}n>0 es una familia de polinomios ortogonales clásicos, entonces

de la Proposición 9, obtenemos

Pk(s) =
P ′k+1(s)

k + 1
+ rk

P ′k(s)

k
+ sk

P ′k−1(s)

k − 1
, k = 2, 3, . . .

De esta forma, sustituyendo la expresión anterior en (2.19) se obtiene

P ′n(s) +
n−1∑
k=0

ân−kP
′
k(s) = P ′n(s) + rn−1

n

n− 1
P ′n−1(s) + sn−1

n

n− 2
P ′n−2(s)+

+
n−2∑
k=2

(
P ′k+1(s)

k + 1
+ rk

P ′k(s)

k
+ sk

P ′k−1(s)

k − 1

)
tr B̂n−k−1+

+tr B̂n−1P
′
1(s) + tr B̂n−2

(
P ′2(s)

2
+ r1P

′
1(s)

)
,

(2.20)

o, equivalentemente,

P ′n(s) +
n−1∑
k=0

ân−kP
′
k(s) = P ′n(s) +

(
n
n−1rn−1 + 1

n−1tr B̂1

)
P ′n−1(s)+

+
n−2∑
k=1

1

k

(
tr B̂n−k + rktr B̂n−k−1 + sk+1tr B̂n−k−2

)
P ′k(s).

(2.21)

Si identificamos los coeficientes de P ′k, k = 1, 2, . . . , n− 1, en ambos miembros

de la expresión anterior obtenemos

(n− 1)â1 = nrn−1 + tr B̂1,

(n− k)âk = tr B̂k + rn−ktr B̂k−1 + sn−k+1tr B̂k−2,

k = 2, 3, . . . , n− 1.

(2.22)
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Finalmente, combinando (2.16) y (2.22), se obtiene

âk =
1

k

[
(βn−k − rn−k)tr B̂k−1 + (γn−k+1 − sn−k+1)tr B̂k−2 − tr

(
AB̂k−1

)]
, (2.23)

para k = 1, 2, . . . , n. Como conclusión tenemos el siguiente

TEOREMA 10 Dada A ∈ Cn×n, sean pA(s) su polinomio caracteŕıstico dado por

(2.10) y Ã(s) la matriz adjunta de sIn − A dada por (2.11). Entonces

(i) Para k = 1, . . . , n,

âk =
1

k

[
(βn−k − rn−k)tr B̂k−1 + (γn−k+1 − sn−k+1)tr B̂k−2 − tr

(
AB̂k−1

)]
,

(2.24)

con B̂−1 = 0, r0 = 0, s1 = 0.

(ii) Para k = 1, 2, . . . , n− 1

B̂k = âkI − γn−k+1B̂k−2 − βn−kB̂k−1 + AB̂k−1. (2.25)

Aśı, el algoritmo queda de la forma mostrada en la tabla (2.3) (para los detalles,

ver [14])

DATOS DE ENTRADA: A ∈ Cn×n , {βk}n−1k=0 , {γk}nk=1, {rk}n−1k=0 , {sk}nk=1.

Condiciones iniciales: B̂−1 = 0, B̂0 = In.

FOR k = 1, 2, . . . , n− 1

âk = 1
k

[
(βn−k − rn−k)tr B̂k−1 + (γn−k+1 − sn−k+1)tr B̂k−2 − tr

(
AB̂k−1

)]
,

B̂k = âkI − βn−kB̂k−1 − γn−k+1B̂k−2 + AB̂k−1.

END (FOR)

ân =
1

n

[
β0tr B̂n−1 + γ1tr B̂n−2 − tr

(
AB̂n−1

)]
.

Tabla 2.3: Algoritmo de Leverrier-Faddeev usando SPOM clásicos

Las expresiones (2.24) y (2.25) pueden simplificarse si las aplicamos a ciertas

familias de polinomios clásicos.
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Polinomios de Hermite. Por el Teorema 10 tenemos

âk =
n− k + 1

2k
tr B̂k − 2− 1

k
tr (ABk−1) (2.26)

y

B̂k = akIn −
n− k + 1

2
B̂k−2 + ABk−1. (2.27)

Si consideramos la traza en (2.27) y la usamos en (2.26) obtenemos

tr B̂k = (n− k)ak.

Por otra parte, si sustituimos la expresión anterior en (2.26), entonces

âk =
(n− k + 1)(n− k + 2)

2k
âk−2 −

1

k
tr (ABk−1) . (2.28)

Polinomios de Laguerre. De acuerdo con el Teorema 10

kâk = (n−k+α+1)tr B̂k−1+(n−k+1)(n−k+α+1)B̂k−2−tr
(
AB̂k−1

)
(2.29)

y

B̂k = âkIn− (n− k+ 1)(n− k+α+ 1)B̂k−2− (2(n− k) +α+ 1)B̂k−1 +ABk−1.

(2.30)

Aplicando trazas en (2.30) y usando (2.29) se tiene

tr B̂k = (n− k)âk − n− ktr B̂k−1.

En consecuencia, se deduce

âk =
(n− k + 1)(n− k + α + 1)

k
âk−1 −

1

k
tr
(
AB̂k−1

)
. (2.31)

Polinomios de Jacobi. Del Teorema 10 se deduce

kâk = β−α
2(n−k)+α+β+2

tr B̂k−1+
4(n−k+1)(n−k+1+α)(n−k+1+β)

(2(n−k)+α+β+2)2(2(n−k)+α+β+3)
tr B̂k−2−tr

(
AB̂k−1

)
.

(2.32)

Si α = β, entonces aparece la familia de los polinomios de Gegenbauer. En este

caso el funcional lineal es simétrico y, en consecuencia, la expresión anterior

se reduce a

âk =
n− k + 1

k(2(n− k) + 2α + 3)
tr B̂k−2 −

1

k
tr (ABk−1) . (2.33)

La expresión (2.25) queda simplificada de la siguiente manera

B̂k = âkIn −
(n− k + 1)(n− k + 2α + 1)

(2(n− k) + 2α + 1)(2(n− k) + α + 3)
B̂k−1. (2.34)
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2.8. Ejemplo

Consideremos la matriz

A =


1 −4 −1 −4

2 0 5 −4

−1 1 −2 3

−1 4 −1 6

 .
Su polinomio caracteŕıstico es

pA(s) = s4 − 5s3 + 9s2 − 7s+ 2.

Tomemos como base la familia de los polinomios de Hermite {Hn}n>0. Los paráme-

tros que definen esta familia son: βn = rn = sn = 0, n > 0, y γn =
n

2
, n > 1.

Teniendo en cuenta las expresiones (2.28) y (2.27)

a1 = −trA = −5,

aśı como

B̂1 = a1I4 + A =


−4 −4 −1 −4

2 −5 5 −4

−1 1 −7 3

−1 4 −1 1

 .
Por otra parte,

a2 = 3− 1

2
tr (AB1) = 12,

junto a

B̂2 = a2I4 −
3

2
B0 + AB1 =


7
2
−1 −10 5

−9 −17
2
−33 3

5 9 55
2
−3

7 7 22 3
2

 .
Continuando el proceso

a3 = a1 −
1

3
tr (AB2) = −29

2
,
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y

B̂3 = a3I4 −B1 + AB2 =
1

2


−8 0 15 −12

4 11 49 −14

−1 −11 −39 11

−3 −8 −33 7

 .
Finalmente,

a4 =
1

4
a2 −

1

4
tr (AB3) =

29

4
.

En consecuencia, el polinomio caracteŕıstico de la matriz A, expresado como com-

binación lineal de la base {Hn}n>0, resulta ser

a(s) = H4(s)− 5H3(s) + 12H2(s)−
29

2
H1(s) +

29

4
H0(s),

y la matriz adjunta de sI4 − A,

Adj (sI4 − A) = H3(s)I4 +H2(s)B̂1 +H1(s)B̂2 +H0(s)B̂3.

Si consideramos la familia
{
L
(α)
n

}
n>0

de los polinomios de Laguerre con parámetro

α se tiene βn = 2n+ α+ 1, rn = n, n > 0, γn = n(n+ α), n > 1, y sn = 0, n > 1.

De (2.31) y (2.30) deducimos a1 = 4(4 + α)− trA = 4α + 11, y

B1 =


5 + 3α −4 −1 −4

2 4 + 3α 5 −4

−1 1 2 + 3α 3

−1 4 −1 10 + 3α

 .
Por otra parte,

a2 = 6α2 + 27α + 36,

junto con

B2 =


3α2 + 11α + 4 −8α− 17 −2α− 14 −8α− 11

4α− 1 3α2 + 5α− 12 10α− 13 −8α− 13

−2α + 1 2α + 13 3α2 + α + 16 6α + 9

−2α + 3 8α + 23 2α + 18 3α2 + 17α + 22

 .
Continuando el proceso

a3 = 4α3 + 21α2 + 47α + 35,
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B3 =


4α3 + 21α2 + 47α+ 35 −4α2 − 13α− 7 −α2 − 13α− 4 −4α2 − 7α− 7

2α2 − 3α− 4 4α3 + 21α2 + 47α+ 35 5α2 − 18α− 1 −4α2 − 9α− 10

−α2 + 2α+ 3 α2 + 12α+ 5 4α3 + 21α2 + 47α+ 35 3α2 + 6α+ 7

−α2 + 4α+ 4 4α2 + 19α+ 9 −α2 + 19α+ 4 4α3 + 21α2 + 47α+ 35

.
Finalmente,

a4 = α4 + 5α3 + 14α2 + 15α + 7

Por tanto, la representación del polinomio caracteŕıstico de A en la base
{
L
(α)
n

}
n>0

es

pA(s) = L
(α)
4 (s)− (4α + 11)L

(α)
3 (s) + (6α2 + 27α + 36)L

(α)
2 (s)

− (4α3 + 21α2 + 47α + 35)L
(α)
1 (s) + (α4 + 5α3 + 14α2 + 15α + 7)L

(α)
0 (s),

Adj (sI4 − A) = L
(α)
3 (s)I4 + L

(α)
2 (s)B1 + L

(α)
1 (s)B2 + L

(α)
0 (s)B3.



Caṕıtulo 3

Polinomio Mı́nimo

Sea A ∈ Cn×n, dado un polinomio p(t) ∈ P[t], digamos

p(t) = tk + ak−1t
k−1 + · · ·+ a1t+ a0,

podemos definir

p(A) ≡ Ak + ak−1A
k−1 + · · ·+ a1A+ a0In.

Existe una relación muy importante entre polinomios y las matrices, una de ellas

es el polinomio caracteŕıstico. Dicha relación viene dada por el Teorema de Cayley-

Hamilton.

TEOREMA 11 (Teorema de Cayley-Hamilton [15]) Sea pA(t) el polinomio ca-

racteŕıstico de una matriz A ∈ Cn×n. Entonces, pA(A) = 0

Una idea natural es ver si existe otro polinomio de grado menor o igual al polinomio

caracteŕıstico que también aniquile a la matriz A, o en otras palabras; dada una

matriz A ∈ Mn, existirá un polinomio de grado mı́nimo que aniquila a A?. Por el

Teorema de Cayley-Hamilton, el grado de ese polinomio debe ser menor o igual a n.

TEOREMA 12 (ver[15]) Existe un único polinomio mónico qA(t) de grado mı́nimo

que aniquila a A. El grado de este polinomio, es a lo mas n. Si p(t) es otro polinomio

tal que p(A) = 0, entonces, qA(t) divide a p(t).

Demostración El polinomio caracteŕıstico es un ejemplo de un polinomio de grado

n 6= 0 que aniquila A, aśı, existe un entero positivo m 6 n y un polinomio mónico

q(t) de grado m tal que q(A) = 0. Si p(t) aniquila a A, y si q(t) es un polinomio

36
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mónico de grado mı́nimo que aniquila a A, entonces, el grado de q(t) debe ser menor

o igual que el grado de p(t). Por el algoritmo Euclidiano, existe un polinomio h(t) y

un polinomio r(t) de grado menor que el de q(t) tal que p(t) = q(t)h(t) + r(t). Pero

p(A) = q(A)h(A) + r(A) = 0.h(A) + r(A) = 0,

de alĺı, r(A) = 0. Si r(t) 6= 0, podemos normalizar a éste y obtener un polinomio

mónico de grado menor que el grado de q(t) que aniquila a A. Ya que esto contradice

la propiedad minimal de q(t), concluimos que r(t) ≡ 0 y por tanto q(t) divide a p(t)

con cociente h(t). Si existen dos polinomios mónicos de mı́nimo grado que aniquilan

a A, cada uno divide al otro, por lo tanto, sus grados son los mismos y uno debe ser

múltiplo escalar del otro, pero como son mónicos, la única posibilidad del escalar es

1, por lo tanto, ambos polinomios son los mismos. �

DEFINICIÓN 9 Sea A ∈ Cn×n la matriz dada, el único polinomio mónico qA(t) de

menor grado que aniquila a A se llama polinomio mı́nimo de A.

COROLARIO 2 Matrices similares tienen el mismo polinomio mı́nimo.

Demostración Si A,B, S ∈ Cn×n y si A = SBS−1, entonces

qB(A) = qB(SBS−1) = SqB(B)S−1 = 0

aśı, el grado de qB(t) no es menor que el grado de qA(t). Pero B = S−1AS, entonces,

el mismo argumento muestra que el grado de qA no es menor que el grado de qB(t).

En consecuencia, los dos polinomios mónicos tienen el mismo grado minimal y ambos

aniquilan a A y por el Teorema (12), los polinomios son los mismos. �

COROLARIO 3 El polinomio mı́nimo qA(t) divide al polinomio caracteŕıstico pA(t),

además, qA(λ) = 0 si y solo si λ es un autovalor de A. En consecuencia, cualquier

ráız de pA(t) es una ráız de qA(t).

Demostración Debido a que pA(A) = 0 y del hecho de que existe un polinomio

h(t) tal que pA(t) = h(t)qA(t), por el Teorema 12, se tiene que qA(t) divide a pA(t),

además, la factorización obtenida muestra que cualquier ráız de qA(t) = 0 es una

ráız de pA(t) = 0, es decir, cualquier ráız de qA(t) = 0 es un autovalor de A. Si

λ es un autovalor de A y si x es su autovector asociado, entonces Ax = λx y

0 = qA(A)x = qA(λ)x, por lo tanto qA(λ) = 0. �

Este último corolario muestra que
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Si PA(t) =
m∏
i=1

(t−λi)si , 1 6 si 6 n, s1+s1+· · ·+sm = n con λ1, λ2, · · · , λm
distintos, entonces

qA(t) =
m∏
i=1

(t− λi)ri , 1 6 ri 6 si.

Cuando PA(t) tiene raices simples, PA(t) = qA(t).

En principio esto da un algoritmo para hallar el polinomio mı́nimo de una matriz

A.

(1) Calcular los m autovalores de A (λi) y sus multiplicidades (1 6 si 6 n).

(2) Hacer PA(t) =
m∏
i=1

(t− λi)si .

(3) Comenzar con ri = 1 y evaluar PA(A) hasta que PA(A) = 0.

Numéricamente, esto no es un buen algoritmo, si se trata de factorizaciones

para polinomios caracteŕısticos de una matriz muy grande, aunque si puede ser muy

efectivo para cálculos manuales con matrices pequeñas. Otro enfoque para calcular el

polinomio mı́nimo se presenta a través de la relación ı́ntima entre la forma canónica

de Jordan de una matriz y su polinomio caracteŕıstico.

3.1. Forma canónica de Jordan y Polinomio mı́ni-

mo

DEFINICIÓN 10 Un bloque de Jordan Jk(λ) es una matriz triangular superior de

orden k de la forma

Jk(λ) =


λ 1 0

λ 1
. . . 1

0 λ

 . (3.1)

Esta matriz tiene (k − 1) términos +1 en la diagonal superior, el escalar λ aparece

k veces en la diagonal superior, el resto de las entradas son 0 y J1(λ) = [λ]. Una
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matriz de Jordan, J ∈Mn es una suma directa de bloques de Jordan,

J =


Jn1(λ1) 0

Jn2(λ2)
. . .

0 Jnk
(λk)

 , n1 + n2 + · · ·+ nk = n, (3.2)

para el cual los ni y los valores λi no necesariamente son distintos. Nótese, que si

cada bloque de Jordan Jni
(λi) en (3.2) es unidimensional, esto es, todo ni = 1 y

k = n, entonces, la matriz de Jordan J es diagonal. Si algún bloque de Jordan Jm(λ)

en (3.2) tiene m > 1, entonces J no solo no es diagonal, sino que no es diagonalizable.

Si Jm(λ) = SΛS−1 con Λ diagonal, entonces, necesariamente

Λ = diag(λ, λ, · · · , λ) = λI.

Aśı,

Jm(λ)− λI = SΛS−1 − λI = λI − λI = 0,

el cual no se cumple en el caso que m > 1. Por otro lado, existe un autovector de

J asociado con cada bloque separado de Jordan; es decir, existe una base vectorial

estándar asociada con la primera entrada diagonal de cada Jm(λ) en J. La matriz

de Jordan (3.2)tiene una definida estructura que hace aparente ciertas propieda-

des básicas de la matriz y algunas matrices similares a ella, como por ejemplo las

siguientes:

El número k de bloques de Jordan es el número de autovectores linealmente

independiente de j.

La matriz J es diagonalizable si y solo si k = n, es decir,si ni = 1 y k = n,

entonces la matriz de Jordan J es diagonal y no necesariamente lo es para

m > 1.

El número de bloques de Jordan correspondientes a los autovalores es la mul-

tiplicidad geométrica de dichos autovalores, el cual corresponde a la dimensión

del autoespacio asociado.

El tamaño de todos los bloques de Jordan en la matriz general de Jordan (3.2)

son determinados por el conocimiento del rango de ciertas potencias. Si λ1
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TEOREMA 13 (ver [15]) Sea A ∈ Cn×n una matriz cuyos autovalores distintos son

λ1, λ2, · · · , λm. El polinomio mı́nimo de A es

qA(t) =
m∏
i=1

(t− λi)ri , (3.3)

donde ri es el orden del bloque de Jordan mas grande de A correspondientes al

autovalor λi.

Demostración (ver[15]) �

En la práctica, este método de calcular el polinomio mı́nimo, tampoco es de

mucha ayuda, ya que por lo general, es mas dif́ıcil determinar la forma canónica de

Jordan de una matriz que su polinomio mı́nimo. Después de todo , si unicamente se

conocen los autovalores de una matriz, su polinomio mı́nimo puede ser determinado

por simples cálculos de ensayo y error. Existen, sin embargo consecuencias teóricas

importantes.

El siguiente lema muestra una fórmula para calcular la inversa de una matriz

triangular superior, la cual necesitaremos para utilizar un resultado posterior.

LEMA 4 Dada una matriz A triangular inferior, con unos en su diagonal principal

y de orden k

A =


1 0 . . . 0

a10 1 0
...

...
. . . . . .

ak−1,0 . . . ak−1,k−2 1

 ,
la matriz inversa de A es

C =


1 0 . . . 0

c10 1 0
...

...
. . . . . .

ck−1,0 . . . ck−1,k−2 1

 ,

donde cij se obtienen de forma recursiva mediante la fórmula

ci,i−1 = −ai,i−1, i=1,2,...,k

ci,j = −ai,j −
i−1∑
`=j+1

ai,`c`,j; i = 2, . . . , k, j = 0, 1, . . . , i− 2
(3.4)
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y ci,i = 1; i = 1, . . . , k.

Demostración Para demostrar este lema, probaremos que AC = Ik, donde Ik es

la matriz identidad de orden K. Sea B = AC, entonces, B es también una matriz

triangular inferior con unos en su diagonal principal, es decir, B es de la forma

B =


1 0 . . . 0

b10 1 . . . 0
...

. . . . . .
...

bk−1,1 . . . bk−1,k−2 1

 .
Observemos que bi,i = ai,ici,i = 1 para todo i = 1, . . . , k. entonces bastará con probar

que bi,j = 0 para i > j donde i = 1, . . . , k − 1 y j = i − 1, . . . , k − 2. En efecto,

calcularemos en primer lugar los términos ci,j donde (i > j) que resultan de aplicar

la fórmula (3.4),

c10 = −a10
c20 = −a20 − a21c10

...

c(i,0) = −ai,0 − ai,1c10 − ai,2c20 − . . .− ai,i−1ci−1,0

c21 = −a21
c31 = −a31 − a32c21

...

ci,1 = −ai,1 − ai,2c21 − · · · − ai,i−1ci−1,1
para i = 2, . . . , k − 1 aśı,

ci,j = −ai,j − ai,j+1cj+1,j − ai,j+2cj+2,j − · · · − ai,i−1ci−1,j
para i = 2, . . . , k y j = 0, . . . , i − 2. Multiplicando las matrices A y C, obtenemos

para la primera columna bi,0, donde i = 1, . . . , k − 1,

b10 = a10 +−a10 = 0

b20 = a20 + a21(−a10) + (−a20 − a21c10)
= a20 − a21a10 − a20 + a21a10 = 0
...

bi,0 = ( ai,0 + ai,1c10 + . . .+ ai,i−1ci−1,0) + ci,0
= (ai,0 + ai,1c10 + . . .+ ai,i−1ci−1,0) + (−ai,0 − ai,1c10 − ai,2c20 − . . .
= −ai,i−1ci−1,0)
= 0

.
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Para la segunda columna b(i,1) con , i = 2, . . . , k − 1 tenemos

b21 = a21 + (−a21) = 0

b31 = a31 + a32(−a21) + (−a31 − a32(−a21))

= a31 − a32a21 − a31 + a32a21 = 0
...

bi,1 = ai,1 + ai,2c21 + · · ·+ ai,i−1ci−1,1 + ci,1
= ai,1 + ai,2c21 + · · ·+ ai,i−1ci−1,1 + (−ai,1 − ai,2c21 − · · · − ai,i−1ci−1,1)
= 0

y para cualquier término bi,j, donde i = j + 1, . . . , k − 1; (i > j) obtenemos

bi,j = ai,j + ai,j+1cj+1,j + · · ·+ ai,i−1ci−1,j + ci,j
= (ai,j + ai,j+1cj+1,j + · · ·+ ai,i−1ci−1,j) + (−ai,j
−ai,j+1cj+1,j − · · · − ai,i−1ci−1,j)

= 0

Aśı, B = AC = Ik, por lo tanto, C es la matriz inversa de A, donde los términos

ci,j, se obtienen aplicando la fórmula (3.4). �

A continuación, el siguiente teorema nos dará la idea de calcular el polinomio

mı́nimo de una matriz, pero sin necesidad de conocer sus autovalores y mediante el

aprovechamiento del algoritmo de Leverrier-Faddeev.

TEOREMA 14 Dada una matriz A ∈Mn cuyas columnas están dadas por

A1 = [a11, a21, ..., · · · , an1]t, · · · , An = [a1n, a2n..., · · · , ann]t,

la transformación T : Cn×n 7→ Cn2
, definida por:

T (A) = (a11, a21, · · · , an1, a12, a22, · · · , an2, a1n, a2n, · · · , ann)

satisface lo siguiente.

(i) T es un isomorfismo.

(ii) Los vectores definidos por,

v0 = T (I), v1 = T (A), v2 = T (A2), ..., vn = T (An),

forman un conjunto {v0, v1, .., vn} linealmente dependiente.
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(iii) Sean w0, w1, ..., wk los vectores ortonormales construidos en el proceso de Gram-

Schmidt, con los vi y tal que wk es el primer vector para el cual

wk = ζ0v0 + ζ1v1 + · · ·+ ζkvk = 0

entonces ,

T−1(wk) = ζ0I + ζ1A+ · · ·+ ζkA
k = 0,

y el polinomio mı́nimo de A es

qA(t) =
ζkt

k + · · ·+ ζ1t+ ζ0
ζk

donde ζk 6= 0.

Demostración (i) Sean a, b ∈ Cn2
y X, Y ∈ Cn×n, entonces,

T (aX + bY ) = (ax11 + by11, · · · , axn1 + byn1, · · · , ax1n + by1n, · · · , axnn + bynn)

= (ax11, · · · , axn1, · · · , ax1n, · · · , axnn) + (by11, · · · , byn1, · · · , by1n, · · · , bynn)

= a(x11, · · · , xn1, · · · , x1n, · · · , xnn) + b(y11, · · · , yn1, · · · , y1n, · · · , ynn)

= aT (X) + bT (Y ),

luego,T es una transformación lineal. Por otra parte tenemos,

X ∈ Ker(T ) ⇔ T (X) = Θ(Cn2 )

⇔ (x11, · · · , xn1, · · · , x1n, · · · , xnn) = Θ(Cn2 )

⇔ X = (0, 0, · · · , 0)Cn2

por lo tanto, Ker(T ) = Θ(Cn2 ), luego, T es una transformación inyectiva. Ahora,

como

Im(T ) = {T (X) ∈ Cn2

: X ∈ Cn×n} = Cn2

,

se tiene que T es sobre y por lo tanto, una transformación biyectiva, lo que prueba

que es un isomorfismo.

(ii) Consideremos el polinomio caracteŕıstico de A

pA(s) = sn + an−1s
n−1 + · · ·+ a1s+ a0I

y observemos que los coeficientes de éste no son todos nulos (pA es un polinomio

mónico). Por el teorema de Cayley-Hamilton, tenemos

An + an−1A
n−1 + · · ·+ a1A+ a0I = 0.
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Aplicando la transformación lineal T a la igualdad anterior, tenemos

T (An) + an−1T (An−1) + · · ·+ a1T (A) + a0T (I) = T (0),

es decir,

vn + an−1vn−1 + · · ·+ a1v + a0v0 = 0,

donde los coeficientes ai no todos son nulos. Por lo tanto, {v0, v1, .., vn} es linealmente

dependiente.

(iii) Apliquemos el proceso Gram-Schmidt a los n + 1 vectores v0, v1, ..., vn.

Entonces,
w0 = v0
w1 = v1 − α10v0
w2 = v2 − α21w1 − α2,0w0

...

wn = vn −
n−1∑
j=0

αn,jwj = 0

donde αi,j =
〈vi, wj〉
‖wj‖2

, i = 1, . . . , n; j = 0, . . . , n − 1, (i > j). Despejemos los

vectores vi en términos de los wi, entonces,

v0 = w0

v1 = w1 + α10w0

v2 = w2 + α2,1w1 − α20w0

...

vn = wn +
n−1∑
j=0

αn,jwj

(3.5)

Por la dependencia lineal de los vectores v0, v1, . . . , vn, existe algún k 6= 0 tal que

wk = 0. Supongamos que wk es el primer vector que se anula y escribamos

V =


v0
v1
...

vk

 , W =


w0

w1

...

wk−1
wk

 y Λ =


1 0 0 · · · 0

α10 1 0 · · · 0

α20 α21 1 · · · 0
...

...
. . . . . . 0

αk−1,0 αk−1,1 · · · αk−1,k−2 1

 ,
entonces, (3.5) se expresa en forma matricial como

V = ΛW,
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donde

α(i,j) =
trAiW

t
j

trWjW t
j

.

Claramente la matriz Λ es invertible, ya que es una matriz triangular inferior con

unos en la diagonal. Si denotamos los coeficientes de Λ−1 por

Λ−1 =


1 0 0 · · · 0

ζ10 1 0 · · · 0

ζ20 ζ21 1 · · · 0
...

...
. . . . . . 0

ζ(k−1,0) ζ(k−1,1) · · · ζ(k−1,k−2) 1

 ,
tenemos,

W = Λ−1V,

en consecuencia,

wk = ζ(k−1,0)v0 + ζ(k−1,1)v1 + · · ·+ ζ(k−1,k−2)vk = 0,

tomando, βi = ζ(k−1,i) (para i = 0, . . . , k − 2), tenemos

β0T (I) + β1T (A) + · · ·+ βkT (Ak) = 0,

lo cual implica que

β0I + β1A+ · · ·+ βkA
k = 0,

luego, el polinomio q(t) = β0 +β1t+ · · ·+βkt
k, es un aniquilador de A. Supongamos

que existe otro polinomio r(s) = βv0 + βv1 + . . .+ βnvs que es aniquilador de A con

s 6 (k − 1), entonces, como {v0, . . . , vs} es linealmente independiente para todos

s 6 k − 1, luego, β0 = β1, . . . , βs = 0 aśı,

β0T (I) + β1T (A) + · · ·+ βsT (As) = T (β0I + β1A+ · · ·+ βsA
s) = 0.

Por lo tanto, r(t) = β0 + β1t + . . . + βst
s de grado s(6 k − 1) no aniquila a A, en

consecuencia, q(t) = β0+β1t+· · ·+βktk es el polinomio de menor grado que aniquila

a A. Dividiendo por el coeficiente β0 6= k, concluimos que el polinomio mı́nimo de

A es

qA(t) =
βkt

k + · · ·+ β1t+ β0
βk

con βk 6= 0. �

Aśı, el método para calcular el polinomio mı́nimo de una matriz cuadrada

queda determinado por el siguiente algoritmo:
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Dato de entrada: A.

Condiciones iniciales B0 = In = A0 = W0, sw = 0, k = 1

WHILE sw = 0 y k 6 n− 1

ak = − 1
k
tr(ABk−1)

Bk = akIn + ABk − 1

Ak = Bk −
k∑
j=1

ajAk−j;

Wk = Ak
FOR j = 0 . . . k − 1

αk,j =
tr(AkW

t
j )

tr(WjW t
j )

Wk = Wk − α(k,j)Wj

END

IF Wk = 0

p = k, sw = 1

ELSE

k = k + 1.

END (IF)

END (WHILE)

IF sw = 0

an = − 1
n
tr(ABn−1)

SALIDA: qA(t) = tn + a1t
n−1 + · · ·+ an−1t+ an

ELSE

FOR i = 1 . . . p

ζ(i,i−1) = −α(i,i−1)

FOR j = 0 . . . i− 2

ζ(i,j) = −α(i,j) −
i−1∑
`=j+1

α(i,`)ζ(`,j)

END

END

SALIDA: qA(t) = tp + ζ(p,p−1)t
p−1 + ...+ ζ(p,1)t+ ζ(p,0)

END (IF)

Tabla 3.1: Algoritmo para determinar el polinomio mı́nimo de una matriz.
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3.2. Ejemplos

Ejemplo 1. Consideremos la matriz dada

A =

 3 −3 2

−1 5 −2

−1 3 0

 .
Si aplicamos el algoritmo anterior, obtenemos los siguientes resultados:

a1 = −tr(AB0) = −trA = −8,

B1 = a1I3 + AB0 =

 −5 −3 2

−1 −3 −2

−1 3 −8

 ,
A1 = B1 − a1A0 =

 3 −3 2

−1 5 −2

−1 3 0

 ,
α1,0 =

tr(A1W
t
0)

tr(W0W t
0)

=
8

3
;

W1 = W1 − α1,0W0 =

 1
3
−3 2

−1 7
3
−2

−1 3 −8
3

 ,
a2 =

−1

2
tr(AB1) = 20;

B2 = a2B0 + AB1 =

 6 6 −4

2 2 4

2 −6 12

 ,
A2 = B2 − a2B0 − a1A1 =

 10 −18 12

−6 22 −12

−6 18 −8

 ,
α2,0 =

tr(A2W
t
0)

tr(W0W t
0)

= 8;
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α2,1 =
tr(A2W

t
1)

tr(W1W t
1)

= 6;

W2 = A2 − α2,0W0 − α2,1W1 = 0.

salida: p = 2; ζ2,1 = −6; ζ2,0 = 8.

Por lo tanto, el polinomio mı́nimo de A es: qA(t) = t2 − 6t+ 8

Ejemplo 2. Dada la matriz

A =

 0 1 1

1 0 1

1 1 0

 .
Los resultados del algoritmo son los siguientes:

a1 = −tr(AB0) = −trA = 0

B1 = a1B0 + AB0 =

 0 1 1

1 0 1

1 1 0

 ,
A1 = B1 − a1A0 =

 0 1 1

1 0 1

1 1 0

 ,
α1,0 =

tr(A1W
t
0)

tr(W0W t
0)

= 0;

W1 = W1 − α1,0W0 =

 0 1 1

1 0 1

1 1 0

 ,
a2 =

−1

2
tr(AB1) = −3;

B2 = a2B0 + AB1 =

 −1 1 1

1 −1 1

1 1 −1

 ,
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A2 = B2 − a2B0 − a1A1 =

 2 1 1

1 2 1

1 1 2

 ,
α2,0 =

tr(A2W
t
0)

tr(W0W t
0)

= 2;

α2,1 =
tr(A2W

t
1)

tr(W1W t
1)

= 1;

W2 = A2 − α2,0W0 − α2,1W1 =

 0 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,
salida: p = 2; ζ21 = −2; ζ21 = −1.

Por lo tanto, el polinomio mı́nimo de A es qA(t) = t2 − 2t− 1.

Ejemplo 3. Dada la siguiente matriz,

A =

 1 0 −1

0 2 1

1 0 −2

 ,
obtenemos los siguientes resultados:

a1 = −tr(AB0) = −trA = −1

B1 = a1B0 + AB0 =

 0 0 −1

0 1 1

1 0 −3

 ,
A1 = B1 − a1A0 =

 1 0 −1

0 2 1

1 0 −2

 ,
α1,0 =

tr(A1W
t
0)

tr(W0W t
0)

=
1

3
;

W1 = W1 − α1,0W0 =

 2
3

0 −1

0 5
3

1

1 0 −7
3

 ,
a2 =

−1

2
tr(AB1) = −3;
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B2 = a2B0 + AB1 =

 −4 0 2

1 −1 −1

−2 0 2

 ,
A2 = B2 − a2B0 − a1A1 =

 0 0 1

1 4 0

−1 0 3

 ,
α2,0 =

tr(A2W
t
0)

tr(W0W t
0)

=
7

3
;

α2,1 =
tr(A2W

t
1)

tr(W1W t
1)

=
−1

5
;

W2 = A2 − α2,0W0 − α2,1W1 =

 −11
5

0 4
5

1 2 1
5

−4
5

0 1
5

 ,
W2 6= 0 a3 = (−1

3
)tr(AB2) = 2

salida: a1 = −1, a2 = −3, a3 = 2.

Por lo tanto, el polinomio mı́nimo de A es: qA(t) = t2 − t− 3t+ 2



Conclusiones

En el siguiente trabajo realizamos un análisis de la evolución del algoritmo de

Leverrier-Faddeev desde su creación hasta las últimas implementaciones usadas.

Un pequeño aporte de este trabajo es la adaptación del algoritmo de Leverrier-

Faddeev para el cálculo del polinomio mı́nimo de una matriz sin necesidad de encon-

trar auto-valores y mediante el aprovechamiento del algoritmo de Leverrier-Faddeev.

A lo largo de esta monograf́ıa y del análisis de los casos estudiados, surgen de

manera natural una serie de problemas que pretendemos abordar en un futuro.

1. Implementación del algoritmo de Leverrier-Faddeev en el caso de matrices

por bloques. Dichos tipos de matrices aparecen en el tratamiento de sistemas

lineales, en particular en el estudio de filtros de predicción para sistemas de

múltiples entradas y salidas (véase [16] y [17]).

2. Encontrar un algoritmo tipo Leverrier-Faddeev para el cálculo del polinomio

mı́nimo de una matriz polinómica de grado arbitrario. Los resultados expuestos

en [20], dan un algoritmo pero usando la transformada rápida de Fourier, seŕıa

interesante comparar las dos estrategias.

3. El polinomio mı́nimo guarda una relación con las inversa generalizada de una

matriz, en [28] calculan la inversa de Moore-Penrose de una matriz usando

un algoritmo tipo Leverrier-Faddeev. Se estudiará la viabilidad de implantar

el algoritmo presentado aqúı para tratar de obtener resultados similares al

trabajo antes mencionado.
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