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Resumen

El siguiente trabajo pretende detallar la evolucién del Algoritmo de Leverrier-
Faddeev desde su creacion en 1840 hasta las 1iltimas implementaciones usadas. Este
algoritmo, permite determinar simultdneamente el polinomio caracteristico p4(s) de
una matriz cuadrada A y la Matriz Adjunta de (sI — A) en términos de la base
canédnica en el espacio lineal de los polinomios con coeficientes complejos y grado a
lo mas n. Inicialmente, Leverrier se apoyd basicamente en la Identidad de Newton
para obtener los coeficientes a; del polinomio caracteristico. En 1949, el algoritmo
sufrié una modificacién debido a Faddeev, Soriau y Otros, basandose en las pro-
piedades de la matriz adjunta y usando los coeficientes a; calculados inicialmente,
introduciendo los coeficientes By de la matriz adjunta de s/ — A. En 1996 Barnett
dedujo una implementacion con el objetivo de expresar el polinomio caracteristico
y la matriz adjunta en funcién de una Base de Polinomios Ortogonales Clasicos.
En el 2004 los trabajos de Hernandez, Marcellan y Rodriguez generalizaron el algo-
ritmo abarcando todos los casos estudiados para familia particulares de polinomio
ortogonales clasicos que inici6 Barnett. La idea de nuestro trabajo es buscar un algo-
ritmo tipo Leverrier-Faddeev que aproveche estos cdlculos para obtener el polinomio
minimo de una matriz. En nuestro trabajo se presenta un teorema que determina
el Polinomio Minimo de una matriz, sin necesidad de encontrar los auto-valores de
una matriz y mediante el aprovechamiento del algoritmo de Leverrier Faddeev.



Introduccion

En el estudio de las matematicas surge la inquietud de conocer las diversas
aplicaciones que pudiera tener algiin area o tema en especifico. En concordancia
con esto, en el presente trabajo se pretende detallar la evolucién del Algoritmo de
Leverrier-Faddeev desde su creacion hasta las ultimas implementaciones usadas.

El algoritmo atribuido a Leverrier, Faddeev y otros, permite, dada una matriz
A € C™" determinar simultdneamente el polinomio caracteristico de A (pa(s)) y
la matriz adjunta de sl,, — A, donde I,, denota la matriz identidad en C"*". Este
algoritmo toma en cuenta la representacion del polinomio caracteristico y la matriz
adjunta en términos de la base candnica {s*}7_ en el espacio lineal de los polinomios
con coeficientes complejos y grado a lo mas n. A pesar de su poco valor desde el
punto de vista numérico, éste es 1til tanto para propodsitos tedricos como célculo
simbdlico, teniendo como aplicaciones la teoria de control lineal. Especificamente,

(s — A7t = pAl(s) Adj(sI, — A) es la funcién de transferencia de un sistema lineal

de tiempo continuo con n-entradas y n-salidas.

Entre las dltimas implementaciones usadas del algoritmo Leverrier-Faddeev se
pueden ver en los trabajos [1], [16] y [17] donde cambian la base canénica por bases
de polinomios ortogonales. En particular, la obtencién de algoritmos tipo Leverrier
esta intimamente ligada a la inversién de matrices polindmicas, i. e. al estudio de la
funcion de transferencia del sistema lineal. Extensiones del algoritmo de Leverrier
han sido analizadas en los trabajos pioneros de S. Barnett ([2], [3]) y J. C. Gower [10]
y posteriormente ampliadas en el caso de haces lineales (véase [13], [21], [24], [29], [30]
y [12]) y matrices polinémicas de grado arbitrario ([4], [6], [8]). Mdas recientemente,
se han aplicado dichas técnicas en el estudio de inversas generalizadas de matrices
polindmicas y racionales ([18], [19], [27]). La conexién con problemas de mecénica
cldsica (teoria de vibraciones) se ha puesto de manifiesto en [9] y [23] asi como en
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relacién con modelos 2-dimensionales de espacios de estado ([31], [32]). Finalmente,
una interesante aplicacion en sistemas expertos para la obtencién de modelos a
tiempo discreto utilizando identificacién paramétrica, ha sido desarrollado en [26].

En lugar de utilizar la representacion del polinomio caracteristico en térmi-
nos de la base canénica {s"}, ., los trabajos J. Herndndez y F. Marcelldn en [12]
y [13] usaron bases de polinomios ortogonales clasicos (Hermite, Laguerre, Jacobi,
Bessel) y obtuvieron un marco general que abarca los casos estudiados para fami-
lias particulares de polinomios ortogonales obtenidos en [3] y [30]. La clave de esa
generalizacion es una propiedad estructural de los polinomios ortogonales clasicos.

Un pequeno aporte de este trabajo es la adaptacion del algoritmo de Leverrier-
Faddeev para el calculo del polinomio minimo de una matriz, que presentamos con
detalle y mostramos algunos ejemplos en el capitulo 3.

La estructura de esta monografia es la siguiente, en el capitulo 1, estudiamos
una herramienta 1til para obtener en forma explicita la funciéon de transferencia
de un sistema lineal, el algoritmo de Leverrier-Faddeev. Hacemos un repaso de la
evolucion de este algoritmo desde su obtencién al igual que presentamos sus ventajas
y desventajas.

El capitulo 2 es una introduccién que contiene conceptos basicos acerca de
funcionales de momentos, caracterizaciones y operaciones algebraicas. También in-
troducimos algunos aspectos de la teoria de polinomios ortogonales asociados a fun-
cionales lineales al igual que damos ciertas caracterizaciones de los polinomios or-
togonales clasicos. Al final de este capitulo estudiamos la relacion entre polinomios
ortogonales y funcionales lineales en el contexto de la conexién entre la matriz de
momentos. En este capitulo también estudiamos la implementacion del algoritmo
de Leverrier-Faddeev desarrolladas en [12] y [13] en la que se puede expresar la
funcién de transferencia de un sistema lineal en funcién de una base de polinomios
ortogonales clasicos.

En el capitulo 3, adaptamos el algoritmo de Leverrier-Faddeev para encontrar
el polinomio minimo de una matriz A € C™*". Este desarrollo es inspirado por los
trabajos de J. Gower (ver [10] y [11]) en los que utiliza un algoritmo tipo Leverrier-
Faddeev, pero sujeto al conocimiento a priori de los coeficientes del polinomio mini-
mo. También mostramos algunos ejemplos a fin de ilustrar el funcionamiento de
nuestra adaptacion.



Capitulo 1

Algoritmo de Leverrier-Faddeev

El algoritmo de Leverrier-Faddeev es un método que permite calcular de forma
simultéanea, el polinomio caracteristico de una matriz A € C"*" y la matriz adjunta
de A\I,, — A, basandose en la traza de las potencias de la matriz A.

Leverrier obtuvo un algoritmo para calcular el polinomio caracteristico de una
matriz apoyado béasicamente en la identidad de Newton (ver [15]), que permite esta-
blecer una relacion entre los coeficientes de un polinomio y la suma de las potencias

de sus raices.

TEOREMA 1 (Identidad de Newton) Sean x1, s, - ,x,, las raices del polino-
mio p(x) = b,x™ + by_12" 1+ +bx +by conb, =1.

Denotemos el momento de orden k asociado a p, mediante yy, = x¥ + 25 + -+ + 2k,
Entonces,
kbn_k + ,ulbn_kH + Man_k+2 +-F Nkbn = 0, k= l, 2, e, N (11)
Demostracion Definamos la funcion simétrica elemental de 1, 22, -- , z,, como:
Sk = E iy Tiy - T, conk =1,2--- n,
1<iy <ip<--<ip<n
consideremos

_ E b1 ,.b2 b
(bl,bQ,' .. ’bn) — xilxig o xl:

1< <o <<t <n
donde los b; son enteros no negativos con b; > b;y; y cada sumatoria produce
términos distintos. Si b; = 0 para i > t, se escribird (by, b, -+ ,b;) en lugar de
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(b1, b, -+ ,by), esto es,
bl bg bl 62
bl, bg E IL‘“ s " E IL‘“ is
b1,.0 0o _ b1
E Ly 12"'%’,1—5 Ly

Utilizando esta notacién, las ecuaciones anteriores (1), (1,1) y (1,1,1) son exacta-
mente las funciones simétricas elementales sy, $2, 53 y las ecuaciones (1), (2) y (3)
son respectivamente, las funciones momentos pi1, p2 v 3.

Para encontrar una relacion entre los funcionales de momento y las funciones
simétricas elementales descritas anteriormente consideremos el siguiente procedi-
miento, para el caso k = 3 y n > 3, podemos notar que

2)1) = (3) +(2,1),

respectivamente
pas1 = p3 + (2,1).

Para eliminar (2, 1) usemos el hecho que
(D)(1,1) =(2,1) + 3(1,1,1)
puede ser vista equivalentemente como
p1se = (2,1) 4 3ss,

donde el lado izquierdo es un producto de una funcion de Momento y una funcién
simétrica elemental. Si restamos la segunda ecuacién con la primera, obtenemos
exactamente la identidad de Newton:

[3 — H2S1 + p1S2 — 383 = 0,

en efecto,

@M -6 = M1 =3(11,1)

H2S1 — 43 p1S2 — 383

p3 — f2S1 + p1S2 — 3s3 = 0.



CAPITULO 1. ALGORITMO DE LEVERRIER-FADDEEV 8

Generalicemos este hecho, sea s; = (1;) una sucesion de i—unos y si t > 1, sea
(t,1;) = (c1,- -+ ,¢iy1) donde ¢y =t y ¢; = 1 para j > 1. Para obtener la identidad
de Newton, introducimos jiq, f2, - - - , jig, €scribimos ¢ ecuaciones, donde

t =min(k—1,n):

(k—1)(1) = (k) +(k-1,1)
(k—2)(1,1) (k—1,1)+ (k—2,1,1)
(k-=3)(1,1,1) = (k—2,1,1)+ (k—3,1,1,1)

En general,
(k=) =Gk—-1+1,10)+(k—14,1;) i=1,--+ ,t.
Sin>k=t+1, laecuacién anterior nos queda
(1) (Lx—1) = (2, Lp—2) + k(1)
mientras, si k > n = t, entonces,
(k—n)(1,)=(k—n+1,1,_1).

Debido a que (k — n, 1,,) tiene n + 1 entradas, representa el polinomio cero. Multi-

plicando la i—ésima ecuacién por (—1)""! y sumando las ecuaciones, obtenemos la

Identidad de Newton. En efecto,

t t t
S (=0T E =)L) =) (D) =i+ L L) + Y (=) T (k=i 1)
i=1 i=1 i=1
Desarrollando cada una de las sumas por separado tenemos,
t ‘ k—1 ‘
Z(_l)z_l(k - @)(L) == (_1)1/%—2‘&'
i=1 i=1

S 1) h =i+ 1, 0) = (o) = (k= 1,1 4+ (b= 2,19) — (k= 3,T5) + (k — 4,1,)
+o A (DY E =t 4+ 1,1,)

S (1) (k= i, 1,) = (k=1 1y) = (k= 2,15) + (k= 3, 15) — (k — 4, 1) + (k — 5, 15)
+oH (=D)2E—t+ 1,1 ) + (D) E =, 1)



CAPITULO 1. ALGORITMO DE LEVERRIER-FADDEEV 9

De esta manera,

S (=Dppisi = ((k,10) — (k—1,11) + (k —2,15) — (k — 3,13) + (k — 4, 14)
+o+ (DN E—t+1,100) + (B—1,1y) — (K —2,15)
+(k—3,13) — (k —4,14) + (k — 5, 15)

o (D)2 =t + 1, L) + (D) — 8 1),

luego,
k=1 .
= 2 (1) s = (k,1o)+ (=)' (k =1, 1)
i=1
k=1 .
(k. 1o) + >0 (= 1) s + (1) (k= £, 1) = 0
i=1
k=1 ,
(l{i) + Z(—l)l/ubk_isi + (—1)k1€1k =0
i=1
k-1 ‘
pe+ 30 (1) i + (—1) ks =0
i=1
[ |
1.1. Deducciéon del Algoritmo
Sea A € C™™ una matriz con polinomio caracteristico
pa(s) = det(sl, — A)
— n n—1 <12)
= s"'+ap—1S + -4+ a5+ agp.
De la expresion (1.1), tenemos que,
kan*k_‘_:ulan*/ﬂrl_'_'” + e = 07k = 1727"' y Ty
esto es, los coeficientes de p4 dados por (1.2) satisfacen
—1
ar = ——(pe + arpip—1 + -+ ap_1p1), k=1,2,--- n. (1.3)

k
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De esta forma, el algoritmo de Leverrier, se formula de la siguiente manera, (ver
tabla 1.1).

Datos de entrada: A € C**",
Condicion inicial ag = 1
FOR: k=1,2,---.n

pe = tr(A")
ap = _Tl(ﬂk +aypp—y + - A ag-1p0)
END

Tabla 1.1: Algoritmo de Leverrier

Anos después, este algoritmo fue modificado por D.K. Faddeev (ver [7]) y J.M.
Soriau, entre otros. Supongamos que el polinomio caracteristico de A es

pa(s) =s"+ ars" L4 an_15 + an,

donde los coeficientes {ax}}_; se obtuvieron mediante el algoritmo de Leverrier.

Entonces,
n
ay = iy = —Zsj = —irA
j=1

luego, por la ecuacién (1.3), tenemos,

—2a3 = p2tain
= tr(A%) + aytr(A)
= tr(A* + aitr(A))
= tr(A(A+ail,)).

Si By =apl,+ ABy_1, k=1,2,--- ,n—1, con By = I,,, entonces,

a9 — _71#/’(14.31>
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Para k= 3,...,n,

—kay = (g + arpp—r + -+ ag_1p11)

tr(AF) + artr(A¥1) + - + ap_1tr(A)

tr(A* + artr(AY) + -+ a1 A)

tr(AY A+ arl,) + ag AR 2+ - ap 1 A)

tr(AF1(By) + ap A2+ - 4 a1 A)
(
(
(

I
~

r Ak*2(a2]n + ABl) —+ 6L3Ak73 + -+ ak_1A>
r A(ak_lfn + ABk_Q))
= 1Ir Akal)-

I
~

De ahi,

ay = —%tr(ABkl),

Por otra parte, puesto que como det(sl,, — A) # 0, consideremos
B(s) := Adj(sl, — A) = s" ', + 8" 2A; + -+ 5A, o+ Ap_1, (1.4)
donde Ay, ---, A,_1 son matrices de orden n. De la igualdad
(s, — A)(s”_lln + 8" 2A 4+ 84, o+ An_1) = pals) Iy, (1.5)

se sigue que

n n—1
> aplyst =Is" — AA, + ) (An — AAy_j)s”,
k=0 k=1

igualando los coeficientes en cada uno de los miembros de la expresién anterior,

tenemos,
Al = aljn + A= Bl
A2 = a21n + ABl = BQ
Anfl = apdy + AanQ = B,
ABn_l = —CLnIn.

En consecuencia,

B(s) = Adj(sl, — A) = sS4+ " 2B 4+---+ 5B, o+ B, 1.
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DATOS DE ENTRADA: A € C™™.
Condiciones iniciales: ag = 1, By = I,
FOR: k=1,2,--- ,n—1

A = —%tT’(Akal)
Bk = akfn + ABk_l
END (For)

ay, = —%tr(ABn_l)

Tabla 1.2: Algoritmo de Leverrier-Faddeev

De esta manera, el algoritmo de Leverrier-Faddeev calcula en forma simultanea los
coeficientes {ay }7_; y { B }}—, correspondiente al polinomio caracteristico de A y la
matriz adjunta de sI, — A.

Ejemplo 1 Consideremos la siguiente matriz,

1 -4 -1 -4

Si aplicamos el algoritmo de Leverrier-Faddeev tenemos

—4 -4 -1 —4
2 -2 5 —4
ay = —tr(ABy) = —trA = =5, By = als + A = -1 1 -7 3
-1 4 -1 1

2 -1 —-10 5

a9 = —%tT(ABl) = 9, B2 = &2]4 + ABl = -9 ~10 =33 3

ot
©
B
>
|
o

as = —tT‘(ABQ) = —7, Bg = 6L3I4 + ABQ =
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ay = —tT(ABg> = 2.

Por lo tanto, el polinomio caracteristico de A es
pa(s) = s —5s% +9s* — 75 + 2,
y la matriz adjunta de sy — A es

Adj(sly — A) = s°I, + s*By + sBy + B3

s3— 4% +25 —2 —48%2 — s+ 2 —5%10s + 8 —48%> + 55 —4
252 —92s+1 s —5s2—s+8 5s2—3325s+22 —4s>+4+3s—5
- —s% 4 5s s>+9s—6 $3— 72 +26s—16 3s>—3s+4
—s24+7s—1 s>+ T7s—6 —s%2+ 225 — 16 2+ 5243
Ejemplo 2. Consideremos la matriz,
- -
700 O 0 0 0
0 ﬁ 0 0 0
A= 0 0 099 0 0
0 0 0 100 0
i 0 0 0 0 10000 |

tenemos que el polinomio caracteristico de A es,

5 — 10101¢* + 19901¢ — 99.

pa(t)

Pero, si aplicamos el algoritmo de Leverrier-Faddeev (tablal.2), se obtiene como
polinomio caracteristico,

pa(t) =7 — 10101¢* 4 19901t — 10,58459743,

el cual como se puede observar, muestra que este algoritmo no es adecuado desde el
punto de vista computacional.



Capitulo 2

Polinomios Ortogonales.

Pretendemos dar una visién de los polinomios ortogonales, entes matematicos
de gran interés y sencillez y con un sin nimero de aplicaciones tanto en matematicas
como en fisica e ingenierfa (ver[l], [4], [26]). Dentro de los polinomios ortogonales
existen unas familias que merecen una mencién especial, por su relevancia en el desa-
rrollo histérico debido a la gran cantidad de aplicaciones que se encuentran en areas
como la fisica cuantica, ecuaciones diferenciales, etc. Aparecen cuando se estudian
problemas con ecuaciones diferenciales hipergeométricas. Se trata de los Polinomios
Ortogonales Clésicos: Laguerre, Hermite, Bessel y Jacobi, que constituyen las fami-
lias mas importantes de polinomios ortogonales.

2.1. Funcionales de Momentos y Polinomios Or-
togonales asociados a funcionales lineales.

Sea U : P — C un funcional lineal en el espacio P de los polinomios con
coeficientes complejos y consideremos la base canénica de {z"},>0.

DEFINICION 1 La sucesién de niimeros complejos {my, }n>0, definida por
U")=m,, n=012...

se denomina sucesiéon de momentos. El valor m,, se denomina momento de orden n y
el funcional lineal U se llama funcional de momento asociado a la sucesién {my, },>o-

14
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Si 7(x) = 3 apa®, por la linealidad de U, tenemos,
k=0

n

U(m(z)) = Z aEmy.

k=0
n

La variable x siempre serd considerada una variable real y U(w(x)) = > axpmy,
k=0

donde Z denota el conjugado del niimero complejo z.

DEFINICION 2 Una sucesién de polinomios { P, },=0 se llama sucesién de polino-
mios ortogonales con respecto al funcional de momento U y nos referiremos a éste
como una S PO para U si y solo si

(i) P, es de grado n (deg P,(x) = n).

(i) U(PoPp) = knlpm con ky, # 0y 0 la delta del kronecker definida por

5o — 1 sin=m,
L0 sin #m.

Cuando, k, = 1, la sucesién {P,},>o es una sucesiéon de polinomios ortonormales,
para n > 0. Cuando el coeficiente principal de cada {P,} es la unidad, se llama
sucesién de polinomios ortogonales moénicos (SPOM) para U.

De la definicién (2) se sigue que existe una SPO para U, entonces,

Por lo tanto, una S PO no puede existir si my = 0. Otros casos menos triviales donde
una S PO no existe es cuando por ejemplo, mg = m; = my = 1. En este sentido, si
Py(x)=a#0y P(x) =bx+c, b+# 0, entonces

U(Py(x)Pi(z)) = a(bmy + emyg) = a(b+ ¢) = 0,
es decir, b = —c y se tiene P;(z)* = b*(my — 2m; + myg) = 0.

DEFINICION 3 Sea {m,},>0 la sucesién de momentos de un funcional U, la ma-
triz semi-infinita H, cuyas entradas estan dadas por h;; = m;i;,¢,7 = 0,1,2, ... se
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denomina matriz de momentos estandar asociada al funcional ¢/. H es una matriz
de Hankel, esto es, una matriz cuyos elementos de las anti-diagonales son idénticos,
es decir,

mo M1 Mo

my M2 Mg

H =
mo Mg 1My

Para cada valor de n, denotemos por H,, a las submatrices principales de H de orden
(n+1),

mo my my,

my mg My
Hn - .

mp Mpyr - Man

TEOREMA 2 Seal un funcional de momentos y {my }nen la correspondiente suce-
sion de momentos. Entonces existe una S PO asociada all si y solo si las submatrices
H,, son no singulares, es decir, cuando detH, # 0 para n € N. En este caso, U se
llama regular o cuasi-definido.

Demostracion (ver[5], pag.11) [ |

TEOREMA 3 Sea {P,(z)},>0 una SPO asociada a U. Entonces, para todo m € P
con deg () = n,

m(x) =Y MPi(x),

donde
U(Py(z)m(z))

U(Pi(2)?)

COROLARIO 1 Si{P,(x)}n=0 ¥ {Q@n(x)}ns0 son dos SPO asociadas al mismo fun-
cional U, entonces, existe una sucesion {c, }n>o con c, # 0 tal que Q,(x) = ¢, P,(z),

A = , para k=0,1,2,--- n.

es decir, cada P, (z) es unico, salvo por factores constantes.

Demostracion (ver [5] pag 9.)

Una de las caracteristicas mas importantes de los polinomios ortogonales es
que existe una coneccién entre tres polinomios consecutivos a través de una simple
relacion, llamada Formula Fundamental de Recurrencia.



CAPITULO 2. POLINOMIOS ORTOGONALES 17

TEOREMA 4 (Férmula Fundamental de Recurrencia). Sea U un funcional de mo-
mentos cuasi-definido y {P,(z)}nen la correspondiente sucesion de polinomios or-
togonales monicos. Entonces existe dos sucesiones de niimeros complejos {3,}5, v
{n}e, con v, # 0 para todo n € N tales que

zP,(z) = Pyi1() 4+ BuPu(z) + v Po-1(z), n >0 (2.1)
P()(I) = ]_, PI(SL’) =T — 60.

Demostracion (ver [5], pag 18.)

La representacion matricial del operador asociado con la multiplicacién por x
en P respecto a la base de polinomios ortogonales moénicos es una matriz tridiagonal:

Bo 1 0 O
n po 10 -
J: .. P

0 % B 1

ademas, el polinomio caracteristico de la submatriz principal J,,; de dimension
(n+1) x (n+ 1) es el polinomio P, 1, con n > 0.

DEFINICION 4 Sea E C (—00,00). Un funcional de momentos U se dice definido
positivo en E, si y solo si U(p(z)) > 0 para todo polinomio p(x) € P, no nulo, no
negativo y todo = € R. En un caso definido positivo, los momentos del funcional son
reales (ver [5]) y existe una medida de Borel positiva p soportada en un subconjunto
E de la recta real tal que el funcional lineal I/ tiene una representacion integral

Ulp(z)) = / pla)du(z).

DEFINICION 5 Sea ¢(z) € P, un polinomio con deg ¢ = n, el funcional lineal ¢/,
es llamado multiplicacién a la izquierda de U por ¢ y se define como

(o(@)U)(p(2)) = U($(x)p(x))

Asimismo, llamaremos multiplicacion por la izquierda de U por el polinomio inverso
de ¢, al funcional ¢~'U, definido por
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donde L, 4(z) es el polinomio interpolador de grado deg(p) — 1 que interpola a p
en las raices de ¢. Particularmente, si a € C, llamaremos multiplicaciéon por la
izquierda de U por la funcién racional (x — «)~! al funcional lineal & definido por

0= (o — o) Ulp(a)) =uPD 2Dy p

r —

DEFINICION 6 La derivada distribucional usual para U estd dada por

(DU)(p(x)) = —U(p'(x)),

para todo p(x) € P.

Sea U un funcional de momento regular, definido sobre el espacio vectorial
de los polinomios con coeficientes complejos Py sea {P,},>0 la correspondiente
sucesion de polinomios ortogonales ménicos, el conjunto de todos los funcionales de
momento P*, sobre P es el dual algebraico de P y debido a que {P,,n € N} es una
base algebraica en PP, podemos asociar la base dual {a, },en de siguiente forma

<an7 Pm> = 5m n-

)

Si v es un elemento de P*, podemos expresar éste como

[e.e]
v = Z)\iai, donde \; = (v, P;) parai =0,1,2, ...
i=0
Como una consecuencia inmediata, si v € P* satisface (v, P;) =0, parai > j,
entonces,

LEMA 1 Sea{P,},>0 una sucesion de polinomios ortogonales ménicos, con respecto
auy {a,}nso0 la correspondiente base dual, entonces,

bi(x)

s € N.
, Pf(x))u’ para i €

Q; =

Demostracion Como {a, },>o es una base dual en P* por y { P, },,>0 es una SPOM
con respecto a u entonces,

(i, Pn()) = On.m

)
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luego,
Fz) ! (r)u x
G Py ) = ey M )
1
= <11, PE(ZL‘)) <u7‘PZ(‘r)P’n<I>>
= 5i,n
Por lo tanto, a; = %u, parat € N. [ |

LEMA 2 Si{P,},>0 ¥ {Qn}n>0 son sucesiones de polinomios ménicos y oy, 3, las
P
(n+1)

DB, = —(n+ 1D)agy.

correspondientes bases duales en P* donde (),, = , entonces,

Demostracion Como {ay,}ns0 Y {Bn}nso0 son las correspondientes bases duales en
P* de las sucesiones { P, },>0, {@n}n>0, respectivamente, entonces

<an7 Pm> = 6n,m = <ﬁn7 Qm>7

luego,
<Dﬁn7pm+1> = _<5naprln+l>>
= _(m+1)<5nan>a
= —(m+1)0pm,
en consecuencia, D, = —(n+ 1)a,41. [ ]

DEFINICION 7 Sea u un funcional regular de momentos y {m, },>0 la correspon-

diente sucesion de momentos. La funcién Stieljes asociada a u estd dada por
My

S(u)(2) = S(=) == >

n=>0

2.2. Polinomios Ortogonales Clasicos, algunas ca-

racterizaciones.

DEFINICION 8 Sea £ : P +— C un funcional lineal cuasi-definido y {P,}.>0 la
sucesion de polinomios ortogonales moénicos respecto a L. Diremos que £ es un
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funcional lineal clasico, si existen polinomios ¢ y ¥ con deg¢ < 2y degi =1 tales
que

D(¢L) = L. (2.2)

En este caso, se dice que {P, },>0 es una sucesién de polinomios ortogonales clasicos
respecto a L. La ecuacién (2.2) se denomina ecuacién distribucional de Pearson.

TEOREMA 5 ([22]) Sea L un funcional lineal cuasidefinido, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes

(i) £ es un funcional lineal cldsico.

ii) Los polinomios moénicos { P, },>o ortogonales respecto al funcional L son auto-
> g
funciones del operador diferencial de segundo orden ¢.D? + ) D, esto significa
que existe A\, # 0 tal que

OGP + P, + APy = 0 (2.3)

Los polinomios {P,}, = 0 que satisfacen la ecuacién (2.3) son denominados poli-
nomios de tipos hipergeométricos, como son los polinomios de Hermite, Laguerre,
Jacobi y Bessel.

» Si deg ¢ = 0, tenemos un polinomio ménico de Hermite, H,(z).
» Si deg ¢ = 1, se obtiene un polinomio de Laguerre de pardmetro o, L%(x).

» Si deg ¢ = 2, obtenemos dos familias:

e Si ¢ tiene raices distintas «, 3, tenemos un polinomio de Jacobi de parame-
(e,B8)
tros vy B, Pp 7 (x).

e Si ¢ tiene raices iguales a «, tenemos un polinomio ménico de Bessel, de
’ e
pardmetro o, B )(a:)

TEOREMA 6 Si{P,},>0 es una sucesion de polinomios ortogonales ménicos clési-
cos, asociada al funcional de momento u, entonces, la correspondiente funcién de
Stieltjes satisface la ecuacion diferencial

¢(2)5"(x) + [¢ (z) — (2)]S(x) + (a — p)mo = 0,
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donde ¢ y ¢ son polinomios dados por (2.2) y a, p, son los coeficientes principales
de ¢ y 1) respectivamente.

Demostracion Sean ¢(z) = az’ + bz +cy ¥(z) = pz + ¢,
entonces,

¢(2)S5'(2) +[9'2) = ¥(2)]5(2) + (@ — p)mo

my,
+ (a — p)my

=(az?+bz+¢c) Y (n+1) Mt —[(2az+b) — (pz+q)] > g

>0 Zn+2

n=0

mpy
Zn+1

= S (n+ 1)(a2? + bz + ¢)— — S [(2a — p)z + b — ]

2
n>0 2t n>0

+ (a — p)my

m m. m
go((n Ja+p)— +nz>0(n +a) +nz>0ncz”+1
1
= Z [(na +p>mn+1 + (nb + q)mn + ncmn_l]— =0
n=0 2n+1

PROPOSICION 7 Sea {P,},>0 una SPOM asociado al funcional de momentos u.
Entonces { P, }n>0 es cldsico si y solo si para cada n > 0 existen parametro A, € C
tal que P, satisface la ecuacion diferencial

A(z)y" + B(2)y' + C(x)y = Ay

Demostracion Como {P,},>0 es cldsico, por corolario (1) tenemos que {Qy}n>0
es una SPOM asociado a v = ¢u, por lo tanto,

0 si m<n;

ouren={ ), oo (2.4

Asi, tenemos

(ou, B, (z™)) = (ou, (z™F)" — 2™ F})
= —((u,z"F,) + (u,2"¢F))

= —(wam (6P +UP,)
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por lo tanto, haciendo
P =¢P"+ P! para n>1donde Py =1,

y comparando con (2.4), concluimos que {P*},>o es también una SPOM con res-
pecto a u. Como consecuencia del corolario (2), tenemos que existe ¢, # 0 tal que

P =c,P,, n=0,12,..
Asi, podemos escribir, P! + Y P! = ¢, P,, n > 1, es decir, P, satisface la ecuacién
diferencial de segundo orden
Alx)y" + B(z)y' + Clz)y = Ay
con A(z) = ¢(x), B(x) = ¢(z), C(z) =0, \, = ¢, (n = 1), A\g = 0. Reciproca-
mente, supongamos que P, satisface

A(z)y" + B(x)y' + C(x)y = A\, para n > 0.

/

P
Sea v = D(Au), consideremos a @,, = ’j:ll como una base de {P,},>0, entonces,
n

1
<V> Qn> = n -+ 1 <(Z)(All), P?Q+1>
1 1
= _n—+1<u’ AF],)
1 /
= _77, + 1<u7 _BPn—H + <)‘n+1 - C)Pn+1>
P A1 — C
— B n+1 _ n+1 P
(Bu, 2oy - 2 S p )

= <Bu7Qn>u n =0

Por lo tanto, los funcionales de momentos v y Bu son iguales para los elementos
de la base {Q, }n>0 de P, por linealidad, D(Au) = Bu, y deg A < 2, deg B =1, en
consecuencia, { P, },>o es cldsico. [ |

PROPOSICION 8 Sea {P,},>0 es una SPOM con respecto a u. Entonces, { P, }n>0
es clasico si y solo si existe un polinomio ¢ con deg ¢ < 2 y una sucesion de
polinomios {k,} # 0 tal que

k' P, (2)u = D™(¢"(2)u).
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Demostraciéon Supongamos que se cumple

k' Pa(z)u = D"(¢" (2)u),
entonces, para n = 1 se tiene que

k' Pi(2)u = D'(¢(z)u),

de alli que {P, },>0 es una SPOM con respecto a u. Reciprocamente, si { P, },>0 €s
cldsico, entonces Dpu = 1pu donde degp < 2 y deg(y)) = 1. Fijando n, probaremos
que existe una constante k, # 0 tal que el funcional lineal k1 P, (z)uy D"(¢")(x)u
son iguales para los elementos de la base {P;} de P. En efecto, si i < n tenemos

(D"(¢™u), B) = (—1)"{¢"u, Py = (—1)"n!{u, ¢") 5.

Para ¢ > n, podemos escribir P, = P,,.,,, m > 1, luego,
(D"(¢"u), P) = (=1)"(¢"u, F")

(n)
= (m+1)(m+2)..(m+n)(=1)"(¢"u, (m+1)(mpj:2ns...(m+n)>

del corolario (2), tenemos

(D"(¢"u),P;) = (m+1)(m+2)...(m+n)(—1)"(vp, Qmn) =0

Haciendo .
-1 —1"n!{u, ¢")
" (u, B7)
tenemos,

(k,'Pou, P) = k,"(u,P,P,)
(_1)nn'<u7¢n>5m

Por lo tanto,
ky ' Po(2)u = D"(¢" (x)u).
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2.3. Polinomios de Hermite.

La familia de los polinomios ménicos de Hermite { H,, },,>0 es ortogonal respecto
al funcional definido positivo
+o0

cmmww=[ p(z)e " dz.

o0

La familia { H,,},>0 satisface la relaciéon de recurrencia

wHy(x) = Hypo(2) + an_l(x), n >0, (2.5)

con el convenio H_;(z) = 0. El funcional lineal Ly satisface la ecuacién distribucio-
nal de Pearson (2.2) con ¢(z) =1y ¥(x) = —2x

2.4. Polinomios de Laguerre.

Los polinomios ménicos de Laguerre {L,(la)}@() con o > —1 constituyen una
familia uniparamétrica ortogonal respecto al funcional definido positivo

L (p(x)) :/0 Oop(x):vae_mdx.

Los polinomios ¢(z) = z, ¥(xr) = —x + a + 1 son los asociados a L, en la ecua-
ci6n distribucional de Pearson (2.2). La sucesién {L%},>o satisface la relacion de
recurrencia

pLO (@) = Lt (2) + 20+ a + )LD @) + (n(n + ) Ly (2), n >0, (2.6)

n

con el convenio L' (z) = 0.

2.5. Polinomios de Jacobi.

Los polinomios moénicos de Jacobi {PTEQ’B )}@0 constituyen una familia depen-
diente de dos parametros «, 5 > —1 y son ortogonales respecto al funcional definido
positivo

cmmw>=/:mmu—xwu+xWMa

1
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La relacion de recurrencia que satisface {P,sa’ﬁ )}@0 es
2P () = P () + BP0 () + 3P (), n 2 0, (2.7)
con el convenio Pﬁ‘}’ﬁ ) (x) =0, donde

62_a2

Cn+a+p)2n+a+B)+2

Bn:

dn(n +a)(n+ B)(n+a+ )
Cnt+a+p-1)2n+a+p)22n+a+ 4+ 1)

Tn =

En la ecuacién (2.2) los polinomios asociados a Lp son

px)=1-2yY(z) = —(a+B+2)z+8—a.

2.6. Polinomios de Bessel.

Los polinomios ménicos de Bessel {B2},~o constituyen una familia unipa-
ramétrica con parametro a # —2, —3, —4, ... y son ortogonales respecto al funcional
lineal cuasi-definido

2
Lolo(@) = [ p(ayaeFds
T
donde T'=2€C:|z|=1.
Los polinomios { B¢ },,>¢ satisfacen la relaciéon de recurrencia

2B{(x) = B\ (x) + BB (x) + 7B (z), n 2 0, (28)

con el convenio que B*,(z) = 0, donde

200
2n+a)2n+a+2)

Bn:_

dn(n + «)
2n+a—-1)2n+a)?!2n+a+1)

T = =

El funcional lineal Lp satisface la ecuacién distribucional de Pearson (2.2) con
d(x) = 2% y ¥(x) = (a+ 2)z + 2. La siguiente tabla resume los valores de los
coeficientes de la relacién de recurrencia (2.1)
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Bn Tn
Hermite 0 2
Laguerre 2n+a+1 n(n+ «)
Jacobi (2n+a+§)2(g§ia+6+2) (2n+af2(_”$ é’ﬁiﬁﬁ(%ﬁiwm
Bessel - m - (2n+a71)4(1;7(1i2?2) (2n+a+1)

Tabla 2.1: Coeficientes en la relacién (2.1)

Otra caracterizacién de los polinomios ortogonales clésicos, viene dada por

PROPOSICION 9 (ver [22]) Los siguientes enunciados son equivalentes.

(i) {Pu},so es una sucesion de polinomios ortogonales cldsicos.

/

P
(it) La sucesion de polinomios ménicos {Q,},~, dada por Q, = ’:“11, es también
z n

una sucesion de polinomios ortogonales.

(49i) En el desarrollo de P, en términos de la base polindmica {Qy},,, los coefi-
cientes para 0 < k < n — 3 se anulan, es decir:
P.(z) = Qn(x) + 1,Qn-1(2) + $,Qn—2(x). (2.9)

La familia {Qn}n>o es ortogonal respecto al funcional ¢.L, donde ¢ es el poli-
nomio que aparece en la ecuacion de Pearson. Los coeficientes r,,, s,, de la relacion
(2.9) para las distintas familias de polinomios ortogonales clasicos estan dadas en la
siguiente tabla
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Tn Sn
Hermite 0 0
Laguerre n 0
Jacobi @nta +2 g)(g;f)(H 372) T @ntat é‘fﬁ?éﬂﬂ%%ﬁa+ﬁ+n
Bessel m (2n+a71>?§§i33 (2nta+1)

Tabla 2.2: Coeficientes en la relacién (2.9)

2.7. Algoritmo de Leverrier-Faddeev y los polino-

mios ortogonales clasicos

Consideremos una matriz A € C"*" y una familia de polinomios ortogonales
cldsicos ménicos { P, }, . Si expresamos el polinomio caracteristico de A y la matriz

A(s) := Adj (sI, — A) en funcién de la base de P formada por dichos polinomios se
tiene

pa(s) = Pa(s) + ian_kpk(s), (2.10)
A(s) = Py_y(s)I, + i Py(8)Bp_j1. (2.11)

Deduciremos nuestro algoritmo partiendo de la identidad que establece el siguiente

LEMA 3 Dada A € C"*", sea pa(s) su polinomio caracteristico. Entonces

d
%pA(S) = trAdj (s, — A). (2.12)
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Demostracion:
De la férmula para la derivada de un determinante (ver [25]), tenemos

d d
—pa(s) = Edet (sI, — A)

ds
= ) detDy,
k=1

donde Dy, k = 1,...,n, son matrices de dimensién n X n cuyas entradas coinciden
con las de la matriz sl, — A excepto en la fila k, que se sustituye por la fila k de la
matriz I,,. Entonces

—pA Zdet SI — k|k) (213)

La matriz (sl, — A) k) es de dimension (n—1) x (n—1), y se obtiene eliminando las
k-ésimas fila y columna de la matriz sl,,— A. En consecuencia, los términos det(sl,, —
Ay, k= 1,2,...,n, son las entradas de la diagonal de la matriz Adj (sI,, — A)
y por lo tanto, el segundo miembro de la expresion (2.13) representa la traza de la
matriz Adj (sI,, — A), de donde se sigue el enunciado. [ |

Notemos que A(s) satisface
(sI, — A)A(s) = pa(s)1,. (2.14)

En consecuencia, deducimos
n—2 N n—1
(s, — A) <Pn_1<s>fn + ZPk<s>Bn_k_1> = Pu(s)Iy + Y G Pr(s),.  (2.15)

Si usamos la relacion de recurrencia a tres términos (2.1) correspondiente a la
familia ortogonal { P, }, -, en la expresion (2.15) se obtiene

[Pn(3> + ﬁn—lpri—zl(s) + ’Yn_1Pn_2(S)] In—
—Poa()A+ Y (Pusi(s) + BePi(s) + 3 Pea(s)) By _j1—

k=0
n—2

— " Pu(8)ABujo1 = Pu(s)] + Y aninPi(s)I
k=0
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Si reordenamos la expresion anterior, obtenemos

Pn(s ]n + Pn—l(s) (/Bn—lln + El - A) + Pn—2<8) (fyn—an + EQ + Bn—2§1 - A§1>+
n—3

+ > Pi(s) (B\n—k + BeBop_1 + %+1§n—k—2 — AEn—k—1>+
=1

n—1
+Po(s)(BoBa-1 +11Bu-2 = ABur) = Pals) + D a1 Pi(s) 1
k=0

Igualando los coeficientes de Py, k =0,1,...,n — 1, en los dos miembros de
la anterior expresion se tiene

AEO - _a\l]n + ﬁn—IEO + §17
ABl = —aQIn + ’}/nleo + 5n72B1 + BZ>
AB, -1 = —@nil + 1 Buoi—z + BiBui-1 + Buy, (2.16)

k=1,2,...,n— 3,
Aénfl = _an[n + 713\1172 + ﬁOB\nfb
con Eg =1,.
En forma matricial

A : =M : (2.17)

donde M = J,,—[0|a]. J,, es la matriz tridiagonal de dimensién nxn,n > 1, asociada

a la familia {P,}, ., 1. e.

Bo m 0 - 0 R
. an
I B 7 : R
-~ n—1
=10 . . 0 y a= .- (2.18)
. Y1 a
0 -+ 0 1 B
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La matriz M se denomina matriz companera (comrade matrix) de A respecto
a la base ortogonal { P}, ., (véase [1] pp. 372). Ademds

n—1
trA = —Zﬁ] —61.
j=0

Por otra parte, de la relacién (2.12) tenemos

n—1 n—2

P/(s)+ Y a, xP(s)=nP, 1(s)+ Z Pu(s)tr Bu_j_1, n=2,3,.... (2.19)
k=0 k=0

Debido a que {P,},-, es una familia de polinomios ortogonales clasicos, entonces
de la Proposicién 9, obtenemos

PléJrl(S) PIQ(S) Pléfl(3>
kel R TS

De esta forma, sustituyendo la expresion anterior en (2.19) se obtiene

Pk(s) =

k=2,3,...

n—1
~ n
/ 3)+kzzoan_kP,;(s) = P/(s)+ 1, — P (s )+sn_1n_2p7;_2(3)+
n—2
Plg+l 12(5) Pléfl(s) =~
tr B,_j—
+k2< e A

/

P.
+tr By_1Pl(s) + tr Bo_s ( 22(8) + 7‘1P1’(5)> :

(2.20)
o, equivalentemente,

3
—

Pi(s)+ Y GniPis) = Puls)+ (55t + it Br) Py (9)+
0

e
Il

V)

| =

3

+ <tI‘ En_k- + ritr -/B\n—k:—l + Sk+1t1“ B\n—k—2) P]i(3>

b
Il

1 (2.21)

Si identificamos los coeficientes de P}, k =1,2,...,n—1, en ambos miembros
de la expresion anterior obtenemos

(n—1)a, = nrn_i+trB,

(n—k)a, = tr Ek + Tyt Ek_l + Sp_gi1tr Ek_g, (2.22)
k=23,...,n—1.
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Finalmente, combinando (2.16) y (2.22), se obtiene

~ 1 =~ 5 5
ar = 5 (Bnk = Tn—i)tT Be1 + (Vn—kt1 — Sn—k41)tr Br_g — tr <ABk71)] , (2.23)
para k =1,2,... n. Como conclusion tenemos el siguiente

TEOREMA 10 Dada A € C"*", sean pa(s) su polinomio caracteristico dado por
(2.10) y A(s) la matriz adjunta de sI,, — A dada por (2.11). Entonces

(1) Parak=1,...,n,

~ 1 5 o) )
ap = E <6nfk - T‘n,k>t1” B + (’ynkarl - Snkarl)tr Bpp —tr (AB’C*1>:| ’
(2.24)
con B.41 =0, ro=0, sy =0.
(1) Parak=1,2,...,n—1
By =kl — Yn_t11Bis — BuiBr1 + ABy_1. (2.25)

Asi, el algoritmo queda de la forma mostrada en la tabla (2.3) (para los detalles,
ver [14])

DATOS DE ENTRADA: A € C™", {B}i 2y, {whicrs {mdile, {sidios.
Condiciones iniciales: B_; =0, By = 1,.
FORE=1,2,....n—1

ay = % [(ﬁn—k — Tpp)tT Ek—l + (Yn—kt1 — Snekp1)tr Ek—z —tr <A§k—1>],
By, = apl — Bk Br—1 — Yn—k+1Br—2 + ABj_1.

END (FOR)

1 N —~ ~
an = — |:/60t1‘ Bn—l —+ yltr BTL—2 —tr (ABn—1>] .
n

Tabla 2.3: Algoritmo de Leverrier-Faddeev usando SPOM clésicos

Las expresiones (2.24) y (2.25) pueden simplificarse si las aplicamos a ciertas
familias de polinomios clasicos.
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Polinomios de Hermite. Por el Teorema 10 tenemos

. n—k+1 = 1
v k+1
Ek = ak[n - %B\k_Q + ABk_l. (227)

Si consideramos la traza en (2.27) y la usamos en (2.26) obtenemos
tr By, = (n — k)ag.
Por otra parte, si sustituimos la expresion anterior en (2.26), entonces

k) (- k42 1
Go= (nok ;lg” i )aH_Etr (ABy_1). (2.28)

Polinomios de Laguerre. De acuerdo con el Teorema 10

Ky = (n—k-+a+1)tr By_y+(n—k+1)(n—k+a+1)Bj_s—tr (Aék_1> (2.29)

y

By=auln—(n—k+1)(n—k+a+1)Bys—(2(n—k)+a+1)By_; + ABj_,.
(2.30)

Aplicando trazas en (2.30) y usando (2.29) se tiene

tr B\k = (77, — k’)ak —n — ktr B\k—l'
En consecuencia, se deduce
G o= noktD—kta+l). 1 (ABk_l). (2.31)
k k
Polinomios de Jacobi. Del Teorema 10 se deduce
~ B—a o) 4(n—k+1)(n—k+1+a)(n—k+1+p) n n

kar = 550 5ararat Bt iy rat a2 @m—hrarges) T Be-2—tr (ABj-1 ).

(2.32)

Si a = (8, entonces aparece la familia de los polinomios de Gegenbauer. En este
caso el funcional lineal es simétrico y, en consecuencia, la expresion anterior
se reduce a

~ n—k+1 ~ 1
= tr By_o — —tr (ABj_1) . 2.33
U= o=k 120+ 3) " ez g (ABy) (2:33)
La expresion (2.25) queda simplificada de la siguiente manera
=~ —k+1)(n—Fk+2 1 ~
Bo—a,— —n—krDn—kt2atl) g (2.34)

2n—k)+2a+1)2(n—k)+a+3)
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2.8. Ejemplo

Consideremos la matriz

1 —4 —1 —4
2 0 5 —4
A_—11—23
-1 4 -1 6

Su polinomio caracteristico es

pa(s) = s* —5s® +95% — Ts + 2.

33

Tomemos como base la familia de los polinomios de Hermite { Hy,},>o. Los pardme-

tros que definen esta familia son: 8, = r, = s, = 0, n > 0, y 7,

Teniendo en cuenta las expresiones (2.28) y (2.27)

ap = —trA = -5,

asi como
—4 —4 -1 —4
~ 2 -5 5 —4
Bi=aq [, +A=
1= Qidy + 1 1 7 3
-1 4 -1 1

Por otra parte,

junto a
T -1 -10
~ 3 -9 -1 33
By =asly — =By + AB; = 2
2 = G2ls — 5 0+ ADb; 5 9 %
7 7T 22
Continuando el proceso
1 29
=a; — =tr (ABy) = ——
as = a 3 r ( 2) 9

N W W Ot

n > 1.
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Y
-8 0 15 -—12
~ 1 4 11 49 —-14
s=@him BT AR = 239 11
-3 -8 =33 7
Finalmente,
1 1 29
a4:Za2—Ztr (ABg):Z

En consecuencia, el polinomio caracteristico de la matriz A, expresado como com-
binacién lineal de la base { H, },>¢, resulta ser

a(s) = Hy(s) —bH3(s) + 12Hs(s) — ?Hl(s) + %HO(S),

v la matriz adjunta de sl, — A,
Adj (sIy — A) = Hs(s)I; + Ha(s)By + Hi(s)By + Ho(s)Bs.
Si consideramos la familia {L%a)} de los polinomios de Laguerre con parametro
n=0

a se tiene B, =2n+a+1, r,=n,n>=>0,v,=nn+a), n=>1,ys,=0, n>1.
De (2.31) y (2.30) deducimos a; = 4(4 + o) —tr A =4a + 11, y

54+ 3a —4 -1 —4
B 2 4+ 3« 5 —4
L | 1 243a 3
-1 4 -1 10 4+ 3«
Por otra parte,
ay = 6a* + 27a + 36,
junto con
302+ 1la+4 —8a — 17 —2a— 14 —8a — 11
B, — 4o —1 3a? +b5a — 12 100 — 13 —8a — 13
T —2a +1 200+ 13 3a®+a+ 16 6o+ 9
—2a+3 8a + 23 2004+ 18 3% + 17a + 22

Continuando el proceso

as = 4a® + 21a? + 47 + 35,
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M 402 4 2102 + 470+ 35 —40? — 130 — 17 —a? —13a—4 —40? —Ta— 17 7
202 —3a—4  4a® +21a2 +47a + 35 502 —18a — 1 —4a? — 9o — 10
Bs = —a?42a+3 a2+ 12a+5 4a® 4 21a2 4+ 47a + 35 302+ 6a+7
—a?+4a+4 402 +19a+9 —a?24+19a+4 4a3+21a2 +47a+ 35
Finalmente,

as = ot + 502 + 14 + 150+ 7

Por tanto, la representacion del polinomio caracteristico de A en la base {sza)}
n=0
es

pa(s) = Lfla)(S) — (4o +11) Léa)(s) + (60 + 27a + 36) Léa)(s)
— (40 + 21a® + 470 + 35) L™ (s) + (a* + 5a® + 1402 + 150+ 7) Ly (s),

Adj (sly — A) = L ()1, + L (s) By + L' (s) By + L (s) Bs.



Capitulo 3

Polinomio Minimo

Sea A € C™" dado un polinomio p(t) € P[t], digamos
p(t) =t* + ap_t" 1+ -+ art + ag,
podemos definir
p(A) = AR 4o AR A+ agl,.

Existe una relacion muy importante entre polinomios y las matrices, una de ellas
es el polinomio caracteristico. Dicha relacion viene dada por el Teorema de Cayley-
Hamilton.

TEOREMA 11 (Teorema de Cayley-Hamilton [15]) Seap4(t) el polinomio ca-
racteristico de una matriz A € C"™*". Entonces, pa(A) =0

Una idea natural es ver si existe otro polinomio de grado menor o igual al polinomio
caracteristico que también aniquile a la matriz A, o en otras palabras; dada una
matriz A € M, existird un polinomio de grado minimo que aniquila a A?. Por el
Teorema de Cayley-Hamilton, el grado de ese polinomio debe ser menor o igual a n.

TEOREMA 12 (ver[15]) Existe un tinico polinomio ménico qa(t) de grado minimo
que aniquila a A. El grado de este polinomio, es a lo mas n. Si p(t) es otro polinomio
tal que p(A) = 0, entonces, qa(t) divide a p(t).

Demostracion El polinomio caracteristico es un ejemplo de un polinomio de grado
n # 0 que aniquila A, asi, existe un entero positivo m < n y un polinomio moénico
q(t) de grado m tal que g(A) = 0. Si p(t) aniquila a A, y si ¢(t) es un polinomio

36
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monico de grado minimo que aniquila a A, entonces, el grado de ¢(t) debe ser menor
o igual que el grado de p(t). Por el algoritmo Euclidiano, existe un polinomio h(t) y
un polinomio r(t) de grado menor que el de ¢(t) tal que p(t) = q(t)h(t) + r(t). Pero

p(A) = q(A)h(A) +r(A) = 0.h(A) +1(A) = 0,

de alli, 7(A) = 0. Si r(¢) # 0, podemos normalizar a éste y obtener un polinomio
monico de grado menor que el grado de ¢(t) que aniquila a A. Ya que esto contradice
la propiedad minimal de ¢(t), concluimos que r(t) = 0 y por tanto ¢(t) divide a p(t)
con cociente h(t). Si existen dos polinomios ménicos de minimo grado que aniquilan
a A, cada uno divide al otro, por lo tanto, sus grados son los mismos y uno debe ser
multiplo escalar del otro, pero como son monicos, la inica posibilidad del escalar es
1, por lo tanto, ambos polinomios son los mismos. ]

DEFINICION 9 Sea A € C™*" la matriz dada, el tinico polinomio ménico qa(t) de
menor grado que aniquila a A se llama polinomio minimo de A.

COROLARIO 2 Matrices similares tienen el mismo polinomio minimo.

Demostracion Si A, B,S € C"™" ysi A= SBS™!, entonces
q8(A) = qp(SBS™!) = Sqp(B)S™' = 0

asi, el grado de ¢g(t) no es menor que el grado de ga(t). Pero B = S~'AS, entonces,
el mismo argumento muestra que el grado de g4 no es menor que el grado de gp(t).
En consecuencia, los dos polinomios ménicos tienen el mismo grado minimal y ambos
aniquilan a A y por el Teorema (12), los polinomios son los mismos. |

COROLARIO 3 El polinomio minimo q4(t) divide al polinomio caracteristico p4(t),
ademds, qa(\) = 0 si y solo si A es un autovalor de A. En consecuencia, cualquier
raiz de p4(t) es una raiz de q4(t).

Demostracion Debido a que ps(A) = 0 y del hecho de que existe un polinomio
h(t) tal que pa(t) = h(t)qa(t), por el Teorema 12, se tiene que g4(t) divide a pa(t),
ademds, la factorizacién obtenida muestra que cualquier raiz de g4(t) = 0 es una
raiz de pa(t) = 0, es decir, cualquier raiz de g4(t) = 0 es un autovalor de A. Si
A es un autovalor de A y si z es su autovector asociado, entonces Ar = Az y
0= qa(A)x = qa(N)z, por lo tanto g4(A) = 0. [ |

Este ultimo corolario muestra que
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n SiPa(t) =[T(t=N)%, 1< <n, s14+81++sm=n con A, A, -+, Ay
i=1
distintos, entonces

» Cuando P, (t) tiene raices simples, P4(t) = qa(t).

En principio esto da un algoritmo para hallar el polinomio minimo de una matriz

A.

(1) Calcular los m autovalores de A ()\;) y sus multiplicidades (1 <'s; < n).

(2) Hacer Pa(t) = [[ (£ — A)*.

i=1
(3) Comenzar con r; = 1y evaluar P4(A) hasta que P4(A) = 0.
Numéricamente, esto no es un buen algoritmo, si se trata de factorizaciones

para polinomios caracteristicos de una matriz muy grande, aunque si puede ser muy

efectivo para cédlculos manuales con matrices pequenas. Otro enfoque para calcular el

polinomio minimo se presenta a través de la relacion intima entre la forma canodnica
de Jordan de una matriz y su polinomio caracteristico.

3.1. Forma candnica de Jordan y Polinomio mini-

mo

DEFINICION 10 Un bloque de Jordan Ji()) es una matriz triangular superior de
orden k de la forma

Al 0
Al
Ju(A) = S (3.1)
0 A

Esta matriz tiene (k — 1) términos +1 en la diagonal superior, el escalar A aparece
k veces en la diagonal superior, el resto de las entradas son 0 y J;(A) = [A]. Una
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matriz de Jordan, J € M, es una suma directa de bloques de Jordan,

Iny (A1) 0
an ()‘2)

0 I (Ak)

para el cual los n; y los valores \; no necesariamente son distintos. Notese, que si
cada bloque de Jordan J,,(\;) en (3.2) es unidimensional, esto es, todo n; = 1y
k = n, entonces, la matriz de Jordan J es diagonal. Si algiin bloque de Jordan J,, ()
en (3.2) tiene m > 1, entonces J no solo no es diagonal, sino que no es diagonalizable.
Si Jpn(A) = SAS™! con A diagonal, entonces, necesariamente

A = diag(A\, X\, -+, \) = AL

Asi,
Jn(A) = A = SAS™ — X[ = A — X\ =0,

el cual no se cumple en el caso que m > 1. Por otro lado, existe un autovector de
J asociado con cada bloque separado de Jordan; es decir, existe una base vectorial
estandar asociada con la primera entrada diagonal de cada J,,,(\) en J. La matriz
de Jordan (3.2)tiene una definida estructura que hace aparente ciertas propieda-
des basicas de la matriz y algunas matrices similares a ella, como por ejemplo las
siguientes:

= El nimero k£ de bloques de Jordan es el niimero de autovectores linealmente
independiente de j.

= La matriz J es diagonalizable si y solo si & = n, es decir,sin; = 1y k = n,
entonces la matriz de Jordan J es diagonal y no necesariamente lo es para
m > 1.

= El niimero de bloques de Jordan correspondientes a los autovalores es la mul-
tiplicidad geométrica de dichos autovalores, el cual corresponde a la dimension
del autoespacio asociado.

» El tamanio de todos los bloques de Jordan en la matriz general de Jordan (3.2)
son determinados por el conocimiento del rango de ciertas potencias. Si Ay
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TEOREMA 13 (ver [15]) Sea A € C™*" una matriz cuyos autovalores distintos son
A1, Ag, - -+, A El polinomio minimo de A es
qat) = JJt = 2", (3.3)
i=1
donde r; es el orden del bloque de Jordan mas grande de A correspondientes al
autovalor ;.

Demostracion (ver[15]) [ |

En la practica, este método de calcular el polinomio minimo, tampoco es de
mucha ayuda, ya que por lo general, es mas dificil determinar la forma canoénica de
Jordan de una matriz que su polinomio minimo. Después de todo , si unicamente se
conocen los autovalores de una matriz, su polinomio minimo puede ser determinado
por simples calculos de ensayo y error. Existen, sin embargo consecuencias tedricas
importantes.

El siguiente lema muestra una férmula para calcular la inversa de una matriz
triangular superior, la cual necesitaremos para utilizar un resultado posterior.

LEMA 4 Dada una matriz A triangular inferior, con unos en su diagonal principal
y de orden k

1 0 0
A .alO 10 7
Ak-10 - Qp-1k—2 1 |
la matriz inversa de A es
1 0 ... 0 ]
1 0
O — 'Clo 7
Ch=1,0 -+ Ch-1h—2 1 |

donde c¢;; se obtienen de forma recursiva mediante la formula

Cii—1 = —Qii-1, =12,k

i—1
Ci,j = —CLi’j— Z ai’gC&j; i:2,...,]€, jZO,]_,,’L—Z



CAPITULO 3. POLINOMIO MINIMO 41

veai=1, 1=1,... )k

Demostracion Para demostrar este lema, probaremos que AC = I, donde I} es
la matriz identidad de orden K. Sea B = AC, entonces, B es también una matriz
triangular inferior con unos en su diagonal principal, es decir, B es de la forma

1 0o ... 0
b 1 ... 0
B=|" 10 . . '
br—11 .. bp—ip—2 1
Observemos que b;; = a;;¢;; = 1 paratodot = 1,..., k. entonces bastard con probar

que b;; =0 parai > jdondei =1,....,k—1yj=1¢—1,...,k—2. En efecto,
calcularemos en primer lugar los términos ¢; ; donde (i > j) que resultan de aplicar
la férmula (3.4),

C10 = —aio

C20 —Q20 — A21C10

Ci,00 — —G;0 — @;1C10 — @3 2C20 — ... — A43-1Ci—10
Co1 = —a21
C31 = —a31 — G32C21

Ci1 = —Q;1 —A;2C1 — * — Q3—1Ci—11
parai=2,...,k — 1 asi,
Cij = —Gij = Qi j+1Cj+1,5 = Qij+2C+2,5 — 00 7 Qii-1Ci-1,5

parai=2,...,ky j=0,...,i — 2. Multiplicando las matrices A y C, obtenemos

para la primera columna b; o, donde i =1,...,k — 1,
by = ai+—ap=0
byy = az + a21(—&10) + (—Cl20 - 021010)

A0 — A21Q10 — Qg0 + 21019 = 0

bio =( ao+aiicio+...+a;—1¢i—1,0)+ Cio
= (aio+ai1cio+ ...+ aii—1¢i-10) + (—aio — @110 — Ai2C20 — - ..
= _ai,i—lci—l,o)

0
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Para la segunda columna bg; ;) con ,2=2,...,k —1 tenemos

boy = ag + (—a) =0
b1 = asi + ase(—a2) + (—as — aga(—asl))
a1 — A32a21 — a31 + azaa2; = 0

bi1 = a1 +aec + -+ a;i-1Ci11 + Cin
= a1+ aiaCn -+ 1611+ (—a; 1 — a9 — - — Qi i—1Ci-11)
= 0
y para cualquier término b; ;, donde i = 5+ 1,...,k —1; (i > j) obtenemos
bij = Qij+ Qi+ + 1oyt Cig
= (@i + ijr1Girry + o+ aiiaciong) + (—aiy
—Qij41Ci41, — 0~ Qii-1Ci15)
=0

Asi, B = AC = I, por lo tanto, C' es la matriz inversa de A, donde los términos
¢ j, se obtienen aplicando la formula (3.4). |

A continuacioén, el siguiente teorema nos dara la idea de calcular el polinomio
minimo de una matriz, pero sin necesidad de conocer sus autovalores y mediante el
aprovechamiento del algoritmo de Leverrier-Faddeev.

TEOREMA 14 Dada una matriz A € M, cuyas columnas estan dadas por
Ay = lag, a1y oy s anl's 0 Ap = [ain, Goneesy 5 Al
la transformacion T : C"*" — C"2, definida por:
T(A) = (an, 21, ,Apl, @12, 022, , Ap2, A1n, A2pn, * * * 7ann)
satisface lo siguiente.
(i) T es un isomorfismo.
(ii) Los vectores definidos por,
v =T(I),v; = T(A),vy = T(A?), ..., v, = T(A"),

forman un conjunto {vg, vy, ..,v,} linealmente dependiente.
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(iii) Sean wg, wy, ..., wy, los vectores ortonormales construidos en el proceso de Gram-
Schmidt, con los v; y tal que wy es el primer vector para el cual

Wi, = Covo + Cug + -+ G =0

entonces |,
T we) = Gol + QA+ -+ A" =0,

y el polinomio minimo de A es

_ Gt G+ G
C

qa(t)

donde (j, # 0.

Demostracion (i) Sean a, b € C"” y X,Y € C™", entonces,

)
T(G/X +bY> - (CLJ]H +by117’ T, ATn +byn1)' L, aT1p +byln7 T, G +bynn)
(CLI’H,"‘ , ALp1, -, Al1p, " " aa'xnn)+ (byn,"‘ 7byn1a"' 7by1na"' 7bynn)

a<x117"' y nly 5y Tip, " axnn)—i_b(yll?"' yYnly s Yin, 0 >ynn)
aT(X) + bT(Y),

luego,T" es una transformacion lineal. Por otra parte tenemos,

X € Ker(T) & T(X) =0,
< ($117"' yLnly 3, Tin, =" 7$nn) = @((an)
<:> X = (0707.” 70)(Cn2

por lo tanto, Ker(T) = O cn2y, luego, T es una transformacién inyectiva. Ahora,
como

Im(T) = {T(X) e C"” : X € C™"} =C",

se tiene que T es sobre y por lo tanto, una transformacién biyectiva, lo que prueba
que es un isomorfismo.

(i) Consideremos el polinomio caracteristico de A
pa(s) = 8"+ a,_18" 1+ +ais +agl

y observemos que los coeficientes de éste no son todos nulos (p4 es un polinomio
monico). Por el teorema de Cayley-Hamilton, tenemos

A"+ a, A A+ agl = 0.
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Aplicando la transformacién lineal T a la igualdad anterior, tenemos
T(A™) + ap T(A™ ) + -+ a1 T(A) + aT(I) = T(0),
es decir,
Up + Qp—1Vp—1 + -+ -+ a1v + agvy = 0,

donde los coeficientes a; no todos son nulos. Por lo tanto, {vg, v, .., v, } es linealmente
dependiente.

(iii) Apliquemos el proceso Gram-Schmidt a los n + 1 vectores vy, vy, ..., Up.
Entonces,

Wog = 7o

wp = V1 — 01

Wy = Vg — QW1 — Q2 W
n—1

W, = Vp— ), Qpw; =0
Jj=0

<Ui7wj> . . . .
donde «;; = R =1,....,n; j =0,....,n—1, (i > j). Despejemos los
j

vectores v; en términos de los w;, entonces,

Vo = Wy
v = Wi+ Wy
Vo = W2+ Qig1wW — QoW
(3.5)
n—1
Un = Wy + ) Oy wj
§=0
Por la dependencia lineal de los vectores vg, vq, ..., v,, existe algin k& £ 0 tal que
wy = 0. Supongamos que wy, es el primer vector que se anula y escribamos
[ wy ] 1 0 0 07
Vo
w1 a0 1 0 0
U1
V= _ , W= : y A= a5 21 1 01,
: o . ) ) 0
Uk
L Wk L ¥k—10 Ok—11 - Qfg_1k—2 I

entonces, (3.5) se expresa en forma matricial como

V=AW,
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donde

Q) = ————r.
(4,5) tTWjVVjt

Claramente la matriz A es invertible, ya que es una matriz triangular inferior con

unos en la diagonal. Si denotamos los coeficientes de A~! por

1 0 0 0
Co 10 0
A= C20 (a1 1 0,
: : - ' 0
L Ck-1,00 Ch—1,1) "+ Ce—1,6—2) 1 |
tenemos,
W =AY,

en consecuencia,
Wy = (k1,000 + Ch—1,1)01 + - + Ch—1,6—2)Vk = O,
tomando, 3; = (-1, (parai=0,...,k — 2), tenemos
BoT(I) + BiT(A) + - - + BT (A*) = 0,

lo cual implica que
Bol + BrA+ -+ A" =0,

luego, el polinomio q(t) = By + it +- - - + Bit*, es un aniquilador de A. Supongamos
que existe otro polinomio r(s) = Bvg + Pvy + ... + B,vs que es aniquilador de A con
s < (k —1), entonces, como {vy,...,vs} es linealmente independiente para todos
s < k—1, luego, By = B1,...,0s =0 asi,

BoT(I) + BiT(A) + -+ + BT (A%) =T(Bol + BrA+ -+ B,A%) = 0.

Por lo tanto, r(t) = By + Bt + ... + Bst° de grado s(< k — 1) no aniquila a A, en
consecuencia, q(t) = o+ Bit+- - -+ Bit" es el polinomio de menor grado que aniquila
a A. Dividiendo por el coeficiente [y # k, concluimos que el polinomio minimo de

A es

gt = 2 +~~~B+ But + Bo
k

con fj # 0. ]

Asi, el método para calcular el polinomio minimo de una matriz cuadrada
queda determinado por el siguiente algoritmo:
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Dato de entrada: A.
Condiciones iniciales By =1, = Ag =Wy, sw=0, k=1
WHILE sw =0y k<n—1
Qp = —%tT(ABk_l)
Bk e ak[n —{—ABk —1
k

Ak = Bk — Z ajAk,j;

j=1
Wi = A,
FOR j=0...k—1

. tT(AkW;)

Xkj = (W, wh)

Wi =Wy, — ap )W

END
IF W, =0

p=k, sw=1
ELSE

k=Fk+1.
END (IF)
END (WHILE)
IF sw =20

ay, = —%tT(ABn,l)
SALIDA: q4(t) = t" 4+ ayt"  + - + an_1t + ay,
ELSE
FOR:=1...p
C(i,zel) = —Q(5-1)
FOR j=0...:—2
i—1

Cig) = —Qij) = 2o Qo)

(=541
END
END
SALIDA: qa(t) = t* + (pp-1)t* ' + .. + oyt + ()
END (IF)

Tabla 3.1: Algoritmo para determinar el polinomio minimo de una matriz.
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3.2. Ejemplos

Ejemplo 1. Consideremos la matriz dada

Si aplicamos el algoritmo anterior, obtenemos los siguientes resultados:

a; = —tr(ABy) = —trA = =8,

-5 =3 2
Bl = CL1]3 + ABO = -1 -3 -2 5
-1 3 -8
3 =3 2
A1 = Bl - CL1A0 == -1 5 —2 3
-1 3 0
tT(A1W(§) 8
(1/17[) t Y
3 -3 2
Wi=W)—agoWo=| -1 % -2 |,
-1 3 F
—1
as = Ttr(ABl) = 20;
6 6 —4
BQ == QQBO + ABl = 2 2 4 s
2 —6 12
10 —-18 12
AQ = BQ — CLQB() — a1A1 = —6 22 —12 y
-6 18 =8
tr( AW
Q2,0 r(Aa1Wo) =8

~ ar(WeWY)



CAPITULO 3. POLINOMIO MINIMO

. t?”(AQWf)
tr(W W)

Q21 = 6;

W2 = A2 — OCQ’OWO — 04271W1 =0.

salida: p = 2; (21 = —6; (20 = 8.
Por lo tanto, el polinomio minimo de A es: q4(t) = t* — 6t + 8

Ejemplo 2. Dada la matriz

A:

_ = O
= o =
O =

Los resultados del algoritmo son los siguientes:

a; = —tr(ABy) = —trA =0

011
B1 = a130 + ABQ = 1 01 s
1 10

011
A1:B1—CL1A0: 1 01 y
1 10

ZfT(Alwg)

WO W) —

01
W1 = W1 - 06170W0 = 10
11

O = =

—1
a9 — 7257’(1431) = —3;

BQ = CLQBO + ABl = 1 -1

48
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2 11
A2 = B2 - a2B0 - a1A1 == 1 21 ;
11 2

o tT(AQWg) 9.
20T (WeWwdh) 7
tr( Ay Wi
sy = r( 2W1t) — 1

tT<W1W1>

0 0
WQ == A2 — 01270W0 — ()z271W1 == 0 0
00

salida: P = 2, <21 = —2, C21 =—1.
Por lo tanto, el polinomio minimo de A es ga(t) = t* — 2t — 1.

Ejemplo 3. Dada la siguiente matriz,

10 —1
A=102 1 |,
10 -2

obtenemos los siguientes resultados:

a; = —tr(ABy) = —trA = —1

00 -1
Bl = alBg + AB() = 0 1 1 5
1 0 -3
10 -1
A1 = Bl - a1A0 = 0 2 1 )
1 0 -2
tT(Alwg) 1
Q1,0 oo o
20 -1
W1 == W1 — 04170W0 == 0 g 1 y
=7
10
—1
a9 = —tT(ABl) == —3,
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—4 0 2
BQZ(IQBO—I—ABl == 1 -1 -1 ;
-2 0 2
0 01
A2 = BQ — CL2B0 — CL1A1 = 1 4 0 R
-1 0 3
tT(AQWS) 7
Q20 = oy )
t’I“(AQWf) -1
Qo1 = TN T R
—11 4
5 03
Wy = Ay — 042,0W0 - 042,1W1 = 1 2 % )
=4 ¢ 1
5 5

W2 75 0 a3 = (%1)157“(1432) =2
salida: a1 = —1, ap = =3, a3 = 2.
Por lo tanto, el polinomio minimo de A es: qa(t) = > —t — 3t + 2
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Conclusiones

En el siguiente trabajo realizamos un analisis de la evolucién del algoritmo de
Leverrier-Faddeev desde su creacion hasta las tultimas implementaciones usadas.

Un pequeno aporte de este trabajo es la adaptacion del algoritmo de Leverrier-
Faddeev para el calculo del polinomio minimo de una matriz sin necesidad de encon-
trar auto-valores y mediante el aprovechamiento del algoritmo de Leverrier-Faddeev.

A lo largo de esta monografia y del analisis de los casos estudiados, surgen de
manera natural una serie de problemas que pretendemos abordar en un futuro.

1. Implementacién del algoritmo de Leverrier-Faddeev en el caso de matrices
por bloques. Dichos tipos de matrices aparecen en el tratamiento de sistemas
lineales, en particular en el estudio de filtros de prediccion para sistemas de
multiples entradas y salidas (véase [16] y [17]).

2. Encontrar un algoritmo tipo Leverrier-Faddeev para el calculo del polinomio
minimo de una matriz polinémica de grado arbitrario. Los resultados expuestos
en [20], dan un algoritmo pero usando la transformada rapida de Fourier, seria
interesante comparar las dos estrategias.

3. El polinomio minimo guarda una relaciéon con las inversa generalizada de una
matriz, en [28] calculan la inversa de Moore-Penrose de una matriz usando
un algoritmo tipo Leverrier-Faddeev. Se estudiara la viabilidad de implantar
el algoritmo presentado aqui para tratar de obtener resultados similares al
trabajo antes mencionado.
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