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Resumen

De los trabajos de Randall y Sundrum se conoce que es posible localizar gravedad sobre
branas estáticas infinitamente delgadas dentro de un espacio 5D. En este trabajo se consideran
soluciones dinámicas a las ecuaciones de campo de Einstein, las cuales presentan un sector
cuatridimensional semejante a la métrica Friedman-Robertson-Walker, hecho importante dentro
del marco de la cosmoloǵıa estandar. Sobre dicha estructura espacio-temporal se consideran
perturbaciones a la métrica para encontrar la estructura del propagador y del potencial gravita-
cional. Seguidamente se estudia el espectro de las fluctuaciones gravitacionales constituidas por
un modo cero localizado en torno a la brana y un continuo de modos masivos que se propagan
libremente por toda la estructura 5D. Como consecuencia de ello, el potencial gravitacional
está constituido por un término Newtoniano y unas correcciones asociadas al espectro masivo.
Finalmente, se analizan tres escenarios asociados a la curvatura del espacio 5D, verificando
que sólo para el caso donde la curvatura es negativa la contribución de los modos masivos
del espectro no es significativa frente al término aportado por el modo cero, pudiendo de esta
manera recuperar gravedad Newtoniana sobre la brana.
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Introducción

Los mundos brana son teoŕıas donde nuestro Universo corresponde a una hipersuperficie
4-dimensional (4D), denominada brana, dentro de un espacio de alta dimensionalidad. En estos
escenarios se encuentra que el espectro de las fluctuaciones gravitacionales está constituido por
un modo cero localizado en torno a la brana, y en correspondencia con un potencial Newto-
niano; y por una torre de modos masivos libres de propagarse por toda la estructura de alta
dimensionalidad, que generan correcciones al término Newtoniano en el potencial de interacción
gravitacional [1].

Estos escenarios se pueden construir a partir de dos soluciones 5-dimensionales (5D) a las
ecuaciones de Einstein en el vaćıo con constante cosmológica1, ŕıgidamente conectadas sobre al-
guna hipersuperficie 4D de la estructura del alta dimensionalidad. Si las soluciones son estáticas,
obligatoriamente deben ser con constante cosmológica negativa, ya que de lo contrario no es
factible la localización de la gravedad [1]. Por otra parte, si las soluciones son dinámicas, por lo
general la métrica sobre la brana es del tipo Friedman-Robertson-Walker (FRW), y en este caso,
la constante cosmológica 5D puede ser nula, positiva o negativa; debido a que en cualquiera de
estos casos el modo cero de las fluctuaciones gravitacionales permanece localizado [2, 3, 4, 5].
Una manera alternativa de generar estos escenarios, es a través del sistema acoplado Einstein
campos escalar, donde la brana se obtiene en el ĺımite de pared infinitamente fina de alguna
solución al acoplamiento del tipo pared de dominio [6, 7, 8].

En este trabajo consideraremos soluciones dinámicas 5D con simetŕıa de reflexión a las
ecuaciones de Einstein con constantes cosmológica, en correspondencia con una brana con
curvatura positiva y dotada con una métrica del tipo FRW. En particular, estamos interesados
en estudiar la interacción gravitacional en el sector 4D del modelo en tres casos diferentes,
diferenciados entre śı, por el signo de la curvatura 5D.

En el Caṕıtulo 1, hallaremos una solución dinámica 5D a las ecuaciones de Einstein que
dependerá fundamentalmente de dos parámetros, uno asociado a la curvatura de la brana, el
cual siempre tomaremos positivo; y otro relacionado con la curvatura de la estructura 5D, que
de acuerdo con los objetivos de este trabajo, asumiremos como nula, positiva o negativa, según
sea el caso. Esta solución se caracteriza por coincidir con la solución de Goetz [9] en el ĺımite de
curvatura 5D nula, y por poseer un ĺımite estático similar a la solución de Randall y Sundrum
(RS-II) [1], cuando los vaciós 5D son negativos.

En el Caṕıtulo 2, determinaremos la ecuación de movimiento de las fluctuaciones gravita-
cionales asociado a la solución considerada, en el sector transverso y sin traza, siguiendo para

1Debemos aclarar que cuando las soluciones son con constante cosmológica positiva son del tipo de-Sitter
(dS) y cuando poseen constante cosmológica negativa son Anti de-Sitter (AdS).
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ello el procedimiento reportado en [7]. Posteriormente, fundamentados en que la interacción
entre dos part́ıculas masivas sobre nuestro Universo es mediada por un potencial estático, con-
sideraremos la ecuación de las fluctuaciones en un régimen estático y calcularemos el propagador
y el potencial de interacción sobre la brana.

En el Caṕıtulo 3, analizaremos el espectro de las fluctuaciones gravitacionales, el cual es-
tará determinado por una ecuación de Schrödinger, y se caracterizará por un modo cero lo-
calizado alrededor de la brana y un continuo de modos masivos no acotados y separados del
modo cero por una brecha de masa, cuyo valor es proporcional a la constante cosmológica sobre
la brana [5]. Un procedimiento para normalizar el espectro masivo también será considerado,
el cual consistirá en introducir un par de branas reguladoras, paralelas a la brana f́ısica, de
forma similar al escenario [10], las cuales inducirán la discretización del espectro. (Para detalles
sobre éste procedimiento ver [11]). La dependencia del potencial de interacción con la constante
cosmológica 5D se estudiará para los casos donde la curvatura es nula, positiva y negativa; re-
cuperando gravedad 4D unicamente en el último caso, tal y como ocurre en escenarios similares
al propuesto en este trabajo [3, 5].

Finalmente, la última parte del trabajo ha sido reservada para las conclusiones generadas
del análisis de los resultados.
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Caṕıtulo 1

Configuración, y parámetros del

Espacio-Tiempo

En este caṕıtulo se presenta la configuración de la geometŕıa del espacio-tiempo. El escenario
es una hipersuperficie en un espacio de alta dimensionalidad, que llamaremos bulk. Los mundos
brana que se proponen cuentan con simetŕıa de reflexión Z2 y con tensión sobre la brana positiva.

Sea el espacio-tiempo (R5, g), con z como la coordenada adicional y g el tensor métrico del
sistema, el cual dada la simetŕıa es posible reescribirlo como (́ındices latinos van de 0, · · · , 4 e
ı́ndices griegos de 0, · · · , 3)

gab = Θ(−z)g−ab +Θ(z)g+ab, gab−|z=0 = gab+ |z=0 a, b = 0, · · · , 4, (1.1)

con constante cosmológica
Λ = Θ(−z)Λ− +Θ(z)Λ+, (1.2)

donde Θ(z), es la función Heaviside. Entonces, (1.1) será solución a la ecuación de campo de
Einstein

Gmn + Λgmn = Tmn, Tmn = −τδµmδνngµνδ(z), µ, ν = 0, .., 3, (1.3)

si y solo si g+ y g− satisfacen

Gmn−
+ Λ−g−mn = 0 para z < 0, (1.4)

Gmn+
+ Λ+g+mn = 0 para z > 0, (1.5)

2gpq
(
δcmδ

d
n −

1

2
gmng

cd

)(
∂[cg+q][d − ∂[cg−q][d

)
δp]|z=0 = −τδµmδνngµν |z=0, (1.6)

con τ , la tensión de la brana, un parámetro a determinar. Es interesante destacar que la expre-
sión tensorial del Tmn, evidencia la alta concentración de enerǵıa localizada en torno a la brana
en z = 0.

Ahora bien, consideremos el siguiente tensor métrico

g±mn = f 2
±(z)[−dtmdtn + dzmdzn +R2(t)δimδ

j
ndxidxj ], (1.7)
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a partir de (1.4) (1.5) y (1.6), resulta

3

f 2
±

(
Ṙ

R

)2

−
(
3
f ′′
±

f 3
±

+ Λ±

)
= 0, (1.8)

2

f 2
±

R̈

R
+

1

f 2
±

(
Ṙ

R

)2

−
(
3
f ′′
±

f 3
±

+ Λ±

)
= 0, (1.9)

3

f 2
±

R̈

R
+

3

f 2
±

(
Ṙ

R

)2

−
(
6
f ′2

±

f 4
±

+ Λ±

)
= 0, (1.10)

mientras que la condición de borde sobre la brana (1.6), se reduce a

f ′
+ |z=0 −f ′

− |z=0= −1

3
τf 2 |z=0 . (1.11)

donde las primas y punto denotan derivadas con respecto a z y t respectivamente. Por otro

lado, de (1.8), (1.9) y (1.10) se obtiene que

(
Ṙ

R

)2

=
Λ−

6
f 2

− +

(
f ′
−

f−

)2

=
Λ+

6
f 2

+ +

(
f ′
+

f+

)2

= β2. (1.12)

Entonces, escogiendo convenientemente β > 0, se encuentra que

R(t) = eβt. (1.13)

Extendamonos un poco en este punto. Nótese que el tensor métrico del sector 4D de (1.7)
es

ĝµν = −dtµdtν + e2βtdxiµdx
j
ν (1.14)

donde µ, ν = 0, · · · , 3; i, j = 1, · · · , 3, y el simboloˆpara hacer referencia al sector 4D.
Las componentes no nulas del tensor de Einstein de (1.14) son

Ĝtt = 3β2, Ĝ11 = −3β2e2βt, Ĝ22 = Ĝ33 = Ĝ11. (1.15)

De tal manera que
Ĝµν + 3β2ĝµν = 0. (1.16)

Entonces, apartir de (1.16), se deduce que el subespacio 4D posee constante cosmológica
positiva dada por 3β2. (Para detalles de espacios dS, ver Apéndice A.)

Continuando, de (1.11) y (1.12), se obtiene que la tensión de la brana tiene la siguiente
expresión

τ =

√
3

2

(√
6β2 − Λ+ +

√
6β2 − Λ−

)
, Λ± ≤ 6β2. (1.17)
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En relación al factor métrico, de (1.12), se obtiene

f ′
± = ∓f±

√
β2 − 1

6
Λ±f 2

±, (1.18)

e integrando resulta

f± =

√
6β2

Λ±

C±e
∓βz

1 + 1
4
C2

±e∓2βz
, (1.19)

con C± las constantes de integración respectivas. Exigiendo que f± satisfaga f+(0) = f−(0) = 1
y (1.11), con τ dado por (1.17) resulta

C± = 2

√
6β2

Λ±

(
1−

√
1− Λ±

6β2

)
. (1.20)

1.1. Análisis del factor Métrico

A continuación se presenta en detalle un análisis de la naturaleza de f±, en relación al signo
que pudiera tomar Λ± en (1.2).

1.1.1. Caso Λ± → 0

En el ĺımite de curvatura 5D nula; es decir para Λ± → 0, de (1.20), se obtiene que

ĺım
Λ±→0

√
6β2

Λ
C± = 1, (1.21)

aśı, (1.19) se reduce a
f → e−β|z|, (1.22)

el cual coincide con el ĺımite de pared delgada de la solución autogravitante de Goetz calculado
en [6]. Además de (1.22), se puede observar que en este caso f± ∈ R.

1.1.2. Caso Λ± > 0

Nuevamente

f± =

√
6β2

Λ±

C±e
∓βz

1 + 1
4
C2

±e∓2βz
, (1.23)

con C± dado por (1.20). De acuerdo con (1.17), la constante cosmológica del bulk, satisface que

0 < Λ± ≤ 6β2, (1.24)

de tal manera que, C± ∈ R, y en consecuencia el factor métrico (1.23) es una función real.
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1.1.3. Caso Λ± < 0

Reescribiendo Λ± = −|Λ±|, de (1.19), se tiene que

f± = i

√
6β2

|Λ±|
C±e

∓βz

1 + 1
4
C2

±e∓2βz
, (1.25)

y de (1.20)

C± = −2i

√
6β2

|Λ±|

(√
1 +

|Λ±|
6β2

− 1

)
. (1.26)

Claramente C±, es imaginario puro; y en este sentido iC± es real. En consecuencia (1.25),
es real y positivo.

Adicionalmente dentro del contexto de este caso, en el ĺımite estático, β → 0, cuando
Λ± = −|Λ| < 0; el factor métrico (1.19), consistentemente se reduce a

f →
(
1 +

√
|Λ|/6|z|

)−1

, (1.27)

siendo este, el factor métrico del escenario RS-II [1] en coordenadas conforme.
Por tanto, el espacio tiempo descrito por la métrica (1.7), con R(t) y f± dado por (1.13)

y (1.19) respectivamente, corresponde a una brana con curvatura positiva y con soporte en la
hipersuperficie 4D en z = 0, dentro de un espacio-tiempo 5D, cuya curvatura pudiese ser nula,
positiva o negativa. Por último, debemos mencionar, que escenarios similares a los descritos
anteriormente son comunes en la literatura y algunos ejemplos de ellos se pueden encontrar en
[2, 3, 4, 5].
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Caṕıtulo 2

Potencial Gravitacional

2.1. La Dinámica de las Perturbaciones Gravitacionales

Siguiendo el procedimiento reportado en [7], se determinará la ecuación de las perturbaciones
gravitacionales para una solución arbitraria al sistema acoplado Einstein campo escalar.

El sistema Einstein-campo escalar viene dado por

Gab = Rab −
1

2
gabR = Tab, (2.1)

Tab = ∇aφ∇bφ− gab

(
1

2
∇dφ∇dφ+ V (φ)

)
, (2.2)

∇d∇dφ− dV (φ)

dφ
= 0, (2.3)

donde V (φ) es el potencial de autointeracción, y φ el campo escalar el cual interpola suavemente
entre los minimos de V (φ).

Ahora bien, consideremos {gab, φ}, una solución exacta a (2.1-2.3). Por otro lado, conside-
remos una familia uniparamétrica {g̃ab(λ), φ̃(λ)} dada por

g̃ab = gab + λhab, φ̃ = φ+ λϕ, λ≪ 1, (2.4)

tal que también sean solución al sistema anteriormente planteado, donde hab y ϕ representan
las perturbaciones de la métrica y al el campo escalar, respectivamente. De tal manera que a
primer orden en λ se tiene que

d

dλ
g̃ab = hab,

d

dλ
φ̃ = ϕ. (2.5)

Continuando es conveniente expresar a (2.1), para g̃ab, en la forma del Ricci cinco dimen-
sional,

R̃ab −
1

2
g̃abR̃ = T̃ab + λJab, (2.6)
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donde Jab = Jµνδ
µ
aδ

ν
bδ(z) es la fuente de la perturbación hab, la cual está altamente concentrada

sobre el sector 4D. Por otro lado, considerando

R̃ = −2

3
(T̃ + λg̃abJab), (2.7)

en (2.6), resulta

R̃ab − (T̃ab −
1

3
g̃abT̃ ) = (Jµνδ

µ
aδ

ν
b −

1

3
gabJ)δ(z), (2.8)

donde

T̃ab = ∇̃aφ̃∇̃bφ̃− g̃ab

(
1

2
∇̃dφ̃∇̃dφ̃+ V (φ̃)

)
, (2.9)

y a primer orden en la perturbación se tiene que

d

dλ
R̃ac|λ=0 = −1

2
2hac −

1

2
∇a∇c(g

bdhbd) +∇(a∇bhc)b +Rbf
(ac)hfb +Rbf

(a|b|hc)f , (2.10)

y
d

dλ

(
T̃ac −

1

3
g̃acT̃

)

λ=0

=
2

3
hacV (φ) +

2

3
gac

dV

dφ
ϕ+ 2∇aϕ∇cφ, (2.11)

para detalles ver [12].
Ahora bien, considerando que el campo escalar depende unicamente de la coordenada adi-

cional, φ = φ(z) y escogiendo el calibre axial

haz = 0, (2.12)

encontramos que la parte del sector transverso sin traza de hab se desacoplan de las perturbación
del campo escalar permitiendo tomar a esta última como ϕ = 0. Luego de (2.8), (2.10) y (2.11)
resulta

1

2
2

(5)hac +Rbd
(ac)hbd +Rbd

(a|d|hc)b −
2

3
V (φ)hac = (Jµνδ

µ
aδ

ν
c −

1

3
gacJ)δ(z), (2.13)

la cual describe la linealización de la gravedad en el sector transverso sin traza.

Ahora bien, para el tensor métrico

g±mn = f 2(z)[−dtmdtn + dzmdzn + eβtδimδ
j
ndxidxj], (2.14)

(2.13) se reduce a

− 1

2f 2
[2(4) + ∂2z −

f ′

f
∂z − 2

f ′′

f
− 2β2]hac = (Jµνδ

µ
aδ

ν
c −

1

3
gacJ)δ(z), (2.15)

con 2
(4) = −∂2t − 3β∂t + e−2βt∂2i .
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2.2. El Propagador 5D Estático

Fenomenológicamente nuestro Universo es descrito por una métrica del tipo FRW con con-
stante cosmológica positiva similar a (1.14); sin embargo, es un hecho que la interacción gra-
vitacional entre dos part́ıculas masivas está mediada por un potencial estático. A continuación
calcularemos el potencial de interacción estático asumiendo que es válido en el escenario (2.14),
en el régimen βt≪ 1.

Retomando, (2.15), se tiene

−1

2
(2(4) +H)hµν = Jµνδ(z), (2.16)

donde

2
(4) = −∂2t + ∂2i y H = ∂2z −

f ′

f
∂z − 2

f ′′

f
, (2.17)

y adicionalmente se ha considerado que f(0) = 1.
Es importante notar que de acuerdo con el calibre RS, donde haz = 0 y en consecuencia

hzz = 0, es necesario exigir J = 0 en (2.15) para evitar inconsistencias en la ecuación de
movimiento.

Proponiendo

hµν = −2

∫
d5x′

√
gGµναβ(x− x′, z − z′)Jαβ(x′)δ(z); (2.18)

donde
Gµναβ = G0(x− x′, z, z′)P (0)

µναβ +
∑

m

Gm(x− x′, z, z′)P (m)
µναβ , (2.19)

con P (0)
µναβ y P (m)

µναβ como los tensores de polarización correspondientes a un gravitón propa-
gadandose sobre un espacio-tiempo plano, los cuales viene dados por

P (0)
µναβ =

1

2
ηµαηνβ +

1

2
ηµβηνα − ηµνηαβ, (2.20)

P (m)
µναβ =

1

2
ηµαηνβ +

1

2
ηµβηνα − ηµνηαβ +O(p), (2.21)

de esta manera, encontramos que sustituyendo (2.18) en (2.16), resulta

(2(4) +H)

(
Go(x− x′, z, z′) +

∑

m

Gm(x− x′, z, z′)

)
=
δ4(x− x′)δ(z − z′)√

g
, (2.22)

donde se ha hecho uso de ηαβJ
αβ = 0 y pαJ

αβ = 0. Nótese que hµν , sera solución de (2.15),
siempre que la acción del operador (2(4) +H), sobre la función de Green satisfaga (2.22). Por
otro lado, es necesario expresar a (2.22) en el espacio de momento; luego, transformando por
Fourier resulta

(p2 −H)

(
G̃0(p, z, z

′) +
∑

m

G̃m(p, z, z
′)

)
= − 1

(2π)2
δ(z − z′)√

g
, (2.23)
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con G̃(p, z, z′) como la transformada de fourier de G(x−x′, z, z′) y p2 la transformada de Fourier
de 2

(4) 1, tal que
p2 = −p20 + p2. (2.29)

Aśı, en el espacio de momento la solución de (2.23) viene dada por

G̃0(p, z, z
′) = − 1

(2π)2
φ0(z)φ

∗
0(z

′)

p2
, (2.30)

G̃m(p, z, z
′) = − 1

(2π)2
φm(z)φ

∗
m(z

′)

p2 +m2
, (2.31)

las cuales se asemejan formalmente a las resportadas en [5], y donde φm, satisface la ecuación
de autovalores

Hφm(z) = m2φm(z), (2.32)

y la relación de clausura

φ0(z)φ
∗
0(z

′) +
∑

m

φmφ
∗
m(z

′) =
δ(z − z′)√

g
. (2.33)

Ahora bien, si φm = f 1/2ψm, entonces ψm satisface

(−∂2z + VQM)ψm = m2ψm, VQM =
3

4

f ′2

f 2
+

3

2

f ′′

f
. (2.34)

La ecuación (2.34), representa una ecuación autovalores en m2 tipo Schrödinger donde cada
ψm(z), corresponde a las autofunciones o modos gravitacionales.

A continuación se determinará la expresión que sigue el potencial gravitacional entre dos
part́ıculas de masa m1 y m2 separadas por una distancia r sobre la brana.

1Sea la transformada de Fourier de una función f(x) de rápido decaimiento

f̃(p) =
1√
2π

∫ +∞

−∞

dxf(x)eipx; (2.24)

entonces,

∂̃2
xf = −p2f̃(p). (2.25)

Considere ahora la siguiente transformada integral

G̃(p, z) =

∫
dx4G(x, z)eiηαβp

αxβ

, α, β = 0, · · · , 3. (2.26)

Aśı

2̃4G = −
∫

eipx
[∫

∂2
tGe−ip0tdt

]
d3x+

∫
e−ip0t

[∫
∂2
xGeip

ixi

d3x

]
dt. (2.27)

Por lo tanto,
2̃4G = −p2G̃(p). (2.28)
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2.3. El Potencial Gravitacional

El potencial gravitacional en el espacio de momentos, viene dado por la siguiente expresión

Ṽ (p, z, z′) =

∫
dt J1

αβ(p)G̃αβµν(p, z, z
′)J2

µν(p), (2.35)

donde Jαβ = muαuβ, con uα la cuadrivelocidad de una part́ıcula de masa m. Nótese que para
dos part́ıculas de masa m1 y m2 sobre la brana existe un J1

αβ y J2
αβ respectivamente; luego,

en (2.35) se observa que la interacción entre estas dos part́ıculas es mediada por el propagador
Gαβµν , en correspondencia con la definición de un potencial gravitacional.

Para una part́ıcula en reposo sobre la brana se tiene que Jαβ = mδα0 δ
β
0 ; aśı (2.35), se puede

reescribir

Ṽ (p) = m1m2

∫
dt G̃0000(p, 0, 0). (2.36)

Con el proposito de encontrar el potencial gravitacional, es necesario obtener la expresión
del potencial en el espacio de coordenadas. Para ello antitransformaremos por Fourier a (2.36).
Debido a que el espacio-tiempo es 5D, es conveniente antitransformar en cada una de las
coordenadas de la geometŕıa; es decir, en el tiempo y en el espacio.

Considerando que P
(0)
0000 = 1/2 y P

(m)
0000 = 2/3, y definiendo F−1

t−t′ y F−1
x−x′, como las antitrans-

formadas en el tiempo y en el espacio, se tiene

V (r) = m1m2

∫
dt F−1

t−t′F−1
x−x′G̃0000(p, 0, 0) (2.37)

= m1m2

[
1

2
F−1

x−x′

∫
dt F−1

t−t′G̃
0(p, 0, 0) +

2

3

∑

m

F−1
x−x′

∫
dtF−1

t−t′G̃
m(p, 0, 0)

]
.

Ahora bien, considerando que

∫
dt F−1

t−t′G̃
(0)(p, 0, 0) =

1

(2π)3/2
|ψ0(0)|2

p2
, (2.38)

∫
dt F−1

t−t′G̃
(m)(p, 0, 0) =

1

(2π)3/2
|ψm(0)|2
p2 +m2

. (2.39)

donde p2 = p21 + p22 + p23.
Por tanto, reescribiendo a (2.37), resulta

V (r) =
m1m2

(2π)3/2

[
1

2
F−1

x−x′

|ψ0(0)|2
p2

+
2

3

∑

m

F−1
x−x′

|ψm(0)|2
p2 +m2

]
. (2.40)
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Ahora consideremos el siguiente término para m arbitrario

F−1
x−x′

|ψm(0)|2
p2 +m2

=
1

(2π)3/2

∫
d3p

e−ip.r

p2 +m2

=
1

(2π)3/2

∫ +∞

−∞

d|p| |p|2
|p|2 +m2

∫ π

0

dθ sin θe−i|p|r cos θ

∫ 2π

0

dφ

=
1√
2π ir

∫ +∞

−∞

d|p| |p|(e
i|p|r − e−i|p|r)

|p|2 +m2

=
√
2π

e−mr

r
. (2.41)

Finalmente, sustituyendo (2.41) en (2.40) se obtiene

V (r) =
m1m2

4πr

[
|ψ0(0)|2 +

4

3

∑

m

|ψm(0)|2e−mr

]
. (2.42)

La ecuación (2.42), representa la estructura del potencial gravitacional entre dos part́ıculas
masivas, situadas sobre la brana y separadas por una distancia r. Además, cuenta con un modo
cero y unas correcciones correspondientes al sector masivo de las autofunciones.
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Caṕıtulo 3

Gravitación Newtoniana

Con el fin de obtener el espectro de las fluctuaciones gravitacionales de los escenarios anali-
zados en el Caṕıtulo 1, descritos por la métrica (1.7, 1.19, 1.13), consideremos el problema de
autovalores (2.34) tal que

VQM = VQM−Θ(−z)− 1

2
τδ(z) + VQM+Θ(z) +

9

4
β2 (3.1)

donde

VQM± = −15β2(1 +
4

C2
±

e±2βz)−2 4

C2
±

e±2βz. (3.2)

Aśı, el espectro de las fluctuaciones gravitacionales viene dado por un modo cero localizado
en torno a la brana,

ψ0(z) = N0[f−
3/2Θ(−z) + f+

3/2Θ(z)], (3.3)

donde N0 es una constante de normalización, y por una torre continua de modos masivos, m2 6=
0, que se propagan libremente por toda la estructura 5D, y que convenientemente escribimos
de la siguiente manera

ψ+(z) = Nm

[
A+(e

iµz F+ + e−iµz F ∗
+) + i(eiµz F+ − e−iµz F ∗

+)
]
, z > 0, (3.4)

y
ψ−(z) = Nm

[
A−(e

−iµz F− + eiµz F ∗
−) + i(e−iµz F− − eiµz F ∗

−)
]
, z < 0, (3.5)

con

F± ≡ 2F1±[
5

2
,−3

2
, 1− iµ

β
; (1 +

4

C2
±

e±2βz)−1], µ =
√
m2 − 9β2/4, (3.6)

donde F± es la función hipergeométrica, Nm y A±, las constantes de normalización e integración
respectivamente. Para detalles de (3.4) y (3.5) ver Apéndice B.

De (3.1) y (3.2), se puede verificar que

ĺım
z→±∞

VQM(z) =
9

4
β2; (3.7)

de tal manera que el modo cero localizado se encuentra separado del continuo de modos masivos
por una brecha de masa igual a 9β2/4, lo cual es una caracteŕıstica genérica de los escenarios
con expansión dS.
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Por otro lado, de la integración de (2.34, 3.1), se obtienen las siguientes condiciones de borde
sobre la brana para los modos masivos

ψ−(0) = ψ+(0), (3.8)

(ψ′
− − ψ′

+)z=0 −
1

2
τψ(0) = 0. (3.9)

Adicionalmente, los modos masivos cumplen con la siguiente condición de normalización
∫ ∞

−∞

dz ψm(z)ψ
∗
m′(z) = δ(m−m′). (3.10)

Nótese que (3.10) diverge para todo m = m′, lo cual es un problema t́ıpico dentro de éste
contexto, y que se puede resolver introduciendo un par de branas reguladoras ubicadas en ±zr
[10, 11]. A continuación consideraremos con cierto detalle el método de las branas reguladoras
para normalizar el espectro masivo (3.4, 3.5).

3.1. Discretización del Espectro: Las Branas Regulado-

ras

Para discretizar el continuo de modos masivos se introducen un par de branas reguladoras
ubicadas en ±zr con tensiones negativas. Ahora bien, en vista de la simetŕıa Z2 del sistema
ocurre que ψm(−zr) = ψm(zr) y en consecuencia solo es necesario considerar una brana regu-
ladora, aquella ubicada en zr - ver Fig (3.1)

z = 0 zr

Figura 3.1: Brana f́ısica en z = 0 y brana reguladora en zr

Dentro del marco del proceso de regularización, consideremos el factor métrico

f(z) = f<Θ(−zr − z) + f−Θ(z + zr)Θ(−z) + f+Θ(zr − z)Θ(z) + f>Θ(z − z − r), (3.11)

donde

f>(z) = f−(z − 2zr) → f>(zr) = f−(−zr), (3.12)

f<(z) = f+(z + 2zr) → f<(−zr) = f+(zr). (3.13)
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Sustituyendo (3.11) en (3.1) resulta:

VQM = V<Θ(−zr − z) + V−Θ(z + zr)Θ(−z) + V+Θ(zr − z)Θ(z) + V>Θ(z − zr)

+
3

2

f ′
− − f ′

<

f
δ(z + zr) +

f ′
+ − f ′

−

f
δ(z) +

f ′
> − f ′

+

f
δ(z − zr) +

9

4
β2 (3.14)

Adicionalmente, como consecuencia de la brana reguladora, se obtiene la siguiente condición
de borde en zr para los modos masivos (3.4, 3.5).

2ψ′
−(−z±r) +

3

2
τψ(−z±r) = 0, (3.15)

donde se ha hecho uso de la simetŕıa Z2 del sistema.
De la ecuación (3.15), cuando zr → ∞, se deduce que

tan(µzr) =
3Aβ − 2µ

2Aµ+ 3β
, con A+ = A− = A, (3.16)

donde se ha tenido en cuenta el comportamiento de las funciones hipergeométricas cuando
su argumento tiende a uno. Además es importante destacar, que (3.16), representa de forma
general, la condición de cuantización del espectro masivo de las ondas gravitacionales; de hecho
para zr → ∞, es posible verificar que el espectro masivo se cuantiza en unidades de π/zr.

La transición de la suma sobre los m a una integral en (2.42), cuando zr → ∞, viene dada
por ∑

m

ψ2(m) =
∑

m

ψ2(m)
zr
π
∆m →

∫
ψ2(m)

zr
π
dm. (3.17)

Por otro lado, la ecuación (3.10) se puede reescribir como

ĺım
zr→∞

1

zr

∫ zr

−zr

dz ψmp

∗ψmq
= ĺım

zr→∞

δpq
zr
. (3.18)

La densidad de estados normalizada a través de (3.18) es empleada para evaluar el potencial
gravitacional (2.42)

V (r) =
m1m2

4πr

[
|ψ0(0)|2 +

4

3

∫ +∞

3β/2

|ψm(0)|2e−mr zr
π
dm

]
. (3.19)

Nótese que en (3.19), se tiene presente la brecha de enerǵıa dada por 3β/2, la cual evidencia
el valor a partir del cual los modos masivos fluctúan libremente por la estructura 5D. Dicha
brecha es posible observarla v́ıa la expresión del VQM dado por (3.2).

3.2. Análisis de la Gravedad Newtoniana

Debido a que la estructura funcional de los modos masivos (3.4, 3.5) es poco trivial, es
necesario determinar que sector de ellos contribuye de forma efectiva a la integral

∫ ∞

3β/2

|ψm(0)|2e−mrdm. (3.20)
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Dado que 3β/2 es la escala mas pequeña de enerǵıa que m puede alcanzar, para cualquiera
de los escenarios discutidos aqúı, consideraremos que m ≫ 3β/2. Por otro lado, debido a que
los modos pesados son exponencialmente atenuados es necesario tomar en cuenta que m≪ mc,
donde mc es una escala de enerǵıa determinada.

En lo que sigue, debido a la simetŕıa Z2,

Λ+ = Λ− = Λ; (3.21)

aśı pues,

para Λ → 0, no existe un mc. Por lo tanto, m≫ 3β/2;

para Λ > 0 existen dos escalas, 3β/2 y
√

Λ/6; sin embargo, de acuerdo con (1.17), estas
son del orden. Entonces, en este caso tampoco existe unmc, y por lo tanto, consideraremos
m≫ 3β/2;

para Λ < 0, al igual que en el caso anterior, podemos identificar dos escalas de enerǵıa,
3β/2 y

√
|Λ|/6, tal que la segunda está directamente relacionada conmc; en consecuencia,

en este caso 3β/2 ≪ m≪
√
|Λ|/6.

A continuación, analizaremos el potencial gravitacional (2.42) sobre la brana dS para los
diferentes escenarios mencionados arriba, considerando que sobre el sector 4D, la métrica (1.7),
es del tipo FRW con β−1 como el radio del Universo. (Para detalles sobre las aproximaciones
tomadas en las funciones hipergeométricas ver Apéndice C; y para el cálculo de la norma ver
Apéndice D).

3.2.1. Escenario Λ → 0

La constante de integración del sistema dada por

A =
2m

3β
; (3.22)

mientras que las constantes de normalización de los modos del espectro son

N2
0 =

3β

2
, N2

m =
1

4zr
; (3.23)

tal que, el modo cero y los modos masivos en z = 0, vienen como

|ψ0(0)|2 =
3β

2
, |ψm(0)|2 =

1

zr
. (3.24)

Sustituyendo (3.24) en el potencial gravitacional dado por (2.42), resulta

V (r) =
3β

8π

m1m2

r

[
1 +

8

9π

1

βr
+ · · ·

]
; (3.25)

y en vista de que βr ≪ 1, no es posible despreciar 1/βr frente al uno y de esta manera se hace
significativa la contribución de los modos masivos frente al término Newtoniano, obteniéndose
aśı gravedad 5D sobre la brana.
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3.2.2. Escenario Λ > 0

Analicemos el escenario con vaćıos dS, dentro del rango factible 1 > Λ/β2 > 0, esto último
en correspondecia con la tesión (1.17).

La constante de integración del sistema y la norma de los modos masivos para este caso
vienen dados por

A ∼ 8m

15β
, N2

m ∼ 1

4zr
; (3.26)

mientras que la constante de normalización del modo cero queda determinada de la siguiente
manera

N2
0 ∼ β

[√
6β2

Λ

[
2

(
6β2

Λ

)
arctan

(√
6β2

Λ
−
√

6β2

Λ
− 1

)
−
√

6β2

Λ
− 1

]]
. (3.27)

tal que
2

π
β < N2

0 <
3

2
β. (3.28)

Entonces, el espectro de fluctuaciones en z = 0, queda determinado por

|ψ0(0)|2 ∼ N2
0 , |ψm(0)|2 ∼

1

zr
. (3.29)

Ahora bien, sustituyendo nuevamente en (2.42) se tiene que

V (r) =
m1m2

4πr
N2

0

[
1 +

4

3π

1

N2
0 r

+ · · ·
]
. (3.30)

En este caso N2
0 r ≪ 1, en consecuencia 1/N2

0 r no es despreciable frente al término Newto-
niano, obteniéndo de esta forma gravedad 5D sobre la brana.

3.2.3. Escenario Λ < 0

Para este escenario, donde 3β/2 ≪ m≪
√

|Λ|/6, se tiene que

A ∼ 1, N2
0 ∼

√
|Λ|
6
, N2

m ∼ 1

8zr
. (3.31)

Aśı pues, el espectro de las fluctuaciones sobre la brana viene dado por

|ψ0(0)|2 ∼
√

|Λ|
6
, |ψm(0)|2 ∼

8

πzr

(
m√
|Λ|/6

)−3

. (3.32)

Sustituyendo (3.32) en (2.42), resulta

V (r) =
m1m2

4πr

√
|Λ|
6

[
1 +

4

27β2

√
6

|Λ|

[
(2− 3βr)− 1

2
γ + log(3/2)

]]
; (3.33)
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donde γ es la constante Euler-Gamma.
Analizando la expresión (3.33), encontramos que el término proporcional a βr es despreciable

frente a cualquier cantidad finita, ya que βr ≪ 1. Por lo tanto, en este escenario es posible
recuperar gravedad Newtoniana sobre la brana en el intervalo

√
6

|Λ| ≪ r ≪ 2

3
β−1. (3.34)

21



Conclusiones

En este trabajo se consideraron soluciones dinámicas a las ecuaciones de campo de Einstein
en el vaćıo con simetŕıa de reflexión, que están en correspondencia con un espacio-tiempo 5D con
constante cosmológica nula, positiva o negativa; dividido en dos subespacios por una brana con
curvatura positiva asociada a una alta densidad de enerǵıa con soporte sobre la hipersuperficie
z = 0. En particular, el escenario correspondiente a curvatura 5D nula, coincide con el ĺımite
de pared delgada de la solución de Goetz [9], determinado en [6]. Adicionalmente, en el ĺımite
estático y curvatura 5D negativa, la familia de soluciones se reduce al escenario RS-II [1].

Con el fin de hallar la ecuación de movimiento de las fluctuaciones gravitacionales en el sector
transverso y sin traza, se considero el procedimiento reportado en [7]. Luego, restringiendo
el sistema a un regimen estático, determinamos el propagador y el potencial de interacción
entre dos part́ıculas masivas separadas una distancia r sobre la brana. Encontramos que el
propagador y el potencial dependen esencialmente de dos términos, uno asociado al modo
cero de las fluctuaciones gravitacionales; y otro que depende del sector masivo del espectro
gravitacional. Ocurre que las fluctuaciones gravitacionales siguen una ecuación de Schrödinger,
con un potencial mecánico cuántico tipo delta, que asintóticamente tiende a 9β2/4; tal que el
espectro de auto-funciones se caracteriza por un modo cero localizado alrededor de la brana, y
por una torres de modos masivos libres de moverse por toda la estructura 5D, y separados del
modo acotado por la brecha que exhibe el potencial mecánico cuántico.

Con el proposito de normalizar el espectro masivo, se introdujo un par de branas reguladores
siguiendo el procedimiento discutido en [11]. De las condiciones de integrabilidad asocidas al
problema de autovalores inicial fueron determinadas las constantes de integración de las auto-
funciones; luego, al introducir las branas reguladoras en ±zr, se generó una condición adicional,
la cual indujó la discretización de la masa del espectro en unidades de π/zr. El conjunto de
autofunciones del problema inicial se recuperó en el ĺımite zr → ∞.

Finalmente, estudiamos el potencial gravitacional sobre tres escenarios, el primero asociado
a una curvatura 5D nula; mientras que el segundo y el tercero, relacionados con una curvatura
5D positiva y negativa, respectivamente. En los tres caso, siempre se asumió una curvatura
positiva sobre la brana. En los dos primeros escenario, sólo se pudo identificar una escala de
enerǵıa, aquella relacionada con el parámetro β; de manera que la única opción para estudiar
el potencial estaba relacionada con el intervalo m ≫ 3β/2 o equivalentemente r ≪ 2β−1/3.
Ahora bien, justamente en ésta región las correcciones resultarón significativas y el potencial
tomó la forma 5D. El útimo caso resultó más favorable, ya que en ese escenario se identificaron
claramente dos escalas; tal que, 3β/2 ≪ m ≪

√
|Λ|/6 ó

√
|Λ|/6 ≪ r ≪ 2β−1/3, donde las

correcciones efectivamente fueron despreciable frente al término Newtoniano. Por lo tanto, sobre
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una brana dS sólo es posible recuperar gravedad Newtoniana si los vaćıos de la estructura 5D
son estrictamente AdS.
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Apéndice A

Geometŕıa del Espacio-Tiempo: Los

Espacios de-Sitter

En Relatividad General el espacio-tiempo de-Sitter, es una solución maximamente simétri-
ca de las ecuaciones de campo de Einstein, con constante cosmológica Λ positiva, la cual
fenomenológicamente constituye un universo en expansión.

El objetivo de lo que a continuación se analizará, es exponer la geometŕıa que exhiben los
espacios-tiempos modelados por una métrica de-Sitter.

Para ello, consideremos un espacio Rn+1, con la siguiente métrica

ds2 = −dt20 +
n∑

i=1

dx2i , (A.1)

donde t0 y cada xi, satisfacen la ecuación

−t20 +
n∑

i=1

x2i = α2. (A.2)

con α, como una constante positiva.
Luego se define al espacio de-Sitter, como aquel descrito geométricamente por el hiperboloide

de una hoja, el cual tiene por ecuación a (A.2).
Por otro lado, la curvatura, es una carateŕıstica propia de la geometŕıa de cada espacio, por

ello para la métrica maximamente simétrica dada por (A.1), el tensor de curvatura de Riemann
es dado por

Rρσµν =
1

α2
(gρµgσν − gρνgσµ). (A.3)

y el tensor de Ricci resulta

Rµν =
(n− 1)

α2
gµν . (A.4)

Ahora bien, en los espacios maximamente simétricos [13], como el propuesto, el escalar de
curvatura se encuentra relacionado con la constante cosmológica del escenario. Veamos

R =
n(n− 1)

α2
, (A.5)
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y la constante cosmoloǵica viene dada por

Λ =
(n− 1)(n− 2)

2α2
. (A.6)

Aśı, de (A.5) y (A.6), se tiene

R =
2n

(n− 2)
Λ, (A.7)

tal que para n = 4, se obtiene que Λ = 3/α2, resultado similar al reportado en la ecuación
(1.16).

A continuación se muestra que bajo cierto cambio de coordenadas, que satisface a (A.2), la
métrica (A.1) se reduce a la propuesta en el Caṕıtulo 1, dada por (1.14).

Consideremos los siguientes cambios de coordenadas

t0 = α sinh(t/α) +
r2et/α

2α
, x1 = α cosh(t/α)− r2et/α

2α
, xi = et/αyi, (A.8)

donde
r2 =

∑

i

y2i . (A.9)

De esta manera considerando (A.8), y tras diferenciar y simplificar adecuadamente a nivel
de (A.1), resulta

ds2 = −dt2 + e2t/αdy2, (A.10)

donde

dy2 =

n−2∑

i=2

dy2i . (A.11)

Lo anterior demuestra que el sector 4D, de la métrica (1.7), está representado geométrica-
mente por un espacio de-Sitter.

El anterior análisis corresponde a un caso particular de un resultado ampliamente conocido
en Relatividad General, el cual asevera que es posible establecer una correspondencia entre la
constante cosmológica y la geometŕıa del espacio-tiempo [13]. Por ejemplo, como en el caso
discutido anteriormente, un espacio con constante cosmológica positiva está asociado a un
hiperboloide de una hoja denominado de-Sitter. Por otra parte, en aquellos escenarios con
curvatura nula o negativa, la geometŕıa corresponde, en el primer caso, a un espacio plano o
Minkowskiano; y en el segundo caso, a un hiperboloide de dos hojas o también llamado Anti
de-Sitter.

25



Apéndice B

La Ecuación Diferencial

Hipergeométrica

En este apéndice se demuestra que la ecuación de Schrödinger bajo un cierto cambio de
variable a nivel de la función de onda (3.4), se reduce a una ecuación diferencial hipergeométrica.

Para determinar la expresión que tiene los modos masivos para z > 0 (análogo para z < 0),
se considera el siguiente cambio:

ψ(z) =

(
1

4
C2 + e2βz

)5/2

e±iµzχ(z), con µ2 = m2 − 9

4
β2, (B.1)

sustituyendo en (2.34), resulta:

−∂2zχ−2

[
±i+ 5β

(
1 +

4

C2
e2βz

)−1
]
∂z−5β

(
1 +

4

C2
e2βz

)−1
4

C2
e2βz(±2iµ+5β)χ = 0. (B.2)

Ahora bien, consideremos

ξ = − 4

C2
e2βz, (B.3)

como la variable de integración resultando que

(1− ξ)ξχ′′(ξ) +

[(
1± i

µ

β

)
−
(
6± i

µ

β

)
ξ

]
χ′(ξ)− 5

2

(
5

2
± i

µ

β

)
χ(ξ) = 0, (B.4)

y comparando con la expresión que sigue la ecuación diferencial hipergeométrica, se tiene que
la ecuación de schrödinger es posible reescribirla como

(1− ξ)ξW ′′(ξ) + [c− (a + b+ 1)ξ]W ′(ξ)− abW (ξ) = 0; (B.5)

con a, b, c como los parametros Pochhammer de la ecuación Hipergeométrica

a =
5

2
, b =

5

2
± iµ

β
, c = 1± iµ

β
.
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Por otro lado, existe una variedad de soluciones a (B.5), pero dada la complejidad de dicha
ecuación es necesario escoger convenientemente [14]

χ(ξ) = (1− ξ)−a
2F1[a, c− b; a− b+ 1; (1− ξ)−1]. (B.6)

Aśı, la función de onda ψ+ viene como

ψ+(z) = A+(e
iµz

2F1+ + e−iµz
2F

∗
1+) + i(eiµz 2F1+ − e−iµz

2F
∗
1+), (B.7)

con 2F1 + como en (3.4), y donde el primer término es la parte real y el segundo la parte
imaginaria de ψ+(z). De manera similar para ψ−(z) se obtiene

ψ−(z) = A−(e
−iµz

2F1− + eiµz 2F
∗
1−) + i(e−iµz

2F1− − eiµz 2F
∗
1 −). (B.8)
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Apéndice C

Las Funciones Hipergeométricas y sus

Aproximaciones

Es necesario considerar a ψm(z), en z = 0, y para ello se requiere un comportamiento
aproximado de las funciones hipergeométricas.

F± ≡ 2F1±

[
5

2
,−3

2
; 1− iµ

β
;

C2
±

C2
± + 4

]
, µ =

√
m2 − 9β2/4. (C.1)

En lo que sigue analizaremos, el procedimiento para encontrar una estimación próxima al
comportamiento real de las funciones hipergeométricas. Para ello consideremos las siguientes
definiciones

x =
m

β
, y =

√
Λ/6

β
. (C.2)

C.1. Escenario Λ > 0

Para el caso dS, estudiado en el Caṕıtulo 3, se tiene que

x≫ 1, y ∼ 1, (C.3)

de esta manera bajo las anteriores consideraciones, la función hipergeométrica resulta

F1 ∼ 2F1

[
5

2
,−3

2
,−ix, 1

2

]
, (C.4)

donde
C2

±

C2
± + 4

∼ 1

2
. (C.5)

Desarrollando en serie y siguiendo (C.3), se obtiene que

F1 ∼ 1− i
15

8

1

x
(C.6)

y

F2 ≡ d

dz
F1(z)|z=0 ∼ 1− i

7

8

1

x
. (C.7)
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Figura C.1: F1(azul) y su aproximación (naranja), con ξ = y/x

C.2. Escenario Λ < 0

Consideremos la siguiente función hipergeométrica, t́ıpica del escenario AdS, analizado en
el Caṕıtulo 3; en este caso

x≫ 1, y ≫ 1,
y

x
≫ 1. (C.8)

En consecuencia

F1 ∼ 2F1

[
5

2
,−3

2
,−ix,−y

2

]
, (C.9)

donde se ha considerado
C2

±

C2
± + 4

∼ −y
2
. (C.10)

Nuevamente desarrollando en serie a segundo orden se tiene que

F1 ∼ −2(1− i)√
π

√(y
x

)3
+

√
y

x

(
2(1 + i)√

π
− (1− i)

4
√
π

1

x

)
+

√
x

y

(
1− i√
π

+
1 + i√
π

x

y

)
, (C.11)

la cual, de acuerdo a (C.8), se puede truncar, resultando

F1 ∼ −2(1− i)√
π

√(y
x

)3
+

(
2(1 + i)√

π

)√
y

x
. (C.12)

Por otro lado, bajo un razonamiento análogo se tiene que la derivada de F1, resulta apro-
ximada como sigue

F2 ≡ d

dz
F1(z)|z=0 ∼

8(1 + i)

5
√
π

√
y

x
. (C.13)
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En la Fig (C.1), se observa el comportamiento entre la función hipergeométrica (3.6) y su
función aproximación (C.12).
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Apéndice D

Las Normas de los Modos Masivos

A continuación se abordan los detalles técnicos relacionados con el cálculo de la constante de
normalización de los modos masivos del espectro de autofunciones, de los escenarios estudiados
en el Caṕıtulo 3.

Tomando en cuenta el comportamiento asintótico de la función de onda; es decir, para z
muy grande, donde el argumento de la función hipergéometrica tiende a cero; y en consecuencia,
ésta se aproxima a la unidad, resulta

ψ+(z) = 2NmA(cos(µz)− sin(µz)). (D.1)

Entonces, en vista de que ψm + ∈ R, se tiene que

ψ2
+(z) = 4(A2cos(µz)2 − 2A cos(µz) sin(µz) + sin(µz)2). (D.2)

Por otro lado, dada la ortogonalidad de las funciones sin(µz) y cos(µz), y haciendo uso de
(3.18), resulta

2
Nm

2

zr

∫ zr

0

4(A2cos(µz)2 + sin(µz)2) =
1

zr
, (D.3)

donde hemos considerado la simetŕıa Z2 del sistema.
Integrando se obtiene que

2
Nm

2

zr

[
2(1 + A2)zrµ+ (A2 − 1) sin(2µzr)

µ

]
=

1

zr
. (D.4)

De esta manera, considerando a zr → ∞, se tiene

N2
m =

1

4(1 + A2)zr
. (D.5)

Dicha expresión, representa la forma general de la norma de los modos masivos del espectro
de autofunciones.

En lo que sigue, se calculará el valor de dicha norma para los diferentes escenarios conside-
rados aqúı.
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D.1. Escenario Λ → 0

Para este caso A viene dado por (3.22), luego haciendo uso de (D.5), la constante de nor-
malización para el espectro masivo es

N2
m =

1

4zr
, (D.6)

donde se ha hecho uso de que m/β ≫ 1.

D.2. Escenario Λ > 0

En este caso A viene dado por (3.26), y nuevamente haciendo uso de (D.5) resulta que

N2
m ∼ 1

4zr
. (D.7)

Se puede observar que tanto para el escenario con constante cosmológica nula, como para
el escenario dS, las normas son similares, esto como consecuencia de que para ambos casos
m≫ β.

D.3. Escenario Λ < 0

Siguiendo un procedimiento similar a los expuestos anteriormente, con A dado por (3.31);
la constante de normalización resulta

N2
m ∼ 1

8zr
. (D.8)
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