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Resumen

De los trabajos de Randall y Sundrum se conoce que es posible localizar gravedad sobre
branas estaticas infinitamente delgadas dentro de un espacio 5D. En este trabajo se consideran
soluciones dinamicas a las ecuaciones de campo de Einstein, las cuales presentan un sector
cuatridimensional semejante a la métrica Friedman-Robertson-Walker, hecho importante dentro
del marco de la cosmologia estandar. Sobre dicha estructura espacio-temporal se consideran
perturbaciones a la métrica para encontrar la estructura del propagador y del potencial gravita-
cional. Seguidamente se estudia el espectro de las fluctuaciones gravitacionales constituidas por
un modo cero localizado en torno a la brana y un continuo de modos masivos que se propagan
libremente por toda la estructura 5D. Como consecuencia de ello, el potencial gravitacional
esta constituido por un término Newtoniano y unas correcciones asociadas al espectro masivo.
Finalmente, se analizan tres escenarios asociados a la curvatura del espacio 5D, verificando
que solo para el caso donde la curvatura es negativa la contribucion de los modos masivos
del espectro no es significativa frente al término aportado por el modo cero, pudiendo de esta
manera recuperar gravedad Newtoniana sobre la brana.
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Introduccion

Los mundos brana son teorias donde nuestro Universo corresponde a una hipersuperficie
4-dimensional (4D), denominada brana, dentro de un espacio de alta dimensionalidad. En estos
escenarios se encuentra que el espectro de las fluctuaciones gravitacionales estd constituido por
un modo cero localizado en torno a la brana, y en correspondencia con un potencial Newto-
niano; y por una torre de modos masivos libres de propagarse por toda la estructura de alta
dimensionalidad, que generan correcciones al término Newtoniano en el potencial de interaccion
gravitacional [1].

Estos escenarios se pueden construir a partir de dos soluciones 5-dimensionales (5D) a las
ecuaciones de Einstein en el vacio con constante cosmolégical, rigidamente conectadas sobre al-
guna hipersuperficie 4D de la estructura del alta dimensionalidad. Si las soluciones son estaticas,
obligatoriamente deben ser con constante cosmoldgica negativa, ya que de lo contrario no es
factible la localizacién de la gravedad [1]. Por otra parte, si las soluciones son dindmicas, por lo
general la métrica sobre la brana es del tipo Friedman-Robertson-Walker (FRW), y en este caso,
la constante cosmolégica 5D puede ser nula, positiva o negativa; debido a que en cualquiera de
estos casos el modo cero de las fluctuaciones gravitacionales permanece localizado [2, 3, 4, 5].
Una manera alternativa de generar estos escenarios, es a través del sistema acoplado Einstein
campos escalar, donde la brana se obtiene en el limite de pared infinitamente fina de alguna
solucion al acoplamiento del tipo pared de dominio [6, 7, 8].

En este trabajo consideraremos soluciones dinamicas 5D con simetria de reflexion a las
ecuaciones de Einstein con constantes cosmolégica, en correspondencia con una brana con
curvatura positiva y dotada con una métrica del tipo FRW. En particular, estamos interesados
en estudiar la interaccién gravitacional en el sector 4D del modelo en tres casos diferentes,
diferenciados entre si, por el signo de la curvatura 5D.

En el Capitulo 1, hallaremos una solucion dinamica 5D a las ecuaciones de Einstein que
dependera fundamentalmente de dos parametros, uno asociado a la curvatura de la brana, el
cual siempre tomaremos positivo; y otro relacionado con la curvatura de la estructura 5D, que
de acuerdo con los objetivos de este trabajo, asumiremos como nula, positiva o negativa, segtin
sea el caso. Esta solucién se caracteriza por coincidir con la solucién de Goetz [9] en el limite de
curvatura 5D nula, y por poseer un limite estatico similar a la solucién de Randall y Sundrum
(RS-II) [1], cuando los vaciés 5D son negativos.

En el Capitulo 2, determinaremos la ecuacion de movimiento de las fluctuaciones gravita-
cionales asociado a la soluciéon considerada, en el sector transverso y sin traza, siguiendo para

!'Debemos aclarar que cuando las soluciones son con constante cosmoldgica positiva son del tipo de-Sitter
(dS) y cuando poseen constante cosmolégica negativa son Anti de-Sitter (AdS).



ello el procedimiento reportado en [7]|. Posteriormente, fundamentados en que la interaccién
entre dos particulas masivas sobre nuestro Universo es mediada por un potencial estatico, con-
sideraremos la ecuaciéon de las fluctuaciones en un régimen estatico y calcularemos el propagador
y el potencial de interaccion sobre la brana.

En el Capitulo 3, analizaremos el espectro de las fluctuaciones gravitacionales, el cual es-
tara determinado por una ecuacién de Schrodinger, y se caracterizara por un modo cero lo-
calizado alrededor de la brana y un continuo de modos masivos no acotados y separados del
modo cero por una brecha de masa, cuyo valor es proporcional a la constante cosmologica sobre
la brana [5]. Un procedimiento para normalizar el espectro masivo también serd considerado,
el cual consistirda en introducir un par de branas reguladoras, paralelas a la brana fisica, de
forma similar al escenario [10], las cuales induciran la discretizacién del espectro. (Para detalles
sobre éste procedimiento ver [11]). La dependencia del potencial de interaccién con la constante
cosmoldgica 5D se estudiara para los casos donde la curvatura es nula, positiva y negativa; re-
cuperando gravedad 4D unicamente en el iltimo caso, tal y como ocurre en escenarios similares
al propuesto en este trabajo [3, 5].

Finalmente, la ultima parte del trabajo ha sido reservada para las conclusiones generadas
del andlisis de los resultados.



Capitulo 1

Configuracion, y parametros del
Espacio-Tiempo

En este capitulo se presenta la configuraciéon de la geometria del espacio-tiempo. El escenario
es una hipersuperficie en un espacio de alta dimensionalidad, que llamaremos bulk. Los mundos
brana que se proponen cuentan con simetria de reflexién Z5 y con tension sobre la brana positiva.

Sea el espacio-tiempo (R, g), con z como la coordenada adicional y g el tensor métrico del
sistema, el cual dada la simetria es posible reescribirlo como (indices latinos van de 0,--- .4 e
indices griegos de 0, -+, 3)

Gab = O(—2)g—ab + O(2)gtab,  Gab_|2=0 = Gab, |-=0 a,b=0,---,4, (1.1)

con constante cosmologica
A=0O(—2)A_ +O(2)A4, (1.2)

donde O(z), es la funcién Heaviside. Entonces, (1.1) sera solucién a la ecuacion de campo de
Einstein

Gmn + Agmn = Tmnu L —7'57‘725;9“1/5(2)7 w, vV = 07 ©y 37 (13)
si y solo si g, y g_ satisfacen
Gon. +MN_g_py =0 para z <0, (1.4)
Grn, + Ny Gymn =0 para z >0, (1.5)
1
27 (551% - §QMnng) (Oc+ald — Ocg-dla) Fpil==0 = =700, Gy |0, (1.6)

con 7, la tension de la brana, un parametro a determinar. Es interesante destacar que la expre-
sion tensorial del 7,,,, evidencia la alta concentracion de energia localizada en torno a la brana
en z = 0.

Ahora bien, consideremos el siguiente tensor métrico
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a partir de (1.4) (1.5) y (1.6), resulta

(1) () o

. -\ 2
2 R 1 (R 1 )
= 5T =5 +A4 ) =0, 1.9
PR R (R) (352 2 )
si 3 (R) f’2
=55 T =5 +A4 ] =0, 1.10
AR T (R) ( 7t *) —
mientras que la condicién de borde sobre la brana (1.6), se reduce a
/ / ]‘ 2
f+ ‘z:O _f— ‘z:OZ _ng ‘z:0 . (1-11)

donde las primas y punto denotan derivadas con respecto a z y t respectivamente. Por otro

lado, de (1.8), (1.9) y (1.10) se obtiene que

(B ) e or o

Entonces, escogiendo convenientemente S > 0, se encuentra que
R(t) = €. (1.13)

Extendamonos un poco en este punto. Nétese que el tensor métrico del sector 4D de (1.7)
G = —dt,dt, + ezﬁtdxzdxju (1.14)

donde pu,v =0,---,3; 4,5 =1,---,3, y el simbolo " para hacer referencia al sector 4D.
Las componentes no nulas del tensor de Einstein de (1.14) son

étt - 3B27 é11 = _3B2€2Bt7 G22 = é33 - Gll- (115)

De tal manera que
G + 362G, = 0. (1.16)

Entonces, apartir de (1.16), se deduce que el subespacio 4D posee constante cosmoldgica
positiva dada por 33%. (Para detalles de espacios dS, ver Apéndice A.)

Continuando, de (1.11) y (1.12), se obtiene que la tensién de la brana tiene la siguiente
expresion

_ \/g (VBF K, + V67 —A). Az <68 (1.17)



En relacién al factor métrico, de (1.12), se obtiene

, 1
Jx ::Ffi\/ﬁz_éAﬂ:f?ia (1.18)
6/32 Ciewz
=4 — 1.1
J« \/ AL 1+ Loz v (1.19)

con C4 las constantes de integracion respectivas. Exigiendo que fu satisfaga f,(0) = f_(0) =1
y (1.11), con 7 dado por (1.17) resulta

_ o 687 (i As
CL=2 A—j:<1 1 6B2>' (1.20)

1.1. Analisis del factor Métrico

e integrando resulta

A continuacion se presenta en detalle un andlisis de la naturaleza de f., en relacion al signo
que pudiera tomar Ay en (1.2).

1.1.1. Caso AL — 0

En el limite de curvatura 5D nula; es decir para AL — 0, de (1.20), se obtiene que

L 657
AliIEO Tc:t = 1, (121)

f— e Pl (1.22)

asi, (1.19) se reduce a

el cual coincide con el limite de pared delgada de la solucién autogravitante de Goetz calculado
en [6]. Ademés de (1.22), se puede observar que en este caso fi € R.

652 CyeTh=
=/ — 1.23
f:t Ai 1+ i02i€$2627 ( )

con Cy dado por (1.20). De acuerdo con (1.17), la constante cosmolégica del bulk, satisface que

1.1.2. Caso AL >0

Nuevamente

0< Ay <68% (1.24)

de tal manera que, Cy € R, y en consecuencia el factor métrico (1.23) es una funcién real.



1.1.3. Caso AL <0
Reescribiendo Ay = —|AL|, de (1.19), se tiene que

62 CieiFﬁz
= iy / 1.25

. 6P |As]

Claramente C4, es imaginario puro; y en este sentido iC es real. En consecuencia (1.25),
es real y positivo.

Adicionalmente dentro del contexto de este caso, en el limite estdtico, 5 — 0, cuando
Ay = —|A] < 0; el factor métrico (1.19), consistentemente se reduce a

fo (1 \/|A|/6|z|>_1, (1.27)

siendo este, el factor métrico del escenario RS-II [1] en coordenadas conforme.

Por tanto, el espacio tiempo descrito por la métrica (1.7), con R(t) y f+ dado por (1.13)
y (1.19) respectivamente, corresponde a una brana con curvatura positiva y con soporte en la
hipersuperficie 4D en z = 0, dentro de un espacio-tiempo 5D, cuya curvatura pudiese ser nula,
positiva o negativa. Por tltimo, debemos mencionar, que escenarios similares a los descritos
anteriormente son comunes en la literatura y algunos ejemplos de ellos se pueden encontrar en
2, 3, 4, 5].

y de (1.20)




Capitulo 2

Potencial Gravitacional

2.1. La Dinamica de las Perturbaciones Gravitacionales

Siguiendo el procedimiento reportado en [7], se determinard la ecuacién de las perturbaciones
gravitacionales para una solucién arbitraria al sistema acoplado Einstein campo escalar.
El sistema Einstein-campo escalar viene dado por

Gab = Rab - %gabR = Tab> (21)
Toy = VaOVid — gap (%vadéﬁ + V(¢)) ; (2.2)
VaVip — d‘;—gb) =0, (2.3)

donde V' (¢) es el potencial de autointeraccién, y ¢ el campo escalar el cual interpola suavemente
entre los minimos de V' (¢).

Ahora bien, consideremos {gu, ¢}, una solucién exacta a (2.1-2.3). Por otro lado, conside-
remos una familia uniparamétrica {gu(\), ¢(\)} dada por

Jab = Gab + Mhap, O =+ Ap, A1, (2.4)

tal que también sean solucion al sistema anteriormente planteado, donde hy, v ¢ representan
las perturbaciones de la métrica y al el campo escalar, respectivamente. De tal manera que a
primer orden en A se tiene que

d d ~
—~Yab = haba ¢ = p. (25)

d\ dX
Continuando es conveniente expresar a (2.1), para g, en la forma del Ricci cinco dimen-
sional,

1 ~ ~
Rab - §§abR = Tab + )\Jalﬂ (26)
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donde Jup = J,,,0",0"50(2) es la fuente de la perturbacion hy, la cual esta altamente concentrada
sobre el sector 4D. Por otro lado, considerando

R= —%(T + A5 w), (2.7)
en (2.6), resulta
Ray — (T — %gabT) = (Jwd" 0"y — %gabj)a(z)a (2.8)
donde ~ o L ~
Top = VadVpo — Gap (§Vd¢vd¢ + V(¢)) ; (2.9)
y a primer orden en la perturbacion se tiene que
iﬁﬁzc\x:o 2 D — 2 VaVe(g i) + VaV'hey + Ril s + Ry (2.10)
dA 2 2
y
o (T 50T = VO e VeV, (2.11)

para detalles ver [12].
Ahora bien, considerando que el campo escalar depende unicamente de la coordenada adi-
cional, ¢ = ¢(z) y escogiendo el calibre axial

ha: = 0, (2.12)

encontramos que la parte del sector transverso sin traza de h,;, se desacoplan de las perturbacion
del campo escalar permitiendo tomar a esta tltima como ¢ = 0. Luego de (2.8), (2.10) y (2.11)
resulta

1 2 1
§D(5)hac + Rbd(ac)hbd + Rbd(a|d|hc)b - §V(¢)hac = (ijéﬂaé”c - §gac‘])5(z)’ (213)

la cual describe la linealizacién de la gravedad en el sector transverso sin traza.

Ahora bien, para el tensor métrico

Gimn = [2(2)[=dtpdt, + dzpmdz, + €5 61 daida;], (2.14)
(2.13) se reduce a
1 (4) 9 / " 5 1
——[O 0, — =0, — 2— — 2% hge = (Ju0"a0"c — = Gacd)d(2), 2.15
slow e —Lo ol s, s, ), (215)

con OW = —92 — 330, + e~25t9?2.
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2.2. El Propagador 5D Estatico

Fenomenolégicamente nuestro Universo es descrito por una métrica del tipo FRW con con-
stante cosmolégica positiva similar a (1.14); sin embargo, es un hecho que la interaccién gra-
vitacional entre dos particulas masivas esta mediada por un potencial estatico. A continuacion
calcularemos el potencial de interaccién estéatico asumiendo que es valido en el escenario (2.14),
en el régimen ft < 1.

Retomando, (2.15), se tiene

1
—5(B9 + H)hy = Ju6(2), (2.16)

donde

/ "
OW=_924+0> vy H=0*-L0, -2, (2.17)
f f
y adicionalmente se ha considerado que f(0) = 1.

Es importante notar que de acuerdo con el calibre RS, donde h,., = 0 y en consecuencia
h.. = 0, es necesario exigir J = 0 en (2.15) para evitar inconsistencias en la ecuacién de
movimiento.

Proponiendo

B — —2 / &'\ SGCmes (1 — ' 2 — )T (2)5(2): (2.18)
donde
Guvap = Go(z — 2/, 2, z/)P(O)Wag + Z Gz — 12, 2, z')P(m)“,,ag, (2.19)

con PO qwapB Y pm) wap como los tensores de polarizacion correspondientes a un gravitén propa-
gadandose sobre un espacio-tiempo plano, los cuales viene dados por

1 1
P(O)uuaﬁ = 57];10477116 + 57]#57]’/04 — NuwTag, (220)
. 1 1
P( )HVaﬁ - 5”#0/01/6 + §nuﬁnua - nuunaﬁ + O(p), (221)

de esta manera, encontramos que sustituyendo (2.18) en (2.16), resulta

(OW 4+ H) (Go(x —2',2,7) + Z Gu(z— 12, 2, Zl)) = ’ (2:22)

donde se ha hecho uso de 1,5/ = 0y paJ* = 0. Nétese que hu, sera solucién de (2.15),
siempre que la accién del operador (0™ + H), sobre la funcién de Green satisfaga (2.22). Por
otro lado, es necesario expresar a (2.22) en el espacio de momento; luego, transformando por
Fourier resulta

(p* - H) (éo(p, 5 2) + ; Gonlp, 2, z'>> S (2;)2 d (ZJ‘;'), (2.23)
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con G(p, z, 2') como la transformada de fourier de G(z—2', z, 2) y p? la transformada de Fourier
de OW 1 tal que
P’ =—p;+p°. (2.29)

Asi, en el espacio de momento la solucién de (2.23) viene dada por

Colp.2,2) = — (er)2 ¢0(Z)§2*o(z’)’ (2.30)
~ / _ 1 ¢m(z)¢*m(zl)
Gu(p, z,7) = @ pam (2.31)

las cuales se asemejan formalmente a las resportadas en [5], y donde ¢,,, satisface la ecuacién
de autovalores

Ho, (2) = m?gum(2), (2.32)

y la relacién de clausura

(o + 3 () = “—ﬁ) (2.33)

Ahora bien, si ¢,, = f'/?1,,, entonces 1),, satisface

3 12 3 "
(=2 + Vorr)m = Mm%, Vout = 24—+ 317, (2.34)

La ecuacién (2.34), representa una ecuacion autovalores en m? tipo Schrodinger donde cada
m(z), corresponde a las autofunciones o modos gravitacionales.

A continuacién se determinara la expresion que sigue el potencial gravitacional entre dos
particulas de masa m; y ms separadas por una distancia r sobre la brana.

1Sea la transformada de Fourier de una funcién f(z) de rdpido decaimiento

- 1 +oo )
fo) == [ dep@er (2:24)
27 J 0o
entonces, .
02f = —p°f(p). (2.25)
Considere ahora la siguiente transformada integral
é(p,z) = /dw4G(x,z)e“7"‘5p%B, a,=0,---,3. (2.26)
Asi
0.G = — / e [ / 83Ge‘ip°tdt} Bz + / e tpot [ / 8§Geip1””ld3:z:] dt. (2.27)
Por lo tanto, - B
04G = —p*G(p). (2.28)

13



2.3. El Potencial Gravitacional

El potencial gravitacional en el espacio de momentos, viene dado por la siguiente expresion
V(p,22) = / 0t T, (p) G (ps 21 ) Jo™ (), (2.35)

donde J* = mu®u?, con u® la cuadrivelocidad de una particula de masa m. Nétese que para
dos particulas de masa m; y msy sobre la brana existe un J;*? y J,*? respectivamente; luego,
en (2.35) se observa que la interaccién entre estas dos particulas es mediada por el propagador
Gapuv, en correspondencia con la definicién de un potencial gravitacional

Para una particula en reposo sobre la brana se tiene que J* = mdaéo, asi (2.35), se puede
reescribir

V(p) = mMi1Mmes / dt éoooo(p, O, 0) (236)

Con el proposito de encontrar el potencial gravitacional, es necesario obtener la expresion
del potencial en el espacio de coordenadas. Para ello antitransformaremos por Fourier a (2.36).
Debido a que el espacio-tiempo es 5D, es conveniente antitransformar en cada una de las
coordenadas de la geometrla es decur en el tiempo y en el espac10

Considerando que Poooo =1/2y R, 0000 = 2/3, y definiendo F, !, y F. ' ,, como las antitrans-
formadas en el tiempo y en el espacio, se tiene

Vi(r) = m1m2/dt Fo W Fort Goooo(p, 0, 0) (2.37)

1 N
= mymy [§F;_1m, / dt F1,G(p,0,0) + Z ! / dtft‘_lt,Gm(p,0,0)] :

Ahora bien, considerando que

- 1 |4h(0)]?

/ dt FL,GO(p,0,0) = P /2| 0;2” : (2.38)
1 A(m L [¢n(0)

/dt FLGM™(p,0,0) = TRE L2J£731|2' (2.39)

donde p* = pi + p3 + p3.
Por tanto, reescribiendo a (2.37), resulta

_mamg 1 |%o(0)? ~1 [m(0)
V() = Gy [25_90, 7 3;}; Yol | (2.40)

14



Ahora consideremos el siguiente término para m arbitrario

[¢m (0)]*

f_
p2 + m2

(27 )32 P2 fm2
1 400 ‘p‘2
3/2/ d|p|272
(27T) —o0 |p| +m

1 +o0 ez’|p\r o e—i\p|r
[l
V2mir J-oo lp|”+m

Finalmente, sustituyendo (2.41) en (2.40) se obtiene

V() = =2 [wo

Z |4 (0) e ‘W] :

T 2m
/ df sin Ge_ip“"cose/ do
0 0

(2.41)

(2.42)

La ecuacién (2.42), representa la estructura del potencial gravitacional entre dos particulas
masivas, situadas sobre la brana y separadas por una distancia r. Ademas, cuenta con un modo
cero y unas correcciones correspondientes al sector masivo de las autofunciones.
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Capitulo 3

Gravitacion Newtoniana

Con el fin de obtener el espectro de las fluctuaciones gravitacionales de los escenarios anali-
zados en el Capitulo 1, descritos por la métrica (1.7, 1.19, 1.13), consideremos el problema de
autovalores (2.34) tal que

1 9
Vaur = Vou-0(=2) = 57(2) + Vou+0(2) + 152 (3.1)
donde A A
Vous = —158%(1 + —5e™7) 72 ™27, (3.2)
CZ Cz

Asi, el espectro de las fluctuaciones gravitacionales viene dado por un modo cero localizado
en torno a la brana,

Yo(2) = No[f-*26(=2) + f.¥26(2))], (3-3)

donde Nj es una constante de normalizacién, y por una torre continua de modos masivos, m? #
0, que se propagan libremente por toda la estructura 5D, y que convenientemente escribimos
de la siguiente manera

Yi(2) = Ny [AL (€™ Fy + e F) +i(e"™ Fo—e ™ F7)], 2> 0, (3.4)
Y (2) = Ny [A_(e7™* F_ 4" F*) (e F_ — e F¥)], 2<0, (3.5)
con 5 3 . 4
_ (2 +282\—1 _ 2 2
Fyr= oFi[-,—=,1— = (14 — = —952/4 3.6
+ 2 1:|:[27 27 ﬁu( _'_Cie ) ]7 H m 5/ ) ( )

donde F} es la funcién hipergeométrica, NV, y A+, las constantes de normalizacion e integracion
respectivamente. Para detalles de (3.4) y (3.5) ver Apéndice B.
De (3.1) y (3.2), se puede verificar que

7 o 9 2.
im Vou(2) = 6% (3.7)

de tal manera que el modo cero localizado se encuentra separado del continuo de modos masivos
por una brecha de masa igual a 94%/4, lo cual es una caracteristica genérica de los escenarios
con expansion dS.
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Por otro lado, de la integracion de (2.34, 3.1), se obtienen las siguientes condiciones de borde
sobre la brana para los modos masivos

¥-(0) = ¥4 (0), (3.8)
/ ) 1
(W = ¥})emo = 57(0) = 0. (3.9)
Adicionalmente, los modos masivos cumplen con la siguiente condicion de normalizacién
/ dz Y (2)05(2) = 6(m —m'). (3.10)

Nétese que (3.10) diverge para todo m = m/, lo cual es un problema tipico dentro de éste
contexto, y que se puede resolver introduciendo un par de branas reguladoras ubicadas en 4z,
[10, 11]. A continuacién consideraremos con cierto detalle el método de las branas reguladoras
para normalizar el espectro masivo (3.4, 3.5).

3.1. Discretizacion del Espectro: Las Branas Regulado-
ras

Para discretizar el continuo de modos masivos se introducen un par de branas reguladoras
ubicadas en 4z, con tensiones negativas. Ahora bien, en vista de la simetria Z5 del sistema
ocurre que Uy, (—z,) = ¥,(2,) ¥y en consecuencia solo es necesario considerar una brana regu-
ladora, aquella ubicada en z, - ver Fig (3.1)

z=0 2y

,/ -
, ,
’ ’
1 1
, ,
, ,
P ,
’ .
, .
.
.

I N

Figura 3.1: Brana fisica en z = 0 y brana reguladora en z,

Dentro del marco del proceso de regularizacion, consideremos el factor métrico
f(2)=fO(=z.—2)+ [ O(z+ 2)0(—2) + [+O(z. — 2)O(2) + f[LO(z — z—7), (3.11)
donde

f>(2) = f_(Z - 227’) - f>(zr) = f—(_zr)a (312)
f<(z) = fi(z+22) = fo(=2) = f+(2). (3.13)
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Sustituyendo (3.11) en (3.1) resulta:

Vaur = VeO(-2 — 2) + V-O(: 4 2)0(~2) + V0[5 — 2)0(z) + V.0(z - 2)
3= [ A
7 7 i(z) + 7

Adicionalmente, como consecuencia de la brana reguladora, se obtiene la siguiente condicién
de borde en z, para los modos masivos (3.4, 3.5).

_l_

Mz + 2z) +

0z —2) + %ﬁQ (3.14)

20" (—24,) + gT@D(—ZiT) =0, (3.15)

donde se ha hecho uso de la simetria Z5 del sistema.
De la ecuacion (3.15), cuando z, — oo, se deduce que

3AB —2u
2Au + 34’

donde se ha tenido en cuenta el comportamiento de las funciones hipergeométricas cuando
su argumento tiende a uno. Ademds es importante destacar, que (3.16), representa de forma
general, la condicion de cuantizacion del espectro masivo de las ondas gravitacionales; de hecho
para z, — 00, es posible verificar que el espectro masivo se cuantiza en unidades de 7/z,.

La transicién de la suma sobre los m a una integral en (2.42), cuando z. — oo, viene dada
por

tan(pz,) = con AL =A_=A, (3.16)

2 2 Zr 2 Zr
= —A,, — — dm. 3.17
>t m) = 4 m) [ am (317)
Por otro lado, la ecuacién (3.10) se puede reescribir como

1=
lim — / 0z Y, "o, = lim 2. (3.18)

Zr—00 2, o Zr—00 2,

La densidad de estados normalizada a través de (3.18) es empleada para evaluar el potencial
gravitacional (2.42)

mims

Vi(r)

4rr

2 4 I 2 —mr~r
[|¢o(0)| +§/35/2 Um0 e —dm|. (3.19)

Nétese que en (3.19), se tiene presente la brecha de energia dada por 33/2, la cual evidencia
el valor a partir del cual los modos masivos fluctian libremente por la estructura 5D. Dicha
brecha es posible observarla via la expresién del Vi, dado por (3.2).

3.2. Analisis de la Gravedad Newtoniana

Debido a que la estructura funcional de los modos masivos (3.4, 3.5) es poco trivial, es
necesario determinar que sector de ellos contribuye de forma efectiva a la integral

/3 » 10 (0)[Pe™™ dm. (3.20)
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Dado que 3(3/2 es la escala mas pequena de energia que m puede alcanzar, para cualquiera
de los escenarios discutidos aqui, consideraremos que m > 3/3/2. Por otro lado, debido a que
los modos pesados son exponencialmente atenuados es necesario tomar en cuenta que m << m..,
donde m, es una escala de energia determinada.

En lo que sigue, debido a la simetria Zs,

Ay =A_=A; (3.21)
asi pues,

» para A — 0, no existe un m,. Por lo tanto, m > 33/2;

= para A > 0 existen dos escalas, 35/2 y \/A/6; sin embargo, de acuerdo con (1.17), estas
son del orden. Entonces, en este caso tampoco existe un m., y por lo tanto, consideraremos
m > 30/2;

= para A < 0, al igual que en el caso anterior, podemos identificar dos escalas de energia,
38/2y +/|A|/6, tal que la segunda estd directamente relacionada con m,; en consecuencia,

en este caso 34/2 < m < /|A|/6.

A continuacién, analizaremos el potencial gravitacional (2.42) sobre la brana dS para los
diferentes escenarios mencionados arriba, considerando que sobre el sector 4D, la métrica (1.7),
es del tipo FRW con 7! como el radio del Universo. (Para detalles sobre las aproximaciones

tomadas en las funciones hipergeométricas ver Apéndice C; y para el cdlculo de la norma ver
Apéndice D).

3.2.1. Escenario A — 0

La constante de integracién del sistema dada por

2m
A=—; 3.22
3/6 ) ( )
mientras que las constantes de normalizaciéon de los modos del espectro son
35 1
NE=", N2 = ; 3.23
0 2 ? m 4Zr ) ( )
tal que, el modo cero y los modos masivos en z = 0, vienen como
30 1
[Lo(0)* = 5 [em(O) = — (3.24)
Sustituyendo (3.24) en el potencial gravitacional dado por (2.42), resulta
35 m1Mme 8 1
vir) = £ 1+ —— 4| 3.25
(r) 8t 1 [ +97rﬁr+ ]7 (3.25)

y en vista de que fr < 1, no es posible despreciar 1/fr frente al uno y de esta manera se hace
significativa la contribucién de los modos masivos frente al término Newtoniano, obteniéndose
asi gravedad 5D sobre la brana.
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3.2.2. Escenario A >0

Analicemos el escenario con vacios dS, dentro del rango factible 1 > A/3? > 0, esto tltimo
en correspondecia con la tesion (1.17).
La constante de integracion del sistema y la norma de los modos masivos para este caso
vienen dados por
A~ S_m 2 1 .
153’ ™4z,

mientras que la constante de normalizacion del modo cero queda determinada de la siguiente

(3.26)

manera
2 2 2 2 2
Ng ~f3 \/6B (ﬁ)arctan<\/65 \/%—1> \/%—1 ] (3.27)
tal que

2p<N2<lp (3.28)

T 0 =9 ’

Entonces, el espectro de fluctuaciones en z = 0, queda determinado por
1

[Yo(O)F ~ NZ, [9m(O)f ~ (329)

Ahora bien, sustituyendo nuevamente en (2.42) se tiene que

mimsy . o 4
V = Ny |1+ —
(r) el R NZr

+- (3.30)

En este caso NZr < 1, en consecuencia 1/NZr no es despreciable frente al término Newto-
niano, obteniéndo de esta forma gravedad 5D sobre la brana.

3.2.3. Escenario A <0
Para este escenario, donde 35/2 < m < /|A|/6, se tiene que

Al 1
A~1 NG ~ A N2~ —. 31
) 0 6 ) m SZT (3 3 )
Asi pues, el espectro de las fluctuaciones sobre la brana viene dado por
A 3 B
02~/ =L [t (0)]2 ~ o . 3.32
YO ~ /1L 16 0) m( |A|/6> (332)

Sustituyendo (3.32) en (2.42), resulta

4 [6
2752\ [A|

myms m

1
4rr 6 +

Vi) = :

{(2 _38r) — iy 10g(3/2)H (3.33)
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donde ~ es la constante Euler-Gamma.

Analizando la expresion (3.33), encontramos que el término proporcional a fr es despreciable
frente a cualquier cantidad finita, ya que Sr < 1. Por lo tanto, en este escenario es posible
recuperar gravedad Newtoniana sobre la brana en el intervalo

6 2
o <Lr < §ﬁ—1. (3.34)
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Conclusiones

En este trabajo se consideraron soluciones dindmicas a las ecuaciones de campo de Einstein
en el vacio con simetria de reflexion, que estan en correspondencia con un espacio-tiempo 5D con
constante cosmoldgica nula, positiva o negativa; dividido en dos subespacios por una brana con
curvatura positiva asociada a una alta densidad de energia con soporte sobre la hipersuperficie
z = 0. En particular, el escenario correspondiente a curvatura 5D nula, coincide con el limite
de pared delgada de la solucién de Goetz [9], determinado en [6]. Adicionalmente, en el limite
estatico y curvatura 5D negativa, la familia de soluciones se reduce al escenario RS-II [1].

Con el fin de hallar la ecuacién de movimiento de las fluctuaciones gravitacionales en el sector
transverso y sin traza, se considero el procedimiento reportado en [7]. Luego, restringiendo
el sistema a un regimen estatico, determinamos el propagador y el potencial de interaccion
entre dos particulas masivas separadas una distancia r sobre la brana. Encontramos que el
propagador y el potencial dependen esencialmente de dos términos, uno asociado al modo
cero de las fluctuaciones gravitacionales; y otro que depende del sector masivo del espectro
gravitacional. Ocurre que las fluctuaciones gravitacionales siguen una ecuacién de Schrodinger,
con un potencial mecdnico cudntico tipo delta, que asintéticamente tiende a 94%/4; tal que el
espectro de auto-funciones se caracteriza por un modo cero localizado alrededor de la brana, y
por una torres de modos masivos libres de moverse por toda la estructura 5D, y separados del
modo acotado por la brecha que exhibe el potencial mecanico cuantico.

Con el proposito de normalizar el espectro masivo, se introdujo un par de branas reguladores
siguiendo el procedimiento discutido en [11]. De las condiciones de integrabilidad asocidas al
problema de autovalores inicial fueron determinadas las constantes de integracién de las auto-
funciones; luego, al introducir las branas reguladoras en £z,, se gener6 una condicion adicional,
la cual indujé la discretizaciéon de la masa del espectro en unidades de 7/z.. El conjunto de
autofunciones del problema inicial se recuper6 en el limite z, — oo.

Finalmente, estudiamos el potencial gravitacional sobre tres escenarios, el primero asociado
a una curvatura 5D nula; mientras que el segundo y el tercero, relacionados con una curvatura
5D positiva y negativa, respectivamente. En los tres caso, siempre se asumié una curvatura
positiva sobre la brana. En los dos primeros escenario, sélo se pudo identificar una escala de
energia, aquella relacionada con el parametro 3; de manera que la tnica opcién para estudiar
el potencial estaba relacionada con el intervalo m > 33/2 o equivalentemente r < 2371/3.
Ahora bien, justamente en ésta region las correcciones resultarén significativas y el potencial
tomo la forma 5D. El utimo caso resulté mas favorable, ya que en ese escenario se identificaron
claramente dos escalas; tal que, 34/2 < m < +/|A]/6 6 \/|A]/6 < r < 237'/3, donde las

correcciones efectivamente fueron despreciable frente al término Newtoniano. Por lo tanto, sobre
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una brana dS soélo es posible recuperar gravedad Newtoniana si los vacios de la estructura 5D
son estrictamente AdS.
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Apéndice A

Geometria del Espacio-Tiempo: Los
Espacios de-Sitter

En Relatividad General el espacio-tiempo de-Sitter, es una solucién maximamente simétri-
ca de las ecuaciones de campo de Einstein, con constante cosmolégica A positiva, la cual
fenomenolégicamente constituye un universo en expansion.

El objetivo de lo que a continuacion se analizara, es exponer la geometria que exhiben los
espacios-tiempos modelados por una métrica de-Sitter.

Para ello, consideremos un espacio R"*!, con la siguiente métrica

ds® = —dtt + Z dx?, (A.1)
i=1
donde ty y cada z;, satisfacen la ecuacion
—t2 + Z x? = a’. (A.2)
i=1

con «, como una constante positiva.

Luego se define al espacio de-Sitter, como aquel descrito geométricamente por el hiperboloide
de una hoja, el cual tiene por ecuacién a (A.2).

Por otro lado, la curvatura, es una carateristica propia de la geometria de cada espacio, por
ello para la métrica maximamente simétrica dada por (A.1), el tensor de curvatura de Riemann

es dado por
1

Rpo/w - ?(gpugou - gpugau)~ (AS)

y el tensor de Ricci resulta
(n—1)
Ry = ~—5"gu- (A.4)
o)
Ahora bien, en los espacios maximamente simétricos [13], como el propuesto, el escalar de
curvatura se encuentra relacionado con la constante cosmolédgica del escenario. Veamos

n(n —1)

R= , (A.5)
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y la constante cosmologica viene dada por

p=pzbln=2) (A.6)
202
Asi, de (A.5) y (A.6), se tiene )
R = o= 2>A, (A7)

tal que para n = 4, se obtiene que A = 3/a?, resultado similar al reportado en la ecuacién
(1.16).

A continuacién se muestra que bajo cierto cambio de coordenadas, que satisface a (A.2), la
métrica (A.1) se reduce a la propuesta en el Capitulo 1, dada por (1.14).

Consideremos los siguientes cambios de coordenadas

7,261&/0:

to = asinh(t/a) + o 1= acosh(t/a) —
o

7,261‘//0:

20 i :et/ayia (A.8)

donde
r? = Zy? (A.9)

De esta manera considerando (A.8), y tras diferenciar y simplificar adecuadamente a nivel
de (A.1), resulta

ds? = —dt* + e**dy?, (A.10)

donde .
dy? = dy?. (A.11)

=2

Lo anterior demuestra que el sector 4D, de la métrica (1.7), estd representado geométrica-
mente por un espacio de-Sitter.

El anterior andlisis corresponde a un caso particular de un resultado ampliamente conocido
en Relatividad General, el cual asevera que es posible establecer una correspondencia entre la
constante cosmoldgica y la geometria del espacio-tiempo [13]. Por ejemplo, como en el caso
discutido anteriormente, un espacio con constante cosmoldgica positiva estd asociado a un
hiperboloide de una hoja denominado de-Sitter. Por otra parte, en aquellos escenarios con
curvatura nula o negativa, la geometria corresponde, en el primer caso, a un espacio plano o
Minkowskiano; y en el segundo caso, a un hiperboloide de dos hojas o también llamado Anti
de-Sitter.
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Apéndice B

La Ecuacion Diferencial
Hipergeométrica

En este apéndice se demuestra que la ecuacion de Schrodinger bajo un cierto cambio de
variable a nivel de la funcién de onda (3.4), se reduce a una ecuacién diferencial hipergeométrica.

Para determinar la expresion que tiene los modos masivos para z > 0 (anédlogo para z < 0),
se considera el siguiente cambio:

] 52
W(z) = (ZCQ + ewz) e (2), con p=m?— 252, (B.1)

sustituyendo en (2.34), resulta:

o

, 4 - 4 'y ,
iz+-m3<1+-zﬁew{> ]ez-—m3<1+-zﬁeﬂ”) Zﬁemﬁ(izuk+5ﬁyx::o.(32)

Ahora bien, consideremos
4 z
5 = —E€2B s (BS)
como la variable de integracién resultando que

1-oee+ |(155) - (ox5) ¢ vo -3 (Frib)vo -0 @y

y comparando con la expresion que sigue la ecuacion diferencial hipergeométrica, se tiene que
la ecuacion de schrodinger es posible reescribirla como

(1 =EW"(&) + [c — (a+ b+ DEW'(§) — abW (§) = 0; (B.5)
con a, b, ¢ como los parametros Pochhammer de la ecuacion Hipergeométrica
) 5 i 1

=2, b=—+-— c=14-—.
a 2, B 6, C 5
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Por otro lado, existe una variedad de soluciones a (B.5), pero dada la complejidad de dicha
ecuacion es necesario escoger convenientemente [14]

X(€)=01-8 " 2Rla,c—ba—b+ 1167 (B.6)
Asi, la funcion de onda 1, viene como
Uip(2) = Ay (€™ oFry + 7 oFTL) + i(eM g Fyy — e 2F7), (B.7)

con oFy ¢ como en (3.4), y donde el primer término es la parte real y el segundo la parte
imaginaria de 1, (z). De manera similar para 1_(z) se obtiene

w_(Z) = A_(€_mz 2F1_ + eiuz 2F1*_) + i(€_iuz 2F1_ — ei”z 2F* _). (B8)
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Apéndice C

Las Funciones Hipergeométricas y sus
Aproximaciones

Es necesario considerar a ,,(z), en z = 0, y para ello se requiere un comportamiento

aproximado de las funciones hipergeométricas.
- 2
Fy= oFiy §,—§;1— o i ;

2" 2 BCE+4
En lo que sigue analizaremos, el procedimiento para encontrar una estimacion proxima al
comportamiento real de las funciones hipergeométricas. Para ello consideremos las siguientes
definiciones

u=/m?— 93%/4. (C.1)

AJ6

m
r=—, y=-Y—"_. C.2
5 5 (C.2)
C.1. Escenario A > 0
Para el caso dS, estudiado en el Capitulo 3, se tiene que
r>1, y~1, (C.3)
de esta manera bajo las anteriores consideraciones, la funcion hipergeométrica resulta
5 3 1
Fl~ oF |=, —=, —ix, = A4
2 1|i27 27 'L.flf,2:|, (C )
donde o
1
e~ (C.5)
cCi+4 2
Desarrollando en serie y siguiendo (C.3), se obtiene que
151
Fl~1—i—— C.6
g (C.6)
Y d 71
F2= " F1(2)|og~ 1 —is=. C.7
CF1(E)mg 1 it ()
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F1(6), F2(£)

250 300 350 400 450 500

~2000 -
—4000 |
~6000 |

~8000 |

~10000 "

Figura C.1: F1(azul) y su aproximacién (naranja), con { = y/x

C.2. Escenario A < 0

Consideremos la siguiente funcién hipergeométrica, tipica del escenario AdS, analizado en
el Capitulo 3; en este caso

e>1, y>1, %>>1. (C.8)
En consecuencia -
. Yy
Fl~ oF |=, —, —ix, —= .
2471 [2a 2a 1T, 2:| ) (C 9)
donde se ha considerado

Ci Y (C.10)

Ci+4 2 '

Nuevamente desarrollando en serie a segundo orden se tiene que

F1~—2(1\/%i) (%>3+ %(2(1/?)_(i%)é)+\/§<%+l\;—:g>’ ©.11)

la cual, de acuerdo a (C.8), se puede truncar, resultando

2(1—1 3 2(1 41

P~ 2020 (g) +< ( H)) Y (C.12)
NZS x NLG x

Por otro lado, bajo un razonamiento andlogo se tiene que la derivada de F'1, resulta apro-

ximada como sigue
d 8(1+1) [y
F2=—F1(2)],m0 ~ ———==1/ =. C.13
Do~ D f (©13)




En la Fig (C.1), se observa el comportamiento entre la funcién hipergeométrica (3.6) y su
funcién aproximacién (C.12).
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Apéndice D
Las Normas de los Modos Masivos

A continuacion se abordan los detalles técnicos relacionados con el calculo de la constante de
normalizacion de los modos masivos del espectro de autofunciones, de los escenarios estudiados
en el Capitulo 3.

Tomando en cuenta el comportamiento asintético de la funcién de onda; es decir, para z
muy grande, donde el argumento de la funcién hipergéometrica tiende a cero; y en consecuencia,
ésta se aproxima a la unidad, resulta

i (2) = 2N, A(cos(pz) — sin(pz)). (D.1)
Entonces, en vista de que ¢, . € R, se tiene que
P2 (2) = 4(A%cos(puz)? — 2A cos(pz) sin(puz) + sin(p2)?). (D.2)

Por otro lado, dada la ortogonalidad de las funciones sin(uz) y cos(uz), y haciendo uso de
(3.18), resulta

N2 (7 2 N
. 4(A%cos(pz)” +sin(pz)”) = —, (D.3)
r Jo

Zr

2

donde hemos considerado la simetria Z5 del sistema.
Integrando se obtiene que

2Nm2 [2(1 + A%z + (A% — 1) sin(2uz,) _ i. (D)
2 1 2y
De esta manera, considerando a z, — 00, se tiene
1
2 (D.5)

Nt = ——
m T 41+ A2z,

Dicha expresion, representa la forma general de la norma de los modos masivos del espectro
de autofunciones.

En lo que sigue, se calculard el valor de dicha norma para los diferentes escenarios conside-
rados aqui.
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D.1. Escenario A — 0

Para este caso A viene dado por (3.22), luego haciendo uso de (D.5), la constante de nor-
malizacién para el espectro masivo es

(D.6)

donde se ha hecho uso de que m/5 > 1.

D.2. Escenario A > 0

En este caso A viene dado por (3.26), y nuevamente haciendo uso de (D.5) resulta que

1
N2 ~ —.
™ 4z,

(D.7)

Se puede observar que tanto para el escenario con constante cosmoldgica nula, como para
el escenario dS, las normas son similares, esto como consecuencia de que para ambos casos
m > S.

D.3. Escenario A <0

Siguiendo un procedimiento similar a los expuestos anteriormente, con A dado por (3.31);
la constante de normalizacién resulta
N2 L

m ~ °
82,

(D.8)
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