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“SOBRE UNA NUEVA BUSQUEDA LINEAL TIPO ARMIJO Y
SU RELACION CON EL METODO DE REGION DE
CONFIANZA”

RESUMEN

El proposito central de este trabajo es relacionar los Método busqueda lineal
con el Método de Region de Confianza, los cuales son dos importantes clases de
técnicas para resolver problemas de optimizacion inrrestrictas y tienen sus ventajas
respectivamente. En este trabajo se utiliza la Regla de Armijo la cual es un Método
de busqueda lineal inexacto, y se propone una Nueva Busqueda Lineal de problemas
de optimizacion sin restricciones. Convergencia global y la velocidad de convergencia
del nuevo método se analizan en leves condiciones. Ademaés, la nueva estrategia tipo
Armijo de busqueda lineal se muestra como equivalente a una aproximaciéon de un
método de region de confianza, entonces tiene tanto ventajas de la estrategia de

bisqueda en linea y la estrategia de regiéon de confianza.
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Introduccién

Al resolver problemas de optimizacion irrestricta nos vemos en la necesidad de
estudiar principalmente dos tipos de metodologias que generan sucesiones, las cuales
se esperan de alguna forma converger a un minimizador de la funcién objetivo. Por
una parte tenemos los métodos basados en busquedas lineales, en los cuales, una
vez obtenida una direccién de avance, realizamos una busqueda lineal en esa direc-
cion; tales buisquedas pueden ser exactas o inexactas. Entre estas ultimas tenemos
las busquedas de Armijo, Wolfe y Goldstein. Por otra parte los métodos de region
de confianza constituyen otra metodologia para el mismo fin; en este ultimo caso
primero se preocupa uno del tamano del paso y luego de la direccién resultante por
medio de una aproximacion cuadratica local de la funcién objetivo en cada iteracion.
En el presente trabajo realizaremos un estudio general de las biisquedas lineales y el
método de region de confianza, pero nos detendremos en el analisis de una particu-
lar busqueda tipo Armijo propuesta recientemente que relaciona el iterado obtenido
mediante esta nueva busqueda con la solucion aproximada del subproblema corres-

pondiente al método de region de confianza.
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Capitulo

PRELIMINARES

En este capitulo se presentan los fundamentos de la optimizacion sin restricciones.
En la optimizaciéon sin restricciones, se minimiza una funcién objetivo que de-
pende de variables reales, sin restriccion alguna en los valores de estas variables.

Consideremos el problema de minimizacion sin restriccion.
minf(x), xeR". (1.1)

Donde R™ denota un espacio Euclideano n-dimensional y f : R — R es una funcién
continuamente diferenciable. Para la minimizacion de dicha funcién se procede por
medio de varios métodos, entre los cuales nos enfocaremos en el Método de Busqueda

Lineal y el Método de Region de Confianza.

Definicion 1.0.1. Un punto x* ¢ §2 se dice que es un punto minimo relativo o punto
minimo local de f sobre 2 si existe un € > 0 tal que f(2*) < f(z) para todo xe €,
dentro de una distancia € de 2* (Esto es, x e Q y |z —2*| < ¢). Si f(z*) < f(z) para
todoxe Qy |z —x*| < e, x # ¥, entonces z* es llamado punto minimo local estricto
de f sobre (2

Definicion 1.0.2. Un punto z* ¢ ) se dice punto minimo global de f sobre €2, si
f(z*) < f(x) para todo x € Q. Si f(2*) < f(x) para todo x €  y x # z*, entonces

x* es un punto minimo global estricto de f sobre €2

Definicion 1.0.3. (Funcion Continua)

Sea f: X C R" — R es continua si:

Ve > 0,36 > 0;aeX, |z —al| <6 = ||f(z) — fla)] < e (1.2)
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Donde |- || es la norma euclideana.

Definicion 1.0.4. (Funcion Uniformemente Continua)
Una funcion f: R" — R, n > 1 es uniformemente continua en un intervalo A C R"
si para todo € > 0 existe algin 6 > 0 tal que para todo x,ycA se cumple que si

[z =yl <9, entonces [|f(z) = f(y)l| <e

Teorema 1.0.5. (Teorema del Valor Medio, de Lagrange)
Sea A un abierto en R”, sea f : A — R diferenciable sobre A. Si A contiene el

segmento de linea con extremos a y a + h, entonces existe un punto ¢ = a + 6h, con
60, 1], tal que:
fla+h)— f(a) = gla+ 6h)h (1.3)

La prueba se encuentra en cualquier libro de analisis ver

Teorema 1.0.6. (Teorema Fundamental del Céalculo) Sea A un abierto en R", sea

f:A— R.Sifes continua sobre A, entonces

/ V= i) - fla) (1.4)
Prueba ver

Definicion 1.0.7. (Lipschitz continua)
Una funciéon f : R™ — R, se dice que es Lipschitz continua o simplemente Lipschit-

ziana, si existe una constante M > 0, tal que:

1 () = FW)I < Mllz =y, vz, yeR"™. (1.5)

Donde M es llamada la contaste Lipschitz de la funcion.

[gualmente es Lipschitz continua en un conjunto X C R" si existe una constante

M > 0, tal que:
1f (@) = f)l < M|z —yl],Vo,ye X. (1.6)

Si M es la constante Lipschitz de f, entonces |V f(x)|| < M toda vez que el gradiente
de la funcién exista. Contrariamente, si f : I C R® — R es una funcioén diferenciable
con derivada acotada, ||V f(z)|| < L para toda x en I, entonces f es Lipschitz continua

con constante Lipschitz K = L, una consecuencia del teorema del valor medio.
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Proposicion 1.1 Sea f : X C R™ — R Lipschitziana, entonces es continuamente
uniforme
Demostracion.
Sea f Lipschitziana, luego existe un ¢ > 0, tal que || f(z) — f(y)|| < c||lx —y]|, Vz, ye X.

Asi para cualquier € > 0, basta tomar 6 = ¢/c. Por Lipschitziana tenemos que

le =yl <o = |f(z) - fy)ll <e

Entonces f es continuamente uniforme

Definicion 1.0.8. (Funcion Convexa)
El término ¢onvexo'"se puede aplicar tanto a conjuntos como funciones. Un conjunto
S ¢ R™ es convexo si el segmento de recta que une dos puntos cualesquiera de S se
encuentra totalmente dentro de S. Formalmente, para dos puntos cualesquiera x,y
S, tenemos que

azr + (1 — a)yeS,Vael0,1]. (1.7)

La funcion f es una funciéon convexa si su dominio S es un conjunto convexo y si para

cualquier par de puntos x,y € S, se satisface la siguiente propiedad:
flaz + (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y), Vae[0,1]. (1.8)

Ejemplos de funciones convexas incluyen la funcion lineal f(z) = c¢'x + v, para
cualquier vector constante ¢ ¢ R™ y escalar v, y la funcién cuadratica convexa f(z) =
xHzx, donde H es una matriz simétrica semidefinida positiva.

Decimos que f es estrictamente convexa si la desigualdad (1.8) es estricta siempre
que x # y y « esta en el intervalo abierto (0, 1). Una funcion f se dice que es concava
si f es convexa.

Si la funcién objetivo es convexa en todo su dominio, entonces cualquier solucion

local del problema es, de hecho, una solucién global.

Definicion 1.0.9. (Funcion Pseudoconvexa)
Sea f : S — R una funcién diferenciable sobre S, f es pseudoconvexa si para cada

x1, Ty €S se cumple que,
Sif(zy) < f(x1), entonceV f(z1)" (29 — 21) < 0 (1.9)
o de manera equivalente,

SiV f(z1)" (wy — 21) = 0, entoncef(zy) > f(z1) (1.10)
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Y tenemos como consecuencia que,
SiV f(T) = 0, entonces T es un minimo global. (1.11)

Ya que si Vf(Z) = 0, entonces Vf(Z)T (z2 — T) = 0,Vz0eS se cumple f(zy) >
f(@) Ve S
Definicion 1.0.10. (Conjunto de Nivel)
Sea H un conjunto y f : H — R. El conjunto de nivel C} para la funcion f es el
subconjunto de puntos x en H para los cuales f(x) = k.
En Simbolo:
Cr ={xeH : f(x) =k} (1.12)

» Si H=IR?, los conjuntos de nivel son en general curvas y se las llama curvas de

nivel.

» Si H=R3, los conjuntos de nivel suelen ser superficies y se les llama, superficies

de nivel.

Cuando H = R?, f(z) = z con zeH, la grifica de dicha funcién corresponde
al conjunto gr(f) = {(x1,z9, f(x1,22)) : (x1,22)eH}. Al ubicar los puntos en el
espacio R3, obtenemos una superficie en dicho espacio. Las curvas de nivel se obtienen
cortando la superficie con planos horizontales situados a distintas alturas. Si cortamos
la grafica con varios planos horizontales obtenemos una serie de curvas situadas sobre

la grafica:

e

FIGURA 1.1: GRAFICA DE LA FUNCION CON CORTE DE PLANOS

Y si ahora proyectamos esas curvas sobre el plano xy (lo cual equivale a mirar la
grafica, desde arriba, a vista de pajaro) vemos una familia de curvas planas, que son

el conjunto de las curvas de nivel de esta grafica:



SOBRE UNA NUEVA BUSQUEDA LINEAL TIPO ARMIJO Y SU RELACION CON EL
METODO DE REGION DE CONFIANZA 5

—_—>

FIGURA 1.2: CONJUNTO DE NIVEL

Conjuntos de nivel y gradientes
Si el conjunto H coincide con R” y el campo escalar es de clase C' entonces los
vectores gradiente del campo escalar son ortogonales a los conjuntos de nivel en el
siguiente sentido: Sea C} un conjunto de nivel y ¢ : I € R — C' : k una curva
diferenciable. Los vectores gradiente del campo f sobre la curva, son ortogonales a
los vectores velocidad de la curva. En efecto, para todo t en I, f(c(t)) = k. Derivan-
do respecto de t se obtiene (usando la derivada de una composicion de funciones),
Vf(e(t)d(t) =0

En particular, las curvas integrales asociadas al campo vectorial generado por el

gradiente de f son .°rtogonales.? los conjuntos de nivel asociadas a dicha funcién.

Teorema 1.0.11. (Teorema de Taylor)
Supongamos que f.R™ — R continuamente diferenciable y p ¢ R", entonces tenemos
que:

flx+d) = f(z)+ Vf(xr+td)'d (1.13)

Para algin t € (0,1). Ademas, si f es dos veces continuamente diferenciable, tenemos:
1

Vf(z+d)=Vf(x) +/ V2 f(z + td)ddt (1.14)
0

y que,
1
flx+d) = f(x)+d"Vf(x)+ §dTV2f(a: + td)d (1.15)
Para algin t € (0, 1).
Condicién necesaria para optimalidad es la derivada para asumir que z* es un

minimo local y entonces probar los hechos sobre V f(z*) y V2 f(z*)

Teorema 1.0.12. (Condicion necesaria de primer orden)
Si z* es un minimo local de f y f es continuamente diferenciable en un vecindad

abierta de x*, entonces V f(z*) = 0 y V2f(z*)es semidefinida positiva.
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Teorema 1.0.13. (Condicién necesaria de segundo orden)
Si z* es un minimo local de f y f es dos veces continuamente diferenciable en un

vecindad abierta de x*, entonces V f(z*) = 0.

Teorema 1.0.14. (Condicién suficiente de segundo orden)
Supongamos que V2 f(z*) es continua en una vecindad abierta de z* y que V f(z*) =

0y V2f(z*)es definida positiva, entonces z* es un minimo local estricto de f.

§1.0.1. Direccion de Descenso

Para deducir las propiedades de la direccién de descenso, hacemos llamativo al
teorema de Taylor (1.0.11) , que nos dice que para cualquier direccién d y tamano

de paso «, tenemos que:
1
flzp +ad) = f(zg) + ad" V f(zy) + 5oﬂdTvzf(:ck + td)d (1.16)

Para algun t ¢ (0, ).

Por conveniencia denotaremos V f(zy) por V fi o en otros casos por g, f(xx) por
fr, V2f(zr) por V2fx o por Gy v f(z*) por f* respectivamente.

El factor reductor de cambio en f a lo largo de la direcciéon d desde x;, es simple-
mente el coeficiente de «, a saber, d”'V f(xk). Por lo tanto, la tnica direccién d de

més rapido decrecimiento es la solucion del problema.

mingd’ V fy., sujetoa||d|| = 1 (1.17)

Donde d*V fi, = ||d||||V fx|| cos @ = ||V fi|| cos 0, y 0 es el angulo entre d y V fi, es

facil ver que el reductor se alcanza cuando cos@ = —1, esto ocurre cuando 6 =7 y
-V
_ Vi (1.18)
IV fil

Esta direccion es llamada la direccién de maximo descenso, la figura (1.3) ilustra
la direccién ortogonal en el contorno de la funcion.

La direccion de maximo descenso es usada en método de busqueda lineal que se
mueve a lo largo de d, = —V f en cada paso. Se puede elegir la longitud oy en
una variedad de formas que se discute mas adelante. Una ventaja de la direccion de
maximo descenso es que requiere el calculo de V f;, pero no de la segunda derivada.

Sin embargo puede ser muy lento en los problemas dificiles.
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dk

xK

FIGURA 1.3: DIRECCION DE MAXIMO DESCENSO

FIGURA 1.4: LA DIFICULTAD ES QUE EL DIRECCION DE MAXIMO DESCENSO ES CA-
SI ORTOGONAL A LA DIRECCION QUE CONDUCE AL MINIMO CUANDO LAS SUPER-
FICIES DE COSTO DE F SON ALARGADA. CON LO QUE RESULTA, QUE EL METODO
VAYA EN ZIG-ZAG SIN HACER AVANCE RAPIDO.

Métodos de Busqueda lineal pueden usar una direcciéon que no sea la direccion de
méximo descenso. En general, como hemos visto que el méximo descenso ocurre en
¢ = 7 cualquier direccion que forme un dngulo estrictamente mayor que 3 con V fj,
o andlogamente que forme un angulo estrictamente menor que 5 con —V f; garantiza
una disminuciéon en f, siempre que la longitud del paso sea suficiente pequena, ver

figuras (1.5).

FIGURA 1.5: DIRECCION DE DESCENSO

Podemos probar esta afirmacion usando el teorema de Taylor

Donde d” es una direccién de descenso, el angulo 6, entre p;, v fi tiene cos 8, < 0,
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de modo que

Si tomamos en cuenta el angulo 6, como el angulo entre dy y —gx, podemos verlo

de la siguiente forma

— ()" g = —|ldxllllge|l cos b, > 0 (1.21)
O lo que es lo mismo
(g)"d
cos(—gr, d) = ————= >0 (1.22)
15|

Y por completitud en R

(gr)" di

2T, (1.23)
Hng HdkH

cos(—gx, di) = —

Donde 0 < 7 < 1.
De esto se deduce que f(zx+edy) < f(xy) para todo valor positivo pero suficiente

pequeno de €.

§1.0.2. Direcciéon de Newton

Otra importante busqueda de direccién, tal vez la mas importante de todas es la
direccion de Newton. Esta direccion se deriva de la serie de Taylor de segundo orden

aproximando f(zy + d), que es

flae+d) =~ fr +d"V fi + %dTVZ frdy, = my(d) (1.24)

Asumamos por el momento que Gy = V?f(x;) es definida positiva, obtenemos la
direccién de Newton por la busqueda del vector d que minimiza my(d). Por la simple
igualacion de la derivada de la funcion mg(d) a 0, obtenemos la siguiente férmula

explicita:

g +d"Gr=0= (dp)N = —(G) o (1.25)

La Direccién de Newton es confiable cuando la diferencia entre la funcién verdadera

f(zx +d) y sumodelo cuadratico my(d) no es tan grande. Por comparacion (1.16) y
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(1.24), vemos que la tinica diferencia entre estas funciones es que la matriz V2 f(z;, +
d) en el tercer termino de la expansién ha sido reemplazado por V2fy. Si V2f es
suficientemente suave, esta diferencia introduce una perturbaciéon de solo O||d||* en
la expansion, que por que lo que cuando ||d|| es pequena la aproximacion f(zy+d) ~
my(d) es bastante exacta.

La direccién de Newton puede usarse en métodos de buisqueda lineal cuando V2 f;,
es definida positiva. En este caso sustituyendo (1.25) y multiplicando por V f(zy)

tenemos

V() (de)¥ = =V (i) (V2 fi) 1V fi (1.26)

= V(i) (V2 fi) 1V fie < —aul|V fi (1.27)

Para algin o, > 0. A menos que el Vf;, (y por lo tanto el paso (dj)") es igual
a cero, tenemos que V(fi)T(dy)Y < 0, por lo que la Direccion de Newton es una
direccion de descenso.

Cuando V2 f;, no es definida positiva, la direccién de Newton ni siquiera se puede
definir, ya que (V2f)~1 puede no existir. Incluso cuando se puede definir, puede
que no cumpla con la propiedad de descenso V(fi)? (dr)¥ < 0, en cuyo caso no es
adecuada como una direccion de bisqueda.

Los métodos que utilizan la direccién de Newton tiene una répida tasa de con-
vergencia local, por lo general cuadratica. Después de una vecindad de la solucion
se alcanza, la convergencia con alta precision a menudo se produce en tan sélo unas
pocas iteraciones. El principal inconveniente de la direccién de Newton es el la nece-
sidad de calcular la Hessiana V2 f(x). El calculo explicito de esta matriz de segundas

derivadas a veces puede ser un proceso engorroso, propenso a errores, y caro.
§1.0.3. Otras Direcciones de Descenso
Ademés la direccién de descenso a menudo tiene la forma
dr = —(Dy) "1V fj (1.28)

donde Dy es una matriz simétrica y no singular. En el método de la direccion de

méaximo descenso, Dj es simplemente la matriz identidad I,,, mientras que en el
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método de Newton, Dy, es la exacta Hessiana V2 f;,. También podemos mencionar los
métodos Cuasi-Newton, Dj, es una aproximacion a la de Hessiana, que se actualiza

en cada iteraciéon por medio de una férmula de bajo rango.

§1.0.4. Condiciéon de Suficiente Descenso para dy

Para asegurar que algiin método no se quede pegado se considera las condiciones
técnicas, que pueden ser facilmente aplicadas a la mayoria de los algoritmos de inte-
rés. Para el caso en que dy = —(Dy) 1V fi, v D es definida positiva los autovalores
de la matriz simétrica D, son acotados superiormente y lejos de cero, es decir, para

algunos escalares positivos ¢; y ¢z, tenemos
allz|? < 2T'Dyz < ol 2||? (1.29)
Se puede apreciar entonces que tomando solo la desigualdad izquierda que,
IV f ()" die| = [V (1) DV f ()| = el [V f () |1° (1.30)
Luego esto implica que
V(@) DV f (i) = e[V f (@) PV f(an) DiV f(ax) < —al V(@) (1.31)

En orden de garantizar la convergencia global, nosotros sometemos el requerimiento

que dy satisfasga
Vf ()" di < =V f (i) | (1.32)

Para detalles de la prueba ver referencia

§1.0.5. METODO DE BUSQUEDA LINEAL

Cada iteracion de un método de busqueda lineal, calcula una bisqueda de direc-
cion y luego decide cuan lejos se movera a lo largo de esa direccion. La iteracion esta
dada por

Tpy1 = Tk + apdy (1.33)

Donde el escalar positivo ay es llamado el tamano de paso.El éxito de un método de
bisqueda lineal depende de las decisiones eficaces, tanto de la direccion di como el

tamano de paso ay.
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La mayoria de los algoritmo de biisqueda lineal requieren que dj sea una direc-
ciéon de descenso, esto es que se cumpla (d)TV fp < 0, porque esta caracteristica
garantiza que la funciéon f puede reducirse a lo largo esta direccion, como se discutié
anteriormente.

Una vez que la direcciéon de descenso dj, se determina se debe buscar un tamano de
paso a lo largo la direcciéon de descenso y completa una iteraciéon. Ahora consideremos

cuidadosamente la eleccion del tamano de paso, pardmetro ay.

f(xk+ xlk)

f(xK

FIGURA 1.6: METODO DE BUSQUEDA LINEAL

Tamano de paso

En el tamano de paso a4, se encuentra una disyuntiva. Nos gustaria elegir oy para
dar una reducciéon sustancial de la f, pero al mismo tiempo, no queremos gastar
mucho tiempo de costo en hacer la eleccion. La opcion ideal seria el minimizador

global de la funcion univaluada ¢(A) definida por
o(a) = flzy, +ady), a>0, (1.34)

Cuando la busqueda del tamano de paso se realiza resolviendo la minimization
de (1.35), entonces se trata de una "Busqueda lineal exacta". Entra las cuales men-

cionaremos el Método de Biseccion.
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FIGURA 1.7: GRAFICA DE ¢(«)

Meétodo de Biseccion

Consideremos una funcion ¢(«) = f(zy + ady) Pseudoconvexa sobre un intervalo
[a1, b1]. Supongamos que [ay, by] es el intervalo de incertidumbre en una iteracion k.
Supongamos que ¢, = %2% ¢ [ay, b] v ¢/(cx) existe. Luego pueden suceder uno de
los tres casos,

1. ¢'(ck) = 0, entonces ¢ es un minimo.

2. ¢'(¢) > 0, entonces para ¢ > ¢ ¢'(c)(c — ¢) > 0, entonces ¢(c) > ¢(cg),

luego
lag + 1, b + 1] = [ag, ¢
3. ¢'(cr) < 0, entonces para ¢ < ¢, ¢ (cx)(c—cx) > 0, entonces ¢(c) > ¢(cx). Asi,
l[ax + 1, b + 1] = [ex, bi]

Esto nos da un método que se describe en el siguiente algoritmo

(Algoritmo (1))
Entrada zy punto inicial, ag,by puntos extremos del intervalo de entrada, Tol tole-
rancia k=0; Paso 1: Calcula ¢, = %5% Paso 2: Calcular ¢/(cy)

Paso 3: Si ¢/(cx) = 0 0 %5% < Tol Salida (ac = ¢;) PARAR;

Si no; Paso 4: Si
phi'(cx) > 0 [ag+1, bpg+1] = [ag, ¢k, y k = k+1; Volver al paso 1 Sino [ap+1, bp+1] =
[ck, bk],k = k + 1; Volver al paso 1

Para ilustrar el método de Biseccién mostramos la siguiente figura.

¢(a) = flzy, +ady), « >0, (1.35)
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Ficura 1.8: METODO DE BISECCION

Pero, en general, es demasiado caro identificar el valor minimo de la funcion ¢(«).
Para encontrar incluso un minimizador local de f con una precision moderada gene-
ralmente requiere demasiadas evaluaciones de la funcién objetivo f, y posiblemente
el gradiente V f. Estrategias més practicas realizan una buisqueda lineal para identi-
ficar a un tamano de paso que logre reducciones que son necesarias en f a un costo
minimo a lo cual se le llama "Busqueda lineal inexacta", las mas usadas son la regla

de Armijo, Regla de Goldstein y Regla de Wolfe, .

Regla de Armijo

Un practico criterio popular para determinar una busqueda lineal es la regla de
Armijo. La idea esencial es que la regla debe primero garantizar que la seleccion de
a no demasiado grande.

En la regla méas simple de este tipo un tamano de paso inicial s se elide, y si el
vector correspondiente z, + sdy no produce una mejora del valor de f, es decir, f (xy +
sdy) = f(zk), el tamano del paso se reduce, quizés varias veces, por un determinado
factor, hasta que el valor de f se mejore.

Aqui, escalares fijos s > 0, p, y p, con 0 < p < 1,y 0 < p < 1 se eligen, y

establecemos oy, = sp™*, donde my, es el primer entero no negativo tal que

fxr) = flan + sp™dy) = —psp™V f(xx) " dy, (1.36)

Asi el tamano de paso ay = s6™, con m = 0,1, ...., se tratan sucesivamente hasta

que la desigualdad anterior se cumpla, En otras palabras, se elide «y el mas grande
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aen {s,sp,sp?, ..., } tal que
flr) = flzn + ady) = —apV f(z) " dy (1.37)

Por lo tanto, el tamano de paso no debe ser s6lo positivo, sino que debe ser lo
suficientemente pequefio para que se cumpla (1.37). En funciéon de ver esta regla

geométricamente podemos reescribir (1.37) como
flx, + ady) < fzg) + auV f ()" dy, (1.38)

la figura siguiente ilustra esta regla.

FIGURA 1.9: REGLA DE ARMIJO

La busqueda lineal por la regla de Armijo. Comenzamos con el estudio del tamano
de paso s y continuar con sp, sp?, .., .. hasta la primera vez que sp™ caiga dentro del
conjunto de tamanos de paso que satisface la desigualdad, donde la linea punteada
representa la funcion f(zy) + auV f(zy)"dy en la Figura (1.10).

Por lo general, p se elige cerca del cero, por ejemplo, ue[107°,1071]. El factor
de reduccion f se elige generalmente de 1/2 a 1/10 en funcion de la confianza que
tenemos del paso inicial s. Siempre podemos tomar s = 1 y multiplicar la direccién

dj, por un factor de escala.

Regla De Goldstein

Otra regla de busqueda lineal de precision que es usada frecuentemente es la regla
de Goldstein. Aqui, un escalar fijo p ¢ (0,1/2) es seleccionado, y «ay se elige para

satisfacer
f(xg + ady) — f(x)

Reescribiendo esta condiciéon tenemos, que un valor « es aceptable si

<1l—up (1.39)

paV f(xp)de + fae) < flze+ ar) < (1= p)aV f(ag)de + fx) (1.40)



SOBRE UNA NUEVA BUSQUEDA LINEAL TIPO ARMIJO Y SU RELACION CON EL
METODO DE REGION DE CONFIANZA 15

FI1GURA 1.10: REGLA DE GOLDSTEIN: LUSTRA EL CONJUNTO DE TAMANOS DE
PASO QUE SON ACEPTABLES EN LA REGLA DE GOLDSTEIN.

la figura siguiente ilustra esta regla.

Hay algoritmos muy simples para encontrar el tamano de paso, pero no lo hare-
mos entrar en detalles, ya que en la préctica, la simple regla de Armijo parece ser
universalmente preferida. La regla de Goldstein se incluye aqui debido principalmen-
te a de su importancia historica: fue la primer regla para generar una buisqueda lineal
que no se basara en la minimizacion exacta de f a lo largo de la direccién de descenso,

y fue la idea fundamental para posteriormente proponer la regla era Armijo.

Regla de Wolfe

Si derivamos de la funcién objetivo, sus valores pueden ser evaluados con relativa
facilidad, entonces la regla de wolfe, que es una variaciéon de la anterior, es también

preferida. En este caso ¢; es seleccionado con 0 < ¢; < 1/2 y « requiere satisfacer

¢'(@) = (1 —c1)¢'(0) (1.41)

Esto se ilustra

§1.0.6. Método de Region de Confianza

Método de Region de confianza define una region alrededor de la iteracion actual
en la que se confia que el modelo sea una representaciéon adecuada de la funcién
objetivo, y luego elegir el paso a ser el reductor aproximado del modelo en esta
region. Asi, el método elige la direccion y la longitud del paso de forma simulténea.

La funciéon del modelo my que se utiliza en cada x; iteracién es cuadratica.

Ademés, my, se basa en el desarrollo de la serie de Taylor de f alrededor de z; que es

Floe+p) = it oo+ 3oV f o+ tplp (1.42)
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Donde f, = f(xr), gr = Vf(xr) y t es cierto escalar en el intervalo (0,1). Mediante
el uso de una aproximacion By, a la Hessiana V2 f(x;,) = Gy en el término de segundo

orden, my, se define como sigue:

1
my = fr +gip+ §pTka (1.43)

Donde B es una matriz simétrica. La diferencia entre f(zyp) y my es O(|[p|*)
que es pequena cuando p es pequeno. Cuando B, = G se dice que el método de
Region de Confianza es tipo Newton.

Para obtener cada paso, buscamos una solucién del subproblema

. 1
Mingepnmy = fir + gip + §pTka s.t|pll < Ay (1.44)

Donde Ay > 0 es el radio de la region de confianza, el cual determina la longitud
del paso de zj a xy1. En la mayor parte de nuestras discusiones, se define ||. || para
ser la norma euclidea, de modo que la solucién p* de (1.11) es el reductor de my, en
la bola del radio Ay.

Uno de los ingredientes clave en un algoritmo de Region de Confianza es la
estrategia para la eleccion del radio Ay en cada iteracion py se define la relacion de

reduccion
f(zp) = f(zr +pe)  actualreduccin

re = (1.45)

mp(0) —mp(pe)  previstareduccin
Si la relacion de reduccion es grande por ejemplo p, > 3/4, el tamano de la region
de confianza aumenta en la siguiente iteracion.

Si la relacion de reduccion es pequena, por ejemplo p, < 1/4, el tamafio de la
region de confianza es reducido en la siguiente iteracion.

Ademaés, el paso p; solo se aceptara si le relacion de reduccion no es demasiado
pequena. Lo que nos lleva al siguiente algoritmo

Algoritmo (2)

Dado A > 0, Aos(O,ﬁ) y pel0,1/4) Para k = 0,1,2, ..., hasta que . es optimal

Obtener la soluciéon aproximada para tentativa del paso py

. 1
mingepnmy, = fi + gep+ 50" B stpl < Ay (1.46)

Calcular la relacion de reducciéon

fzr) — fzr + pr)
my(0) — mx(pr)

Ty =

Para p;, Actualizar el punto actual
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T+ pr Sipp > p

Tey1 =
T Enotrocaso

Actualizar el radio de la regiéon de confianza

%Ak siry < i
App1 =13 min(2A, A)  siry, > Syllpll = A
Ay Enotrocaso.

S — —

FIGURA 1.11: REGION DE CONFIANZA

A continuacion se describen dos estrategias para encontrar soluciones aproxima-

das del subproblema (1.43)

El Punto de Cauchy

El punto de Cauchy, no es méas que el reductor de my a lo largo de la direccion
de maximo descenso—g. Sujeto a la confianza. Como hemos visto, los métodos de
busqueda lineal pueden ser convergente, incluso cuando la longitud del paso éptimo
no se utiliza en cada iteraciéon. De hecho, la longitud del paso a; sb6lo necesita sa-
tisfacer criterios. Aunque en principio buscamos la solucién éptima del subproblema
(1.43), es suficiente para fines de convergencia global encontrar una soluciéon aproxi-
mada que se encuentra dentro de la region la confianza y da una reducciéon suficiente
en el modelo. La reduccion suficiente puede ser cuantificado en términos del punto
de Cauchy , que denotamos por pj y definir en términos del simple procedimiento
siguiente.

Algoritmo(3) Encontrar el vector p; que resuelva una version lineal de (1.43),

que es,
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pi = argmingpa fr + 9" p  s.t.||pl| < Ax (1.47)

Calcular 7, > 0 que minimice my(7pj) sujeto a satisfacer el conjunto de region

de confianza, esto es,

Tk = argmin.somy(7p;)  s.t.||Tp|| < Ay (1.48)

Establecer pj, = mpj;,

Es facil deducir que la solucion de (1.47) es simplemente

—A.gr,
19l
Esto lo podemos comprobar del mismo modo que lo hicimos para deducir la direccién

Pr = (1.49)

de descenso, sabiendo que el coeficiente de cambio en (1.47) es g{py ver que la
méxima reduccion sucede s.t ||p|| = Ay.

Para obtener 7;, explicitamente, consideramos el caso que g{ Brgr < 0y g} Brgx >
0 por separado.

Para el primer caso, la funcion my(7p;) decrece monotonamente con 7 cuando
gr # 0, Asi 7, = 1 el valor mas grande que se satisface en la regiéon de confianza.

Para el caso ngBkgk > 0, my(7p;) es cuadriculada convexa en 7, Asi 7 se obtiene
de la minimizacion no restringida de esta cuadréatica, esto es, derivando con respecto

a 7 a my(7p;) e igualando a 0, obtenemos:

Pigr +7(03) " Brpy, = 0
_ —PLIk
T = (»5)T Brp;

. A
Sustituyendo pj = ”g—:ﬁ’“
Apgg
Tapll “9F
~ARgl g, —Aggy
Tokl 2% Tapl
k| g2
Tpll 19k
INT
||gk||23
_ llgl
Arg? Brgk

Asf que en el caso que gl Brgr > 0, 7 = ||gx||®/(Argk Brgr) o es 1, cualquiera que

ocurra primero.
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En resumen tenemos,

¢ Ay
P = —Th— 9K
’ Al
Donde
1 9% Brgr < 0
519y DrIk S
Tk = .
mm(#ﬁgk,l) Enotrocaso

La figura.3 ilustra el Punto de Cauchy para en que Bj es definida positiva

Region de Confianza

aaaaaaaaaaaaa

FIGURA 1.12: PunTO DE CAUCHY.

El Método de Dogled

El enfoque de este método va con el titulo descriptivo del método de pata de
perro. El cual puede ser usado solo cuando By es definida positiva. El subproblema

de la region de confianza.

) 1
minymi = fi + gip + EPTka s.t.pll < Ay

Es un problema dificil. La solucién no restringida de my, es p? = —B~'g, cuando
este punto es factible para (1.46) es min (1.43), es evidente una solucién por lo que

tenemos
p*(A) = p?, cuandoA > ||p®|| (1.50)

Cuando A es pequetio en relacion a p?, la restriccion ||p|| < A asegura que el término
de segundo grado en m tiene poco efecto en la solucion "4.5. Asi podemos obtener

la soluciéon por
p(A) ~ —Aﬁ, cuandoAespequeo (1.51)
9
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FIGURA 1.13: PUNTO DE PATA DE PERRO.

Para valores intermedios de A, la solucion p*(A), tipicamente sigue una trayectoria
curva como la figura (1.13)

El método de pata de perro aproxima la trayectoria curva de p*(A), mediante un
ruta de acceso que consta de dos lineas.

Formalmente definimos la trayectoria por p(7) para 7¢[0, 2], como:

T<1
T<2

VASV/AN
VASV/AN

D 510
Tk = )
p+(r =1 —p") sil

El punto p* es el de Cauchy, es decir, el minimizador de m a lo largo de la direcciéon

de maximo descenso;
T
w 99
9" Bg

El método de pata de perro elige p para minimizar el modelo m a lo largo de este

camino, con sujecion a la region confianza. El siguiente lema muestra que el minimo

lo largo de la ruta de acceso pata de perro se pueden encontrar facilmente.

Lema 1.0.15. Sea B definida positiva. Entonces
= ||p(7)] es una funcién creciente de 7, y
= m(p(7)) es una funcion decreciente de 7.

La demostracion de este lema es muy féacil de probar y se encuentra en cualquier
libro de optimizacion ver |?|libro Nocedal). Este lema garantiza que que el camino
p(7) se cruza con la region de confianza ||p|| = A exactamente en un punto si |[p?| >

A, Y en ninguna otra parte. Como m es decreciente a lo largo del camino, el valor
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elegido de p estard en p® si ||p?]| < A. En este caso, se calcula el valor apropiado de

7 por la soluciéon de la ecuacion cuadratica escalar siguiente:
Ip" + (1 = 1)(p" - p")|| = A? (1.53)

Consideremos ahora el caso en el que B = G}, cuando Gy, es definida positiva,
podemos simplemente tomar el conjunto B = Gy (es decir, p? = G,;lgk) y aplicar el
procedimiento anterior para encontrar el paso Newton de pata de perro. El método
de Newton-pata de perro es el més apropiado cuando la funcién objetivo es convexa

(es decir, G}, es siempre semidefinida positiva).

Definicion 1.0.16. (Notacion o, O) Si g es una funcién de variable real a valores
reales, la notacion g(x) = O(z), significa que g(x) tiende a cero por lo menos tan
rapidamente como lo hace x, esto es, que la hay una k > 0, tal que:

ls(@)] < k, cuandox — 0 (1.54)

||
La notacion g(z) = o(x), significa que g(z) tiende a cero mas rapido que lo hace

X, es equivalente a que el k anterior es cero.

§1.1. Razén de Convergencia

Considere una sucesion de numeros reales {x;}2, convergente a el limite z*.

Definiremos la nocién de velocidad de convergencia de la sucesion.

Definicion 1.1.1. Sea la sucesion {z;}°, convergente a z*. El orden de convergencia

de {z;} es definido como el niimero supremo no negativo p satisfaciendo

o < tim it =T (1.55)

1—00 |q;Z — x*|P
Si la sucesion tiene orden p el limite

lim M

i—oo |x; — x*|P

= [ Existe (1.56)

Entonces asintéticamente tenemos
it — 2| = Blz; — 2|

Donde 3 se denomina la tasa de convergencia o radio de convergencia.
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Valores mas grandes del orden p, implica en sentido de distancia para el limite
x*, mas rapida convergencia. En efecto, si la sucesion tiene orden p, podemos ver
la siguiente comparacion, como {z;}°, convergente a x*, luego |z; — 2*| < 1 para i
suficientemente grande, y vemos que |z; — z*|P se hard mas pequenio mientras p sea
mas grande, asi el siguiente iterado estara a una menor distancia de z*, sin ignorar
a [ con lo que tenemos que a menor radio mas rapida convergencia.

Es decir, que a valores mas grandes de p y valores mas pequenos de [ tendremos
aun mayor rapidez de convergencia.

El estudio de la velocidad de convergencia ademas de estudiar la eficacia relativa
de los algoritmos de los métodos es un anélisis de aproximacion local el cual a tenido
considerable éxito en prediccion de comportamientos de distintos métodos donde
la funcién de costo puede ser bien aproximada por una cuadratica. Sin embargo,
el enfoque de analisis local también tiene algunos inconvenientes importantes, el
més importante de las cuales es que no se tiene en cuenta el ritmo de progreso en
las primeras iteraciones. No obstante, en muchas situaciones practicas, no es una
omision grave porque el progreso es rapido en las iteraciones iniciales y con menor
crecimiento so6lo en el limite (Las razones de esto parecen dificiles de entender, estos
son problemas dependientes). Ademas, a menudo en la practica, los puntos de partida
que estan cerca de una solucién son facilmente obtenibles por una combinacién de
heuristica y experiencia, en cuyo caso el analisis local es mas significativo.

El analisis local no es muy tutil para problemas que involucran ya sea singula-
ridades o minimos locales, que son dificiles de encontrar en el sentido de que los
principales métodos le toma muchas iteraciones para llegar cerca de su solucién en
la que se aplica el analisis local.

Si los métodos a comparar tienen igual orden de convergencia la comparacion
se basara en los correspondientes radios de convergencia, con menor valor del radio

mayor sera la rapidez de la convergencia.

Definicion 1.1.2. sea la sucesion {zy} convergente a z*, si existe un fe¢(0,1) y tal
que
*
lim 2t =T g (1.57)
i—00 | €Xr; — :13*|
La sucesion se dice convergente linealmente a z* con radio de convergencia 3.
Una sucesion convergente linealmente con radio de convergencia 3, puede decirse

tener una convergencia por lo menos tan rapido como la secuencia geométrica c3*
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para alguna constante c.
En el caso cuando 5 = 0 es denomina convergencia superlineal.

Ahora decimos que la sucesion converge con orden p en x* para p > 1, si

lfm Jwi — "] _ 3 (1.58)

i—00 |:pZ — $*|P
En particular, convergencia con orden:
= 2 se denomina convergencia cuadratica.
= 3 se denomina convergencia cubica.
= ete.

Definicion 1.1.3. (Definicion ampliada)

El inconveniente de las definiciones anteriores es que éstas no perciben algunas su-
cesiones que todavia convergen razonablemente rapido, pero cuya "velocidad.® va-
riable. Por lo tanto, la definicién de orden de convergencia a veces se extiende como
sigue. Segin la nueva definicion, la sucesion {xj} converge con al menos orden ¢ a

x*, si existe una sucesion {e;} tal que

|zp —2¥|| < el VEk (1.59)

y la sucesion {e} converge a cero con orden p de acuerdo a la definicién anterior.
Para distinguir esta definicion, se le llama convergencia R-lineal, convergencia R-
cuadratica , etc (Con el q permanente). Es decir, si ¢ = 1 la sucesion converge

R-lineal, asi sucesivamente.

Definicion 1.1.4. Una sucesion {x,}, se llama uniformemente acotada, si existe una

constante L > 0, tal que ||z, || < L Vn. El numero L se llama cota uniforme de {x,}.

Definicion 1.1.5. (Convergencia Global)
Un método interactivo se dice que converge globalmente cuando la sucesion de puntos
producidos por los iterados del método converge a la soluciéon donde el punto inicial

es arbitrario.
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Capitulo 2

SOBRE UNA BUSQUEDA LINEAL
TIPO ARMIJO Y SU RELACION CON
EL METODO DE REGION DE
CONFIANZA

En este capitulo presentamos un uso novedoso de la regla de Armijo y desarrolla-
mos un método de busqueda de linea. En las secciones 2 y 3 se analiza la convergencia
global y la tasa de convergencia, respectivamente del nuevo método. En la Secciéon 4
se pone de manifiesto algunas relaciones entre el nuevo método de biisqueda lineal y

el Método de Region Confianza. Conclusion declaraciones se dan en la seccion 5.

§2.1. Un novedoso uso de la regla de Armijo

Primero asumamos que:
(H1). La funcién objetivo f(z) es continuamente diferenciable y es acotada inferior-
mente en R".
(H2). El gradiente g(z) de f(z) es continuo uniformemente en un conjunto convexo
abierto B que contiene el conjunto de nivel Ly = {zeR"|f(z) < f(x0)}, donde zq es
dado.

(H2)'. El gradiente g(x) de f(x) es Lipschitz continua en un conjunto convexo abierto
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B que contiene el conjunto de nivel Ly, es decir, existe M’ tal que

lg(z) — g(y)|| < M'||z —yl|, Va,ye B.

Es evidente que (H2)implica (H2) ver preliminares.

Definimos un nuevo uso de la Regla de Armijo o simplemente lo llamamos una
Nueva Busqueda de Armijo.

Nueva Basqueda de Armijo Dado pe(0, %) y pe(0,1), By, es una aproximacion

de Gy = V2f(zp) y §k es definida de la siguiente procuracion: tomar i el entero mas

gt di
dT Brdy,

pequenio tal que di Bydy +1|/dg||* > 0. Establecer s;, = — y oy, es el mas grande

a en {sy, skp, skp°, .., } tal que
1
fe — flop + ady) = —apulgi di + §ozd;€Bkdk]

Algoritmo (A)

Paso 0. Elegir zocR™ y establecer k := 0.

Paso 1. Si ||gx|| = 0 entonces parar; si no ir al paso 2;

Paso 2. Establecer x441 = oy + axdy, donde dj es una direccion de descenso de f(x)

en xp v i es seleccionado por la Nueva Busqueda de Armijo;
Paso 3. Establecer k :=k + 1.

Lema 2.1.1. Si (H1) se tiene y g < 0, entonces la Nueva Busqueda de Armijo esta
bien definida.

Demostracion.

Por (H1), tenemos

zp+ogdy)—fr— % pa2d? By, , Trta — ,
Hma—>0+[f( kt+ardy) f; o 1 dy Bkdk] — llma_>0+[%] — %llma_>0+[ﬂangkdk]
= giT'd — 0,
< ugtdy.

Por lo tanto, existe un a; < 0, tal que

f(a:k + Oékdk) — fr — %HO;ngkdk

< pgide, Yae[0,ay).
a

Luego,
1
flae + andy) — fr < apgydie + éuazdekdk, Vael0, ).
Entonces
1
fo — flog + apdy) = —aplgldy, + §ad;kadk], Vae |0, agl.

Lo que implica que la Nueva Busqueda de Armijo esta bien definida.
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§2.2. Convergencia Global

Teorema 2.2.1. Si (H1) y (H2) se cumplen, dj, satisface (?7)Y oy es definida por la
Nueva Busqueda de Armijo. Algoritmo (A) genera una secuencia infinita {xy}, con

una secuencia acotada { By}, esto es, hay un /5 tal que || By|| < §,Vk. Entonces

=0 (2.1)

Demostracion.
Por contradiccion, Supongamos que existe un subconjunto infinito K C {0,1,2,3,....}

y un € > 0, tal que

Td
— TR s e ke (2.2)
[d||
Entonces
— gk Tdy > el|dy ||, ke K (2.3)

Por la Nueva Busqueda de Armijo, en el caso de d} Bydy < 0 (keK), tenemos:

Je = Jer1 —applgi dy, + Fouwd] Bydy]
—agugtdy  (Yaquedl Bydy < 0)

appelldill - (Por (2.3));

A\ARR\VARR\Y,

Y en el caso de d} Bydy, > 0 (keK), tenemos:

fo = for1 = —ouplgi dy, + 3andi Brdy]
> —ogplgidy, + sedf Bedy]  (Desde que ay, < sy,)
= —iogpglde  (Sustituyendo sy restando)

De aqui vemos que en ambos casos llegamos a que fr — frr1 = 0, ya que ay, i, €, son
escalares positivos, asi fr > fri1, Vke K, luego la funciéon es mondtona decreciente y

acotada inferiormente por (H1), con lo que tenemos que
lim fk — fk+1 = O, Vke K.
k—o00

Esto, implica que
akHdkH < fk — fk+1 — 0, (k’EK, k— OO) (24)

En el paper se encuentra un pequeno error debido a que hacen la siguiente compa-

racion de un vector con un escalar; agdy, < agl|dg|]
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También por la Nueva Busqueda de Armijo, || By|| < 8 implica que
Byl <28 +1,Vk. (2.5)

Sea Ky = {keK|ay = s}, Ky = {keK : a < si},
Podemos probar que K es un subconjunto finito. En efecto, si K; es un subcon-

junto infinito, vemos que:

gi d,

——||d Sustituyendo « 2.6
dkTBkdkH el ( k) (2.6)

aglldill = —

Por (2.5) tenemos

1 1
~— >
df Bydy, — (28 +1)||dx]?

dT Bydy < (28 + 1)||dy||?> =

Asien ((2.6)) , tendriamos

gt d|dy]| < gi di

28+ Dlldell> = d¥ By,

k|| = aglldi|| = O(ke K1, k — o0), (Por(2.5))

Que contradice (2.2). En consecuencia K3 debe ser un subconjunto infinito y ay/p <
sk, Vke K. Ademas, tenemos que oy, es el mas grande « tal que la desigualdad de la
Nueva Busqueda de Armijo se cumple, con lo que @ = a/p hara que la desigualdad

en la Nueva Bisqueda de Armijo falle, es decir,

fic— ot (ayp)s) <~ p)plol e + 5l B

Por lo tanto

flaw+ (ap)di) = fr. = (aw/p)ulgi di + 5(cw/p)d] Bidy]
> (ow/p)ulgi di — 5(cu/p)dj, Bydy]
> (an/p)plgide — gsudf Brdy]  (an/p < sp)
T
= 3an/p)pgldi, ke Ky.  (Sustituyendo sy = _dg%%>

Usando el Teorema del valor medio en el lado izquierdo de la desigualdad anterior,

existe 0,e[0, 1], tal que

fe + (ayp)dy) — fr = (cn/p)g(xy + Ox(a/p)dy)" di,

Luego

(ar/p)g(zk + Ok(cw/p)dr) " di, = = (aun/p) gl dy, ke K.

DO W
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De aqui,
3
g(xp + Op(ar/p)di) dy = §ug£dk, ke K. (2.7)

gkk

Restando a ambos lados Tl

y acomodando tenemos:

l9(@r+0% (ar/p)di) —gr]F di

Ld
—(1- %M)ﬂzkﬁ < [l I
< Hg(m’“w’“(O"““Zi)‘f’“)_g’“”Hd’“” (Porladesigualdad de Cauchy — Schwartz)

llg(xk + Ox(ar/p)dr) — gl = 0(ke K2, k — o0)  (Por (2.4) y por (H2))

Lo que contradice (2.2) y por tanto, la conclusion es valida.

Teorema 2.2.2. Si (H1) y (H2)’se cumplen, dj, satisface (77) y a4 es definida por la
Nueva Busqueda de Armijo. Algoritmo (A) genera una secuencia infinita {x;} y By

es uniformemente acotada, esto es, existe un 8 > 0 tal que || B|| < /3, Vk. Entonces

Z%I@H 28)

Demostracion.
Dado que (H2)implica (H2) ver en preliminares, la conclusion del Teorema (2.2.1) se
cumple.
Sea
Ky = {k|lay = s}, Ky = {klax < s}

Por la Nueva Busqueda de Armijo, en el caso de que ke K tenemos:

Je = frra —aplgi dy, + soud] Brdy]
—%akuggdk (Evaluando a—sy, en el segundo termino)

I (ngAdk)2
2" dT Bydy,

\VARR\V}

(Sustituyenda Qg POr Sy,

Td
2(254-1)( ﬂ’;kﬁ ), ke Ky. (Por(2.5))

WV

Asi

z gidi”
e Jion 2 50y gy 2P 29

En el caso de ke Ky tenemos que oy, < si, podemos probar similar a (2.7) que

3
gz + O/ p)dp) dp > auggdk, ke K, (2.10)
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Y por la desigualdad de Cauchy Schwartz, (2.5), (2.4) y restando a ambos lados por

gFdy
[l

, obtuvimos:

3 \ghde

~(1= 35 < lo@n +6ulan/p)di) = gull ke

Por lo que (H2)implica que existe un M tal que:

Tq
—(1 =3 < lloer + Oklan/p)dy) — gull
< Mo/plldill,  (M'=0:.M)(keKs)

Y que despejando a «ay, obtenemos:

—p(1 = 3p) gldy
M ||de?

oy =

ke K. (2.11)

Por consiguiente,

Ji* fror = —applgldp + Sond] Bydy]
> —apploldy + Lspdl Brdy]  (awdf Bydy, < spdf Bydy,)
= —owplgidy — 597 de]  (Sustituyendo sy,)
= _%akﬂggdk
> W (g pofg,  (Por (2.10))

Por la inecuacion (2.9) y tomando

TEYM s T )
Se tiene que:
/ gl{dk 2
fr— fim 277(—||dk”) , VEk. (2.12)

Por (H1) f es continuamente diferenciable y acotada por debajo y ademés la funcion

es decreciente, asi

o T
U'Z(—ﬁgjﬁf < ZOO(fk —f>k+1) < +oo.

k=0 k=0
Esta desigualdad implica que (2.8) se cumple.
Corolario 2.2.3. Si (H1) y (H2) se cumplen, dj satiface (?7) y «y es definida por
la Nueva Busqueda de Armijo. Algoritmo (A) genera una secuencia infinita {z;} y
| B|| < 8, VEk. Entonces
Jim gy || =0 (2.13)
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Demostracion.

Por Teorema (2.2.1), se tiene:

gl dy
ol < =

—‘ﬁg—jﬁ —0,(k — 00).

La prueba termina.

§2.3. Razén de Convergencia

En orden de analizar la razén de convergencia, ademéas asumimos que:
(H3). z — z* cuando k — oo, V2 f)z*fH0 y f(x) es dos veces continuamente dife-

renciable en N(x* eq) = {z|||z — 2*|| < &0}

Lema 2.3.1. Asumamos que (H3) se cumple. Entonces existe 0 < m' < M’y e < g
tal que:

m|lyl* <y V2 (x)y < M|ly[]*, Va,y € N2, ¢); (2.14)

1

1
Sl — 2| < (@) - @) < GM e — [P Ve € N2 (215)

M'||z —y|I* = (9(z) — g(y))" (z — y) = m||x — y||*,Vo,y € N(a*,e);  (2.16)

Y asi,
Mz = > g(a)" (@ —a*) > mllle — "2, Ve € N(a*,e); (217)

Por (2.17) y (2.16) podemos obtener, de la desigualdad de Cauchy Schwartz, que

M|z —2*|* > llg(@)ll = m/[le — 2™||*, Vo € N(a",¢); (2.18)

lg(z) — gl < M|z — ylI*, Vo, y € N(2", &); (2.19)

La prueba se puede encontrar en la literatura de

§2.3.1. Convergencia Lineal

Teorema 2.3.2. Asumir que (H3) se cumple, dj, satisface (77) y oy es definida por
la Nueva Busqueda de Armijo y que || Bg|| < B,Vk. Si el Algoritmo (A) genera un

secuencia infinita {x.}, entonces {x} converge a z* por lo menos R-lineal.
kS k
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Demostracion.
Si (H3) se cumple entonces existe un k’tal que zy in N(z* &), Vk > k' y (H1) y

(H2)’se cumplen si zg in N(x*,eo). Por Teorema (2.2.2) y (77) tenemos:

Tq
e i
> ' gll, k= K (Por(?7))

Por la desigualdad anterior y lema ??, Haciendo n = 172, se obtiene

S-ferr 2 nllgell
> ngm/?||x, — a*||*>  (Por(2.18))
> M (fe— J7)- (Por(2.15))
Sea
0=m' % >0

Probemos que 6 < 1. En efecto, por la definicion de n y n” en la prueba del Teorema
(2.2.2), se obtiene:

2m/2n o 2m/27_2n/

M~ M
om/272 pp(1—3 1) /
Ve G (Porn

Tup(l = 3p). (0 <m’' < M)

pp(1—35p). (0<7<1)
1. 0<p<1/2)(0<p<])

92

AN/ANIV/ AN/

Definamos

O<w=vV1—-02<1

Retomando la desigualdad de arriba que

o= fomr <P(fu—f) = fu— = i + 1 <OP(fi — )
= fin—f=U—)—-0f— 1

Luego,
fen=f* =2 (1=0*)(fu = f7)
— w?(k—k+1) (fk - f*)
g wQ(k—(k—l)—i—l)(fkil . f*)
< wz(k—(k’+1)+1)(fk,+1 — )

= w* ) (frpn — f).
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Esto y por (2.15)de el Lema (2.3.1) se tiene

o (ferr = f7)

2(k—k") 2Unr 42— 17)
ml

lzper —2*|* < =
< w

b 12 fpr — [
kaJrl —l’*H < wkfk (fk +1/ f )
m

Es decir, que si cambiamos el subindice k por k£ — 1, tenemos

o, — 2% < whiok 2l
w

k 2(frr i1 —1*)
wk’+1 m/

k 2(fk’+1_f*)
w /w2

Asi

2(fk’+1_f*)

Notemos que W

es una constante, y aplicando la raiz k-esima y limite a

ambos lados, tenemos finalmente que:

1/k g lim w<2(fk'+1 B f*)

1/2k _
dm w(= o swry ) = w <]

Rufa} = Jin [loy o |

Que muestra que {x)} converge a x* al menos R-Lineal.

§2.4. Convergencia Superlineal

Supongamos ademaés que,
(H4). {BB}.} es una secuencia de matrices definida positiva y ||By|| < 3, Vk. Algo-

ritmo (A) con dy = — B, 'g). satisface la siguiente condicién

_ 2 *
i [[Be — V7S (@")]di || _
k—o0 ||dk||

0 (2.20)

Lema 2.4.1. Si (H3) y (H4) se cumplen. Algoritmo (A) genera una secuencia infinita

{z1}. Entonces existe k’tal que
ap =1,k > k. (2.21)

Demostracion.
Por corolario (2.2.3) y (H4)

1i =0= lim || - By gl =
Jim flgel] = 0= lim || = B~ gil| = 0
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Esto y por (H3), implica que
lim zp =2, lim ||dg|| =0, (2.22)
k—o0 k—oo
Y asi
Jl_}fgo(xk +td, — ) =0, (2.23)
Donde te [0,1]. Ademaés, (H4) implica que
, ldF [Br,—V2 f(x*))di |
s e || kmk —a >1k H
, dllll[Br—V2f(z*)]ds
S e I[B V2”fd(k”2)}d Il
I P E— z*)]dg
= limpe0 AR
Luego
i [By — V? f(2)]di = o([|di||*). (2.24)

En el paper presenta un detalle al declarar que es el teorema del valor medio, pero

la validez de la siguiente igualdad es por el teorema fundamental de calculo:

1
f(xx +dy) — fr. = gfdy. + / (1= t)di NV f(zy, + tdy)dyd;
0

En efecto,

gld + [ (1 — O)dINV2f(ag + tdy)dpdy = gFdy + [ dEV2f (g + tdy)dpdy
— [ I f (g, + tdy)dydy
= gidi+ V(e +di)"de — gldy
— [ tdE2 f (g, + tdy)dydy

= Vf(wy + dp)Tdy — [y tdEV2 f(ay, + tdy)dyds,

Integrando por parte, con u = t yd, = dLV? f(xy + tdy)dydy,

ggdk + fol(l — t)d£V2f(a:k + tdk)dkdt = Vf(l‘k + dk>Tdk — Vf(ib’k + dk)Tdk

fol Vf(xk + Zfdk)dkdt
fol Vf(xk + tdk)dkdt
flae +di) = fi

+

si para un k suficiente grande, tenemos:

flag+dy) — fr = gldy+ [o (1 —t)dEV?f(xg + tdy)dyd,

l9F di + 5di Bidi] + o(||di]|?).  (Por (2.23)) y (2.24))

[gF dy, + LdT Bydy) + [} (1 — 1)dF [V2f (g, + tdy,) — V2f(x

*)]d.dy
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Donde d, = —B,, Ly, sustituimos en la desigualdad derecha anterior vemos que,

gldy + %d;{Bkdk = grdy — %g;{dk. (Porque gidy, € R).
= 391 dx

< 0. (Por(??))

Por esto y (2.22), se tiene en la igualdad de arriba que:
1 1
F @i+ di) = fi = lgedi + 51 Brdi] + o(l[dl*) < pilgy di + 54 Brdy]

Lo que implica que existe un k’para que el (2.21) es valida.

Teorema 2.4.2. Si (H3) y (H4) se cumplen. Algoritmo (A) genera una sucesion infinita

{z1}. Entonces {z}} converge a z* superlinealmente.

Demostracion.
Por Corolario (2.2.3) y Lema (2.3.1) sabemos que {z;} — z*. Por Lema (2.4.1),

existe k'tal que (2.21)) se cumple y tenemos:
T4l = T —+ dk, k 2 k’, (225)
Donde d, = —B,;; ' gi. Por el teorema fundamental del calculo se sigue que:

= [y V2 f (@ + @ — 20) (@ — 20)dy
= [ V2 f(xy, + tdy)dydy.  (Por (2.25))
= V2 (x)dy, + [} [V (g, + tdy) — V2 f(2*)|dydy

9k+1 — Gk

Veamos que:

o I F @+ 100) = V@Ol V2 o+ 1) = V@]l

0

Asi fol (V2 f(x +tdy) — V2 f(x*)]drd; = o||di||) v en la igualdad de arriba obtendria-
mos:
grrr = gr + V2f(x")di + o(||dl])
= —Bydy, + V? f(z*)dy, + o(||di]|)
= —[By — V2 f(2*)]dx + o([|dk]|)
= ofldel). (Por(220))
Entonces

, Hgk+1H
lim ———— =0 2.26
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De (2.18) y (2.26) se deduce que:

llgk+1ll > m (|21 —2* |
ldell = ) lld |l .
ekl (por (2.25))

lzk+1—zkll

m ||lzg12*]]
lzk+1—a* ||+ [|zx—a*|

lzg 1 —a"|l

1 zp—z*

14 Iz —=*

lleg —=*]

WV

Y asi
e =]
m —— =
T

0

Lo que implica que {z}} converge a z* Superlinealmente.

§2.5. Convergencia Cuadratica

Si tomamos By = V?f(x;) en el Algoritmo (A), entonces (H4) se cumple. y

tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.5.1. Si (H3) se cumple, By, = V2f(z;) para k suficiente grande. Algo-
ritmo (A) genera una sucesion infinita {z;}. Entonces {z;} converge a z* al menos

Superlinealmente.

Demostracion.
En este caso, (H4) se cumple autométicamente, en consecuencia el resultado del

Teorema (2.4.2) se cumple.

Teorema 2.5.2. Si (H3) se cumple, By, = V?f(x}) para k suficiente grande. Ademas,
existe una epsilon vecindad N(z*,¢) = {x € R"|||]x — 2*|| < ¢} de 2* con ¢ < gy tal

que V2f(x) es Lipschitz continua en N(z*, ¢), es decir, existe L(¢) tal que
IV2f (@) = VEF )l < Le)llz — yll, Yoy € N(a'e) (2.27)

Algoritmo (A) genera una secuencia infinita {zy}. Entonces {z;} converge a z*

Cuadraticamente.

Demostracion.
Por Corolario (2.2.3), Lema (2.3.1) y (2.4.1), se sigue que {z;} converge a x* y existe
k’tal que para todo k > k', 7, € N(x*,¢), B, = V2f(xy),y ar = 1. Sea g, = xp, — ™.

Por teorema fundamental del calculo tenemos:
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Epyl = Tpgpr — 2T
xp —a* +dy  (Por(2.25))
1

2flzr) " o
ek — V2 )" (9w = 9%)
e — V2 f ()™ fol V2f(x* + tey)epdy
VQf( ) V2 f fo V2 f(x* + teg)erdy]
= Vi fo [V2£( xk) V2 f(z* + teg)|erd,

Esto y (2.27) implica que:

V2 ()0 [ [V f () — V2 (2" + teg)ends
V2 f () IHfo V2 f(xr) = V2 f(z* + teg) || delex]
V2 f (i) UL () [y Il + ter — zillde o]

V2 f (i) YL () x| f td,

IV f(xr) THIL(E) el

el

[ R/AN/AN

Por lo tanto,
ekl
l{m L=kl
koo ||

Con lo que {x}} converge a z* Cuadraticamente.

§2.6. Relacion con el Método de Region de Confianza

La relaciéon entre el método de linea nueva busqueda y el método de region de
confianza se dara a conocer en esta seccion.
Ya vimos en el Capitulo 1 El Método de Region de Confianza, el cual se basa en

buscar una solucién al subproblema

. 1
minpernmi(p) = fx + gip + ngkaa s.t.||pl] < A, (2.28)
Donde Ay es de un radio de la Region de Confianza. Definimos ||- || por la norma

euclidiana, de modo que la solucion pg* de (2.28) es el reductor de my(p) en la bola
de radio Ag. Por lo tanto, el Método de Region de Confianza nos obliga a resolver
una secuencia del subproblemas (2.28) en el que la funciéon objetivo y restricciones (
Que se puede escribir como p’p < A?) son ambos cuadréticos.

El primer problema que surge en la definicion del Método de Regiéon de Confian-

za es la estrategia para la eleccion del radio de la region la confianza Ay en cada
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iteracion. Con base a esta eleccion en la relacion entre el modelo my y la funciéon

objetivo f en la anterior iteraciones, se define la relacién de reduccion

- fr — f(zk + pr)
“ 7 me(0) — my(pr)

(2.29)

Y la influencia de esta relacion de reduccién en la eleccion de dicho radio Ay, la vimos
en el Algoritmo(2) del Capitulo 1.

La convergencia global del Método de Regiéon de Confianza depende de las reduc-
ciones obtenidas en la solucién del modelo cuadratico my. Pero, no requiere resolver
el subproblema (2.28) del Método de la Region de confianza con exactitud, podemos
encontrar un p; que satisfaga:

7mmwwm@m>qmwmmmh%%h (2.30)

[pll < vAk, (2.31)

Paray > 1y ¢; € (0,1]. Lo cual garantiza la convergencia del método.
En efecto, la solucion exacta Py de (2.28) satisface (2.30) y (2.31) ([3|). Basta
ver que my(0) —mpy) = mi(0) — my(pe), Vor v Vk.

Lema 2.6.1. Sea 1 = 0 en el Algoritmo(2). Supongamos que ||Bi| < f para alguna
constante 3, que f es Lipschitz continua diferenciable y acotada inferiormente en el

conjunto de nivel
Lo ={z € R[f(z) < f(z0)},

Y que la aproximacion de la solucion de (2.28) satisface (2.30) y (2.31) para cons-

tantes positivas c; y . Entonces se tiene
lfm [|g|| =0 (2.32)
k—oo

Lema 2.6.2. Sea p € (0, %) en el Algoritmo(2). Supongamos que || By|| < f para
alguna constante [, que f es Lipschitz continua diferenciable y acotada inferiormente
en el conjunto de nivel Ly, Y que la aproximacion de la solucion de (2.28) satisface

(2.30) y (2.31) para constantes positivas ¢; y . Entonces se tiene

lim [|gx[| =0 (2.33)
k—o0
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En la Nueva Busqueda de Armijo, si el conjunto p_ayd;, entonces

1
fo— flae +pr) = pl—gipr — Eprkpk]

Y xp11 = xk + pi es solo una aceptable reduccion en el Método Region de Confianza

y sabemos que my(0) —mi(pr) = fu — fr — 9hpr — 3Pt Bipe = —9} bk — 20t Brp > 0,

tenemos

Y = fk - fk+1 2 1, (234)

— my(0) — mi(pr)

Es obvio que (2.34) coincide con la condicion de aceptacion en (77).

Este 7, es justamente la relacion de la reduccion actual y la reduccion predicha.
Si la relacion anterior se cumple entonces el nuevo punto Ty = x + pi es aceptado
tanto por la Nuevo Método de Buisqueda lineal como por el Método de Region de
Confianza. De lo contrario, debemos ajustar el tamano de paso en el Nuevo Método
de Biisqueda lineal o ajustar el radio de la region de confianza en el Método de Regiéon
de Confianza. De hecho, si el nuevo punto xy = x;+p; es rechazado, debemos reducir
el tamano del paso en el Nuevo Método de Busqueda lineal o reducir el radio de la
region de confianza en el Método de Region de Confianza. Desde este punto de vista,
el Método de Region de Confianza y el Método de Busqueda Lineal se pueden unificar

en una forma general.
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§2.7. Conclusiéon

En esta Investigacion se utiliza La Busqueda Lineal Tipo Armijo en una forma
novedosa y proponen un Nuevo Método de Busqueda Lineal para problemas de
optimizacién sin restricciones. La convergencia global y razéon de convergencia del
Nuevo Método se analizan en leves condiciones. Ademés, cada iteracién generada por
La Nueva Busqueda Lineal tipo Armijo se demuestra que es una soluciéon aproximada
del subproblema de correspondiente al Método de Region de Confianza, lo que revela
la relacion entre el Método Buisqueda lineal y el Método de Region de Confianza,
en cierto sentido. Para ponerlo en detalle, si tomamos pr = ayd, en el propuesto

Método de Busqueda Lineal entonces, se tiene la condiciéon de aceptacion
 Je— e
gidi + 3pI Bipr, ~

Que es exactamente la condicion de avance en el Método de Region de Confianza.

T =

Por otra parte, cabe destacar que el paper presenta algunos errores, que fueron

arreglados en la desarrollo de la Investigacion, y que se mencionan a continuacion:

» La ecuacion (2.4), era originalmente aydy, < ail|di||, pero esta fue cambiada

debido a que no cabe comparar un vector con un nimero real.

» En el Lema (2.6.1), falta la premisa de que la funcion f sea Lipschitz Continua,
ya que es una hipotesis fundamental para la demostracion del Lema (ver [1]).
Ademas, la definicion de Ly (2.6.1) en el mismo Lema, f(x) en el paper es

f(z1) lo cual no concuerda con la definicién de conjunto de nivel.

= En el Lema (2.6.2) el paper menciona el Algoritmo (2.1), el cual ademas de
no encontrarse en el paper es una referencia equivocada, realmente se queria

referir al Algoritmo (2).
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