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“Sobre una nueva búsqueda lineal tipo armijo y
su relación con el método de region de

confianza”

RESUMEN

El propósito central de este trabajo es relacionar los Método búsqueda lineal

con el Método de Región de Confianza, los cuales son dos importantes clases de

técnicas para resolver problemas de optimización inrrestrictas y tienen sus ventajas

respectivamente. En este trabajo se utiliza la Regla de Armijo la cual es un Método

de búsqueda lineal inexacto, y se propone una Nueva Búsqueda Lineal de problemas

de optimización sin restricciones. Convergencia global y la velocidad de convergencia

del nuevo método se analizan en leves condiciones. Además, la nueva estrategia tipo

Armijo de búsqueda líneal se muestra como equivalente a una aproximación de un

método de región de confianza, entonces tiene tanto ventajas de la estrategia de

búsqueda en línea y la estrategia de región de confianza.
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Introducción

Al resolver problemas de optimización irrestricta nos vemos en la necesidad de

estudiar principalmente dos tipos de metodologías que generan sucesiones, las cuales

se esperan de alguna forma converger a un minimizador de la función objetivo. Por

una parte tenemos los métodos basados en búsquedas lineales, en los cuales, una

vez obtenida una dirección de avance, realizamos una búsqueda lineal en esa direc-

ción; tales búsquedas pueden ser exactas o inexactas. Entre estas ultimas tenemos

las búsquedas de Armijo, Wolfe y Goldstein. Por otra parte los métodos de region

de confianza constituyen otra metodología para el mismo fin; en este ultimo caso

primero se preocupa uno del tamaño del paso y luego de la dirección resultante por

medio de una aproximación cuadrática local de la función objetivo en cada iteración.

En el presente trabajo realizaremos un estudio general de las búsquedas lineales y el

método de region de confianza, pero nos detendremos en el análisis de una particu-

lar búsqueda tipo Armijo propuesta recientemente que relaciona el iterado obtenido

mediante esta nueva búsqueda con la solución aproximada del subproblema corres-

pondiente al método de region de confianza.
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Capı́tulo 1
PRELIMINARES

En este capítulo se presentan los fundamentos de la optimización sin restricciones.

En la optimización sin restricciones, se minimiza una función objetivo que de-

pende de variables reales, sin restricción alguna en los valores de estas variables.

Consideremos el problema de minimización sin restricción.

minf(x), xεRn. (1.1)

Donde Rn denota un espacio Euclideano n-dimensional y f : Rn → R es una función

continuamente diferenciable. Para la minimización de dicha función se procede por

medio de varios métodos, entre los cuales nos enfocaremos en el Método de Búsqueda

Lineal y el Método de Región de Confianza.

Definición 1.0.1. Un punto x∗ ε Ω se dice que es un punto mínimo relativo o punto

mínimo local de f sobre Ω si existe un ε > 0 tal que f(x∗) 6 f(x) para todo xε Ω,

dentro de una distancia ε de x∗ (Esto es, x ε Ω y |x− x∗| < ε). Si f(x∗) < f(x) para

todo xε Ω y |x−x∗| < ε, x 6= x∗, entonces x∗ es llamado punto mínimo local estricto

de f sobre Ω

Definición 1.0.2. Un punto x∗ ε Ω se dice punto mínimo global de f sobre Ω, si

f(x∗) 6 f(x) para todo x ε Ω. Si f(x∗) < f(x) para todo x ε Ω y x 6= x∗, entonces

x∗ es un punto mínimo global estricto de f sobre Ω

Definición 1.0.3. (Función Continua)

Sea f : X ⊂ Rn → R es continua si:

∀ε > 0,∃δ > 0;xεX, ‖x− a‖ < δ ⇒ ‖f(x)− f(a)‖ < ε (1.2)

1
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Donde ‖· ‖ es la norma euclideana.

Definición 1.0.4. (Función Uniformemente Continua)

Una función f : Rn → R, n > 1 es uniformemente continua en un intervalo A ⊂ Rn

si para todo ε > 0 existe algún δ > 0 tal que para todo x, yεA se cumple que si

‖x− y‖ < δ, entonces ‖f(x)− f(y)‖ < ε

Teorema 1.0.5. (Teorema del Valor Medio, de Lagrange)

Sea A un abierto en Rn, sea f : A → R diferenciable sobre A. Si A contiene el

segmento de linea con extremos a y a+ h, entonces existe un punto c = a+ θh, con

θε[0, 1], tal que:

f(a+ h)− f(a) = g(a+ θh)h (1.3)

La prueba se encuentra en cualquier libro de análisis ver

Teorema 1.0.6. (Teorema Fundamental del Cálculo) Sea A un abierto en Rn, sea

f : A→ R. Si f es continua sobre A, entonces∫ a

x

∇f = f(x)− f(a) (1.4)

Prueba ver

Definición 1.0.7. (Lipschitz continua)

Una función f : Rn → R, se dice que es Lipschitz continua o simplemente Lipschit-

ziana, si existe una constante M > 0, tal que:

‖f(x)− f(y)‖ 6M‖x− y‖,∀x, yεRn. (1.5)

Donde M es llamada la contaste Lipschitz de la función.

Igualmente es Lipschitz continua en un conjunto X ⊂ Rn si existe una constante

M > 0, tal que:

‖f(x)− f(y)‖ 6M‖x− y‖,∀x, yεX. (1.6)

Si M es la constante Lipschitz de f, entonces ‖∇f(x)‖ 6M toda vez que el gradiente

de la función exista. Contrariamente, si f : I ⊂ Rn → R es una función diferenciable

con derivada acotada, ‖∇f(x)‖ 6 L para toda x en I, entonces f es Lipschitz continua

con constante Lipschitz K = L, una consecuencia del teorema del valor medio.
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Proposición 1.1 Sea f : X ⊂ Rn → R Lipschitziana, entonces es continuamente

uniforme

Demostración.

Sea f Lipschitziana, luego existe un c > 0, tal que ‖f(x)−f(y)‖ 6 c‖x−y‖,∀x, yεX.

Así para cualquier ε > 0, basta tomar δ = ε/c. Por Lipschitziana tenemos que

‖x− y‖ < δ ⇒ ‖f(x)− f(y)‖ < ε

Entonces f es continuamente uniforme

Definición 1.0.8. (Función Convexa)

El término çonvexo"se puede aplicar tanto a conjuntos como funciones. Un conjunto

S ε Rn es convexo si el segmento de recta que une dos puntos cualesquiera de S se

encuentra totalmente dentro de S. Formalmente, para dos puntos cualesquiera x,y ε

S, tenemos que

αx+ (1− α)yεS,∀α ε [0, 1]. (1.7)

La función f es una función convexa si su dominio S es un conjunto convexo y si para

cualquier par de puntos x,y ε S, se satisface la siguiente propiedad:

f(αx+ (1− α)y) 6 αf(x) + (1− α)f(y), ∀α ε [0, 1]. (1.8)

Ejemplos de funciones convexas incluyen la función lineal f(x) = cTx + υ, para

cualquier vector constante c ε Rn y escalar υ, y la función cuadrática convexa f(x) =

xHx, donde H es una matriz simétrica semidefinida positiva.

Decimos que f es estrictamente convexa si la desigualdad (1.8) es estricta siempre

que x 6= y y α está en el intervalo abierto (0, 1). Una función f se dice que es cóncava

si f es convexa.

Si la función objetivo es convexa en todo su dominio, entonces cualquier solución

local del problema es, de hecho, una solución global.

Definición 1.0.9. (Función Pseudoconvexa)

Sea f : S → R una función diferenciable sobre S, f es pseudoconvexa si para cada

x1, x2 εS se cumple que,

Sif(x2) < f(x1), entonce∇f(x1)T (x2 − x1) < 0 (1.9)

o de manera equivalente,

Si∇f(x1)T (x2 − x1) > 0, entoncef(x2) > f(x1) (1.10)



Sobre una nueva búsqueda lineal tipo armijo y su relación con el
método de region de confianza 4

Y tenemos como consecuencia que,

Si∇f(x) = 0, entonces x es unminimo global. (1.11)

Ya que si ∇f(x) = 0, entonces ∇f(x)T (x2 − x) > 0,∀x2εS se cumple f(x2) >

f(x)∀x2 ε S

Definición 1.0.10. (Conjunto de Nivel)

Sea H un conjunto y f : H → R. El conjunto de nivel Ck para la función f es el

subconjunto de puntos x en H para los cuales f(x) = k.

En Simbolo:

Ck = {xεH : f(x) = k} (1.12)

Si H=R2, los conjuntos de nivel son en general curvas y se las llama curvas de

nivel.

Si H=R3, los conjuntos de nivel suelen ser superficies y se les llama superficies

de nivel.

Cuando H = R2, f(x) = z con xεH, la gráfica de dicha función corresponde

al conjunto gr(f) = {(x1, x2, f(x1, x2)) : (x1, x2)εH}. Al ubicar los puntos en el

espacio R3, obtenemos una superficie en dicho espacio. Las curvas de nivel se obtienen

cortando la superficie con planos horizontales situados a distintas alturas. Si cortamos

la gráfica con varios planos horizontales obtenemos una serie de curvas situadas sobre

la gráfica:

Figura 1.1: Gráfica de la función con corte de planos

Y si ahora proyectamos esas curvas sobre el plano xy (lo cual equivale a mirar la

gráfica, desde arriba, a vista de pajaro) vemos una familia de curvas planas, que son

el conjunto de las curvas de nivel de esta gráfica:
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Figura 1.2: Conjunto de nivel

Conjuntos de nivel y gradientes

Si el conjunto H coincide con Rn y el campo escalar es de clase C1 entonces los

vectores gradiente del campo escalar son ortogonales a los conjuntos de nivel en el

siguiente sentido: Sea Ck un conjunto de nivel y c : I ⊂ R → C : k una curva

diferenciable. Los vectores gradiente del campo f sobre la curva, son ortogonales a

los vectores velocidad de la curva. En efecto, para todo t en I, f(c(t)) = k. Derivan-

do respecto de t se obtiene (usando la derivada de una composición de funciones),

∇f(c(t))c′(t) = 0

En particular, las curvas integrales asociadas al campo vectorial generado por el

gradiente de f son .ortogonales.a los conjuntos de nivel asociadas a dicha función.

Teorema 1.0.11. (Teorema de Taylor)

Supongamos que f.Rn → R continuamente diferenciable y p ε Rn, entonces tenemos

que:

f(x+ d) = f(x) +∇f(x+ td)Td (1.13)

Para algún t ε (0, 1). Además, si f es dos veces continuamente diferenciable, tenemos:

∇f(x+ d) = ∇f(x) +

∫ 1

0

∇2f(x+ td)ddt (1.14)

y que,

f(x+ d) = f(x) + dT∇f(x) +
1

2
dT∇2f(x+ td)d (1.15)

Para algún t ε (0, 1).

Condición necesaria para optimalidad es la derivada para asumir que x∗ es un

mínimo local y entonces probar los hechos sobre ∇f(x∗) y ∇2f(x∗)

Teorema 1.0.12. (Condición necesaria de primer orden)

Si x∗ es un mínimo local de f y f es continuamente diferenciable en un vecindad

abierta de x∗, entonces ∇f(x∗) = 0 y ∇2f(x∗)es semidefinida positiva.
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Teorema 1.0.13. (Condición necesaria de segundo orden)

Si x∗ es un mínimo local de f y f es dos veces continuamente diferenciable en un

vecindad abierta de x∗, entonces ∇f(x∗) = 0.

Teorema 1.0.14. (Condición suficiente de segundo orden)

Supongamos que ∇2f(x∗) es continua en una vecindad abierta de x∗ y que ∇f(x∗) =

0 y ∇2f(x∗)es definida positiva, entonces x∗ es un mínimo local estricto de f.

§1.0.1. Dirección de Descenso

Para deducir las propiedades de la dirección de descenso, hacemos llamativo al

teorema de Taylor (1.0.11) , que nos dice que para cualquier dirección d y tamaño

de paso α, tenemos que:

f(xk + αd) = f(xk) + αdT∇f(xk) +
1

2
α2dT∇2f(xk + td)d (1.16)

Para algún t ε (0, α).

Por conveniencia denotaremos ∇f(xk) por ∇fk o en otros casos por gk, f(xk) por

fk, ∇2f(xk) por ∇2fk o por Gk y f(x∗) por f ∗,respectivamente.

El factor reductor de cambio en f a lo largo de la dirección d desde xk es simple-

mente el coeficiente de α, a saber, dT∇f(xk). Por lo tanto, la única dirección d de

más rápido decrecimiento es la solución del problema.

mindd
T∇fk, sujeto a ‖d‖ = 1 (1.17)

Donde dT∇fk = ‖d‖‖∇fk‖ cos θ = ‖∇fk‖ cos θ, y θ es el ángulo entre d y ∇fk, es
fácil ver que el reductor se alcanza cuando cos θ = −1, esto ocurre cuando θ = π y

d =
−∇fk
‖∇fk‖

(1.18)

Esta dirección es llamada la dirección de máximo descenso, la figura (1.3) ilustra

la dirección ortogonal en el contorno de la función.

La dirección de máximo descenso es usada en método de búsqueda lineal que se

mueve a lo largo de dk = −∇fk en cada paso. Se puede elegir la longitud αk en

una variedad de formas que se discute mas adelante. Una ventaja de la dirección de

máximo descenso es que requiere el cálculo de ∇fk pero no de la segunda derivada.

Sin embargo puede ser muy lento en los problemas difíciles.
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Figura 1.3: Dirección de Máximo Descenso

Figura 1.4: La dificultad es que el dirección de máximo descenso es ca-
si ortogonal a la dirección que conduce al mínimo cuando las super-
ficies de costo de f son alargada. Con lo que resulta, que el método
vaya en zig-zag sin hacer avance rápido.

Métodos de Búsqueda lineal pueden usar una dirección que no sea la dirección de

máximo descenso. En general, como hemos visto que el máximo descenso ocurre en

θ = π cualquier dirección que forme un ángulo estrictamente mayor que π
2
con ∇fk,

o análogamente que forme un ángulo estrictamente menor que π
2
con −∇fk garantiza

una disminución en f, siempre que la longitud del paso sea suficiente pequeña, ver

figuras (1.5).

Figura 1.5: Dirección de Descenso

Podemos probar esta afirmación usando el teorema de Taylor

f(xk + εdk) = fk + εdT∇fk +O(εk) (1.19)

Donde dT es una dirección de descenso, el ángulo θk entre pk y fk tiene cos θk < 0,
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de modo que

(dk)
T∇fk = ‖dk‖‖∇fk‖ cos θk < 0 (1.20)

Si tomamos en cuenta el ángulo θk, como el ángulo entre dk y −gk, podemos verlo

de la siguiente forma

− (dk)
Tgk = −‖dk‖‖gk‖ cos θk > 0 (1.21)

O lo que es lo mismo

cos〈−gk, dk〉 = − (gk)
Tdk

‖gk‖‖dk‖
> 0 (1.22)

Y por completitud en R

cos〈−gk, dk〉 = − (gk)
Tdk

‖gk‖‖dk‖
> τ, (1.23)

Donde 0 < τ 6 1.

De esto se deduce que f(xk+εdk) < f(xk) para todo valor positivo pero suficiente

pequeño de ε.

§1.0.2. Dirección de Newton

Otra importante búsqueda de dirección, tal vez la más importante de todas es la

dirección de Newton. Esta dirección se deriva de la serie de Taylor de segundo orden

aproximando f(xk + d), que es

f(xk + d) ≈ fk + dT∇fk +
1

2
dT∇2fkdk = mk(d) (1.24)

Asumamos por el momento que Gk = ∇2f(xk) es definida positiva, obtenemos la

dirección de Newton por la búsqueda del vector d que minimiza mk(d). Por la simple

igualación de la derivada de la función mk(d) a 0, obtenemos la siguiente fórmula

explícita:

gk + dTGk = 0⇒ (dk)
N = −(Gk)

−1gk (1.25)

La Dirección de Newton es confiable cuando la diferencia entre la función verdadera

f(xk + d) y su modelo cuadrático mk(d) no es tan grande. Por comparación (1.16) y
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(1.24), vemos que la única diferencia entre estas funciones es que la matriz ∇2f(xk +

d) en el tercer termino de la expansión ha sido reemplazado por ∇2fk. Si ∇2f es

suficientemente suave, esta diferencia introduce una perturbación de solo O‖d‖3 en

la expansión, que por que lo que cuando ‖d‖ es pequeña la aproximación f(xk+d) ≈
mk(d) es bastante exacta.

La dirección de Newton puede usarse en métodos de búsqueda lineal cuando ∇2fk

es definida positiva. En este caso sustituyendo (1.25) y multiplicando por ∇f(xk)

tenemos

∇(fk)
T (dk)

N = −∇(fk)
T (∇2fk)

−1∇fk (1.26)

y

−∇(fk)
T (∇2fk)

−1∇fk 6 −σk‖∇fk‖ (1.27)

Para algún σk > 0. A menos que el ∇fk (y por lo tanto el paso (dk)
N) es igual

a cero, tenemos que ∇(fk)
T (dk)

N < 0, por lo que la Dirección de Newton es una

dirección de descenso.

Cuando ∇2fk no es definida positiva, la dirección de Newton ni siquiera se puede

definir, ya que (∇2fk)
−1 puede no existir. Incluso cuando se puede definir, puede

que no cumpla con la propiedad de descenso ∇(fk)
T (dk)

N < 0, en cuyo caso no es

adecuada como una dirección de búsqueda.

Los métodos que utilizan la dirección de Newton tiene una rápida tasa de con-

vergencia local, por lo general cuadrática. Después de una vecindad de la solución

se alcanza, la convergencia con alta precisión a menudo se produce en tan sólo unas

pocas iteraciones. El principal inconveniente de la dirección de Newton es el la nece-

sidad de calcular la Hessiana ∇2f(x). El cálculo explícito de esta matriz de segundas

derivadas a veces puede ser un proceso engorroso, propenso a errores, y caro.

§1.0.3. Otras Direcciones de Descenso

Además la dirección de descenso a menudo tiene la forma

dk = −(Dk)
−1∇fk (1.28)

donde Dk es una matriz simétrica y no singular. En el método de la dirección de

máximo descenso, Dk es simplemente la matriz identidad In, mientras que en el
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método de Newton, Dk es la exacta Hessiana ∇2fk. También podemos mencionar los

métodos Cuasi-Newton, Dk es una aproximación a la de Hessiana, que se actualiza

en cada iteración por medio de una fórmula de bajo rango.

§1.0.4. Condición de Suficiente Descenso para dk

Para asegurar que algún método no se quede pegado se considera las condiciones

técnicas, que pueden ser fácilmente aplicadas a la mayoría de los algoritmos de inte-

rés. Para el caso en que dk = −(Dk)
−1∇fk, y DK es definida positiva los autovalores

de la matriz simétrica Dk son acotados superiormente y lejos de cero, es decir, para

algunos escalares positivos c1 y c2, tenemos

c1‖z‖2 6 zTDkz 6 c2‖z‖2 (1.29)

Se puede apreciar entonces que tomando solo la desigualdad izquierda que,

|∇f(xk)
Tdk| = |∇f(xk)

TDk∇f(xk)| > c1‖∇f(xk)‖2 (1.30)

Luego esto implica que

∇f(xk)
TDk∇f(xk) > c1‖∇f(xk)‖2o∇f(xk)

TDk∇f(xk) 6 −c1‖∇f(xk)‖2 (1.31)

En orden de garantizar la convergencia global, nosotros sometemos el requerimiento

que dk satisfasga

∇f(xk)
Tdk 6 −c1‖∇f(xk)‖2 (1.32)

Para detalles de la prueba ver referencia

§1.0.5. MÉTODO DE BÚSQUEDA LINEAL

Cada iteración de un método de búsqueda lineal, calcula una búsqueda de direc-

ción y luego decide cuan lejos se moverá a lo largo de esa dirección. La iteración esta

dada por

xk+1 = xk + αkdk (1.33)

Donde el escalar positivo αk es llamado el tamaño de paso.El éxito de un método de

búsqueda lineal depende de las decisiones eficaces, tanto de la dirección dk como el

tamaño de paso αk.
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La mayoría de los algoritmo de búsqueda lineal requieren que dk sea una direc-

ción de descenso, esto es que se cumpla (dk)
T∇fk < 0, porque esta característica

garantiza que la función f puede reducirse a lo largo esta dirección, como se discutió

anteriormente.

Una vez que la dirección de descenso dk se determina se debe buscar un tamaño de

paso a lo largo la dirección de descenso y completa una iteración. Ahora consideremos

cuidadosamente la elección del tamaño de paso, parámetro αk.

Figura 1.6: Método de Búsqueda Lineal

Tamaño de paso

En el tamaño de paso αk, se encuentra una disyuntiva. Nos gustaría elegir αk para

dar una reducción sustancial de la f, pero al mismo tiempo, no queremos gastar

mucho tiempo de costo en hacer la elección. La opción ideal sería el minimizador

global de la función univaluada φ(∆) definida por

φ(α) = f(xk + αdk), α > 0, (1.34)

Cuando la búsqueda del tamaño de paso se realiza resolviendo la minimization

de (1.35), entonces se trata de una "Búsqueda lineal exacta". Entra las cuales men-

cionaremos el Método de Bisección.
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Figura 1.7: Gráfica de φ(α)

Método de Bisección

Consideremos una función φ(α) = f(xk +αdk) Pseudoconvexa sobre un intervalo

[a1, b1]. Supongamos que [ak, bk] es el intervalo de incertidumbre en una iteración k.

Supongamos que ck = bk−ak
2

ε [ak, bk] y φ′(ck) existe. Luego pueden suceder uno de

los tres casos,

1. φ′(ck) = 0, entonces ck es un mínimo.

2. φ′(ck) > 0, entonces para c > ck φ
′(ck)(c − ck) > 0, entonces φ(c) > φ(ck),

luego

[ak + 1, bk + 1] = [ak, ck]

3. φ′(ck) < 0, entonces para c < ck, φ′(ck)(c− ck) > 0, entonces φ(c) > φ(ck). Así,

[ak + 1, bk + 1] = [ck, bk]

Esto nos da un método que se describe en el siguiente algoritmo

(Algoritmo (1))

Entrada x0 punto inicial, a0,b0 puntos extremos del intervalo de entrada, Tol tole-

rancia k=0; Paso 1: Calcula ck = bk−ak
2

Paso 2: Calcular φ′(ck)

Paso 3: Si φ′(ck) = 0 o bk−ak
2

< Tol Salida (αc = ck) PARAR;

Si no; Paso 4: Si

phi′(ck) > 0 [ak+1, bk+1] = [ak, ck], y k = k+1; Volver al paso 1 Si no [ak+1, bk+1] =

[ck, bk],k = k + 1; Volver al paso 1

Para ilustrar el método de Bisección mostramos la siguiente figura.

φ(α) = f(xk + αdk), α > 0, (1.35)
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Figura 1.8: Método de Bisección

Pero, en general, es demasiado caro identificar el valor mínimo de la función φ(α).

Para encontrar incluso un minimizador local de f con una precisión moderada gene-

ralmente requiere demasiadas evaluaciones de la función objetivo f, y posiblemente

el gradiente ∇f . Estrategias más prácticas realizan una búsqueda lineal para identi-

ficar a un tamaño de paso que logre reducciones que son necesarias en f a un costo

mínimo a lo cual se le llama "Búsqueda lineal inexacta", las más usadas son la regla

de Armijo, Regla de Goldstein y Regla de Wolfe, .

Regla de Armijo

Un práctico criterio popular para determinar una búsqueda lineal es la regla de

Armijo. La idea esencial es que la regla debe primero garantizar que la selección de

α no demasiado grande.

En la regla más simple de este tipo un tamaño de paso inicial s se elide, y si el

vector correspondiente xk+sdk no produce una mejora del valor de f, es decir,f(xk+

sdk) > f(xk), el tamaño del paso se reduce, quizás varias veces, por un determinado

factor, hasta que el valor de f se mejore.

Aquí, escalares fijos s > 0, ρ, y µ, con 0 < ρ < 1, y 0 < µ < 1 se eligen, y

establecemos αk = sρmk , donde mk es el primer entero no negativo tal que

f(xk)− f(xk + sρmdk) > −µsρm∇f(xk)
Tdk (1.36)

Así el tamaño de paso αk = sβm, con m = 0, 1, ...., se tratan sucesivamente hasta

que la desigualdad anterior se cumpla, En otras palabras, se elide αk el mas grande
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α en {s, sρ, sρ2, ..., } tal que

f(xk)− f(xk + αdk) > −αµ∇f(xk)
Tdk (1.37)

Por lo tanto, el tamaño de paso no debe ser sólo positivo, sino que debe ser lo

suficientemente pequeño para que se cumpla (1.37). En función de ver esta regla

geométricamente podemos reescribir (1.37) como

f(xk + αdk) 6 f(xk) + αµ∇f(xk)
Tdk (1.38)

la figura siguiente ilustra esta regla.

Figura 1.9: Regla de Armijo

La búsqueda lineal por la regla de Armijo. Comenzamos con el estudio del tamaño

de paso s y continuar con sρ, sρ2, .., .. hasta la primera vez que sρm caiga dentro del

conjunto de tamaños de paso que satisface la desigualdad, donde la linea punteada

representa la función f(xk) + αµ∇f(xk)
Tdk en la Figura (1.10).

Por lo general, µ se elige cerca del cero, por ejemplo, µε[10−5, 10−1]. El factor

de reducción β se elige generalmente de 1/2 a 1/10 en función de la confianza que

tenemos del paso inicial s. Siempre podemos tomar s = 1 y multiplicar la dirección

dk por un factor de escala.

Regla De Goldstein

Otra regla de búsqueda lineal de precisión que es usada frecuentemente es la regla

de Goldstein. Aquí, un escalar fijo µ ε (0, 1/2) es seleccionado, y αk se elige para

satisfacer

µ 6
f(xk + αdk)− f(xk)

α∇f(xk)dk
6 1− µ (1.39)

Reescribiendo esta condición tenemos, que un valor α es aceptable si

µα∇f(xk)dk + f(xk) 6 f(xk + αk) 6 (1− µ)α∇f(xk)dk + f(xk) (1.40)
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Figura 1.10: Regla de Goldstein: lustra el conjunto de tamaños de
paso que son aceptables en la regla de Goldstein.

la figura siguiente ilustra esta regla.

Hay algoritmos muy simples para encontrar el tamaño de paso, pero no lo hare-

mos entrar en detalles, ya que en la práctica, la simple regla de Armijo parece ser

universalmente preferida. La regla de Goldstein se incluye aquí debido principalmen-

te a de su importancia histórica: fue la primer regla para generar una búsqueda lineal

que no se basara en la minimización exacta de f a lo largo de la dirección de descenso,

y fue la idea fundamental para posteriormente proponer la regla era Armijo.

Regla de Wolfe

Si derivamos de la función objetivo, sus valores pueden ser evaluados con relativa

facilidad, entonces la regla de wolfe, que es una variación de la anterior, es también

preferida. En este caso c1 es seleccionado con 0 < c1 < 1/2 y α requiere satisfacer

φ′(α) > (1− c1)φ′(0) (1.41)

Esto se ilustra

§1.0.6. Método de Región de Confianza

Método de Región de confianza define una región alrededor de la iteración actual

en la que se confía que el modelo sea una representación adecuada de la función

objetivo, y luego elegir el paso a ser el reductor aproximado del modelo en esta

región. Así, el método elige la dirección y la longitud del paso de forma simultánea.

La función del modelo mk que se utiliza en cada xk iteración es cuadrática.

Además, mk se basa en el desarrollo de la serie de Taylor de f alrededor de xk que es

f(xk + p) = fk + gTk p+
1

2
pT∇2f(xk + tp)p (1.42)
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Donde fk = f(xk), gk = ∇f(xk) y t es cierto escalar en el intervalo (0, 1). Mediante

el uso de una aproximación Bk a la Hessiana ∇2f(xk) = Gk en el término de segundo

orden, mk se define como sigue:

mk = fk + gTk p+
1

2
pTBkp (1.43)

Donde BK es una matriz simétrica. La diferencia entre f(x+p) y mk es O(‖p‖2)

que es pequeña cuando p es pequeño. Cuando Bk = Gk se dice que el método de

Región de Confianza es tipo Newton.

Para obtener cada paso, buscamos una solución del subproblema

minpεRnmk = fk + gTk p+
1

2
pTBkp s.t.‖p‖ 6 ∆k (1.44)

Donde ∆k > 0 es el radio de la región de confianza, el cual determina la longitud

del paso de xk a xk+1. En la mayor parte de nuestras discusiones, se define ‖. ‖ para
ser la norma euclídea, de modo que la solución p∗ de (1.11) es el reductor de mk en

la bola del radio ∆k.

Uno de los ingredientes clave en un algoritmo de Región de Confianza es la

estrategia para la elección del radio ∆k en cada iteración pk se define la relación de

reducción

rk =
f(xk)− f(xk + pk)

mk(0)−mk(pk)
=

actualreduccin

previstareduccin
(1.45)

Si la relación de reducción es grande por ejemplo ρk > 3/4, el tamaño de la región

de confianza aumenta en la siguiente iteración.

Si la relación de reducción es pequeña, por ejemplo ρk < 1/4, el tamaño de la

región de confianza es reducido en la siguiente iteración.

Además, el paso pk solo se aceptara si le relación de reducción no es demasiado

pequeña. Lo que nos lleva al siguiente algoritmo

Algoritmo (2)

Dado ∆̂ > 0, ∆oε(0, ∆̂) y µε[0, 1/4) Para k = 0, 1, 2, ..., hasta que xk es optimal

Obtener la solución aproximada para tentativa del paso pk

minpεRnmk = fk + gTk p+
1

2
pTBkp s.t.‖p‖ 6 ∆k (1.46)

Calcular la relación de reducción

rk =
f(xk)− f(xk + pk)

mk(0)−mk(pk)

Para pk Actualizar el punto actual
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xk+1 =

{
xk + pk sipk > µ

xk Enotrocaso

Actualizar el radio de la región de confianza

∆k+1 =


1
4
∆k sirk <

1
4

min(2∆k, ∆̂) sirk >
3
4
y‖pk‖ = ∆k

∆k Enotrocaso.

Figura 1.11: Region de Confianza

A continuación se describen dos estrategias para encontrar soluciones aproxima-

das del subproblema (1.43)

El Punto de Cauchy

El punto de Cauchy, no es más que el reductor de mk a lo largo de la dirección

de máximo descenso−gk. Sujeto a la confianza. Como hemos visto, los métodos de

búsqueda lineal pueden ser convergente, incluso cuando la longitud del paso óptimo

no se utiliza en cada iteración. De hecho, la longitud del paso αk sólo necesita sa-

tisfacer criterios. Aunque en principio buscamos la solución óptima del subproblema

(1.43), es suficiente para fines de convergencia global encontrar una solución aproxi-

mada que se encuentra dentro de la región la confianza y da una reducción suficiente

en el modelo. La reducción suficiente puede ser cuantificado en términos del punto

de Cauchy , que denotamos por pck y definir en términos del simple procedimiento

siguiente.

Algoritmo(3) Encontrar el vector psk que resuelva una version lineal de (1.43),

que es,
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psk = argminpεRnfk + gTp s.t.‖p‖ 6 ∆k (1.47)

Calcular τk > 0 que minimice mk(τp
s
k) sujeto a satisfacer el conjunto de región

de confianza, esto es,

τk = argminτ>0mk(τp
s
k) s.t.‖τp‖ 6 ∆k (1.48)

Establecer pck = τkp
s
k

Es fácil deducir que la solución de (1.47) es simplemente

psk =
−∆k.gk
‖gk‖

(1.49)

Esto lo podemos comprobar del mismo modo que lo hicimos para deducir la dirección

de descenso, sabiendo que el coeficiente de cambio en (1.47) es gTk py ver que la

máxima reducción sucede s.t ‖p‖ = ∆k.

Para obtener τk explícitamente, consideramos el caso que gTkBkgk 6 0 y gTkBkgk >

0 por separado.

Para el primer caso, la función mk(τp
s
k) decrece monotonamente con τ cuando

gk 6= 0, Así τk = 1 el valor mas grande que se satisface en la región de confianza.

Para el caso gTkBkgk > 0, mk(τp
s
k) es cuadriculada convexa en τ , Así τk se obtiene

de la minimización no restringida de esta cuadrática, esto es, derivando con respecto

a τ a mk(τp
s
k) e igualando a 0, obtenemos:

pskgk + τ(psk)
TBkp

s
k = 0

τ =
−pskgk

(psk)TBkp
s
k

Sustituyendo psk = −∆kgk
‖gk‖

τ =
∆kgk
‖gk‖

.gk

−∆kgT
k

‖gk‖
Bk
−∆kgk
‖gk‖

=
∆k
‖gk‖

‖gk‖2

∆2
k
gT
k

Bkgk

‖gk‖2

= ‖gk‖3
∆kg

T
k Bkgk

Así que en el caso que gTkBkgk > 0, τ = ‖gk‖3/(∆kg
T
kBkgk) o es 1, cualquiera que

ocurra primero.
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En resumen tenemos,

pck = −τk
∆k

‖gk‖
gK

Donde

τk =

 1 sigTkBkgk 6 0

min( ‖gk‖3
∆kg

T
k Bkgk

, 1) Enotrocaso

La figura.3 ilustra el Punto de Cauchy para en que Bk es definida positiva

Figura 1.12: Punto de Cauchy.

El Método de Dogled

El enfoque de este método va con el título descriptivo del método de pata de

perro. El cual puede ser usado solo cuando Bk es definida positiva. El subproblema

de la región de confianza.

minpmk = fk + gTk p+
1

2
pTBkp s.t.‖p‖ 6 ∆k

Es un problema difícil. La solución no restringida de mk es pB = −B−1g, cuando

este punto es factible para (1.46) es min (1.43), es evidente una solución por lo que

tenemos

p∗(∆) = pB, cuando∆ > ‖pB‖ (1.50)

Cuando ∆ es pequeño en relación a pB, la restricción ‖p‖ 6 ∆ asegura que el término

de segundo grado en m tiene poco efecto en la solución "4.5. Así podemos obtener

la solución por

p∗(∆) ≈ −∆
g

‖g‖
, cuando∆espequeo (1.51)
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Figura 1.13: Punto de Pata de Perro.

Para valores intermedios de ∆, la solución p∗(∆), típicamente sigue una trayectoria

curva como la figura (1.13)

El método de pata de perro aproxima la trayectoria curva de p∗(∆), mediante un

ruta de acceso que consta de dos líneas.

Formalmente definimos la trayectoria por p̃(τ) para τε[0, 2], como:

τk =

{
τp si0 6 τ 6 1

p+ (τ − 1)(pB − pu) si1 6 τ 6 2

El punto pu es el de Cauchy, es decir, el minimizador de m a lo largo de la dirección

de máximo descenso;

pu = − gTg

gTBg
g (1.52)

El método de pata de perro elige p para minimizar el modelo m a lo largo de este

camino, con sujeción a la región confianza. El siguiente lema muestra que el mínimo

lo largo de la ruta de acceso pata de perro se pueden encontrar fácilmente.

Lema 1.0.15. Sea B definida positiva. Entonces

‖p̃(τ)‖ es una función creciente de τ , y

m(p̃(τ)) es una función decreciente de τ .

La demostración de este lema es muy fácil de probar y se encuentra en cualquier

libro de optimización ver [?]libro Nocedal). Este lema garantiza que que el camino

p̃(τ) se cruza con la región de confianza ‖p‖ = ∆ exactamente en un punto si ‖pB‖ >
∆, Y en ninguna otra parte. Como m es decreciente a lo largo del camino, el valor
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elegido de p estará en pB si ‖pB‖ 6 ∆. En este caso, se calcula el valor apropiado de

τ por la solución de la ecuación cuadrática escalar siguiente:

‖pu + (τ − 1)(pB − pu)‖ = ∆2 (1.53)

Consideremos ahora el caso en el que B = Gk, cuando Gk es definida positiva,

podemos simplemente tomar el conjunto B = Gk(es decir, pB = G−1
k gk) y aplicar el

procedimiento anterior para encontrar el paso Newton de pata de perro. El método

de Newton-pata de perro es el más apropiado cuando la función objetivo es convexa

(es decir, Gk es siempre semidefinida positiva).

Definición 1.0.16. (Notación o, O) Si g es una función de variable real a valores

reales, la notación g(x) = O(x), significa que g(x) tiende a cero por lo menos tan

rápidamente como lo hace x, esto es, que la hay una k > 0, tal que:

|g(x)|
|x|

6 k, cuandox→ 0 (1.54)

La notación g(x) = o(x), significa que g(x) tiende a cero más rápido que lo hace

x, es equivalente a que el k anterior es cero.

§1.1. Razón de Convergencia

Considere una sucesión de numeros reales {xi}∞i=0 convergente a el límite x∗.

Definiremos la noción de velocidad de convergencia de la sucesión.

Definición 1.1.1. Sea la sucesión {xi}∞i=0 convergente a x∗. El orden de convergencia

de {xi} es definido como el número supremo no negativo p satisfaciendo

o 6 ĺım
i→∞

|xi+1 − x∗|
|xi − x∗|p

<∞ (1.55)

Si la sucesión tiene orden p el límite

ĺım
i→∞

|xi+1 − x∗|
|xi − x∗|p

= β Existe (1.56)

Entonces asintóticamente tenemos

|xi+1 − x∗| = β|xi − x∗|p

Donde β se denomina la tasa de convergencia o radio de convergencia.
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Valores mas grandes del orden p, implica en sentido de distancia para el límite

x∗, más rápida convergencia. En efecto, si la sucesión tiene orden p, podemos ver

la siguiente comparación, como {xi}∞i=0 convergente a x∗, luego |xi − x∗| < 1 para i

suficientemente grande, y vemos que |xi − x∗|p se hará mas pequeño mientras p sea

mas grande, así el siguiente iterado estará a una menor distancia de x∗, sin ignorar

a β con lo que tenemos que a menor radio más rápida convergencia.

Es decir, que a valores mas grandes de p y valores mas pequeños de β tendremos

aun mayor rapidez de convergencia.

El estudio de la velocidad de convergencia además de estudiar la eficacia relativa

de los algoritmos de los métodos es un análisis de aproximación local el cual a tenido

considerable éxito en predicción de comportamientos de distintos métodos donde

la función de costo puede ser bien aproximada por una cuadrática. Sin embargo,

el enfoque de análisis local también tiene algunos inconvenientes importantes, el

más importante de las cuales es que no se tiene en cuenta el ritmo de progreso en

las primeras iteraciones. No obstante, en muchas situaciones prácticas, no es una

omisión grave porque el progreso es rápido en las iteraciones iniciales y con menor

crecimiento sólo en el límite (Las razones de esto parecen difíciles de entender, estos

son problemas dependientes). Además, a menudo en la práctica, los puntos de partida

que están cerca de una solución son fácilmente obtenibles por una combinación de

heurística y experiencia, en cuyo caso el análisis local es más significativo.

El análisis local no es muy útil para problemas que involucran ya sea singula-

ridades o mínimos locales, que son difíciles de encontrar en el sentido de que los

principales métodos le toma muchas iteraciones para llegar cerca de su solución en

la que se aplica el análisis local.

Si los métodos a comparar tienen igual orden de convergencia la comparación

se basara en los correspondientes radios de convergencia, con menor valor del radio

mayor sera la rapidez de la convergencia.

Definición 1.1.2. sea la sucesión {xk} convergente a x∗, si existe un βε(0, 1) y tal

que

ĺım
i→∞

|xi+1 − x∗|
|xi − x∗|

= β (1.57)

La sucesión se dice convergente linealmente a x∗ con radio de convergencia β.

Una sucesión convergente linealmente con radio de convergencia β, puede decirse

tener una convergencia por lo menos tan rápido como la secuencia geométrica cβk
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para alguna constante c.

En el caso cuando β = 0 es denomina convergencia superlineal.

Ahora decimos que la sucesión converge con orden p en x∗ para p > 1, si

ĺım
i→∞

|xi+1 − x∗|
|xi − x∗|p

= β (1.58)

En particular, convergencia con orden:

2 se denomina convergencia cuadrática.

3 se denomina convergencia cubica.

etc.

Definición 1.1.3. (Definición ampliada)

El inconveniente de las definiciones anteriores es que éstas no perciben algunas su-

cesiones que todavía convergen razonablemente rápido, pero cuya "velocidad.es va-

riable. Por lo tanto, la definición de orden de convergencia a veces se extiende como

sigue. Según la nueva definición, la sucesión {xk} converge con al menos orden q a

x∗, si existe una sucesión {εk} tal que

‖xk − x∗‖ < εqk ∀k (1.59)

y la sucesión {εk} converge a cero con orden p de acuerdo a la definición anterior.

Para distinguir esta definición, se le llama convergencia R-lineal, convergencia R-

cuadrática , etc (Con el q permanente). Es decir, si q = 1 la sucesión converge

R-lineal, así sucesivamente.

Definición 1.1.4. Una sucesión {xn}, se llama uniformemente acotada, si existe una

constante L > 0, tal que ‖xn‖ 6 L ∀n. El numero L se llama cota uniforme de {xn}.

Definición 1.1.5. (Convergencia Global)

Un método interactivo se dice que converge globalmente cuando la sucesión de puntos

producidos por los iterados del método converge a la solución donde el punto inicial

es arbitrario.
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Capı́tulo 2
SOBRE UNA BÚSQUEDA LINEAL

TIPO ARMIJO Y SU RELACIÓN CON

EL MÉTODO DE REGIÓN DE

CONFIANZA

En este capítulo presentamos un uso novedoso de la regla de Armijo y desarrolla-

mos un método de búsqueda de línea. En las secciones 2 y 3 se analiza la convergencia

global y la tasa de convergencia, respectivamente del nuevo método. En la Sección 4

se pone de manifiesto algunas relaciones entre el nuevo método de búsqueda lineal y

el Método de Región Confianza. Conclusión declaraciones se dan en la sección 5.

§2.1. Un novedoso uso de la regla de Armijo

Primero asumamos que:

(H1). La función objetivo f(x) es continuamente diferenciable y es acotada inferior-

mente en Rn.

(H2). El gradiente g(x) de f(x) es continuo uniformemente en un conjunto convexo

abierto B que contiene el conjunto de nivel L0 = {xεRn|f(x) 6 f(x0)}, donde x0 es

dado.

(H2)’. El gradiente g(x) de f(x) es Lipschitz continua en un conjunto convexo abierto

25
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B que contiene el conjunto de nivel L0, es decir, existe M ′ tal que

‖g(x)− g(y)‖ 6M ′‖x− y‖, ∀x, y εB.

Es evidente que (H2)ímplica (H2) ver preliminares.

Definimos un nuevo uso de la Regla de Armijo o simplemente lo llamamos una

Nueva Búsqueda de Armijo.

Nueva Búsqueda de Armijo Dado µε(0, 1
2
) y ρε(0, 1), Bk es una aproximación

de Gk = ∇2f(xk) y B̂k es definida de la siguiente procuración: tomar i el entero mas

pequeño tal que dTkBkdk+ i‖dk‖2 > 0. Establecer sk = − gTk dk

dTk B̂kdk
y αk es el mas grande

α en {sk, skρ, skρ2, ..., } tal que

fk − f(xk + αdk) > −αµ[gTk dk +
1

2
αdTkBkdk]

Algoritmo (A)

Paso 0. Elegir x0εR
n y establecer k := 0.

Paso 1. Si ‖gk‖ = 0 entonces parar; si no ir al paso 2;

Paso 2. Establecer xk+1 = xk + αkdk, donde dk es una dirección de descenso de f(x)

en xk y αk es seleccionado por la Nueva Búsqueda de Armijo;

Paso 3. Establecer k := k + 1.

Lema 2.1.1. Si (H1) se tiene y gTk < 0, entonces la Nueva Búsqueda de Armijo esta

bien definida.

Demostración.

Por (H1), tenemos

ĺımα→0+[
f(xk+αkdk)−fk− 1

2
µα2dTkBkdk

α
] = ĺımα→0+[f(xk+αkdk)−fk

α
]− 1

2
ĺımα→0+[µαdTkBkdk]

= gkTdk − 0,

< µgTk dk.

Por lo tanto, existe un αk < 0, tal que

f(xk + αkdk)− fk − 1
2
µα2dTkBkdk

α
6 µgTk dk, ∀α ε [0, αk].

Luego,

f(xk + αkdk)− fk 6 αµgTk dk +
1

2
µα2dTkBkdk, ∀α ε [0, αk].

Entonces

fk − f(xk + αkdk) > −αµ[gTk dk +
1

2
αdTkBkdk], ∀α ε [0, αk].

Lo que implica que la Nueva Búsqueda de Armijo esta bien definida.
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§2.2. Convergencia Global

Teorema 2.2.1. Si (H1) y (H2) se cumplen, dk satisface (??)Y αk es definida por la

Nueva Búsqueda de Armijo. Algoritmo (A) genera una secuencia infinita {xk}, con
una secuencia acotada {Bk}, esto es, hay un β tal que ‖Bk‖ 6 β,∀k. Entonces

ĺım
k→∞

(−g
T
k dk
‖dk‖

) = 0 (2.1)

Demostración.

Por contradicción, Supongamos que existe un subconjunto infinitoK ⊆ {0, 1, 2, 3, ....}
y un ε > 0, tal que

− gTk dk
‖dk‖

> ε, kεK (2.2)

Entonces

− gkTdk > ε‖dk‖, kεK (2.3)

Por la Nueva Búsqueda de Armijo, en el caso de dTkBkdk 6 0 (kεK), tenemos:

fk − fk+1 > −αkµ[gTk dk + 1
2
αkd

T
kBkdk]

> −αkµgTk dk (Y a que dTkBkdk 6 0)

> αkµε‖dk‖ (Por (2.3));

Y en el caso de dTkBkdk > 0 (kεK), tenemos:

fk − fk+1 > −αkµ[gTk dk + 1
2
αkd

T
kBkdk]

> −αkµ[gTk dk + 1
2
skd

T
kBkdk] (Desde que αk 6 sk)

= −1
2
αkµg

T
k dk (Sustituyendo sk y restando)

> µε
2
αk‖dk‖,∀kεK (Por (2.3)).

De aquí vemos que en ambos casos llegamos a que fk− fk+1 > 0, ya que αk, µ, ε, son

escalares positivos, así fk > fk+1,∀kεK, luego la función es monótona decreciente y

acotada inferiormente por (H1), con lo que tenemos que

ĺım
k→∞

fk − fk+1 = 0, ∀ k εK.

Esto, implica que

αk‖dk‖ 6 fk − fk+1 → 0, (kεK, k →∞) (2.4)

En el paper se encuentra un pequeño error debido a que hacen la siguiente compa-

ración de un vector con un escalar; αkdk 6 αk‖dk‖
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También por la Nueva Búsqueda de Armijo, ‖Bk‖ 6 β implica que

‖B̂k‖ 6 2β + 1, ∀ k. (2.5)

Sea K1 = {kεK|αk = sk}, K2 = {kεK : αk < sk},
Podemos probar que K1 es un subconjunto finito. En efecto, si K1 es un subcon-

junto infinito, vemos que:

αk‖dk‖ = − gTk dk

dkTB̂kdk
‖dk‖ (Sustituyendoαk) (2.6)

Por (2.5) tenemos

dTk B̂kdk 6 (2β + 1)‖dk‖2 ⇒ 1

dTk B̂kdk
>

1

(2β + 1)‖dk‖2

Así en ((2.6)) , tendríamos

− gTk dk‖dk‖
(2β + 1)‖dk‖2

6 − gTk dk

dTk B̂kdk
‖dk‖ = αk‖dk‖ → 0(k εK1, k →∞), (Por (2.5))

Que contradice (2.2). En consecuencia K2 debe ser un subconjunto infinito y αk/ρ 6

sk, ∀kεK2. Además, tenemos que αk es el mas grande α tal que la desigualdad de la

Nueva Búsqueda de Armijo se cumple, con lo que α = αk/ρ hará que la desigualdad

en la Nueva Búsqueda de Armijo falle, es decir,

fk − f(xk + (α/ρ)dk) < −(αk/ρ)µ[gTk dk +
1

2
dTkBkdk]

Por lo tanto

f(xk + (α/ρ)dk)− fk > (αk/ρ)µ[gTk dk + 1
2
(αk/ρ)dTkBkdk]

> (αk/ρ)µ[gTk dk − 1
2
(αk/ρ)dTk B̂kdk]

> (αk/ρ)µ[gTk dk − 1
2
skd

T
k B̂kdk] (αk/ρ 6 sk)

= 3
2
(αk/ρ)µgTk dk, kεK2. (Sustituyendo sk = − gTk dk

dTk B̂kdk
)

Usando el Teorema del valor medio en el lado izquierdo de la desigualdad anterior,

existe θkε[0, 1], tal que

f(xk + (α/ρ)dk)− fk = (αk/ρ)g(xk + θk(αk/ρ)dk)
Tdk,

Luego

(αk/ρ)g(xk + θk(αk/ρ)dk)
Tdk >

3

2
(αk/ρ)µgTk dk, kεK2.
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De aquí,

g(xk + θk(αk/ρ)dk)
Tdk >

3

2
µgTk dk, kεK2. (2.7)

Restando a ambos lados gTk dk
‖dk‖

y acomodando tenemos:

−(1− 3
2
µ)

gTk dk
‖dk‖

6 [g(xk+θk(αk/ρ)dk)−gk]T dk
‖dk‖

6 ‖g(xk+θk(αk/ρ)dk)−gk‖‖dk‖
‖dk‖

(Por la desigualdad deCauchy − Schwartz)

= ‖g(xk + θk(αk/ρ)dk)− gk‖ → 0(kεK2, k →∞) (Por (2.4) y por (H2))

Lo que contradice (2.2) y por tanto, la conclusión es válida.

Teorema 2.2.2. Si (H1) y (H2)’se cumplen, dk satisface (??) y αk es definida por la

Nueva Búsqueda de Armijo. Algoritmo (A) genera una secuencia infinita {xk} y Bk

es uniformemente acotada, esto es, existe un β > 0 tal que ‖Bk‖ 6 β, ∀k. Entonces

∞∑
k=0

(−g
T
k dk
‖dk‖

2

) <∞ (2.8)

Demostración.

Dado que (H2)ímplica (H2) ver en preliminares, la conclusion del Teorema (2.2.1) se

cumple.

Sea

K1 = {k|αk = sk}, K2 = {k|αk < sk}

Por la Nueva Búsqueda de Armijo, en el caso de que kεK1 tenemos:

fk − fk+1 > −αkµ[gTk dk + 1
2
αkd

T
kBkdk]

> −αkµ[gTk dk + 1
2
αkd

T
k B̂kdk] (dTk B̂kdk > dTkBkdk)

= −1
2
αkµg

T
k dk (Evaluandoα=sk en el segundo termino)

= µ
2
.
(gTk dk)2

dTk B̂kdk
(Sustituyendoαk por sk)

> µ
2(2β+1)

(−gTk dk
‖dk‖

2

), kεK1. (Por(2.5))

Así

fk − fk+1 >
µ

2(2β + 1)
(−g

T
k dk
‖dk‖

2

), k εK1. (2.9)

En el caso de kεK2 tenemos que αk 6 sk, podemos probar similar a (2.7) que

g(xk + θk(αk/ρ)dk)
Tdk >

3

2
µgTk dk, kεK2, (2.10)
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Y por la desigualdad de Cauchy Schwartz, (2.5), (2.4) y restando a ambos lados por
gTk dk
‖dk‖

, obtuvimos:

−(1− 3

2
µ)
gTk dk
‖dk‖

6 ‖g(xk + θk(αk/ρ)dk)− gk‖, kεK2

Por lo que (H2)ímplica que existe un M tal que:

−(1− 3
2
µ)

gTk dk
‖dk‖

6 ‖g(xk + θk(αk/ρ)dk)− gk‖
6 M ′αk/ρ‖dk‖, (M ′ = θkM)(kεK2)

Y que despejando a αk, obtenemos:

αk >
−ρ(1− 3

2
µ)

M ′
gTk dk
‖dk‖2

, kεK2. (2.11)

Por consiguiente,

fk ∗ fk+1 > −αkµ[gTk dk + 1
2
αkd

T
kBkdk]

> −αkµ[gTk dk + 1
2
skd

T
k B̂kdk] (αkd

T
kBkdk 6 skd

T
k B̂kdk)

= −αkµ[gTk dk − 1
2
gTk dk] (Sustituyendo sk)

= −1
2
αkµg

T
k dk

>
µρ(1− 3

2
µ)

2M ′
(−gTk dk
‖dk‖

)2, kεK2. (Por (2.10))

Por la inecuación (2.9) y tomando

η′ =
µ

2
min(

1

2β + 1
,
ρ(1− 3

2
µ)

M ′ ),

Se tiene que:

ff − fk+1 > η′(−g
T
k dk
‖dk‖

)2, ∀ k. (2.12)

Por (H1) f es continuamente diferenciable y acotada por debajo y además la función

es decreciente, así

η′
∞∑
k=0

(−g
T
k dk
‖dk‖

)2 6
∑
k=0

∞(fk − f > k + 1) < +∞.

Esta desigualdad implica que (2.8) se cumple.

Corolario 2.2.3. Si (H1) y (H2) se cumplen, dk satiface (??) y αk es definida por

la Nueva Búsqueda de Armijo. Algoritmo (A) genera una secuencia infinita {xk} y
‖Bk‖ 6 β, ∀k. Entonces

ĺım
k→∞
‖gk‖ = 0 (2.13)
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Demostración.

Por Teorema (2.2.1), se tiene:

τ‖gk‖ 6 − gTk dk
‖gk‖‖dk‖

= −gTk dk
‖dk‖
→ 0, (k → ∞).

La prueba termina.

§2.3. Razón de Convergencia

En orden de analizar la razón de convergencia, además asumimos que:

(H3). xk → x∗ cuando k → ∞, ∇2f)x∗ffl0 y f(x) es dos veces continuamente dife-

renciable en N(x∗, ε0) = {x|‖x− x∗‖ < ε0}.

Lema 2.3.1. Asumamos que (H3) se cumple. Entonces existe 0 < m′ 6 M ′ y ε 6 ε0

tal que:

m′‖y‖2 6 yT∇2f(x)y 6M ′‖y‖2,∀x, y ∈ N(x∗, ε); (2.14)
1

2
m′‖x− x∗‖2 6 f(x)− f(x∗) 6

1

2
M ′‖x− x∗‖2,∀x ∈ N(x∗, ε); (2.15)

M ′‖x− y‖2 > (g(x)− g(y))T (x− y) > m′‖x− y‖2, ∀x, y ∈ N(x∗, ε); (2.16)

Y así,

M ′‖x− x∗‖2 > g(x)T (x− x∗) > m′‖x− x∗‖2,∀x ∈ N(x∗, ε); (2.17)

Por (2.17) y (2.16) podemos obtener, de la desigualdad de Cauchy Schwartz, que

M ′‖x− x∗‖2 > ‖g(x)‖ > m′‖x− x∗‖2, ∀x ∈ N(x∗, ε); (2.18)

Y

‖g(x)− g(y)‖ 6M ′‖x− y‖2,∀x, y ∈ N(x∗, ε); (2.19)

La prueba se puede encontrar en la literatura de

§2.3.1. Convergencia Lineal

Teorema 2.3.2. Asumir que (H3) se cumple, dk satisface (??) y αk es definida por

la Nueva Búsqueda de Armijo y que ‖Bk‖ 6 β,∀k. Si el Algoritmo (A) genera un

secuencia infinita {xk}, entonces {xk} converge a x∗ por lo menos R-lineal.
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Demostración.

Si (H3) se cumple entonces existe un k’tal que xk in N(x∗, ε0), ∀k > k′ y (H1) y

(H2)’se cumplen si x0 in N(x∗, ε0). Por Teorema (2.2.2) y (??) tenemos:

f−fk+1 > η′(−gTk dk
‖dk‖

)2

> η′τ 2‖gk‖, k > k′ (Por(??))

Por la desigualdad anterior y lema ??, Haciendo η = η′τ 2, se obtiene

f−fk+1 > η‖gk‖
> ηm′2‖xk − x∗‖2 (Por(2.18))

> 2ηm′2

M ′
(fk − f ∗). (Por(2.15))

Sea

θ = m′
√

2η

M ′ > 0

Probemos que θ < 1. En efecto, por la definición de η y η′ en la prueba del Teorema

(2.2.2), se obtiene:

θ2 = 2m′2η
M ′

= 2m′2τ2η′

M ′

6 2m′2τ2

M ′
µρ(1− 3

2
µ)

2M ′
(Por η′)

6 τ 2µρ(1− 3
2
µ). (0 < m′ 6M ′)

6 µρ(1− 3
2
µ). (0 < τ 6 1)

< 1. (0 < µ 6 1/2)(0 < ρ < 1)

Definamos

0 < w =
√

1− θ2 < 1

Retomando la desigualdad de arriba que

fk − fk+1 6 θ2(fk − f ∗) ⇒ fk − f ∗ − fk+1 + f ∗ 6 θ2(fk − f ∗)
⇒ fk+1 − f ∗ > (fk − f ∗)− θ2(fk − f ∗)

Luego,
fk+1 − f ∗ > (1− θ2)(fk − f ∗)

= w2(k−k+1)(fk − f ∗)
6 w2(k−(k−1)+1)(fk−1 − f ∗)

...

6 w2(k−(k′+1)+1)(fk′+1 − f ∗)
= w2(k−k′)(fk′+1 − f ∗).
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Esto y por (2.15)de el Lema (2.3.1) se tiene

‖xk+1 − x∗‖2 6 2
m′

(fk+1 − f ∗)
6 w2(k−k′) 2(fk′+1−f∗)

m′

Así

‖xk+1 − x∗‖ 6 wk−k
′

√
2(fk′+1 − f ∗)

m′

Es decir, que si cambiamos el subíndice k por k − 1, tenemos

‖xk − x∗‖ 6 wk−1−k′
√

2(fk′+1−f∗)
m′

= wk

wk′+1

√
2(fk′+1−f∗)

m′

= wk
√

2(fk′+1−f∗)
m′w2(k′+1) .

Notemos que
√

2(fk′+1−f∗)
m′w2(k′+1) es una constante, y aplicando la raíz k-esima y limite a

ambos lados, tenemos finalmente que:

R1{xk} = ĺım
k→∞
‖xk − x ∗ ‖1/k 6 ĺım

k→∞
w(

2(fk′+1 − f ∗)
m′w2(k′+1)

)1/2k = w < 1

Que muestra que {xk} converge a x∗ al menos R-Lineal.

§2.4. Convergencia Superlineal

Supongamos además que,

(H4). {BBk} es una secuencia de matrices definida positiva y ‖Bk‖ 6 β, ∀k. Algo-
ritmo (A) con dk = −B−1

k gk satisface la siguiente condición

ĺım
k→∞

‖[Bk −∇2f(x∗)]dk‖
‖dk‖

= 0 (2.20)

Lema 2.4.1. Si (H3) y (H4) se cumplen. Algoritmo (A) genera una secuencia infinita

{xk}. Entonces existe k’tal que

αk = 1,∀k > k′. (2.21)

Demostración.

Por corolario (2.2.3) y (H4)

ĺım
k→∞
‖gk‖ = 0⇒ ĺım

k→∞
‖ −B−1

k gk‖ = 0
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Esto y por (H3), implica que

ĺım
k→∞

xk = x∗, ĺım
k→∞
‖dk‖ = 0, (2.22)

Y así

ĺım
k→∞

(xk + tdk − x∗) = 0, (2.23)

Donde t∈ [0, 1]. Además, (H4) implica que

0 6 ĺımk→∞
‖dTk [Bk−∇2f(x∗)]dk‖

‖dk‖2

6 ĺımk→∞
‖dk‖‖[Bk−∇2f(x∗)]dk‖

‖dk‖2

= ĺımk→∞
‖[Bk−∇2f(x∗)]dk‖

‖dk‖2

Luego

dTk [Bk −∇2f(x∗)]dk = o(‖dk‖2). (2.24)

En el paper presenta un detalle al declarar que es el teorema del valor medio, pero

la validez de la siguiente igualdad es por el teorema fundamental de calculo:

f(xk + dk)− fk = gTk dk +

∫ 1

0

(1− t)dTk∇2f(xk + tdk)dkdt

En efecto,

gTk dk +
∫ 1

0
(1− t)dTk∇2f(xk + tdk)dkdt = gTk dk +

∫ 1

0
dTk∇2f(xk + tdk)dkdt

−
∫ 1

0
tdTk∇2f(xk + tdk)dkdt

= gTk dk +∇f(xk + dk)
Tdk − gTk dk

−
∫ 1

0
tdTk∇2f(xk + tdk)dkdt

= ∇f(xk + dk)
Tdk −

∫ 1

0
tdTk∇2f(xk + tdk)dkdt,

Integrando por parte, con u = t ydv = dTk∇2f(xk + tdk)dkdt,

gTk dk +
∫ 1

0
(1− t)dTk∇2f(xk + tdk)dkdt = ∇f(xk + dk)

Tdk −∇f(xk + dk)
Tdk

+
∫ 1

0
∇f(xk + tdk)dkdt

=
∫ 1

0
∇f(xk + tdk)dkdt

= f(xk + dk)− fk
si para un k suficiente grande, tenemos:

f(xk + dk)− fk = gTk dk +
∫ 1

0
(1− t)dTk∇2f(xk + tdk)dkdt

= [gTk dk + 1
2
dTkBkdk] +

∫ 1

0
(1− t)dTk [∇2f(xk + tdk)−∇2f(x∗)]dkdt

+ 1
2
dTk [∇2f(x∗)−Bk]dk

= [gTk dk + 1
2
dTkBkdk] + o(‖dk‖2). (Por (2.23)) y (2.24))
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Donde dk = −B−1
k gk, sustituimos en la desigualdad derecha anterior vemos que,

gTk dk + 1
2
dTkBkdk = gTk dk − 1

2
gTk dk. (Porque gTk dk ∈ R).

= 1
2
gTk dk

< 0. (Por(??))

Por esto y (2.22), se tiene en la igualdad de arriba que:

f(xk + dk)− fk = [gTk dk +
1

2
dTkBkdk] + o(‖dk‖2) 6 µ[gTk dk +

1

2
dTkBkdk]

Lo que implica que existe un k’para que el (2.21) es valida.

Teorema 2.4.2. Si (H3) y (H4) se cumplen. Algoritmo (A) genera una sucesión infinita

{xk}. Entonces {xk} converge a x∗ superlinealmente.

Demostración.

Por Corolario (2.2.3) y Lema (2.3.1) sabemos que {xk} → x∗. Por Lema (2.4.1),

existe k’tal que (2.21)) se cumple y tenemos:

xk+1 = xk + dk, k > k′ (2.25)

Donde dk = −B−1
k gk. Por el teorema fundamental del calculo se sigue que:

gk+1 − gk =
∫ 1

0
∇2f(xk + t(xk+1 − xk))(xk+1 − xk)dt

=
∫ 1

0
∇2f(xk + tdk)dkdt. (Por (2.25))

= ∇2f(x∗)dk +
∫ 1

0
[∇2f(xk + tdk)−∇2f(x∗)]dkdt

Veamos que:

ĺım
k→∞

‖∇2f(xk + tdk)−∇2f(x∗)]dk‖
‖dk‖

6 ĺım
k→∞

‖∇2f(xk + tdk)−∇2f(x∗)]‖‖dk‖
‖dk‖

= 0

Asi
∫ 1

0
[∇2f(xk + tdk)−∇2f(x∗)]dkdt = o(‖dk‖) y en la igualdad de arriba obtendría-

mos:
gk+1 = gk +∇2f(x∗)dk + o(‖dk‖)

= −Bkdk +∇2f(x∗)dk + o(‖dk‖)
= −[Bk −∇2f(x∗)]dk + o(‖dk‖)
= o(‖dk‖). (Por (2.20))

Entonces

ĺım
k→∞

‖gk+1‖
‖dk‖

= 0 (2.26)
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De (2.18) y (2.26) se deduce que:

‖gk+1‖
‖dk‖

> m′‖xk+1−x∗‖
‖dk‖

= m′‖xk+1−x∗‖
‖xk+1−xk‖

(Por (2.25))

> m′‖xk+1x
∗‖

‖xk+1−x∗‖+‖xk−x∗‖

= m′
‖xk+1−x∗‖
‖xk−x∗‖

1+
‖xk+1−x∗‖
‖xk−x∗‖

Y así

ĺım
k→∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

= 0

Lo que implica que {xk} converge a x∗ Superlinealmente.

§2.5. Convergencia Cuadrática

Si tomamos Bk = ∇2f(xk) en el Algoritmo (A), entonces (H4) se cumple. y

tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.5.1. Si (H3) se cumple, Bk = ∇2f(xk) para k suficiente grande. Algo-

ritmo (A) genera una sucesión infinita {xk}. Entonces {xk} converge a x∗ al menos

Superlinealmente.

Demostración.

En este caso, (H4) se cumple automáticamente, en consecuencia el resultado del

Teorema (2.4.2) se cumple.

Teorema 2.5.2. Si (H3) se cumple, Bk = ∇2f(xk) para k suficiente grande. Además,

existe una epsilon vecindad N(x∗, ε) = {x ∈ Rn|‖x− x∗‖ < ε} de x∗ con ε < ε0 tal

que ∇2f(x) es Lipschitz continua en N(x∗, ε), es decir, existe L(ε) tal que

‖∇2f(x)−∇2f(y)‖ 6 L(ε)‖x− y‖, ∀x, y ∈ N(x∗ε) (2.27)

Algoritmo (A) genera una secuencia infinita {xk}. Entonces {xk} converge a x∗

Cuadráticamente.

Demostración.

Por Corolario (2.2.3), Lema (2.3.1) y (2.4.1), se sigue que {xk} converge a x∗ y existe

k’tal que para todo k > k′, xk ∈ N(x∗, ε), Bk = ∇2f(xk), y αk = 1. Sea εk = xk−x∗.
Por teorema fundamental del calculo tenemos:
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εk+1 = xk+1 − x∗

= xk − x∗ + dk (Por (2.25))

= εk −∇2f(xk)
−1gk

= εk −∇2f(xk)
−1(gk − g∗)

= εk −∇2f(xk)
−1

∫ 1

0
∇2f(x∗ + tεk)εkdt

= ∇2f(xk)
−1[∇2f(xk)−

∫ 1

0
∇2f(x∗ + tεk)εkdt]

= ∇2f(xk)
−1

∫ 1

0
[∇2f(xk)−∇2f(x∗ + tεk)]εkdt

Esto y (2.27) implica que:

‖εk+1‖ = ‖∇2f(xk)
−1

∫ 1

0
[∇2f(xk)−∇2f(x∗ + tεk)]εkdt‖

6 ‖∇2f(xk)
−1‖

∫ 1

0
‖∇2f(xk)−∇2f(x∗ + tεk)‖dt‖εk‖

6 |∇2f(xk)
−1‖L(ε)

∫ 1

0
‖xk + tεk − xk‖dt‖εk‖

= |∇2f(xk)
−1‖L(ε)‖εk‖2

∫ 1

0
tdt

= 1
2
‖∇2f(xk)

−1‖L(ε)‖εk‖2.

Por lo tanto,

ĺım
k→∞

‖εk+1‖
‖εk‖

Con lo que {xk} converge a x∗ Cuadráticamente.

§2.6. Relación con el Método de Región de Confianza

La relación entre el método de línea nueva búsqueda y el método de región de

confianza se dará a conocer en esta sección.

Ya vimos en el Capítulo 1 El Método de Región de Confianza, el cual se basa en

buscar una solución al subproblema

minp∈Rnmk(p) = fk + gTk p+
1

2
pTBkp, s.t.‖p‖ 6 ∆k, (2.28)

Dónde ∆k es de un radio de la Región de Confianza. Definimos ‖· ‖ por la norma

euclidiana, de modo que la solución pk∗ de (2.28) es el reductor de mk(p) en la bola

de radio ∆k. Por lo tanto, el Método de Región de Confianza nos obliga a resolver

una secuencia del subproblemas (2.28) en el que la función objetivo y restricciones (

Que se puede escribir como pTp 6 ∆2
k) son ambos cuadráticos.

El primer problema que surge en la definición del Método de Región de Confian-

za es la estrategia para la elección del radio de la región la confianza ∆k en cada
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iteración. Con base a esta elección en la relación entre el modelo mk y la función

objetivo f en la anterior iteraciones, se define la relación de reducción

rk =
fk − f(xk + pk)

mk(0)−mk(pk)
, (2.29)

Y la influencia de esta relación de reducción en la elección de dicho radio ∆k la vimos

en el Algoritmo(2) del Capítulo 1.

La convergencia global del Método de Región de Confianza depende de las reduc-

ciones obtenidas en la solución del modelo cuadrático mk. Pero, no requiere resolver

el subproblema (2.28) del Método de la Región de confianza con exactitud, podemos

encontrar un pk que satisfaga:

mk(0)−mk(pk) > c1‖gk‖min(∆k,
‖gk‖
‖Bk‖

), (2.30)

Y

‖pk‖ 6 γ∆k, (2.31)

Para γ > 1 y c1 ∈ (0, 1]. Lo cual garantiza la convergencia del método.

En efecto, la solución exacta P ∗k de (2.28) satisface (2.30) y (2.31) ([3]). Basta

ver que mk(0)−m(p
∗
k) > mk(0)−mk(pk),∀pk y ∀k.

Lema 2.6.1. Sea µ = 0 en el Algoritmo(2). Supongamos que ‖Bk‖ 6 β para alguna

constante β, que f es Lipschitz continua diferenciable y acotada inferiormente en el

conjunto de nivel

L0 = {x ∈ R|f(x) 6 f(x0)},

Y que la aproximación de la solución de (2.28) satisface (2.30) y (2.31) para cons-

tantes positivas c1 y γ. Entonces se tiene

ĺım
k→∞
‖gk‖ = 0 (2.32)

Lema 2.6.2. Sea µ ∈ (0, 1
4
) en el Algoritmo(2). Supongamos que ‖Bk‖ 6 β para

alguna constante β, que f es Lipschitz continua diferenciable y acotada inferiormente

en el conjunto de nivel L0, Y que la aproximación de la solución de (2.28) satisface

(2.30) y (2.31) para constantes positivas c1 y γ. Entonces se tiene

ĺım
k→∞
‖gk‖ = 0 (2.33)
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En la Nueva Búsqueda de Armijo, si el conjunto p=αkdk entonces

fk − f(xk + pk) > µ[−gTk pk −
1

2
pTkBkpk]

Y xk+1 = xk + pk es solo una aceptable reducción en el Método Región de Confianza

y sabemos que mk(0)−mk(pk) = fk− fk− gtkpk− 1
2
pTkBkpk = −gTk pk− 1

2
pTkBkpk > 0,

tenemos

rk =
fk − fk+1

mk(0)−mk(pk)
> µ, (2.34)

Es obvio que (2.34) coincide con la condición de aceptación en (??).

Este rk es justamente la relación de la reducción actual y la reducción predicha.

Si la relación anterior se cumple entonces el nuevo punto xk = xk + pk es aceptado

tanto por la Nuevo Método de Búsqueda lineal como por el Método de Región de

Confianza. De lo contrario, debemos ajustar el tamaño de paso en el Nuevo Método

de Búsqueda lineal o ajustar el radio de la región de confianza en el Método de Región

de Confianza. De hecho, si el nuevo punto xk = xk+pk es rechazado, debemos reducir

el tamaño del paso en el Nuevo Método de Búsqueda lineal o reducir el radio de la

región de confianza en el Método de Región de Confianza. Desde este punto de vista,

el Método de Región de Confianza y el Método de Búsqueda Lineal se pueden unificar

en una forma general.
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§2.7. Conclusión

En esta Investigación se utiliza La Búsqueda Lineal Tipo Armijo en una forma

novedosa y proponen un Nuevo Método de Búsqueda Lineal para problemas de

optimización sin restricciones. La convergencia global y razón de convergencia del

Nuevo Método se analizan en leves condiciones. Además, cada iteración generada por

La Nueva Búsqueda Lineal tipo Armijo se demuestra que es una solución aproximada

del subproblema de correspondiente al Método de Región de Confianza, lo que revela

la relación entre el Método Búsqueda lineal y el Método de Región de Confianza,

en cierto sentido. Para ponerlo en detalle, si tomamos pk = αkdk en el propuesto

Método de Búsqueda Lineal entonces, se tiene la condición de aceptación

rk = − fk − fk+1

gTk dk + 1
2
pTkBkpk

> µ

Que es exactamente la condición de avance en el Método de Región de Confianza.

Por otra parte, cabe destacar que el paper presenta algunos errores, que fueron

arreglados en la desarrollo de la Investigación, y que se mencionan a continuación:

La ecuación (2.4), era originalmente αkdk 6 αk‖dk‖, pero esta fue cambiada

debido a que no cabe comparar un vector con un número real.

En el Lema (2.6.1), falta la premisa de que la función f sea Lipschitz Continua,

ya que es una hipótesis fundamental para la demostración del Lema (ver [1]).

Además, la definición de L0 (2.6.1) en el mismo Lema, f(x0) en el paper es

f(x1) lo cual no concuerda con la definición de conjunto de nivel.

En el Lema (2.6.2) el paper menciona el Algoritmo (2.1), el cual además de

no encontrarse en el paper es una referencia equivocada, realmente se quería

referir al Algoritmo (2).
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