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§0.1. Resumen

Se estudia en este trabajo un método de optimizacion sin la presencia de restric-
ciones presentado por los autores [Zhang J. Wu L. Zhang X.(2007)|, el cual combina
la estrategia de Newton con Region de Confianza. Para este método se estudia y
prueba la convergencia global y ademés una tasa de convergencia superlineal en el
caso cuando el punto solucién tiene matriz hessiana singular. Ademés el método en
si propone el uso de un modelo aproximado dado por (3.1) levemente diferente a
los modelos aproximados clésicos en region de confianza diferenciandolo en dos as-
pectos: (a) la funcion objetivo se actualiza asegurando que la matriz aproximada a
la hessiana sea positiva definida y (b) en las restricciones la longitud del vector de

direccion de descenso se acota mediante un multiplo de la norma del gradiente.
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Capitulo

Introduccion

§1.1. Introduccién

En el trabajo a desarrollarse los autores [Zhang J. Wu L. Zhang X.(2007)] tienen
como objetivo resolver el siguiente problema de optimizacion

min f(x) (1.1)

donde f: R"® —+ R es LC? en R™. Esto es f es dos veces continuamente diferenciable
y la Hessiana, V2f es Lipschitz continua en R”™.

Para esto estudian un método de region de confianza pero esta vez sin la suposicion de
que la matriz hessiana en la solucion sea no singular y atn asi la convergencia global
es garantizada y es precisamente esto lo que hace interesante el método propuesto,
pues previo a este trabajo existian una gran cantidad de métodos de regiéon de con-
fianza pero no se aseguraba la convergencia en caso de que la matriz hessiana en la
solucion fuese singular. La manera en que de aproxima la funcion original f al igual
que en los métodos de region de confianza clésicos es por una funcién cuadratica
levemente distinta a la aproximacion de los métodos de region de confianza clasicos,
estas aproximaciones son mostradas en capitulos posteriores. Ademas que el algo-
ritmo propuesto por los autores posee una tasa de convergencia superlineal bajo la
suposicién de cota de error local. Nuestro objetivo es presentar un nivel de detalle

més amplio que el presentado en el articulo, ademéas de la comprension del mismo.






Capitulo

Preliminares.

§2.1. Definiciones importantes

Este capitulo ademés de establecer alguna terminologia referente a la teoria a
desarrollar, tiene por objeto describir los conceptos: cota de error local, funciones

LC? y otros elementos, que son la base sobre la cual estd sustentado este trabajo.

Dos estrategias: Buisqueda lineal y Region de confianza.

Primero se describe la estrategia btisqueda lineal. Bisqueda lineal

= el algoritmo elige una direccion de busqueda d.

= busca a lo largo de esa direccion desde el iterado actual a un nuevo iterado con

un menor valor de la funcién objetivo.

» la distancia que debe moverse el iterado puede encontrarse resolviendo de
manera aproximada el siguiente problema de minimizacién unidimensional que

consiste en encontrar un paso t tal que
min [y + tdy)

(Resolviendo exactamente este problema se obtendria el mayor beneficio, pero

hacerlo es caro e innecesario pues el objetivo final es la optimizacién de f y no
la de f(zy, + tdy)).
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= en cada nuevo punto se calcula una nueva direccion de bisqueda y un nuevo

paso y se repite el proceso.

Regién de confianza
Constituye una metodologia reciente en optimizacién , se basan en un problema

aproximado mas que en una direccion.

= se construye una funcion modelo my(z) cuyo comportamiento cerca del iterado

actual z; es similar al de la funcién objetivo f.

= como el modelo m;, puede no ser una buena aproximacion de f cuando x estéi
lejos de xy, se restringe la busqueda de un 6ptimo de my en alguna regiéon
en torno a x;. Es decir se encuentra el candidato d; resolviendo de manera
aproximada al siguiente subproblema

ming my(zx + d) donde zy, + d esta dentro de la region de confianza.

= Si la solucién candidata no produce un decrecimiento suficiente en f se concluye
que la region de confianza es demasiado grande y debe reducirse para después

resolver el nuevo subproblema asociado.

Uno de los objetivos de este trabajo es el estudio de una estrategia especifica de

region de confianza.

Modelos para métodos con regiéon de confianza

A continuacion se da una descripcion general de los métodos de regién de confianza
para luego abordar el método a ser objetivo de estudio.
El modelo en un método de regién de confianza esta usualmente definido por una

funcién cuadratica de la forma:
1
donde la matriz By, es, o bien el hessiano V2 f(x},), o alguna aproximacion de éste.

» Si By = 0y se define la region de confianza utilizando la norma euclidea, el

problema de regiéon de confianza es:

mdin flay) +d" f(ay)
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sujeto a ||d|| < Ag
Puede calcularse directamente la soluciéon de este problema y tiene la forma

ARV f()
1V f ()]

Este es un simple paso de descenso en el que la longitud del paso esta deter-

d, =

minado por el radio de la regién de confianza ; la bisqueda lineal y la regiéon

de confianza son esencialmente lo mismo en este caso.

» Un algoritmo de region de confianza mas interesante se obtiene eligiendo By
como el hessiano V2 f(xy,) en el modelo cuadratico. Como se tiene la restriccion
de la region de confianza ||d|| < Ay no es necesario que V2 f(x;,) sea definido
positivo pues se tiene asegurada la existencia de una solucion di. Este método
llamado método de Newton con regiéon de confianza es muy eficiente en la

practica.

= Si la matriz By, en el modelo cuadratico se define con una aproximacion cuasi-

Newton se obtiene un método cuasi-Newton con region de confianza.

Lo expuesto anteriormente fue tomado de la pagina web

[www.dma.uvigo.es/ aurea/transparencias2.pdf|.

El tamano de la region de confianza es critico para la eficacia de cada paso. Si la
region de confianza es demasiado pequena el algoritmo pierde la oportunidad de dar
un paso importante para moverse cerca del minimizador de la funcién objetivo f. Si
es demasiado grande, el minimizador del problema puede estar lejos del minimizador
de la funcién objetivo en la region, dando como resultado un avance no deseado,
una estrategia para esta situacion seria reducir el tamano de la region de confianza,
e intentar resolver nuevamente. Como consecuencia de los comentarios anteriores se
tiene que la eleccion del A, debe basarse en lo bien que se aproxime la funcion f
mediante la funcién my. Con el proposito de medir esta caracteristica se emplea el

siguiente parametro

P f(zr) — [ + di)

Donde d, es un paso a partir del iterado actual x.

El numerador se llama la reducciéon actual y el denominador la reduccion prevista.
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Note que como el paso dj es obtenido minimizando el modelo m; en una regién que
incluye d = 0, la reduccion prevista sera siempre no negativa, por lo tanto si pi es
negativo el nuevo valor objetivo f(xy + di) es mayor que el valor actual f(zy) por lo
que el paso debe ser rechazado.
Por otra parte, si p; es cercano a 1, existe una buena concordancia entre el modelo
my, v la funciéon f en este paso, lo que es seguro para ampliar la region de confianza
para la siguiente iteracion.
Si pr es positivo, pero significativamente menor que 1 no se altera la region de
confianza, pero si esté cercano a 0 o negativo reducir el tamafio de la region. (Para
mayor detalle consultar |J.Nocedal-S.J. Wright (1999)]).

Ahora se describira el problema a ser resuelto mediante el método propuesto.

Considérese el siguiente problema de optimizacion

min f(z) (2.1)

Donde f: R"® — R es LC? en R". Esto es, f es una funcién dos veces continuamente
diferenciable y la matriz Hessiana, V2f, de f es Lipschitz continua en R", digamos,

existe una constante L > 0 tal que,

1% f(x) = V2 f ()]l < Lz =y (2.2)

para todo z,y € R™.

En el desarrollo del trabajo se denotara por g(z) = V f(x) y G(x) = V2f(z) el vector
gradiente y la matriz Hessiana de f en x respectivamente.

Sea X el conjunto de los minimizadores locales de f(x).

Se llamara a Z una solucién no singular del problema (2.1), si G(Z) es una matriz no
singular. De otra manera se llamara x soluciéon singular.

El siguiente concepto es muy usado en la teoria clasica de optimizacion.

DEFINICION 2.1. Una matriz A de n filas y n columnas es positiva semidefinida
si y solo si xT Ax > 0 para todo x € R".

Un concepto que juega papel importante en el desarrollo tedrico del algoritmo, es
el de cota de error local. Este resulta ser importante en la determinacion de la tasa

de convergencia. A continuacion se describe formalmente dicho concepto.
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DEFINICION 2.2 (Cota de error local). Una funcion F : R — R se dice que
provee una cota de error local para el problema (2.1), cerca de & € X si existe una

vecindad () de T y una constante ¢ > 0 tal que para todo x € Q(T)

F(z) > e dist(x, X) (2.3)

Para facilitar el anélisis del comportamiento de las sucesiones de matrices, vec-
tores y escalares que origina el método se recurre a una notacién practica conocida
como O — grande y o — pequena.

Las notaciones O-grande y o-pequena.
Con el proposito de determinar que tan rapido crece o decrece una funciéon , Edmund

Landau introdujo la notacion de 6rdenes de magnitud.

DEFINICION 2.3 (Notacion O-grande. ). Dos funciones f y g de variable real son
del mismo orden de magnitud, escrito f(x) = O(g(x)) si y solo si, existen constantes
N y C tales que

()] < Clg(a)], Vo > N

Lo que intuitivamente significa que f estard ”acotada” por otra funcion Clg(z)],
donde g(x) es una funcion mds sencilla de analizar en términos de su comportamien-
to para valores grandes de x.

En general, si a € R, escribiremos f(x) = O(g(z)), © — a si y solo si, existen

constantes a, B tales que

|f(@)| < Blg(x)], [z —a] <o
Normalmente, el contexto determina el valor de a o st ésta es 00.

Segun la notacion O-grande, el residuo para el polinomio de Taylor se puede
expresar de la siguiente manera.
R, (z+h) = O(h™). Ademés de la notacion O-grande, Landau también introdujo la

f (=)

notacion o-pequena. Si f(z) y g(x) son funciones tales que lim ﬂ = 0, se escribe
z—a g(x

f(z) = o(g(z)) cuando x — a, y se lee f(z) es un infinitésimo de orden superior

que g(z) en el punto a. La idea es que f(x) — 0 mas rapidamente que g(x) cuando

x — a. Formalmente se tiene la siguiente definicion.
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DEFINICION 2.4 (Notacién o-pequena.). f(z) = o(g(zx)), para x — oo si y solo

st, Vv > 0, existe una constante N, tal que

[f (@) < Alg(@)], Vo > N.

En general se tiene que
f(z) =o0(g9(x)), x = a, siy solo si, Vy > 0 existe una constante n tal que
|f (@) <Alg(@)]; V & —al <n.

Cuando a es cero o infinito, y queda claro su valor por el contexto, se omite.

Lo interesante de esta notacion es que si, por ejemplo, ¢(x) = o(z — a)? y
U(z) = o(z — a)? entonces
P W(a) = ofa —al ¥ sip >0, Bk = ola =y (pla) + ¥(e) = oo —a)"

DEFINICION 2.5. Un método iterativo de un paso es un proceso que gemera unda

sucesion {xx}r = 0 de la manera siguiente:

1. Se parte de un wvalor inicial xo que se supone suficientemente proximo a la

solucion buscada.

2. Seitera, es decir, se obtiene una sucesion definida por recurrencia mediante la

formula

siendo G una funcion real de variable real dada. Asi pues, un método iterativo de-

pende de la formula (2.4) que se utilice, y también del punto inicial o que se tome.

DEFINICION 2.6. Se dice que un método iterativo dado por la formula (2.4) tiene
la propiedad de convergencia global hacia o € R en un subconjuntoD C R si para
todo dato tnicial xo € D se puede construir la sucesion xy correspondiente con la

formula (2.4), cumpliéndose lim xp = «.
k——+o00

DEFINICION 2.7. Se dice que un método iterativo dado por la formula (2.4) tiene la
propiedad de convergencia local hacia o € R si existe un numero 6 > 0 tal que dicho
método tiene la propiedad de convergencia global hacia o en el intervalo (a—§, a+9),
es decir, si para todo dato inicial xy € (o — 6, v + §) se puede construir la sucesion

xy, correspondiente con la formula (2.4), y ka Tp = Q.
—+00
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DEFINICION 2.8. Sea x;, una sucesion de numeros reales tal que kh’m T =y
—+00

sea p > 0. Se dice que la sucesion tiene orden de convergencia al menos p si existen

kh=20yC>00<C<1sip=1)tales que
|zp1 — o] < Clag —af? VE =k (2.5)

Notése que en la definicion precedente, p no tiene que ser necesariamente un numero
entero. En la terminologia cldsica, si p = 1,2 ¢ 3, se habla de convergencia al menos
lineal, cuadrdtica o ciubica, respectivamente. Sip <1, 0sip=11yC =1, se dice que

la convergencia es sublineal, y si p > 1 se dice que la convergencia es superlineal.

PROPOSICION 2.1. Sea x una sucesion de nimeros reales tal que ka T =y
—+o00
sea p > 0. La condicion necesaria y suficiente para que la sucesion xy tenga orden

de convergencia al menos p es que

oy st =l
imsup ——

=L <4+ (L<lsip=1 2.6
msup S ( p=1) (2.6)

donde se usa el convenio de que 0/0 = 0.

Demostracion. Si el orden de convergencia es al menos p entonces

Hl'k+1 - Of”
|21 — af|P

para todo k > kg, y en consecuencia

h’msupM =L<C

koo ||k — P

Reciprocamente, si se verifica (2.6), entonces fijado € > 0 arbitrariamente pequeno,

existe un ko(e) tal que

o=l _,
e —al?

para todo k > kg

El siguiente resultado es 1til en los argumentos de rapidez de convergencia.
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LEMA 2.1. [Teorema de Taylor| Suponga que f : R"™ — R es continuamente

diferenciable y que p € R™. Entonces se tiene que

fle+p)=flz)+Vf(z+tp)p

para algin t € (0,1) Ademds, si f es dos veces continuamente diferenciable, se tiene

que
1
Vi +p) = I+ [ v+ ot

Yy que

£l 1) = J0) + 9 @)D+ 357 e + )

para algun t € (0,1)

Teorema extraido del texto |J.Nocedal-S.J. Wright (1999)].



Capitulo

El algoritmo y su convergencia global

En este capitulo se describe primeramente el modelo aproximado que usaron los
autores
[Zhang J. Wu L. Zhang X.(2007)|, haciendo notar las diferencias con los modelos
estdndar de region de confianza. Luego se presenta una descripcion detallada del
algoritmo la cual se hace de una manera mas sencilla que la exhibida por los au-
tores |Zhang J. Wu L. Zhang X.(2007)]. Una vez descrito el algoritmo se presenta la

prueba de la convergencia global del mismo.

§3.1. Modelo aproximado

En este algoritmo cada punto iterado xy, el paso prueba es obtenido al resolver

el siguiente subproblema:

1
min ®(d) = gid+ §dT(Bk + el )d (3.1)
sujeto a [|d|] < [lgl” = o
Puede notarse que el tamano de la regiéon de confianza depende de la magnitud del
gradiente siendo este un rasgo propio de este método. Partiendo de que Bj es una

aproximacion a G(xy), se tiene entonces que By + p ] es una matriz positiva definida

(bajo la eleccion adecuada de ) por lo que ®(d) es una funcion cuadrada convexa.

11
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Antes de describir el algoritmo se define la reduccion actual (Aredy(d})), la re-

duccion prevista Predy(d}) y el cociente entre ellas (ry), como sigue:

Aredy(d) = f(xp + dy) — flag).

Predy(d}) = ®(d}).

_ Aredi(dy)
~ Predy(d?)’

A continuacion se daré paso a paso la descripcion del algoritmo

D
Tk

ALGORITMO 3.2. Dar un punto inicial xo € R"
Dar By € R™"™ una matriz simétrica
Seleccionar n € (0,1);c € (0,1);e > 0;7 € (0,1);p € (0,1);
p=0,k=0
Mzentras || gi(z)|| > €
Resuelva( 3.1 )
Calcule Predy(dy)
Calcule Aredy(d})
Calcule ry,.
Sirp>n
Tpy1 = Ty + df

Actualice By1,

k:=Fk+1
p=0.
FEscoja v € (0,1)
Sino
p=p+l
Fin del si

Fin del mientras

La condiciéon ||gx(x)|| > € dice que mientras el gradiente no sea suficientemente
pequeno se contintia buscando un punto mejor, en dicho caso se resuelve el modelo
aproximado y se chequea si la solucién aproximada es una buena opcion para f. La
condiciéon r, > n debe cumplirse en ese caso y se actualiza xy, By. De no cumplirse

se reduce el radio de la region, esto se logra aumentando p.



MAYARIN LOPEZ. 13

Para analizar la convergencia global del algoritmo, los autores

|Zhang J. Wu L. Zhang X.(2007)| se valieron de las siguientes suposiciones.
SUPOSICION 3.1. 1. f es continuamente diferenciable.

2. {x} es una sucesion acotada.

3. {By} es una sucesion acotada.

Por suposicion (3.1), se tiene que { By + ugl} v {Gr} son sucesiones acotadas.

Asi, existe una constante M > 0 tal que

||Bk + ,ukIH < M, Vk,

y
|G|l < M, Vk.

Los siguientes tres lemas tomados del articulo objeto de estudio son mostrados por
los autores [Zhang J. Wu L. Zhang X.(2007)| para probar la convergencia global del

algoritmo.

En el primero de estos lemas se plantea un resultado, el cual establece que el error
entre la reduccion actual Ared y la reduccion predicha ¢y (d}) mediante el modelo

aproximado esta acotado por el cuadrado del tamano de d.
LEMA 3.1. |Aredy(d}) — Pred,(d})] = O(||d7||?)
Demostracion.
Aredy(d)) — Predp(d}) = f(axp +d}) — f(xg) — (&)
= Sl ) — ) - g}~ L (Bt )
= S+ g+ ARG+ oll])
~ (o) — gl — S (B ),
= L8 (G By D+ ol
= O(ll47]I*)

Donde se ha usado teorfa de expansion de Taylor (f(zy + d&f) = f(ax) + gl dh +
1
EdiTdeﬁ +o(||dZ||*)) v el hecho de que
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1 T 1
LW (G = Bu— DD = SMEIRIGE — B = )
1
< HdiHQHHGkH+§Hd£|\2HBk+uka
2
< 2ug
= M|d;|”?

]

El siguiente resultado establece que la reducciéon predicha esta acotada superior-
mente en términos de la norma del gradiente ||gx||, este hecho se enuncia de manera
precisa en el siguiente lema.

1
LEMA 3.2. Predy(d?) < — min {%,55} [l g%

Demostracion. Sea dj,, soluciéon de (3.1) correspondiente a p, entonces para algiun

a € (0,1) se tiene

X K\ — 7 1
Hng

7 —aor g 1 [ —adlgr T —adh gk
= ot (it ) 5 (o) e mn (o)
o?(07)2gk (Br, + pI) gi
2|lg 1
o (07)* gk Mgy,
2|\ gwl?
= —adllll + 50230 M

= —adlgll +

< —adilgell +

Donde la segunda desigualdad resulta del hecho de que || By, + uI|| < M, Vk
—adh gy,

gk

Como los valores de interés para « estan en el intervalo [0, 1] pues el vector

se mantiene en la region factible del modelo (3.1) se tiene que:
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, 1
Predu(df) < guin { ~adflo + 52500}

1
Ahora bien, hagase S(a) = —ady||gr| + 5042(5@2]\4
Derivando respecto a « se tiene que
S'(a) = =0 llgrll + a(67)* M.
Asi,

S'a)=0 & —5lgel +o(d7)*M =0

— gl
& g = kIR
AR
—lgx |
s q= 28
R Vi
mi _ —llgell
Por lo tanto S alcanza un minimo en o = ——
oM
Como consecuencia el minimo es —1—”9 el
2 M

1
Por otra parte —§5£H gkl es un minimo de la funciéon S

En conclusién
, 1 1,
Predy(d}) < Oglalgl{—aazugkn ¥ §a2<55>2M} < — min{ lgull /M, &gk
O]

Los algoritmos de region de confianza logran mejoras sustanciales en iteraciones
en las cuales la solucion del modelo aproximado da un buen valor para la funcién
original f. Cuando esto ocurre se hace un avance x4 = xy, + df, pero cuando no
es asi el algoritmo permanece en el mismo punto (zx;1 = xx). En esta situacion el
algoritmo propuesto pasa por el sino del condicional incrementando p. Si el algoritmo
queda atascado en este 1ltimo caso el avance hacia la solucién queda comprometido.

El siguiente lema aclara el panorama.

LEMA 3.3. El algoritmo (3.2) no pasa por el sino del condicional consecutiva e

infinitamente.

Demostracion. Supongase, por reduccion al absurdo, que el algoritmo pasa por el

sino del condicional consecutiva e infinitamente en z;, , entonces para todo i=1,2,3...
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se tiene
Tpy1 =T, p=1Y ||9k” > €.
Como zp,1 = x) entonces g(r11) = g(x), ademas 0 < ¢ < 1y p — +o0 lo que

implica que 8}, = ||ge+1]|” = ¢||lg||” = 0}, — 0, por tanto se tiene que

6 —0 y r<n. (3.2)

Por consiguiente por los lemas (3.1) y (3.2), como ¢ — 400

Aredy(dy) — Predi(dy) | _ O(67)

Predy(d:) 0,50

Asi, para i suficientemente grande ri > 7, lo cual contradice ( 3.2) por tanto el

— 0.

=1 =

algoritmo ( 3.2 ) no pasa por el sino del condicional consecutiva e infinitamente. [

El siguiente resultado describe la convergencia global del método propuesto por

los autores |Zhang J. Wu L. Zhang X.(2007)|.

TEOREMA 3.1. Suponga que la suposicion (3.1) se cumple.
St e = 0,0 el algoritmo converge en un numero finito de iteraciones a la solucion de

(2.1) o genera una sucesion infinita {xy} tal que:

lim [lgell = 0 (3.3)

k—+o0

Por tanto, todo punto de acumulacion de {xy} es un punto estacionario de (2.1)

Demostracion. Debido a la suposicion (3.1) (i) y (ii) la sucesion {f(xx)} es acotada
por debajo .

Supongase que el algoritmo no termina en un numero finito de iteraciones y (3.3) no
es clerto.

Entonces existe una constante positiva £ y una subsucesion infinita {k;} tal que,

gkl = € (3.4)

Definase T' = {k : ||gx|| = €}, entonces T es un conjunto infinito por (3.4). Por lema

(3.2) y prueba del condicional del algoritmo (3.2) se tiene:
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Aredk(dg) S
Pred(d})
Aredy(dy) < nPredy(dy)

[k + d}) — flog) < nPredy(dy)
f(xx) = f(ar + dy) = —nPredy(dy)

1
oot { 121

<

3
WV
3

U R

Pues en el caso en el cual el algoritmo esté en una secuencia de pasos Ty, T+1, --., Thip
pasando por el sino y cambia al si, la busqueda se realiza en el modelo aproximado
en una esfera de radio ¢} = ¢”||gx||”. Las secuencias de esto tipo son acotadas por
lema anterior, entonces existe una secuencia mas larga la cual da el radio (5Z(k) que
es el mas pequeno de todos esos radios.

Sumando sobre los k € T, se tiene

Sl @) flaewan)] > — S nPrede > 3 5 & min { 50 %}

keT keT keT
donde p(k) es el valor de p mas grande obtenido en el paso 2 en cada iterado xy

1 —
Como {f(xy)} es acotada por debajo, se tiene: ZnEgmm{(SZ(k), %} < 400
keT

Debido a que esta tltima serie es convergente y a que 5£(k) es el Gnico valor no
constante se tiene que (5Z(k) — O cuando k - +oc0oy ke T

Como ||gk|| = € para todo k € T, p(k) — +o0 cuando k — ooy k € T

Por tanto, se puede asumir que p(k) > 1 para todo k € T. De la regla de de-
terminacion de p(k) (k € T) en el condicional del si, se sabe que la solucion dj

correspondiente al siguiente subproblema :

1 1
min @ (d) = gl'd + §dTBkd + §Mk||d||2
p(k)

sujeto a ||d|| < P |gr|]” = no es aceptable.

Esto es , sea Ty, = o + Jk, se tiene

fxr) = f(Trya)

— <n keT 3.5
o) n (3.5)
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de otra manera, se tiene
BT 50, kel
Se sigue del lema (3.1) que

F(@e1) = () — Prldr) = O([|di?).

Por lema (3.2), 5Z(k)71 — 0, k € T y la definicién de T, para k suficientemente

grande, se tiene

fl@) = f@r) | O(ldx ][> < Q@) g
— @y () = Yjggf mingor® 1 ey S L@
Sea k — oo, k € T, (3.6) implica
faw) — f@kﬂ) o1
— P (di) ’
Lo cual contradice (3.5)
Por lo tanto el teorema es verdadero.
O

Se ha probado la convergencia global, pero atn asi, el algoritmo pudiese ser muy
lento. En el siguiente capitulo se demuestra que el algoritmo tiene una rapidez de

convergencia bastante buena.



Capitulo

Convergencia Superlineal

Este capitulo estda dedicado al estudio de la convergencia local del algoritmo.
La secuencia de pasos es como sigue: se enumeran las condiciones bajo las cuales el
algoritmo alcanza la tasa de convergencia superlineal. Se describen las factorizaciones
de G(zy) y By basandose en sus valores propios. Luego se establece una serie de
resultados previos relacionados con la distancia al iterado actual al conjunto de
soluciones con el propoésito de mostrar que la matriz By es una buena aproximacion
de la matriz GGj. Finalmente con estos resultados se prueba que el algoritmo converge

superlinealmente.

§4.1. Convergencia superlineal

En el siguiente capitulo se estudia la rapidez con la cual los iterados se aproximan
a la solucioén al estar cerca de esta. Para dicho estudio, los autores

[Zhang J. Wu L. Zhang X.(2007)] hacen uso de las siguientes suposiciones.
SUPOSICION 4.1. (i) z) — z*.
(ii) f es LC?* y conveza.

(i1i) Para k suficientemente grande, By es una matriz semidefinida positiva y

1B = Gill = O(lldR]|7);

19
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(i) |lg(x)|| provee una cota de error local para el problema (2.1) cerca de x*, es
decir, existe una vecindad 2 de x* y una constante ¢ > 0 tal que, para todo

x €l
llg(x)|| = edist(x, X). (4.1)

(v) wx = O((dist(xy, X)P)) (0 < p < 1) es decir, existen dos constantes
0 < ¢ < C tales que

¢ dist(xy, X)P < < Oy dist(zg, X)P

Primero se prueba que para k suficientemente grande, la formula iterativa generada

por el algoritmo (3.2) es
Thy1 = Tk -+ C{k (42)

donde d;, = —(By + prI V) gy
Para este proposito se necesitan dos cosas: una es demostrar que dj, es solucion de
(3.1) correspondiente a p = 0 para k suficientemente grande; otra es probar que dy,
es aceptable. Primero se daran algunas propiedades de dj.
Como G(z*) es simétrica positiva semidefinida, existe una matriz ortogonal
A O QT
Q = (Q1,Q2) tal que : G(z%) = (Q1,Q2) IT ;
0 0 Q5
donde A es una matriz diagonal con elementos en la diagonal positivos.

Sea Qr = (Q1x, Qa2x) una matriz ortogonal conforme a @ = (Q1, Q)2) tal que

TASTINY 1Tk . .
By, = (Qu, Q) s | donde Ay; y Ao son matrices diagonales.
0 A2k ng

Se sigue de la suposicion (4.1) y teorema (3.1) que By, — G(z*). Entonces por teoria
de perturbacion de matrices [Stewart,G.W.,Sun,J.G.(1990)], se tiene que A, — Ay
Ao, — 0 cuando k — oo. Sea T € X la proyeccion de x sobre X, es decir, 7 € X y
| — Z|| = dist(x, X).

La componente Qo de Q que aproxima a () que a su vez esté relacionada a G(z*)
actiia sobre g;, de forma que la imagen de g, por Q% se comporta asintéticamente
igual a x;, — ¥, esto con el objetivo de que By no sea singular.

Una vez presentada la factorizacion tanto de la matriz B como de la matriz G, los
autores |Zhang J. Wu L. Zhang X.(2007)| prosiguen a mostrar una serie de lemas

que son usados para probar que la matriz B es una buena aproximacion de la matriz
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GG, y ademas los mismos presentan la prueba de la convergencia local del algoritmo.

El siguiente resultado muestra que Q% g se hace cero mas répido que dist(zy, X)

v que QT g esta acotada inferiormente por dist(zy, X) esto con el fin de tener la

certeza de que By es una buena aproximacion de Gy.

LEMA 4.1. Para k suficientemente grande, se tiene

(i) 11Qagkll = o(llzy — Zxl]) = oldist(xy, X));

(1i) St ||gk|| provee una cota de error local cerca de x*, entonces existen constantes

co >0 y c3 >0 tales que

respectivamente.

Demostracion.

Hnggk H

1QTkgell = callr — Fill = cadist(ar, X)

y
1QTk(@r — T0) | = esllaw — Till = esdist(zy, X)

(i) como f es LC?,y por el teorema de Taylor (2.1) se deduce que

1Qa1(9(xx) — g(z))]|

105, [ 6+ vl - Fyartas — a0

1Q5 G — )| + o[ — Zx])

|Qax(Gr + By — By)(xx — @) |

1Q3% Br(wr — Z1) || + ol[lzx — Zill) + Q34 (Br — Gi)(wx — 7|
1Ak Qo (1 — T) || + o[z — T )

o[l — Zk]).
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donde la primera igualdad sigue porque g(zy) = 0 , la sexta porque

. . Ay 0 Ik
QQk;Bk‘ = ng(QlkaQWc)( ) ( T >
0 Ay 2%
ol (2
0 Ay ok
1
- (A ( Q;)

= AyQl.

y la séptima porque Ay — 0 Luego queda confirmada la primera parte de el

lema.

(ii) se sigue de (4.1) e (i), que

HQl kng2

Asi [[QTgell > cadist(ay, X)
y

cllar — Tl <

<

Vo

WV

2

— [|Qa,kgI?

(o)

lgll* = olllzx — Zxll*)

Al — T l)* — o(l|lze — 7l
1_ R
502“% — 4|7,

| gx|

1Q% (g9(zx) — (@)

Q5 iy — Za)l| + of|lax — Tx]])
1Q% Br(xx, — @) || + ol[|zx — Z])
1A QTy (e — Tr) | + o([|wx — Z])
2)| Al | QTx (2 — T

A~

la primera igualdad se sigue porque ||QF|| = 1, ¢(Z) = 0, la segunda por
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aproximacion de Taylor y la cuarta porque

QrB, = Q;f(@lk,w(A”“ ! )( {’“)
0 A2k; ng

Sy 2)(%)

0 Ay Q
T

= <A1k,Azk>(Q:T’;>

pues Ay — 0 cuando k — oo.

Asi (ii) se cumple

LEMA 4.2. Para k suficientemente grande, se tiene:

1. Euiste una constante ¢y, > 0 tal que || QT dy| = cadist(zy, X)
2. ||di|l = O(dist(xy, X))

3. Ezisten 2 constantes positivas cs < cg tal que csdist(xg, X) < ][Jk\| < cedist(xg, X)

Demostracion. 1. Notese que dj, es solucion de la siguiente ecuacion
(Bk + ,uk])d + g, =0 (43)
multiplicando (4.3) por Q7T,
1B + i D)d + Qtrgr = (Mg, + D) QTdi + Q7 (4.4)
16\ Dk T Hk 169k 1k T Mk 1k 0k 169k .

donde se ha usado el hecho de que Q, By, = A QT

Esto implica que

1(Avk + D)~ Qi
[(Avg, + D)7 Q1 x|
> ool (Mg + )| |k — | (4.5)

1QTdk]

\%
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donde la primera desigualdad sigue porque

1QLgkll = (Awk + )™ (A + D) Q14|
< A+ e ||| Ak + D) T Q14|

ast || Au + ped |71 QTegr ]l < 1Ak + pad) ' QT -
Como Ay, — Ay By, es semidefinida positiva, 2A > Ay, > §A >0y {Ay+pd}

es uniformemente definida positiva.
Ademas, p < Ci|jlzg — Tk||” entonces (4.5) implica que (i) se cumple con
alguna constante conveniente cy4

2. Multiplicando (4.3) por Q% tenemos (Ao + Q% )dy + Qg1 = 0

Donde se ha usado el hecho de que Q% By = Ao Q2 esto implica

1Qardr|l < |[(Aak + pud) ' Q3
< |(Agg + paD) ' Qe (g(xr) — g(T%) — Gi(zy — 1) +
Gr(zr — T) + Br(zr — Tx) — Be(wp — 21)) ||

< M(Aak + pd) ' Q3 (g() — 9(23) — Gl — T2)) |
H (Aak + D) ™' Qay Bior — @) || +
[(Aok + pxd )~ Qb (Br — Gi) (w, — 7 |
< 1A+ e ) THO e — 3ll?) 4 [ (Aaw + ) ™ Aor Qo (x — T3 || +

(A2, + D) ~H O — 7)) (4.6)

Donde la segunda desigualdad sigue del hecho de que g(z;) = 0 y la tercera

desigualdad debido a que ||Q% | < 1,Q%3,Br = AyQ% v ||Bx — Gkl =
1 ~

O(lldi[I7) < O(llgrll) = O(llzx — Zk|))-

Notese que (4.1) implica

1Ak + ) 7H| < gt < e law — Tl (4.7)

Ademas comoA,; es una matriz diagonal con elementos en la  diagonal no

negativo, se tiene
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| (Agr + pd) 1Azl < 1 Entonces

1(Azk + pad) ™ Ao ||| Qo (e — @) |
Q% (1 — @)l

O(||(zx — z)I)

|(Agk + p) ™" Aor Qi (21, — 71|

NN

usando (4.6)y (4.7) y 0 < p < 1 se obtiene.

1Q3dill < Ok — @il) (4.8)

Por (4.4), se tiene

1Quidill = 1Ak + s D) "' QTrgazll < Akl 1 Qkgell < Ol — 1 (4.9)
(4.8),(4.9) v ||di||? = |QT.dk||? + || Q%.dx||? implican que (2) se cumple.

3. Como @y, es ortogonal, se tiene que ||d||? = ||QT,||dx||> + |Q%: ||k |- Por tanto
(3) se cumple usando (1) y (2).
[

El siguiente resultado establece, que la tasa de convergencia para el algoritmo

bajo estudio es superlineal.

TEOREMA 4.1. Suponga que la Suposicion (4.1) se cumple. Para k suficientemente

grande la formula iterativa es como sigue

Yy

dist(zp1, X) = O((dist(xy, X)),

e
lim H$k+1 z H < 00
SN

es decir el algoritmo (3.2) converge superlinealmente

Demostracion. De (4.1) se tiene que

3 = llgell” = & (dist(xy, X)) (4.11)



CAPITULO4. CONVERGENCIA SUPERLINEAL 26

Por lema (4.2) (iii), se tiene

Se sigue de la suposicion (4.1)(i) que dist(zy, X) < 1 para todo k suficientemente
grande.

Entonces por (4.11),(4.12) y v < 1 se sabe que dj es solucion factible de (3.1)
correspondiente a p = 0. Por suposicion (4.1)(ii) se sabe que (3.1) es un programa
cuadratico estrictamente convexo para k suficientemente grande. Asi d} = dy..
Ahora se probara que d) = di, es aceptable. Notese que v < 1, entonces — > 1

) v
asi,

1 1
Predy(dy) — Aredy(d}) = f(ax) — f(an + d}) + gp di + §d2TBkd2 + §Mk||d2”2
1
= Sl (Bu— G + O(|&)*)
= O(I&1**>) + O([|d]1***)
= O((dist(zy, X))***) (4.13)

donde la segunda igualdad se cumple porque
1
flaw+d}) = flan) + gid} + 5dy Grd} + O(|RIP).

v < 1y lema (3.2) implica que para k suficientemente grande

1 .
Preau(@)] > loudmin {120}

1 2
= mHng

=2

> m(dist(:pk, X))? (4.14)

se sigue de (4.13) y (4.14) que
01| = |Aredy,(d?) — Predy(dY)|
F B Predy(dY)

Asi, r) > n para k suficientemente grande, es
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decir,d? = dj, para k suficientemente grande. De (4.1) se tiene que

cdist(xgi1, X) edist(xy, + dy, X)

< g + d)|
< lg(xe + di) — ge — Grdi|| + |(G — Br)d || + o di|
< O(Ide]|?) + O(lde|"*7) + O(||di||+*)

= O(||di||***)
O((dist(zy, X))

Se sigue del Lema (4.2)(iii) que
ldiall = O(lldi ]| ™) (4.16)

Como para k suficientemente grande, la formula iterativa es x 1 = xp + d,
y «* es el punto limite de {z;}, existe un entero positivo K > 0 tal que z* =
oo

v+ Y di Yk > K

Por (4.16), existe a € (0,1) y un entero positivoK > K tal que para todo k > K

alldell = Y lldill
i=k+1 §
se sigue de la desigualdad triangular que para todo k > K

> ||l — Z di|| = (1 — a)l|dxl| (4.17)
i=k+1
Y
Z d;|[ < ||yl + Z d; 1+ a) ||y - (4.18)
i=k+1 i=k+2
Asi

|z =] (1 a)||dps1 |
ka — :L.*Hler = (1 — a)*e||dy | +e

para todo k > K

para todo k > K. Como ||dji1]| = O(||dy||***), finalmente se tiene

lfmsup ”xk-i-l - x*H
kotoo ||TK — *[|1FP
esto es

< 400,
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{1} converge a x* superlinealmente

]

Se observa que en varios argumentos se utilizaron las propiedades de la notacion
O previamente enunciadas.
En el capitulo que se presenta a continuacion se dan las pruebas numéricas presentada
por los autores [Zhang J. Wu L. Zhang X.(2007)|] para mostrar que el método es

computacionalmente eficiente.



Capitulo

Resultados Numéricos

Para verificar la eficiencia del método propuesto por los autores
|Zhang J. Wu L. Zhang X.(2007)|, los mismos realizaron experimentos ntimericos de
algunos problemas degenerados y algunos problemas de test clasicos desde CUTEr y
compararon los resultados de su método con los que se obtiene usando métodos de
region de confianza tradicionales.

En cada punto iterativo, el paso prueba se obtiene al resolver el subproblema

1
min & (d) = ﬁd+§f3m (5.1)

sujeto a ||d|| < Ay.

y By se escoge como GY.

El radio de la region de confianza es actualizado como sigue

Cg”SkH + C4Ak

5 , sl r<co
A’H—l - (1 + Cl)Ak
— ., Sl T =y
2
1 1 1
dond =2 = - = - = —.
onde ¢ y €2 4703 4}’04 5

en el nuevo método de region de confianza, los pardmetros son tomados como 7 =
1074, v = 0,6, p, = min{0,01, ||gx]|’} v p = 0,8, ¢ = 0,2.

Todos los algoritmos son implementados en Fortran 77, y las corridas son hechas
en 2 4GHz PC con 512 M de memoria. El criterio de parada usado es ||gx| < e,

donde € = 1075, Para conveniencia de la comparacion , la subrutina que resuelve el

29
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problema cuadratico es GQTPAR en Minpack y todos los algoritmos resuelven la
misma subrutina para resolver el subproblema cuadratico .

En el capitulo anterior la convergencia superlineal de el algoritmo propuesto fue
probada teoricamente bajo la condicion de cota de error local ||g(z)|| > edist(z, X).
En caso tal los autores |Zhang J. Wu L. Zhang X.(2007)| se concentraron en la cota

de error local. Tal problema de prueba es disenado como sigue:

f(ill'l,xg) = (l’l — 4512'2)2.

Y el conjunto solucion es {(z1,x2)|z1 — 4x2 = 0}. Se establece el punto inicial en
(—5000, 5000) y se trata de encontrar el minimo. La matriz hessiana es singular en
la solucién, y la condicion de cota de error local es satisfecha cuando ¢ € [0,4].
Resultados numéricos indican que la secuencia generada por el algoritmo converge a
r* = (—3,446379F + 03, —8,6159494 F + 02), la cual es una soluciéon 6ptima. El paso
iterativo z; y la norma del gradiente en cada iteraciéon son recopiladas en la Tabla
4,1. Esos resultados indican que el nuevo método de region de confianza converge
rapidamente cuando z se aproxima a la solucién 6ptima.

Ahora se considera el problema singular de Powell’s en [Powell, M.J.D (2962)], el

cual es un problema de prueba tipico,

f(l’l, 23'2,1‘3,1’4) = ([I)l + ].01‘2)2 + 5($3 — l’4)2 + (fL‘Q — 21’3)4 + 10(1’1 — £L‘4)4.

Iteracion k Tp llg(zk)]|
1 (-0.5000000E+04,0.5000000E+04)  0.2061553E+06
2 (-0.4608029E+04,0.3432116E+04)  0.1512066E-+06
3 (-0.4280549E+04,0.2122195E+04)  0.1052986E-+06
4 (-0.4014761E+04,0.1059044E+04)  0.6803898E+05
5! (-0.3807774E+04,0.2310955E+03)  0.3902236E+05
6 (-0.3656664E+04,-0.3733458E+03)  0.1783887E+05
7 (-0.3570446E+04,-0.7182162E+03)  0.5752403E+04
8 (-3.4463797E+03,-8.6159494E+02)  0.0000000E+00

TABLA 5.1: RESULTADOS NUMERICOS DEL PROBLEMA DISENADO
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iteraciones
Método propuesto 18
Tradicional (A = 0,01) 52
Tradicional (Ag = 1) 40
Tradicional (A = 100) 43

TABLA 5.2: RESULTADOS NUMERICOS DEL PROBLEMA SINGULAR POWELLS

Ambos métodos tanto el tradicional como el método propuesto tratan de encon-
trar el minimo (0,0, 0, 0) arrancando desde (3, —1,0, 1). Los resultados son resumidos
en la tabla 4,2, donde iteraciones denota el nimero de subproblemas resueltos. Los
resultados numéricos en la tabla 4,2 demuestran que el método propuesto tiene ven-
taja sobre el método tradicional para este problema.

Ademés, la eficiencia del algoritmo del método propuesto se prueba para algunos
problemas a larga escala |Bongarts,I.,Conn, A.R.,Gould, N.I.M., Toint, Ph.L (1995)]

Los resultados son resumidos en la tabla 4,3. La tabla 4,3 puede ser leida como sigue:

= Columna 1 representa el nombre del problema y el tamano del problema o

dimensiéon n.
= Columna 2-5 reporta el resultado numérico de varios algoritmos.

= A, denota el radio de la regién de confianza inicial para el método de region

de confianza tradicional

= En las columnas 2-5, 7 # f” denota el nimero de calculos de la funcién objetivo.” #g”
denota el nimero de calculos del gradiente. "tiempo.® el tiempo de corrida en

segundos.

De la tabla 3, se puede ver que la eficiencia del método de region de confianza tradi-
cional depende del radio inicial de la regiéon de confianza. Para algunos problemas , el
método tradicional con radio inicial grande es eficiente. Pero para otros problemas, el
método tradicional con radio de regiéon de confianza pequeno llega a ser mas eficiente.
Sin embargo no existe una regla general para escoger el radio inicial de la region de
confianza. El método de region de confianza propuesto toma una estrategia de ajuste
de la region de confianza auto-adaptativa. En general, la ejecucion del nuevo método

es competitiva a los métodos de region de confianza tradicionales.
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Para problemas CHAINWOO, CRAGGLVY, DIXMAANB, DIXMAANC, FREU-
ROTH, SENSORS, SINQUAD, el nuevo método ejecuta mucho mejor que los méto-
dos tradicionales con los tres radios. Para problemas BRYBND, COSINE, DIX-
MAAND, NCB20B, el nuevo método ejecuta peor que el método tradicional con una
escogencia del radio de regiéon de confianza inicial pero mucho mejor que en las otras
dos escogencias.

Estas evidencias demuestran que el nuevo método de region de confianza es notable
en calculos précticos.

La ejecucion del nuevo método depende de la eleccion de parametros pu, ¢ y 7. Du-
rante los experimentos, los autores notaron que que el método propuesto es insensible
a c. py deberfa ser min{0,01, ||g(x)||”}. Si se toma ux = ||g(zx)||?, pr podria ser muy
grande y el paso prueba dj, serfa pequeno en el inicio del método. Esto puede resultar
ineficiente. La eleccion de 7 tiene efectos significantes en la eficiencia del método. Si
se escoge ¥ muy pequeno o muy grande , el método no es eficiente. Generalmente se

toma v €[0.6,0.8].

Tamano Nuevo TRM TRM Tradicional TRM Tradicional TRM Tradicional
(Ap=0,01) (Ap=1) (Ap = 100)

#f #g Tiempo #f #g Tiempo #f #g Tiempo #f #g Tiempo

BRYBND 1000 18 12 49.05 24 24 31.63 123 115 152.26 14 10 27.78
CHAINWOO 1000 84 51 1419 238 179 434.21 356 256 729 283 203  561.98

COSINE 1000 17 14 2503 23 23 2638 12 12 16.36 f > 10000

CRAGGLVY 1000 15 15 1419 30 30 298 19 19 1883 16 16 14.12
DIXMAANA 3000 10 10 30545 30 30 72694 18 18 470.36 14 13 339.02
DIXMAANB 3000 11 11 1091.57 30 30 1234.09 19 19 1231.34 16 14 1018.42
DIXMAANC 3000 13 11 122253 32 31 1694.42 19 19 1342.73 16 14 1032.04
DIXMAAND 3000 27 16 138546 31 31 1581.74 20 20 1481.89 15 15 1318.41
EIGENALS 930 255 159 883.81 150 138 414.56 138 126 380.71 138 123 383.35
FREUROTH 1000 12 8 1519 30 30 3448 19 19 2534 13 12 12.84

MANCINO 100 36 11 2.12 31 31 4.78 22 21 3.25 10 10 1.54
NCB20B 1000 18 12 3489 27 20 5693 16 8 31.9 22 10 64.59

SENSORS 100 26 14 0.7 41 34 1.5 30 22 1.01 28 16 0.79
SINQUAD 1000 19 11 31.7 29 28 3924 18 18 30.76 17 13 20.04
SPARSINE 1000 101 39 41125 31 30 36.83 27 26  33.77 55 44 12431

TABLA 5.3: RESULTADOS NUMERICOS PARA PROBLEMAS A GRAN ESCALA.
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Conclusiéon

§6.1. Conclusién

Se estudié un método de regién de confianza para minimizar problemas con solu-
ciones singulares y los autores en su estudio probaron que la convergencia global es
obtenida bajo condiciones estdndar.

Ademas probaron que el algoritmo posee una tasa de convergencia superlineal sin la
suposicion de que la matriz hessiana en la solucion fuese no singular.

Este es el primer método de region de confianza que posee esta propiedad. Es impor-
tante resaltar que el nuevo método es eficiente en problemas con soluciones singulares,
si embargo en problemas con soluciones no singulares no se tiene la certeza de que
el método sea eficiente o no.

Un aporte importante es que se cambi6 la forma en que los autores

[Zhang J. Wu L. Zhang X.(2007)] presentan el algoritmo esto para entenderlo de una
manera sencilla y clara. Ademas se da una version mas detallada de las demostra-

ciones para su mayor comprension.
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