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RESUMEN

Un método de descenso eficiente para resolver problemas de optimizacién sin restricciones es el
método de buisqueda lineal en el cual se quiere elegir el tamario de paso, después de determinar una
direccién de descenso. Hay muchas formas de elegir el tamafio de paso, como son la btisqueda lineal

exacta 6 la busqueda lineal inexacta: Armijo, Goldstein, Wolfe, entre otras.

En esté trabajo se desarrolla una nueva bisqueda lineal inexacta para problemas de métodos de
descenso en general propuesto por ZHEN JUN y JIE SHEN (Ver: [10]), el cual es una modificacién del
método de Armijo, se establecen algunas propiedades de convergencia global. Se muestran algunos
resultados numéricos donde se evidencia que esta nueva buisqueda lineal es mucho mas eficiente que

la de Armijo.
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INTRODUCCION

Los métodos de descenso son una técnica general para resolver problemas de optimizacion y la
mayor parte de éstos son de btisqueda lineal que requieren un procedimiento después de determinar
una direccién de bisqueda en cada iteracién. Es un hecho conocido que la btisqueda lineal exacta
es ideal pero dificil o incluso imposible para aplicar en el cdlculo practico. Como resultado, muchas
personas han estudiado varias busquedas lineales inexactas como la de Armijo, la de Goldstein y la

de Wolfe, entre otras.

Aparentemente, la btisqueda lineal de Armijo es maés fécil de aplicar y mads ttil en los célculos
précticos que la bisqueda lineal exacta. La ventaja mds importante de la busqueda lineal de Armijo
es que nos permite estimar un tamafio de paso inicial de pruebas, el cual llamaremos s. Una bue-
na estimacion de s nos puede hacer disminuir las evaluaciones de las funciones objetivos en cada

iteracion.

Algunos resultados importantes de convergencia global de varios métodos de la antes menciona-
da basqueda lineal se han presentado, véase, por ejemplo Refs. [1] - [7] Los métodos No-monétonos
bisqueda lineal también han sido investigados por muchos autores, ver por ejemplo Refs [13] - [15]
De hecho, el método Barzilai-Borwein (véanse las referencias [16] - [19]) es una forma de descenso no

mondtona, que es un algoritmo eficiente para la solucion de algunos problemas especiales.

En este trabajo, se desarrolla una nueva btisqueda lineal que es similar a la regla Armijo, presen-
tado por ZHEN JUN vy JIE SHEN (Ver: [1]). Esta nueva bisqueda lineal permite elegir el tamafio de
paso mds grande en cada iteracién y ademads reducir el niimero de evaluaciones de funcién objetivo
en cada paso. En algunos casos especiales, el nuevo método de descenso puede reducir al método
de Barzilai y Borwein Ref. [17] - [19] que es considerado como un algoritmo eficiente. Los resulta-
dos numéricos muestran que estos nuevos métodos de buisqueda lineal son eficientes para resolver

problemas de optimizacién sin restricciones.
El resto de esté trabajo se organiza de la siguiente manera:

Capitulo I: Preliminares.
En esté capitulo se enuncian algunas definiciones bdésicas, teoremas y métodos fundamentales en la

teorfa de optimizacién, los cuales serviran de base a los posteriores capitulos.

Capitulo II: Consideraciéon de una Nueva Btisqueda Lineal Inexacta.



INTRODUGCION 2

Este capitulo describe el objetivo central de esté trabajo, que es presentar la nueva busqueda lineal

inexacta y establecer el algoritmo relacionado con estd nueva btsqueda.

Capitulo III: Radio de Convergencia con la Nueva Buisqueda Lineal Inexacta.
Este capitulo determina el radio de convergencia de esta nueva btsqueda, tal como: El radio de con-
vergencia Lineal, Para ello se plantean antes algunos teoremas y lemas indispensables a la hora de

determinar el radio de convergencia.

Capitulo IV: Experimentos Numéricos.
Para finalizar, este capitulo muestra algunos reportes numéricos de esta nueva btsqueda lineal inex-

acta comparada con la bisqueda lineal inexacta de Armijo.

Conclusiones y algunas referencias Bibliograficas.

José Quiroz NUEVO METODO DE BUSQUEDA LINEAL INEXACTA PARA OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES..



CAPITULO 1

PRELIMINARES

§1.1. DEFINICIONES BAsICAS

A continuacién desarrollaremos y trataremos algunas definiciones, métodos y teoremas esenciales

para la realizacién de este trabajo.
DEFINICION 1.1.1. Sea f : R” — RR una funcién continuamente diferenciable y sea x* € R".
» Diremos que x* es un MINIMO LOCAL de f si existe € > 0 y una vecindad V. de x* tal que:
f(x*) < f(x), para todo x € V.

= Diremos que x* es un MINIMO LOCAL ESTRICTO de f si existe € > 0 y una vecindad V. de
x* tal que: f(x*) < f(x), para todo x € V.

= Diremos que x* es un MINIMO LOCAL AISLADO de f si existe € > 0y una vecindad V. de x*

tal que x* es el tinico minimo local en V.
= Diremos que x* es un MINIMO GLOBAL de f si, y s6lo si f(x*) < f(x), para todo x € R".

DEFINICION 1.1.2. Sea f : R” — R una funcién continuamente diferenciable y sea x* € R".

= Diremos que x* es un MAXIMO LOCAL de f si, y sélo si x* es un MINIMO LOCAL de —f.
» Diremos que x* es un MAXIMO GLOBAL de f si, y sélo si x* es un MINIMO GLOBAL de —f.

DEFINICION 1.1.3. Una funcién f : M — N entre espacios métricos M y N se dice que es Lipschitz
continua si existe una constante K > 0 tal que d(f(x), f(y)) < Kd(x,y) para todo x e y en M. En tal

caso, K es llamada la constante Lipschitz de la funcién.

DEFINICION 1.1.4. (Conjunto Convexo). Sea C un subconjunto de R”, C se dice convexo si y s6lo si
Vx,y € C, se tiene que:
ax+(1—a)yeC, Vae(0,1).

Es decir, un conjunto es convexo, cuando el segmento de recta que une a cualquier par de puntos

del conjunto esta totalmente contenida en éste.
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Conjunto Convexo

FIGURA 1.1.1: Conjunto convexo

DEFINICION 1.1.5. Una funcién f definida en un conjunto convexo () C R", es convexo si para todo

x, %€ Qytodow, 0 <o <1,secumple:

flax+ (1 -a)3) <af(x)+(1-a)f(%)

o equivalentemente,
flax+ (1 —a)%) < f(2) +al(f(x) - f(x))

Si, ademads para todoa, 0 < a < 1y x # £, se cumple:

flax+ (1—a)%) < af(x)+(1—a)f(

=

Entonces, se dice que f es estrictamente convexa.

TEOREMA 1.1.1. Sea f € C!. Entonces, f es convexa en un conjunto convexo Q C R" si, y sélo si
f(%) = f(x)+ Vf(x)(®—x),para todo x,% € Q
DEFINICION 1.1.6. Sea A una matriz simétrica de orden n x n y P una matriz de orden n x 1.
» Diremos que A es DEFINIDA POSITIVA si para todo P # vector nulo, se cumple:
P!AP >0
» Diremos que A SEMIDEFINIDA POSITIVA si para todo P, se cumple:
P!AP >0

TEOREMA 1.1.2. Sea Q) C R" un conjunto convexo y sea f : Q — R de clase C2.

» Sila matriz hessiana V2 f(x) es semidefinida (definida) positiva para todo x € Q, entonces f es convexa

(estrictamente).

José Quiroz NUEVO METODO DE BUSQUEDA LINEAL INEXACTA PARA OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES..
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» SiQ)=R"y f es convexa (estrictamente), entonces V2 f (x) es semidefinida (definida) positiva.

w Sif(x) =x'Qx, Q € Myxn , f es convexa si y sélo si Q es semidefinida positiva.

DEFINICION 1.1.7. Sea f : R" — R una funcién diferenciable, x* € R". Diremos que x* es un punto

estacionario de f si, y sélosi Vf(x*) = 0.

TEOREMA 1.1.3. Sea f : O C R" — R una funcién convexa en un conjunto convexo Q).

= Cualquier minimo local x* € R", es un minimo global de f. Ademds, si f es diferenciable, entonces todo

punto estacionario x* es un minimo global de f.
» Si f es estrictamente convexa, existe a lo sumo un minimo.

TEOREMA 1.1.4. Sea f € C?, x* € R". Sea x* un punto estacionarioy V2 f(x*) es indefinido. Entonces, x*

es un punto silla.

DEFINICION 1.1.8. Sea f una funci6n diferenciable, x* € R".

» Si x* satisface Vf(x*) = 0y V2f(x*) es definida positiva, entonces x* es un minimo local no

singular.

= Si x* satisface Vf(x*) = 0y V2f(x*) es semidefinida positiva, entonces x* es un minimo local

singular.

TEOREMA 1.1.5. Todo minimo local no singular es localmente tinico.

§1.2. METODOS DE DIRECCIONES DE DESCENSOS

Consideremos el problema:
min f(x)

donde f es una funcién diferenciable en todo x € R".

Este problema se puede resolver aplicando los métodos de descenso. Estos métodos generan una
secuencia de puntos que van reduciendo el valor de la funcién objetivo, 6 mas formalmente generan
una sucesion {xy }x>1 que cumple f(x1) > f(x2) > ... > f(x¢) > .... Dichos procedimientos terminan

cuando se satisface algtin criterio de parada.

La familia mds importante de estos métodos son los llamados métodos de direcciéon de descenso,

los cuales constan de dos pasos fundamentales. En el primero se selecciona una direccién de descenso

José Quiroz NUEVO METODO DE BUSQUEDA LINEAL INEXACTA PARA OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES..
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y en el segundo se calcula el desplazamiento a lo largo de esa direccién. Estos métodos estdn definidos
por el algoritmo iterativo:

Xpp1 = X + agdy

Donde ay es un escalar no-negativo que minimiza a f(x; + ady), « > 0, y dy es una direccién de

descenso.

Los métodos de direccién de descenso convergen a puntos candidatos a ser minimos locales, y
paran cuando el punto actual esta lo suficientemente préximo a uno de estos candidatos. La regla
de parada mas utilizada es ||V f(x;)|| < €, estd basada en la condicién necesaria de optimalidad
Vf(x) = 0y en la continuidad de la funcién Vf(x) que garantiza que la norma del gradiente es

pequefia en un entorno del minimo.

DEFINICION 1.2.1. Sea f : R"” — Ry ¥ € R". Diremos que d € R" es una direccién de descenso de f
en X siy sélo si existe & > 0 tal que f (% + ad) < f(X) para todo & € (0,&).

TEOREMA 1.2.1 (Caracterizacién de direcciones de descenso mediante el vector gradiente).
Sea f : R" — R de clase C! en € R". Sea d un vector de R". Diremos que d es una direccién de

descenso de f en X si y solo si
Vf(x)d <0

Demostracion:
Supongamos que d es direccién de descenso de f en X.
Ast, por definicion, existe « > 0 tal que f(% + ad) < f(%).

Luego, utilizando expansion de Taylor de orden 1, tenemos

f(x+ad) = f(x)+aVf(x)d+o(a)

Entonces;
0> f(x +ad) — (1) = (VF(Rd+ %) — (vp(epa+ 22 <o
Pero, @ — 0 cuando o — 0. Es decir, para un € dado, existe un « tal que @ — 0 puede hacerse muy
pequerio.
Por tanto,

Vf(x)d <0

Reciprocamente, supongamos que V f(%)d < 0.
Iqualmente por expansion de Taylor,
(5 +ad) — £(5) = a(V () + 22

14

José Quiroz NUEVO METODO DE BUSQUEDA LINEAL INEXACTA PARA OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES..



Capitulo 1. Preliminares 7

Como V f(%)d < 0y por arqumentacién anterior O(T“) puede hacerse muy pequefio.

Podemos decir que, existe « tal que f(% + ad) < f(X)

Por tanto, d es direccion de descenso de f en X.

Hay una estructura fundamental subyacente para casi todos los algoritmos descendentes que se
analizan. Se comienza en un punto inicial, se determina, de acuerdo a una regla fija, una direccién
de movimiento y después se sigue esa direccion hacia un minimo (relativo) de la funcién objetivo de
esa recta. En el punto nuevo se determina una nueva direccién, y se repite el proceso. Las diferencias
entre algoritmos radican en la regla mediante la cual se seleccionan las direcciones sucesivas del
movimiento. Una vez que se ha hecho la seleccién, todos los algoritmos exigen movimiento hacia el
punto minimo de la recta correspondiente. Este proceso de determinar el punto minimo de una recta

dada se denomina Buisqueda lineal.

Hay varias alternativas de reglas de btisqueda lineal para elegir a; a lo largo de la recta S =
X + adi|a > 0. A saber:

(A) Regla de Minimizacién. En cada iteracién, oy se selecciona de manera que

min  f(x + ady)

f (g + agdy) =
a>0

(1.2.1)

(B) la regla de minimizaciéon aproximada. En cada iteracién, una k se selecciona de manera que

e = min{a|g(x; + ady)Tdy = 0,a > 0} (1.2.2)

(O) 1a regla de Armijo. Sean los escalaress > 0, 8 € (0,1), y o € (0, %). Definiremos a; como el més

grande a en el conjunto {s, Bs, B, ..., } de tal manera que

fr — f(xx + ady) > —ougldy. (1.2.3)

Algoritmo 1.2.1: Regla de Armijo

Paso 1: Elegirs > 0,8 € (0,1) yo € (0,3). Se tomaa =s.

Paso 2: Si f(xy + ady) < f(xx) + oagldy, entonces se para y se toma a; = a. En caso contrario
se va al paso 3.

Paso 3: Hacer & = af3 y se va al paso 2.

" dy

(D) Regla de Minimizacién limitada. Sea sy = — (| P
k

donde «j es definido por

min f(xg + ady)

[+ agdy) = 2 € 0,5]

(1.2.4)

José Quiroz NUEVO METODO DE BUSQUEDA LINEAL INEXACTA PARA OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES..
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o) = fxp+ ady)

aceptable | [¢————— aceptable ——|

FIGURA 1.2.1: Regla de Armijo

y L > 0 es una constante dada.

(E) Regla de Goldstein. Un escalar fijo o € (0, %) es seleccionado, y «; se elige con el fin de satisfacer

< f(xk+06dek—fk) <1
arg dx
(F) Regla Fuerte Wolfe. En la k-ésima iteracion, ay satisface al mismo tiempo

-0 (1.2.5)

fe— flx+ ady) = —owggrdy (1.2.6)

g (x + ade) T die| < —Bgidy, (1.2.7)

dondec € (0,})ype (o, 1)

(G) Regla de Wolfe. En la k-ésima iteracién, ay satisface (12) y

g(xx +ady)Tdy > Bgldy (1.2.8)

§1.3. TiPoS DE CONVERGENCIA

DEFINICION 1.3.1 (Orden de Convergencia). Sea la sucesion {x;} € R" convergente a x*. Se define

el orden de convergencia de dicha sucesiéon como el médximo de los ndmeros no—negativos p que

José Quiroz NUEVO METODO DE BUSQUEDA LINEAL INEXACTA PARA OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES..
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satisfagan :
%1 — x|

<
e —xr =

0 < limsup

k—o0

DEFINICION 1.3.2 (Tipos de Convergencia). Si la sucesion {x;} € R" converge a x* para todo k. Para

« > 1, € R" de manera que:

= Decimos que la sucesién converge a x* por lo menos con orden a o que la convergencia es por

lo menos de orden «, si existen C > 0y un N € IN tales que
%1 = 2l < Cllxe = [ para k> N

siendo C < 1 cuando a = 1; en este tltimo caso de dice que la convergencia es por lo menos

lineal o que la sucesién converge a x* por lo menos linealmente.

» Se tiene que la sucesion converge Q—linealmente si existe una constante r € (0,1) tal que

[l 241 =]

T S 7 para toda k suficientemente grande.

= La sucesién converge R—linealmente si existe una secuencia de escalares no—negativos tal que

lxx — x*|| < Vi para toda k, y {Vi} convergiendo Q—linealmente a cero.

. X1 —x* 2 . .
w limy o w = B < 1, la sucesion converge linealmente a x* con tasa de convergencia .
. Xpp1—X" . 2 .
v limg w = 0, la sucesién converge superlinealmente.
llgq —x" ]

w limg To—v = ¢ < 00, la sucesién converge cuadraticamente.

José Quiroz NUEVO METODO DE BUSQUEDA LINEAL INEXACTA PARA OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES..



CAPITULO 2

CONSIDERACION DE LA NUEVA
BUSQUEDA LINEAL INEXACTA

Sea f : R" — R una funcién continuamente diferenciable. Un método de btisqueda lineal que

resuelve el problema:

min f(x); xe€R" (2.0.1)

esta definida por la ecuacién

Xkp1 = X +oaxdy, k=0,1,2,3... (2.0.2)

donde xp € R" es un punto inicial, dy es una direccién de descenso de  f(x) en xy, y ay es el tamafio
de paso. Denotamos el gradiente </ f (xx) por gi y el valor de la funcién f(x) por f,.
La eleccién de la direccion bisqueda dy y la determinacién del tamafio de paso «; a lo largo de la
direccion en cada iteracion son las principales tareas del método de blisqueda lineal. La direccién dy
requiere generalmente satisfacer que

gid, <0, (2.0.3)

esto garantiza que dj es una direccién de descenso de f(x) en x;. Para garantizar la convergencia

global, se requiere a veces que dj satisfaga condicién de descenso suficiente
T 2
Sk < —cl|gkll (2.0.4)
donde ¢ > 0 es una constante.

Después que se obtiene dy, la siguiente tarea es encontrar un tamario de paso «y a lo largo de la

direccién de btisqueda para satisfacer la propiedad de descenso:

f(xk + Dékdk) < f(xk), k=0,12,..,

§2.1. DEFINICION DE LA NUEVA BUSQUEDA LINEAL INEXACTA

A lo largo del trabajo se suponen las siguientes hipétesis

10
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(H1) La funcién f(x) tiene un limite inferior en el conjunto de nivel
Lo ={x € R"|f(x) < f(x0)}, donde x( es dado

(H2) El gradiente g(x) de f(x) es Lipschitz continua en un conjunto abierto convexo B que contiene

aLy; i.e, Existe L tal que ||g(x) — g(y)|| < L||x —y||, Vx,y € B.

Definicién de la bisqueda de Armijo modificada:

T
ﬁgkd‘"‘z, pe(01),Ly>0puec(02),y0¢€ (0,%). Sea a; el valor mas

grande a en el conjunto {sg, Bs, %5k, - - -} tal que satisface:

Dados sk, B, Ly, i, y 0 con s =

1
SO+ addy) — flxi) < owlgfdy + E“VLk”dknz]- (2.1.1)

El algoritmo que permite obtener el tamafio de paso «y es el siguiente:

Algoritmo 2.1.1: Nueva bisqueda lineal inexacta

T
Paso 1: Elegir B € (0,1),L; >0,y € [0,2),0 € (0,3) ysp = #;:sz. Se toma «a = sy.

Paso 2: Si f(xy + ady) — f(x) < ow[gldi + tauLy||dx||?], entonces se para y se toma a; = a. En
caso contrario se va al paso 3.

Paso 3: Hacer « = a3 y se va al paso 2.

En esta seccion, no hablamos de como elegir dj en cada iteracién, sino investigar cémo elegir el
tamafio de paso ay. Algunas de las reglas de busqueda lineal que han sido mencionada en la seccién
anterior son ttiles. Se describe aqui una nuevo regla de bisqueda lineal inexacta que contiene la
regla de Armijo como caso especial. El tamafio de paso definido en esta nueva regla es mayor que la
definida en la norma original de la regla de bisqueda lineal de Armijo . En otras palabras, el tamafio
de paso definido por la nueva btisqueda lineal es mas facil de encontrar que con la definida por la

regla de Armijo.

Observacion 1:

1.1 De (2.1.1) tenemos:
1
flaxe+ade) < fxi) + oafglde+ ED‘VLkHdkH2]
2
4
fle+ady) = f(x)+aoglde+ TU#LkHdkHZ

Definamos C(a) = f(x¢) +oalgld + JauLylldel?li vy L(a) = F(x) + aogld
Claramente C(x) < L(a)  yaque %UﬂLkHdkHZ >0

Derivando

8i i

C'(« -t
®) AL

oghdi + apLylldi|* = 0= & =

C"(a) uoLy|ldg]|> > 0

José Quiroz NUEVO METODO DE BUSQUEDA LINEAL INEXACTA PARA OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES..



Capitulo 2. Consideracién de la nueva Busqueda lineal Inexacta 12

q.)(a) = f(xk =+ “dk)

[ aceptable ——|

~—— aceptable —»‘

FIGURA 2.1.1: Nueva Busqueda Lineal Vs. Armijo

Por lo tanto & es un minimo absoluto
T
8k 9k

En la nueva Bisqueda lineal el bactraking comienza con sy = — L2

sip € (0,1) entonces s < &
sip € [1,2) entonces & < sy

1.2 Supongamos que &y se define por el método de Armijo y que &) se define por la nueva busqueda
lineal inexacta ,entonces, oc]’( > wy. En efecto,

Sea & que satisface:
P(ar) < Clag)

Observemos que si tomamos s = sy en la basqueda lineal de Armijo y aj satisface:

¢(ax) < L(ag) entonces se tiene que:
T T 1, 2
L(a) = f(x) + axogied < f(xi) + axogjedy + s a”opLyldy|
Es decir, o también satisface:

¢(ax) < Clay)

Por lo tanto,

a < @y

En otras palabras, A° denota el conjunto del tamario de paso de Armijo y sea A el conjunto
de tamarios de pasos nuevos, entonces; tenemos A° C A, De hecho, si Ly = L y existe ay

satisfaciendo (1.2.3), entonces ay es cierto para satisfacer (2.1.1)
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Por otra parte, si 4 = 0, entonces la nueva de bisqueda lineal se reduce a la regla de Armijo (c).

En lo que sigue, se analiza la convergencia global de la nuevo método de biisqueda lineal.
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CAPITULO 3

RADIO DE CONVERGENCIA CON LA
NUEVA BUSQUEDA LINEAL INEXACTA

§3.1. ANALISIS DE CONVERGENCIA GLOBAL

Teorema 3.1 Supongamos que (H1) y (H2) se cumplen, la biasqueda de la direccién dj satisface
(2.0.3) , y ax se determina por la Nueva Blisqueda lineal . Entonces el Algoritmo genera una secuencia

infinita {x;}y

0 < Lp < mylL, (3.1.1)

Donde my en un entero positivo y my < M, < 400, con M, una constante positiva grande. Entonces

22 (ghde/ |ldi]])* < +oo (3.1.2)

Demostraciéon: Sean

K; = {k|“k = Sk} , K; = {k|(Xk < Sk}.
Si k € Ky, Entonces

f x4+ agdi) — f(xx)

N

1
oaygide + E“kﬂLk”dknz]

T T
—08idk . T 1 —g;dk
= d + =
A EER Y PATL
—o(gid)®  1o(gf dk)zy
Llldi|> 2 Lglldi||?

— _[‘7(1_ (1/2)V)](ggdk 2

Li||di|?] (Sustituyendosy)

L AR
Asi, .
Fop + anedy) — Fla) < —(TEZ 028l g (313
I el
Sea

me = —(“=E2), k€ Ky

14
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Pero L < miL < MyL, Entonces

1 1
ML S I
Asi
1-(1/2
e < _(U( I\EIOL )H))
Sea

y = (0(1*]\51?)22)#) )

Esto implica que 17y < =7’ y

glzdk)Z

k € Ky (3.1.4)
[EA

f (4 agdy) — f () < —17'(

Sik € Ky, entonces a; < sy.
f e+ axdy) - fie < oag[glde + LagpLyl|di|?]

Ya que &y, satisface la nueva bisqueda y claramente se observa que < si no la satisface, de ser asi en-

tonces ay > sy lo cual seria una contradiccién. Por tanto ay < Bsi

Afirmamos que & = %" no puede satisfacer la nueva bisqueda, por tanto

fxx + axdic/ B) — fie > oo/ Blgldx + saxpLy||di||*/ B]

Usando el teorema del valor medio en el lado izquierdo de la desigualdad anterior, vemos que 36; €
[0,1] tal que
S G+ i) — f () = gCxc + O die) i

§(+ OSa) T > ogldi + SuL LUl
Por lo tanto,

o o di||?
[g(xx + 9k§kdk) — g di > (0 —1)gfdy + zﬂLng| (3.1.5)
Por (H2), la desigualdad de Cauchy-Schawarz, y (3.1.5), obtenemos
% o
[g(xx + GkEkdk) —glTde < llglu+ Qkadk) — gkl Ikl
Ok 2
< L alldy
3 [l
L 2
< B“k”dkn 0<b<1
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Asi,
6
Lgaeldil? > —(1 — o)gfdy + § gaveLlldil®
Por tanto
)
L% a|del|? > —(1 - 0)gTd,
Esto implica que
B1-0), &
ap > — [~k k€K, (3.1.6)
Lo ldi]?
Siendo
;_ _B=0)q 8idk
s =15 N ke X,
Se tiene
Sk > K > S]lc ke Ky, (3.1.7)

Por (2.1.1) y (3.1.7), se tiene
fierr = fie < oo(gf dic + oLyl di )
Llamemos C(ay) = (g dy + %lxk]/lLk”dkHz)
Como sy = %"gjﬁ‘z y por observacion 1 se tiene:
Clay) < C(s)
Pero C(«) es decreciente en [s}, 5], entonces
Clax) < C(sp)
Por tanto
ferr — fe < osi (gl di + SageuLi||di|?)

Sustituyendo s;, nos queda

_ T4
fier1 = fie < —[op(1— U)%](ﬁ’ﬁ)z
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Tomando
L
Se tiene .
fix1 — fi < ’7”(@)2/ k € K2
Nl
Sea
o = min(n’,"); Por (3.1.9) y (3.1.9), se tiene
Tyq
k
fra —fk<’7/(ﬁ27k”)2 <0, Vk

Esto implica que

fra1 < fx

. {fx} es decrciente

Por otro lado f; < f, = f(x,), es acotada para todo k

(3.1.8)

(3.1.9)

(3.1.10)

{fx} C Lo
Por tanto {f;} es decreciente y estd acotada inferiormente, entonces {fx} converge digamos a
f
Asfi por (3.1.10) se tiene que
Ld
() < o (i = fier), vk
=1 1
Pero Z n*,(fk —fk+1) = ;(fo —f)
k=0 ""0 0
< o0

Corolario 3.1 si la condicién en el Teorema 3.1 se cumple, entonces

T
8tk o
Iim (5%—)° =
k—o0 IIdeI)

en efecto, Asumir que (H2) puede ser sustituida por la siguiente hip6tesis mas débil:

(3.1.11)

(H2") El gradiente g(x) de f(x) es uniformemente continua en un conjunto abierto convexo B que

contiene Lg.
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Teorema 3.2. Supongamos que (H1) y (H2') se cumplen, la bisqueda de la direccién dj satisface
(2.0.3), y a, se determina por la Nueva Biisqueda lineal . Entonces el Algoritmo genera una secuencia

infinita {x;} y

0<Ly <M, (3.1.12)

Donde M es una constante positiva grande. Entonces

—olyg
lim 3k %k
koo |||l

)=0 (3.1.13)

Demostracion:

como en la demostracién del teorema anterior, si k € K , se probo que

kerl?ﬁoo _éadk)z N G119
En efecto, por (3.1.4) se tiene
frev1 = frk < —U/(ﬁéfﬁ)z k € Ky
= U'(ﬁ%ﬁ)z < fe— fim
S 0< 8% < VR fin
= Mgk, ko0 0 < limpeg; koo ﬁé%ﬁ < limyek, koo v/ fk — fr1
Por el teorema del Emparedado se obtiene
m SE% (3.1.15)

keKq,k—oo ||dk|| o

Ya que limycx, k—o00 \/ fk — fke1 = 0 por ser fi decreciente y acotada (H1) y por lo tanto converge

En el caso en que k € Ky, por la regla de Armijo modificada se tiene

1
faotad, — fk < ‘Tl"k[ngdk‘FE“kVLkHdkHZ]
1
< U“k[glchk+§5kVLk||dk||2]
1, gidk
T i 2
= ou dp + = (——=F—5 )uL||d
k[gk k 2( Lk”dkHZ)‘u k” k”}

1
= mxk(g{dk - Eﬂg{dk)
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ka+rxkdk - fk g U“k(glzdk - %Vggdk)
de igual forma como en (3.1.15) se prueba
li —aold) =0 3.1.16
keKﬁ;w( gy di) (3.1.16)
Queremos probar que

Ii sidey _ g
lmkEKz,k%oo( IEA )=

Ld
Supongamos por absurdo que limkeKzlk%m(%—kﬁ) # 0 esto es, existe un g > 0 y un subconjunto
infinito K3 C Kj tal que
T
— 8k k
2 €0,
ldell~

Vk € K3, (3.1.17)

De aqui se observa

—ghdy > eold

— g d

> aglldg]] >0
€0

1
— lim —gldy > lim  a|ldgl| > lim 0
€0 keKsz k—o0 keKj, k—o0 keKj, k—o0

Por teorema del emparedado

li de|l| =0 3.1.18
il (.1.18)

Por otro lado, por (3.1.5) tenemos
2
[§(xx + 9k%kdk) — gl > (o —1)gldy + %V%%

con 6 € [0,1] definido como en la demostracién del Teorema 3.1. Por tanto

[ (xx + Gk%dk) — gl dy > (0 —1)gfdy k€K (3.1.19)
Por la desigualdad de Cauchy - Schawars y (3.1.19) se tiene
o o d
I8 (e + O i) — gl = gk + 16k -di) — gk||M
p B dy
Xk Tk

> (g + 6 [; a0 — sl

WV

—(1-0) g,{dk% por(3,1,19)
k

Por tanto
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d
g (e + O Fdi) — gell = —(1 - o)gf digt
Ahora por (H2') como g es uniformemente continua, se tiene como en (3.1.15), se prueba que

Ii sidey _ g
1mkeK3,k—>oo( Tde] )=

Lo que contradice (3.1.17). y Asi

Td
limk€K3,k~)oo((ﬁ]ziTﬁ) = 0 es lo que querfamos demostrar. g

§3.2. RADIO DE CONVERGENCIA LINEAL

Con el fin de analizar la velocidad o el tipo de convergencia, asumiremos que la sucesién x; gen-
erada por el nuevo algoritmo converge a un nuevo x*. Para ello, es necesario asumir la siguiente

hipétesis.

(H3) V2f(x*)es una matriz simétrica definida positiva y f(x) es dos veces continuamente diferencia-

ble en una vecindad N, (x*, €p) de x*

Lema 4.1. Supongamos que (H3) se cumple. Entonces, existe e > 0y 0 < m’ < M'. tal que (H1) y
(H2) se cumplen para xp € N(x*,€) C No(x*,€9) y

m'|[yl[* < yTV2f(x)y < M'||yl[%, Vx,y € N(x7%€); (3.2.1)
ol = x| < ) — Fx) < G M — x|, Vren (1) (322)
M||x—y[ > (g(x) —gw) (x —y) = m'||x —y|?, Vx,y € N(x*,€); (3.2.3)

y asi
M||x = x*|> = g(x)T(x — x*) = /| |x — x*| %, Vx € N(x*%, ep). (3.2.4)

Por (3.2.3) y (3.2.4) también podemos obtener, a partir de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, que

M'|lx = x| = [|g(x)[| = m'[]x = x|, Vx € N(x7e), (3.2.5)
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lIg(x) = gW)Il < M'|lx = yl|, Vx,y € N(x"€) (32.6)

Su prueba se puede ver a partir de Refs. [7] - [8] o Refs. [21] - [22]

Lema 4.2.Si (H1) y (H2) se cumplen, la busqueda direccion dy satisface la siguiente propiedad en
cada iteracién ;

— 8k Ak S
T = Mo
(el ="

donde 7y € [0,1] es una constante y < g, dx > denota el dngulo entre los vectores —g y di. El nuevo

cos < —g, dx >= (3.2.7)

algoritmo genera una secuencia infinita {x; }, entonces existe 7 > 0 tal que

o= Fen = llgel % Vk. (3.2.8)

Demostracion: por el Teorema 3.1 tenemos lo siguiente

fer1n —fe < W(gk )

lldll
gkdk ZHng
( d ) 2
Nkl 1Igf
! gk 20T 2
= Ml e el (1)
il ISE | k
Como W > 1o Entonces
omde
(gl lldel) =
T
& o
eddan) S )
gkdk < 2 ague
el de) €01
(llgwll-1dll) o yaqueno € [0,1]

volviendo a (I) nos queda

fesr —fe < —npnd-lgk I

Escogiendo 17 = 1117 se tiene
THZ

fieor —fe < —mollgi

f fk+1 ’70H8k||2

José Quiroz NUEVO METODO DE BUSQUEDA LINEAL INEXACTA PARA OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES..



Capitulo 3. Radio de Convergencia Con la Nueva Blusqueda lineal inexacta

22

Teorema 4.1 Si (H3) se cumplen, la busqueda direccién dj satisface la siguiente propiedad en cada

iteracion

T
_ —8i Ak
CcOos — d = Sk =
< T8 % 2T gl = 1o

donde 7y € [0,1] es una constante y < g, dx > denota el dngulo entre los vectores —g y di. El nuevo

algoritmo genera una secuencia infinita {x;}, y ¥y € N(x*¢€) para un k suficientemente grande.

Entonces {x; }converge a x* por lo menos linealmente.

Demostracién: Sabemos que {x;} converge a x*, esto es: limy_,, X, = x*
k k— k

por lema 4.2 se tiene:

fi—fen = —nlsilP
> gm?|x - x

2m12
> (T

Sea 0 = m’ %, Entonces

62

N

N

N

N

N

VA

N

Portanto 6 < 1

Seaw = V1—62

271’1/27’]
M/
2m" gy
Ml
2m" 1
M/
27”1’277/
M/
<a(1 —(1/2)p)  2m"
ML M
(2(7(1 —(1/2)n) )WLZ
MyL M
ML M’
20
Mo <!

*HZ

-f)

por(3,2,5)

por(3,2,2)

sustituyendon = nin}

yaqueny = min(y’,n")

(= (1/2)p)
porteorema3,1y’ = ( ML )
(L<M)
(m' < M)

yaqueo € (0,1/2),u € [0,2)
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obviamente w < 1. regresando a (I) tenemos:

fi—fen = 1)
= szk - sz*
firi S K —92fk"‘92fk
fin—f < A=) —f +6F
= (1- 92)f (1-6%)f
fin—f < (-0 —f)
Pero w? = m, Entonces:
fipr —f < @l —f)
< WO (fy —f)
< WP (i, —f)
< W@ (fy—f)
< WA (fi g~ f)
< ..
< PEVE G —f)
fin—f < &FVE-F)
fin =F < G -1) (11)

Por lema 4.1

2
ka+1*xyﬂ‘|2 < (W)(fk-i-l*fk)

2 (f. —
(Uzk{(flT,f*)] por(H)
Asi
2(f = f)
2 k 1
e = [ < @y ===
Por tanto:
2 (f. —
lim |x — x*[|"/F = lim [0*! M]l/k
k—o0 k— 00 m
2(f. —
= wlim]| M]l/k
k—o00 m
= w<l1
Lo que demuestra que {x; } converge por lo menos linealmente a x* 0

(3.2.9)
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CAPITULO 4

RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccién, se discute la aplicacién del nuevo algoritmo. La técnica de eleccién de los paramet-

ros es razonable y eficaz para resolver los problemas précticos de la teoria y los aspectos numéricos.

§4.1. ESTIMACION DE PARAMETROS L

En la nueva de bisqueda lineal (modificacién de la regla Armijo), hay un parametro de L; que
debe ser estimado en cada iteraciéon. Ahora bien, L; deberia aproximar a la constante Lipschitz M’ del
gradiente g¢(x) de la funcién objetivo f(x). Si M’ es conocido entonces, deberiamos tomar Ly = M'.

Sin embargo, M’ es desconocida en muchas situaciones por lo tanto, Ly necesita ser estimada.

Definamos para k = 1,2,3,4, ... a las siguientes expresiones:

Ok1 = Xk — Xg—1, V-1 = Sk — 8k—1-

Se puede utilizar como aproximaciones del parametro Ly, a las ecuaciones:

(K7
L = 4.1.1)
|Gkl
(]
Ly = max{ |||(y5"i||| Ji=12...M} 4.1.2)
k—i

siempre que k = M + 1, donde M es un entero positivo.

A continuacién, el método Bazzilai y Borwein. Ref. [16] - [19] nos motiva también a encontrar una

manera de estimar M’ Aqui, Resolviendo la minimizacién

min|| Lidg_1 — Y_1||

24
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Obtenemos .
Ok k-1
= 4.1.3
P (@19
Obviamente, si k > M + 1, también podemos tomar
STy
Ly = max{ <=1 yim 10 M) (4.1.4)
Ry
Por otro lado, podemos tomar
2
Ly = 7”!?*1” (4.1.5)
 Yk—1
0 2
k_max{(STyk /i=1,2...M} 4.1.6)
Kk Jk—1

Siempre que k > M + 1.

Hay muchas otras técnicas de estimacién de la constante de Lipschitz M’; ver Ref. [8] Vamos a
utilizar (4.1.1) - (4.1.6) para estimar M'.

§4.2. RESULTADOS NUMERICOS

En lo que sigue, vamos a discutir los resultados numéricos de la nueva btisqueda lienal. Los prob-
lemas de prueba se obtuvieron de Ref [20] y el algoritmo utilizado aplicando la nueva busqueda lineal

es el siguiente:

Algoritmo 4.2.1: Algoritmo de descenso con la nueva busqueda lineal inexacta

Paso 0: Teniendo en cuenta algunos pardmetros ¢ € (0,3), B € (0,1) ,u € [0,2), Loy xo € R".
Parak = 0,1, - - - hasta obtener convergencia.
Paso 1:si ||gx|| = 0, Entonces se detiene, de otra manera vaya al paso 3:
_ St
Ly[ldg|**
Paso 3: Si f(xy + ady) — f(x) < ow[gldy + auLydi|?], entonces ay = a ir al paso 5.
Paso 4: Hacer « = af e ir al paso 3.
Paso 5: Hacer xy,1 = xj + agdy.
Paso 6: Hacer 0y = X1 — Xk, Yx = Sk+1 — Sk actualizar Ly utilizando algunas de las
ecuaciones dadas por (4.1.1) - (4.1.6).
Paso 7: Hacer k = k + 1; ir al Paso 1.

Paso 2: Hacerdy, = —grya =
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A continuacién se muestran los resultados numéricos obtenidos aplicando la nueva btsqueda
lineal inexacta los cuales son comparados con la bisqueda lineal de Armijo. Para ello se progra-
maron los algoritmos en MATLAB 7.6.0(R2008a) y se ejecutaron en una portatil con un procesador
Pentium(R) Dual—Core i3 CPU T4400 @ 2.20 GHz 2.20 GHz.

Denotaremos por New(4,1,1),New(4,1,3) y New(4,1,5) al método de descenso con la nueva
busqueda lineal inexacta utilizando los valores de Ly (4.1.1),(4.1.3) y (4.1.5) respectivamente.
Los problemas seleccionados para obtener los resultados son: (P14) (funcién de Wood), (P16) (fun-
ci6n Brown and Dennis), (21)(Funcién de Rosenbrock extendida), (23) (Funcion de Penalidad) tales
funciones de obtienen del articulo [20]. Se utilizo como criterio de parada en todas las corridas,
gkl < 107°.

En la Tablas donde se indican los resultados, comprende: en la primera columna el problema (P)
utilizado, en la columna 2 la dimensién del problema (n) y en columnas 3-5 se indica el nimero de
iteraciones el niimero de veces que se evalia la funcién y el total de veces que se activo la bisqueda
lineal hasta obtener la solucién (Backtracking) aplicados a los métodos de Armijo y al método de
descenso con la nueva buisqueda lineal inexacta utilizando los valores de Ly (4.1.1),(4.1.3) y (4.1.5)
respectivamente. Para obtener las tablas 1,2 y 3 se utilizaron los parametros ¢ = 0,38, B = 0,87 y
Lo=s=1.

Tabla 1 (Iteraciones, Nro de evaluacién de la funcién, Backtracking) 4 = 0,5

P n Armijo New(4.1.1) New(4.1.3) New(4.1.5)
14 4 6921/26922 /24668 283/1237/953 1807/16070/14262 | no converge
16 4 235/2443 /2207 136/626/489 109/640/530 44/184/139
21 8 6936/26937 /23455 2079/3104/1024 1874 /4347 /2472 no converge
21 | 100 4991/15128/10136 10815/36567 /25751 4060/9250/5189 no converge
21 | 1000 | 63036/240845/177808 | 52206/174444/122237 | 29710/64283/34572 | no converge
23 8 9901/38888/28986 542/3421/2878 68/915/856 85/352/267
23 | 100 3852/15227/11374 1150/6315/5164 76/829/752 83/345/261
23 | 1000 1659/6460/4800 458/ 2358/1899 69/536/466 80/348/267
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Tabla 2 (Iteraciones, Backtracking, Nro de evaluacion de la funcién, )y =1,

P n Armijo New(4.1.1) New(4.1.3) New(4.1.5)
14 4 6921/26922 /24668 2055/8633/6577 1261/9339/8077 no converge
16 4 235/2443 /2207 73/372/298 122/727 /604 68/1050/981
21 8 6936/26937 /23455 2441/3645/1203 1010/2300/1289 no Converge
21 | 100 4991/15128/10136 8064 /25306/17241 3262/19267/16004 | no converge
21 | 1000 | 63036/240845/177808 | 43152/133136/89983 | 29503/63739/34235 | no converge
23 8 9901/38888/28986 542/3421/2878 64/825/760 85/341/255
23 | 100 3852/15227/11374 160/998/837 80/867/786 83/344 /260
23 | 1000 1659/6460/4800 70/372/301 69/536/466 75/307 /231

Tabla 3 (Iteraciones, Backtracking, Nro de evaluacién de la funcién,) p = 1,5

P n Armijo New(4.1.1) New(4.1.3) New(4.1.5)
14 4 6921/26922 /24668 1617/6246/4628 1293/10264 /8970 no converge
16 4 235/2443 /2207 131/2801/2669 116/657 /540 59/415/355
21 8 6936/26937 /23455 2010/2996 /985 1399/3326/1926 no converge
21 | 100 4991/15128/10136 6874/21045/14170 4050/9146/5095 no converge
21 | 1000 | 63036/240845/177808 | 37201/110578/73376 | 28946/62656/33709 | no converge
23 8 9901/38888 /28986 400/2634/2233 64/811/746 80/307 /226
23 | 100 3852/15227 /11374 190/1077 /886 76/802/725 78/307 /228
23 | 1000 1659/6460/4800 176/976/799 69/536/466 75/290/214

Ajustando los pardmetros, o = 0,04, 3 = 0,7 y Ly = s = 1, obtenemos lo siguiente tabla:

Tabla 4 (Iteraciones, Nro de evaluacién de la funcién, Backtracking )

P n U New(4.1.1) New(4.1.3) New(4.1.5)

14 | 4 | 05 | 204/448/243 | 1339/5016/3676 | 163/293/129
14| 4 1 | 342/773/430 | 1295/4816/3520 | 163/293/129
14 | 4 | 15| 342/773/430 | 1260/4596/3335 | 153/261/107
23 | 100 | 0.5 | 192/572/379 no converge no converge
23| 100 | 1 | 192/572/379 no converge no converge
23 | 100 | 1.5 | 192/572/379 no converge no converge

En estos resultados, se tomo como la direccién de descenso, dy = —gj en cada caso.
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CONCLUSIONES

De los resultados numéricos obtenidos se observa:

» La nueva btisqueda lineal propuesta realiza menos iteraciones para obtener la solucién optima
que la bisqueda lineal de Armijo. Ademds en la mayoria de los casos el nimero de bactraking
para esta nueva btsqueda, es menor que Armijo, es decir, el tamafio de paso se obtiene maés

répido con la nueva btisqueda lineal que con Armijo para obtener la solucién.

s De las actualizaciones (4.1.1) ,(4.1.3) y (4.1.5) para Ly, utilizadas en la obtencién de los resultados
se observa que con (4.1.1) todos los resultados convergen, donde mas fallo fue con (4.1.5) y en

los casos donde hubo convergencia, (4.1.3) obtenia la solucién en menos iteraciones.

» § esun pardmetro muy importante porque el nuevo método funciona mejor cuando se aumenta

en [0,2). Los resultados numéricos de la Tabla 2 y 3 lo muestran.

» En la tabla 4 se aprecia que al ajustar los pardmetros se puede mejorar la rapidez del algoritmo
para obtener la solucién para algunas funciones, mientras que para otras funciones puede que
no se obtiene convergencia. Esto significa que el nuevo algoritmo depende del ajuste de los

pardmetros involucrados para poder obtener la solucion.

Un trabajo de investigacién a futuro, puede ser consider mas funciones y utilizar direccién Cuasi-
Newton y compararlo con otras bisquedas lineales inexactas. Ademads, analizar que opciones en es-
ta nueva btisqueda lineal inexacta, se puede aplicar para encontrar de hacer mejores ajustes de los

pardmetros involucrados.
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