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RESUMEN

Sea G un grupo abeliano finito y k > 2 un entero positivo. Una secuencia

S = a1, a2, ..., ak de longitud k, en G es llamada secuencia k-baricéntrica si existe

j ∈ {1, 2, ..., k} tal que
k∑

i=1

ai = kaj. La constante de Davenport k-baricéntrica

denotada por BD(k,G), es el menor entero positivo s, tal que toda secuencia en G

de longitud s, contiene una subsecuencia k-baricéntrica.

En este trabajo se desarrolla la demostración del siguiente resultado: Sea p > 5, un

número primo y sea k un entero, 3 6 k 6 p− 1. Entonces,

BD(k,Zp) 6 p+ k −

⌊
p− 2

k

⌋
− 2.

dado por Tran Dinh Luong en [16].

Palabras y frases claves: Secuencia, secuencias de suma cero, constante de

Davenport, secuencias baricéntricas, secuencias k-baricéntricas, constante de Daven-

port k-baricéntrica.
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NOTACIONES

G grupo abeliano

|G| orden de G

◦(a) orden de un elemento a de G

S secuencia de G

|S| longitud de la secuencia S

p número primo

|B| cardinalidad del conjunto B

A\B {x : x ∈ A y x 6∈ B}
Ac complemento de A

vg(S) multiplicidad del elemento g de G en S

h(S) max{vg(S) : g ∈ G}
supp(S) {g ∈ G : vg(S) > 0}
d(S) |supp(S)|

v



INTRODUCCIÓN

Sea G un grupo abeliano finito y sea k, un entero positivo. A la colección

S = a1, a2, . . . , ak, de elementos de G, donde la repetición de sus elementos es per-

mitida y la posición en que están colocados estos elementos, no es considerada, la

llamaremos secuencia de G. Llamaremos al número k, longitud de S y a S

k-secuencia. Denotaremos por |G| al orden de G y por |S| la longitud de S.

Si k > 2 y en S existe j0, 1 6 j0 6 k tal que

k∑
i=1

ai = kaj0 .,

diremos que S es una secuencia k-baricéntrica [5], al elemento aj0 lo llamaremos

baricentro de S. Si la secuencia baricéntrica S no tiene elementos repetidos, la

llamaremos conjunto baricéntrico.

Para k = 1 es obvio que S es una secuencia k-baricéntrica. Por lo tanto, para

evitar esa trivialidad, agregamos la condición k > 2.

En el grupo Z9, tenemos que S1 = 0, 1, 2, 3, 4, 5 es un conjunto 6-baricéntrico,

dado que,

0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 6 = 6× 1

(el baricentro es 1).
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En cambio, en el mismo grupo Z9, la 6-secuencia S2 = 0, 1, 2, 3, 4, 7 no es un

conjunto 6-baricéntrico, dado que,

0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 7 = 8

y

8 6= 6× 0 = 0

8 6= 6× 1 = 6

8 6= 6× 2 = 3

8 6= 6× 3 = 0

8 6= 6× 4 = 6

8 6= 6× 5 = 3

En el caso en que,
k∑

i=1

ai = 0,

diremos que S es una k-secuencia de suma cero.

Nótese que las secuencias k-baricéntricas, cuando k es un múltiplo del orden del

grupo donde están definidas, son de suma cero.

En 1961, es cuando surge por primera vez, la definición de secuencia de suma

cero, la cual se atribuye a Erdös−Ginzburg−Ziv [7], y además estos autores, dan

el siguiente resultado: toda (2n − 1)-secuencia de un grupo abeliano G de orden n,

contiene una n-subsecuencia de suma cero.

En 1966, Davenport [3] da origen a su célebre constante de Davenport D(G),

definida como: el menor entero positivo r tal que toda r-secuencia de G contiene una

subsecuencia de suma cero.

El primer resultado sobre problemas de suma cero, es el denominado por Erdös

[8], en el año 1980, lema prehistórico: Sea G un grupo abeliano de orden n. Entonces

toda n-secuencia de G contiene una subsecuencia de suma cero.

Br. Jonathan Rojas
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Este resultado constituye la base fundamental en el desarrollo del área de inves-

tigación denominadas problemas de suma cero, la cual está inmersa, al igual que los

problemas baricéntricos, en el campo de la teoría combinatoria.

La existencia de la constante de Davenport, se debe al lema prehistórico, dado

que,

D(G) 6 |G|.

Una lista de referencias de problemas de suma cero se encuentran en el survey [1].

La teoría de suma cero ha recibido mucha atención últimamente, debido a que las

respuestas a los preguntas allí planteadas se han conseguido en áreas clásicas tales

como la combinatoria, la teoría de números, la geometría y el álgebra.

El origen de las secuencias baricéntricas, se debe a las secuencias T de suma cero

con peso de G, esto es, T = w1a1, . . . , wqaq donde los ai son elementos de G, los

coeficientes o pesos wi son enteros positivos y además, se tiene:

q∑
i=1

wiai = 0.

Si S = a1, a2, . . . , ak, con k > 2 es una secuencia k-baricéntrica de G, tenemos que

existe un j0, 1 6 j0 6 k tal que:

k∑
i=1

ai = kaj0 .

Por lo tanto, se tiene:

1a1 + 1a2 + . . .+ (k − 1)(−aj0) + . . .+ 1ak = 0.

En consecuencia, S da origen a una secuencia Ś = a1, a2, . . . ,−aj0, . . . , ak de G

de suma cero con pesos.

Br. Jonathan Rojas
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En 1996, aparecen por primera vez las secuencias de suma cero con peso en la

conjetura de Caro [1]: sea G un grupo abeliano de orden n y sean k entero positivo,

S = a1a2 . . . an+k−1 una secuencia de G y w1, . . . , wk enteros positivos, tales que

k∑
i=1

wi = 0(mod n).

Entonces, existe Ŝ = aj1aj2 . . . ajk subsecuencia de S tal que

k∑
i=1

wiaji = 0.

Hamidoune [15], demostró la conjetura de Caro, anteriormente citada, con la

condición adicional (wi, 1) = 1, para todo i, 1 6 i 6 k. También Hamidoune investi-

ga estas secuencias en [14] y Gao en [10].

En el 2006 David Grynkiewiez en [13], demuestra la conjetura de Caro dada en [1].

En el 2004, la noción de secuencia baricéntrica, fue introducida por Delorme,

Márquez, Ordaz y Ortuño [5], así como también la constante de Davenport ba-

ricéntrica, BD(G), definida como: el menor entero positivo s tal que toda secuencia

de G de |S| = s, contiene una subsecuencia baricéntrica.

La existencia de la constante de Davenport baricéntrica, se debe a la relación que

existe con la constante de Davenport.

BD(G) 6 D(G) + 1.

En el mismo año 2004, Delorme, González, Ordaz y Varela [4], introducen la

constante de Davenport k-baricéntrica BD(k,G), definida como: el menor entero

positivo t tal que toda secuencia S de G de |S| = t, contiene una subsecuencia

k-baricéntrica.

La relación que existe entre la constante de Davenport baricéntrica y la constante

de Davenport k-baricéntrica, es la siguiente:

Br. Jonathan Rojas
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BD(G) 6 BD(k,G).

El estudio de las constantes baricéntricas y k-baricéntricas dan origen a los proble-

mas baricéntricos. Investigaciones acerca de estas constantes se encuentran en [11, 12]

y un survey de este tópico se encuentra en [18].

En [4] se estiman los siguientes resultados para el caso del grupo cíclico G = Zp

de orden primo:

(i) BD(3,Zp) 6 2

⌈
p

3

⌉
+ 1, para p > 5.

(ii) BD(k,Zp) 6 p+ k − 2 para 4 6 k 6 p− 1.

(iii) BD(p− 1,Zp) = 2p− 3, para p > 5.

Las técnicas utilizadas en [4], se basan en la teoría aditiva, especifícamente en

el teorema de Cauchy-Davenport generalizado (Teorema 1.3), en una conjetura de

Erdös-Heilbronn, (Teorema 1.6, Días da Silva-Hamidoune la demostraron y también

la generalizaron) y en un teorema de Vosper (Teorema 1.4).

Basado en estas mismas técnicas el autor Luong [16], demuestra el teorema si-

guiente:

Sea p > 5, un número primo y sea k un entero, 3 6 k 6 p− 1. Entonces,

BD(k,Zp) 6 p+ k −

⌊
p− 2

k

⌋
− 2.

El objetivo de este trabajo consiste en desarrollar la demostración dada por Luong

en [16]. El trabajo esta dividido en tres capitulos, además del resumen, introducción

y conclusiones.

En el capitulo 1 presentaremos conceptos básicos de teoría aditiva, las cuales,

serán utiles para la demostración del teorema principal.

En el capitulo 2 se mostrarán las definiciones de secuencias, secuencias de suma

cero, secuencias baricéntricas y secuencias k-baricéntricas, así, como también

definiremos la constante de Davenport y la constante de Davenport baricéntri-

ca.

Br. Jonathan Rojas
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En el capitulo 3 se define la constante de Davenport k-baricéntrica, demostraremos

algunos resultados de [4] y desarrollaremos el teorema principal.

Br. Jonathan Rojas



Capı́tulo 1
Preliminares

La teoría aditiva de números es el estudio de las sumas de conjuntos de números

enteros, extendida a grupos abelianos. Esta rama de la combinatoria se divide en

dos tipos de problemas: problemas directos e inversos. Los problemas directos son

aquellos en los cuales se determina la estructura y propiedades de una suma de con-

juntos de un grupo, conociendo a los sumandos. Los problemas inversos son aquellos

en los que se determinan las propiedades de los sumandos a partir de conocer la

propiedades del conjunto suma.

1.1. Suma de conjuntos en grupos abelianos

Definición 1.1. (Suma de conjuntos) Sean G un grupo abeliano finito y A,B

subconjuntos no vacíos de G. Definimos la suma de A y B, denotada por A + B,

como el conjunto A+B={a+ b : a ∈ A y b ∈ B}.

Observación 1.1. Sean G grupo abeliano finito y sean A,B ⊂ G.

(i) Si B={b} es un conjunto unitario, entonces escribiremos

A+ b en lugar de A+ {b}.

(ii) Para −b ∈ G, inverso aditivo de b ∈ G, definimos A − b={a + (−b) : a ∈ A}.
En consecuencia A−B, esta dado por: A−B={a+ (−b) : a ∈ A y b ∈ B }.

(iii) A+B = B + A.

(iv) Sea b ∈ G. Entonces la función f : A −→ A+b dada por f(a) = a+b, para todo

a ∈ A, es una biyección entre A y A+b. Por lo tanto, se tiene que |A| = |A+b|.

7



Preliminares 8

Ejemplo 1.1. Sean A = {1, 2, 3} , B = {1, 5} subconjuntos de Z7, entonces:

A+ 6 = {1 + 6, 2 + 6, 3 + 6} = {0, 1, 2}. Notese que |A| = |A+ 6|.

A− 5 = A+ 2 = {1 + 2, 2 + 2, 3 + 2} = {3, 4, 5}. (ya que −5 = 2)

A+B = {1 + 1, 1 + 5, 2 + 1, 2 + 5, 3 + 1, 3 + 5} = {2, 6, 3, 0, 4, 1}.

A−B = {1− 1, 1− 5, 2− 1, 2− 5, 3− 1, 3− 5} = {1 + 6, 1 + 2, 2 +

6, 2 + 2, 3 + 6, 3 + 2} = {0, 3, 1, 4, 2, 5}.

La definición de suma de conjuntos se puede generalizar, de manera natural, a

un número finito de subconjuntos de un grupo G, como sigue:

Definición 1.2. (Suma generalizada de conjuntos) Sean G un grupo abeliano

finito y A1, ..., Ak subconjuntos no vacíos de G. La suma de A1, ..., Ak, denotada por

A1 + ...+ Ak, se define como el conjunto

A1 + ...+ Ak = {a1 + ...+ ak : ai ∈ Ai,∀ i, 1 6 i 6 k}.

Ejemplo 1.2. Sean A = {1, 3}, B = {1, 5} y C = {2} subconjuntos de Z7 entonces:

A+B + C = {1 + 1 + 2, 1 + 5 + 2, 3 + 1 + 2, 3 + 5 + 2} = {4, 1, 6, 3}.

1.2. Algunos problemas clásicos de teoría aditiva

Definición 1.3. Sea g ∈ G, denotamos por γA,B(g) el número de formas de expresar

a g como la suma de un elemento de A y un elemento de B, esto es,

γA,B(g) = |{(a, b) : g = a+ b, a ∈ A, b ∈ B}|.

Lema 1.1. Sea G un grupo abeliano finito y sean t un entero positivo y A, B subcon-

juntos no vacíos de G tal que |A|+ |B| > |G|+ t entonces γA,B(g) > t, ∀ g ∈ G.

Demostración: Sean A,B ⊂ G, A 6= ∅ , B 6= ∅ y g ∈ G y consideremos el

conjunto g −B = {g − b : b ∈ B}.
Como A ⊂ G y g −B ⊂ G, entonces A

⋃
(g −B) ⊂ G.

Así, |A
⋃

(g −B)| 6 |G|
=⇒ |G| > |A

⋃
(g −B)| = |A|+ |g −B| − |A

⋂
(g −B)| = |A|+ |B| − |A

⋂
(g −B)|

Br. Jonathan Rojas



Preliminares 9

( Por Observación 1.1 (iv) |g −B| = |B| ).
Así, |G| > |A|+ |B| − |A

⋂
(g −B)|, luego, |A

⋂
(g −B)| > |A|+ |B| − |G|.

Como por hipótesis, |A|+ |B| > |G|+t, entonces |A
⋂

(g−B)| > |G|+t−|G| = t.

En consecuencia, |A
⋂

(g−B)| > t, entonces existen al menos t elementos distin-

tos, digamos a1, a2, ..., at ∈ A
⋂

(g −B).

Luego, ai ∈ A y ai ∈ g −B, ∀ i, 1 6 i 6 t

Luego, existe b ∈ B tal que, ai = g − b =⇒ g = ai + b, para algún b ∈ B.

Así, dado que los ai, con i = 1, ..., t son distintos tenemos que:

γA,B(g) > t, para todo g ∈ G.

Cuando |A| y |B| son suficientementes grandes, se tiene el siguiente resultado

establecido por Henry Mann.

Lema 1.2. (Mann)

Sean G un grupo abeliano finito y A, B subconjuntos no vacíos de G.

Si |A|+|B| > |G| entonces G = A+B.

Demostración:

Queremos probar que G = A+B.

Dado que A ⊂ G y B ⊂ G y G es grupo, entonces A+B ⊂ G. (I)

Solo falta probar que G ⊂ A+B.

Por hipótesis, |A|+ |B| > |G| entonces |A|+ |B| > |G|+ 1, luego por Lema 1.1,

tenemos que, γA,B(g) > 1. Así, para cualesquiera g ∈ G, existen a ∈ A y b ∈ B tal

que g = a+ b ∈ A+B. En consecuencia, G ⊂ A+B. (II)

Luego, por (I) y (II) se tiene que G = A+B.

Ejemplo 1.3. Sean G = Z7, A = {1, 4, 5, 6} ⊂ Z7 y B = {0, 2, 3, 4} ⊂ Z7.

Por un lado, |A|+ |B| = 4 + 4 = 8 > 7. Además, A+B = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}=Z7.

Así, A+B = Z7.

Teorema 1.1. [17](Kneser) Sea G un grupo abeliano tal que G 6= {0} y sean A y B

subconjuntos no vacíos de G. Si |A|+ |B| 6 |G|, entonces existe un subgrupo propio

H de G tal que

|A+B| > |A|+ |B| − |H|.

Br. Jonathan Rojas



Preliminares 10

El teorema dado a continuación fue demostrado en 1813 por Augustin Louis

Cauchy [2]. Este teorema también fue demostrado independientemente por Harold

Davenport, en 1935 [3]. Davenport descubre en 1947 que Cauchy ya lo habia de-

mostrado previamente, y de allí se deriva su nombre.

El lema de Mann y el teorema de Kneser nos permitirán dar una demostración

del Teorema de Cauchy-Davenport, distinta a la dada en [2].

Teorema 1.2. (Cauchy-Davenport). Sean p un número primo y A, B subconjuntos

no vacíos de Zp. Entonces |A+B| > min{p, |A|+ |B| − 1}.

Demostración:

Dado que Zp es un grupo abeliano finito y p es primo, entonces Zp 6= {0}. Además

por hipótesis A y B son subconjuntos no vacios de Zp. Luego, estamos en las hipótesis

del Lema 1.2 y del Teorema 1.1.

Respecto a la suma de las cardinalidades de A y B se presentan dos casos:

Si |A|+ |B| > |Zp|.

Por Lema 1.2, A+B = Zp.

En consecuencia, |A+B| = p.

Así, |A+B| = p > min{p, |A|+ |B| − 1}.

Luego,

|A+B| > min{p, |A|+ |B| − 1}.

Si |A|+ |B| 6 |Zp|.

Por Teorema 1.1, existe un subgrupo propio H de Zp tal que:

|A+B| > |A|+ |B| − |H|.

Como p es primo, entonces el único subgrupo propio es {0}. Luego, H = {0}.

Así,

|A+B| > |A|+ |B| − |{0}|

= |A|+ |B| − 1.

Luego,

Br. Jonathan Rojas
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|A+B| > |A|+ |B| − 1.

Como |A|+ |B| − 1 > min{p, |A|+ |B| − 1}. Entonces,

|A+B| > min{p, |A|+ |B| − 1}.

Por lo tanto, en cualquiera de los dos casos, se cumple el teorema.

El teorema de Cauchy-Davenport, admite generalización tal como mostraremos

a continuación:

Teorema 1.3. (Cauchy-Davenport generalizado) Sean h > 2 y p un entero pri-

mo, y sean A1, A2, ..., Ah subconjuntos no vacíos de Zp. Entonces

|A1 + A2 + ...+ Ah| > min

{
p,

h∑
i=1

|Ai| − h+ 1

}
.

Demostración:

Haremos la demostración por inducción sobre h.

Para h = 2 por Teorema 1.2, tenemos que:

|A1 + A2| > min

{
p, |A1|+ |A2| − 1

}

= min

{
p,

2∑
i=1

|Ai| − 2 + 1

}
.

Así, |A1 + A2| > min

{
p,

2∑
i=1

|Ai| − 2 + 1

}
. Por lo tanto el teorema se cumple para

h = 2. Ahora, supongamos que el teorema se cumple para h = k − 1 y probemos el

teorema para h = k.

Sean A1, A2, ..., Ak−1, Ak subconjuntos no vacios de Zp y hacemos

B = A1 + A2 + ...+ Ak−1.

Luego, por hipótesis inductiva tenemos que:

|B| = |A1 + A2 + ...+ Ak−1| > min

{
p,

k−1∑
i=1

|Ai| − (k − 1) + 1

}

= min

{
p,

k−1∑
i=1

|Ai| − k + 2

}
.
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Así, |B| > min

{
p,

k−1∑
i=1

|Ai| − k + 2

}
. (I)

Por otra parte,

|A1 + A2 + ...+ Ak| = |(A1 + A2 + ...+ Ak−1) + Ak|

= |B + Ak|

> min

{
p, |B|+ |Ak| − 1

}
. (Cauchy-Davenport)

Así, |A1 + A2 + ...+ Ak| > min

{
p, |B|+ |Ak| − 1

}
. (II)

Luego, se tienen dos casos:

Caso 1 min

{
p, |B|+ |Ak| − 1

}
= p.

Así,

|A1 + A2 + ...+ Ak| > min

{
p, |B|+ |Ak| − 1

}
= p

> min

{
p,

k∑
i=1

|Ai| − k + 1

}
.

En consecuencia, |A1 + A2 + ...+ Ak| > min

{
p,

k∑
i=1

|Ai| − k + 1

}
.

Caso 2 min

{
p, |B|+ |Ak| − 1

}
= |B|+ |Ak| − 1.

Luego,

|A1 + A2 + ...+ Ak| > min

{
p, |B|+ |Ak| − 1

}
= |B|+ |Ak| − 1

> min

{
p,

k−1∑
i=1

|Ai| − k + 2

}
+ |Ak| − 1. Por (I)
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Así, |A1 + A2 + ...+ Ak| > min

{
p,

k−1∑
i=1

|Ai| − k + 2

}
+|Ak| − 1.

Luego, se tienen dos casos:

Caso 2.1 min

{
p,

k−1∑
i=1

|Ai| − k + 2

}
= p.

Luego,

|A1 + A2 + ...+ Ak| > min

{
p,

k−1∑
i=1

|Ai| − k + 2

}
+ |Ak| − 1

= p+ |Ak| − 1

> p+ 1− 1 ya que |Ak| > 1

= p

> min

{
p,

k∑
i=1

|Ai| − k + 1

}
.

Lo cual implica que, |A1 + A2 + ...+ Ak| > min

{
p,

k∑
i=1

|Ai| − k + 1

}
.

Caso 2.2 min

{
p,

k−1∑
i=1

|Ai| − k + 2

}
=

k−1∑
i=1

|Ai| − k + 2.

Luego,

|A1 + A2 + ...+ Ak| > min

{
p,

k−1∑
i=1

|Ai| − k + 2

}
+ |Ak| − 1

=
k−1∑
i=1

|Ai| − k + 2 + |Ak| − 1

=
k∑

i=1

|Ai| − k + 1

> min

{
p,

k∑
i=1

|Ai| − k + 1

}
.

En consecuencia,

|A1 + A2 + ...+ Ah| > min

{
p,

k∑
i=1

|Ai| − k + 1

}
.

Por lo tanto, en cualquiera de los casos se cumple el teorema.
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Ejemplo 1.4. Sean A = {1, 3}, B = {0, 1} y C = {1, 4} subconjuntos de Z7 entonces

A+B+C = {1+0+1, 1+0+4, 1+1+1, 1+1+4, 3+0+1, 3+0+4, 3+1+1, 3+1+4}
= {2, 5, 3, 6, 4, 0, 5, 1} = Z7.

Notese que, |A+B + C| = 7 > min{7, |A|+ |B|+ |C| − 3 + 1}
= min{7, 2 + 2 + 2− 2} = 4.

1.3. Progresiones aritméticas en grupos abelianos

Definición 1.4. Sea G un grupo abeliano. Sean d ∈ G (d 6= 0) y k un entero posi-

tivo. Sea a0 ∈ A ⊂ G, diremos que A es una progresión aritmética de longitud k y

diferencia común d, si A se puede expresar de la forma:

A = {a0 + id : i ∈ {0, 1, 2, ..., k − 1}},

donde, el orden de d es al menos k, esto es, ◦(d) > k.

Observación 1.2. Dado A ⊂ G, para determinar si un conjunto A = {a0, a1, a2, ..., ak−1}
es una progresión aritmética, basta ver si existe una permutación σ de los elemen-

tos de A y existe un d ∈ G (d 6= 0) tal que {σ(a0), σ(a1), ..., σ(ak−1)} cumplan que:

σ(ai)− σ(ai−1) = d.

Ejemplo 1.5. Sea {0, 1, 2, 4, 5} ⊂ Z7.

Haciendo a0 = 2, a1 = 5, a2 = 1, a3 = 4, a4 = 0, tenemos que:

a1 − a0 = 5− 2 = 5 + 5 = 10 = 3

a2 − a1 = 1− 5 = 1 + 2 = 3

a3 − a2 = 4− 1 = 4 + 6 = 10 = 3

a4 − a3 = 0− 4 = 0 + 3 = 3.

Así, d = 3.

Por lo tanto, el conjunto {2 + i3 : 0 6 i 6 4} es una progresión aritmética con

diferencia común d = 3.
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El siguiente teorema debido a A.G. Vosper, fue publicado en 1956 en [19].

Teorema 1.4. [19] Sean A y B subconjuntos no vacíos de Zp tal que min{|A|, |B|} >
2. Si A y B no son progresiones aritméticas con la misma diferencia común, entonces

|A+B| > min{p− 1, |A|+ |B|}.

Lema 1.3. [16] Sea B un subconjunto de Zp, con p > 5 y 2 6 |B| 6 p − 2. Si

existen dos maneras de ordenar los elementos de B en progresiones aritméticas con

diferencia común d1 y d2, donde 1 6 d1 6 p− 1 y 1 6 d2 6 p− 1, entonces ó d1 = d2

ó d1 + d2 = p.

Lema 1.4. [4] Sea A un subconjunto de Zp, con p > 5 y 3 6 |A| 6 p− 1.

Entonces existen x, y ∈ A tal que A\x y A\y no son progresiones aritméticas con la

misma diferencia común.

El siguiente es un resultado elemental, pero importante principio de Combina-

toria, que puede ser usado para resolver una variedad de interesantes problemas.

Este principio es conocido con varios nombres, los más comunes son: el principio del

palomar, el principio de las casillas o el principio de los cajones de Dirichlet.

Teorema 1.5. (Principio de las casillas) Si se tiene un conjunto de n objetos,

repartidos en m casilleros y n > m (hay más objetos que casilleros) entonces hay al

menos un casillero donde hay 2 o más objetos.
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Definición 1.5. Sean G un grupo abeliano de orden n > 2 y H un subconjunto no

vacío de G, con |H| = h. Para cualquier entero positivo k, con 2 6 k 6 h, definimos;

∧kH =

{∑
x∈S

x : S ⊂ H y |S| = k

}
.

Teorema 1.6. (Erdös y Heilbronn) Sea A un subconjunto de Zp con |A| > 2. En-

tonces

| ∧2 A| > min{p, 2|A| − 3}.

El Teorema 1.6 es una conjetura que presentaron Paul Erdös y Hans Heilbronn,

la cual se formuló en la decada de los años 60. Erdös y Heilbronn no la incluyeron

en su artículo sobre sumas de conjuntos de clase de congruencias. Sin embargo, en el

año 1963, en una conferencia sobre teoría de números en la Universidad de Colorado,

Erdös establece la conjetura, la cual mencionaría, frecuentemente, en sus artículos y

conferencias posteriores. Se dieron resultados parciales a esta conjetura por Rickert

en 1976, Mansfield en 1981, Rödseth en 1993, Pyber en una publicación personal y

Freiman, Low y Pitman en 1993.

Llevó más de 30 años antes de que J.A. Días Da Silva y Yahya Ould Hamidoune

publicaran la demostración en el año 1994. No sólo la demostraron sino también la

generalizaron, tal como la mostraremos a continuación:

Teorema 1.7. [14] (Días da Silva-Hamidoune) Sean p un número primo y H un

subconjunto no vacío de Zp con |H| = h y d un entero positivo tal que 2 6 d 6 h.

Entonces |
∧dH| > min{p, d(h− d) + 1}.

Demostración del Teorema 1.6

Por hipótesis A ⊂ Zp y |A| > 2, luego se tiene que 2 = d 6 |A|, entonces por el

Teorema 1.7 se tiene que |
∧2A| > min{p, 2(|A| − 2) + 1}=min{p, 2|A| − 3}.
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Capı́tulo 2
Secuencias, secuencias baricéntricas y

secuencias de suma cero

2.1. Secuencias

Definición 2.1. (Secuencia) Sea G un grupo abeliano finito y sea k, un entero posi-

tivo. A la colección S = a1, a2, . . . , ak, de elementos de G, donde la repetición de sus

elementos es permitida y la posición en que están colocados estos elementos, no es

considerada, la llamaremos secuencia de G.

Llamaremos al número k, la longitud de S y la denotaremos por |S|, además dire-

mos que S es una k-secuencia. Denotaremos por |G| al orden de G.

En otras palabras, Las secuencias S de un grupo abeliano finito G son los ele-

mentos del monoide libre F(G) con base G. Escribiremos a S ∈ F(G) de la forma

siguiente:

S =
∏
g∈G

[g]vg(S)

donde vg(S) es el número de veces que aparece g en S, es decir, vg(S) es la mul-

tiplicidad de g en S y diremos que S contiene a g si vg(S) > 0.

La operación binaria sobre F(G) es la concatenación de los elementos de F(G),

es decir, dadas

S1 =
∏
g∈G

[g]vg(S1), S2 =
∏
g∈G

[g]vg(S2) ∈ F(G),

17
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El producto de S1 con S2 viene dado por:

S1S2 =
∏
g∈G

[g](vg(S1)+vg(S2))

El elemento neutro de F(G) es la secuencia vacía, es decir, la secuencia∏
g∈G

[g]vg(S).

donde vg(S) = 0 para todo g ∈ G.

Si una secuencia S ∈ F(G) está escrita de la forma S = g1...gk asumiremos que

k ∈ N y g1...gk ∈ G.

La máxima de las multiplicidades de los elementos de S la denotaremos por h(S),

es decir,

h(S) = max{vg(S) : g ∈ G}.

Luego,

1 6 h(S) 6 |S|.

Entenderemos por soporte de S, denotado por supp(S) el conjunto formado por los

elementos diferentes de S, esto es:

supp(S) = {g ∈ G : vg(S) > 0}.

Denotaremos por d(S) la cardinalidad del soporte de S, esto es,

|supp(S)| = d(S).

Para una secuencia

S = g1...gk =
∏
g∈G

[g]vg(S),

La longitud de la secuencia S viene dada por:

|S| = k =
∑
g∈G

vg(S).

Otra manera de escribir a S es como sigue:

S =
∏

g∈supp(S)

[g]vg(S).
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Ejemplo 2.1. Una secuencia en Z4 es S = 020122, ó S = [0]2[1]1[2]3[3]0 ó simple-

mente, S = [0]2[1]1[2]3.

Luego,

|S| = v0(S) + v1(S) + v2(S)

= 2 + 1 + 3

= 6.

Además, h(S) = v2(S) = 3 y supp(S) = {0, 1, 2}. Así, 3 = d(S) = |supp(S)|.

2.1.1. Subsecuencias

Definición 2.2. Una secuencia S1 es llamada una subsecuencia de S si S1/S en F(G),

es decir, vg(S1) 6 vg(S) para todo g ∈ G y es llamada subsecuencia propia de S, si

es distinta a la secuencia vacía y además S1 6= S.

Ejemplo 2.2. En Z5, S1 = [0]2[1]0[2]0[3]1[4]2 es una subsecuencia de S = [0]2[1]0[2]1[3]2[4]3.

Dado que:

v0(S1) = 2 = 2 = v0(S)

v1(S1) = 0 = 0 = v1(S)

v2(S1) = 0 < 1 = v1(S)

v3(S1) = 1 < 2 = v3(S)

v4(S1) = 2 < 3 = v4(S).

2.1.2. Secuencias de suma cero

Definición 2.3. (Secuencia de suma cero) Sea G un grupo abeliano finito. Una

k-secuencia S = a1a2 . . . ak en G es de suma cero si
k∑

i=1

ai = 0.

Ejemplo 2.3. En Z4, la 7-secuencia S1 = [0]2[1]2[2]3 es de suma cero, dado que

0 + 0 + 1 + 1 + 2 + 2 + 2 = 8 = 0.

En cambio, la 4-secuencia S2 = [1][0][2]2 no es de suma cero, dado que

1 + 0 + 2 + 2 = 5 = 1 6= 0.

Br. Jonathan Rojas



Secuencias, secuencias baricéntricas y secuencias de suma cero 20

2.1.3. Secuencias baricéntricas

En el año 2004, la noción de secuencia baricéntrica, fue introducida por De-

lorme, Márquez, Ordaz, y Ortuño [5].

Definición 2.4. (Secuencia baricéntrica) Sea G un grupo abeliano finito y sea

k > 2 un entero positivo. Una k-secuencia S = a1a2 . . . ak en G es llamada

k-secuencia baricéntrica si existe j ∈ {1, 2, ..., k} tal que
k∑

i=1

ai = kaj.

Ejemplo 2.4. En Z6 , la 6-secuencia S1 = [0]2[1]2[2]2 es baricéntrica dado que

0 + 0 + 1 + 1 + 2 + 2 = 6× 1.

En cambio, la 6-secuencia S2 = [0]3[1]3 no es baricéntrica, dado que

0 + 0 + 0 + 1 + 1 + 1 = 3 6=

{
6× 1 = 0

6× 0 = 0

Notese que las k-secuencias baricéntricas, cuando k es un múltiplo del orden del

grupo donde están definidas, son de suma cero, tal como veremos en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.5. En Z6 , la secuencia S1 = [0]2[1]2[2]2 6-baricéntrica es de suma cero.

En efecto,

0 + 0 + 1 + 1 + 2 + 2 = 6 = 0.

Notemos que |S1| = 6, es decir, un múltiplo del orden del grupo Z6.

Observación 2.1. -

(i) [4] Una 3-secuencia en Zn es baricéntrica sii sus elementos son iguales ó están

en progresión aritmética.

(ii) [4] Toda secuencia en Z13 con 5 elementos diferentes contiene una subsecuencia

3-baricéntrica.

(iii) Sea S = [u1]
n1 [u2]

n2 . . . [ur]
nr , donde r = d(S) = |supp(S)|.

Si h(S) > k entonces S posee una subsecuencia k-baricéntrica.

En efecto, sin pérdida de generalidad supongamos que

h(S) = n1 > n2 > . . . > nr > 1.
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Luego, existe una subsecuencia Ś = u1u1 . . . u1︸ ︷︷ ︸
k−veces

de S, tal que,

u1 + u1 + . . .+ u1︸ ︷︷ ︸
k−veces

= ku1.

Luego, Ś es k-baricéntrica.

Observación 2.2. Sean p y q enteros positivos, con q 6= 0 y p > q. Entonces se

cumple que: ⌈
p

q

⌉
=
p

q
+ 1−m y

⌊
p

q

⌋
=
p

q
−m.

donde m es la parte decimal de
p

q
.

En efecto, dado que p y q son enteros positivos, con q 6= 0 y p > q, entonces, por

el algoritmo de la división, existen únicos enteros positivos t y r tal que p = q.t+ r,

donde 0 6 r < q.

Si r = 0, entonces
p

q
= t.

Luego,

⌈
p

q

⌉
= t. y

⌊
p

q

⌋
= t.

Si r 6= 0 entonces,
p

q
= t+

r

q
, donde 0 6

r

q
< 1.

Luego,

⌈
p

q

⌉
=

⌈
t+

r

q

⌉
= t+ 1 = (

p

q
− r

q
) + 1.⌊

p

q

⌋
=

⌊
t+

r

q

⌋
= t =

p

q
− r

q
.

Ahora, llamemos m =
r

q
, a la parte decimal de

p

q
.

Por lo tanto,

⌈
p

q

⌉
=
p

q
−m+ 1. y

⌊
p

q

⌋
=
p

q
−m.

En consecuencia,

⌊
p

q

⌋
6
p

q
6

⌈
p

q

⌉
.

Definición 2.5. Sea S una secuencia formada por elementos de un conjunto finito X.

Una k-partición de S es una factorización de S por k subsecuencias A1, A2, ..., Ak

donde h(Ai) = 1, ∀ i = 1, ..., k. Esto es, S = A1A2...Ak, con h(Ai) = 1, ∀ i =

1, ..., k.
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Lema 2.1. Sea S una secuencia de elementos de un conjunto finito X. Si k es un

entero positivo tal que h(S) 6 k 6 |S|, entonces existe una k-partición de S por

conjuntos A1, A2, ..., Ak tal que

|Ai| =

⌈
|S|
k

⌉
ó |Ai| =

⌊
|S|
k

⌋
∀ i = 1, ..., k.

Más aún,

||Ai| − |Aj|| 6 1 ∀ i, j 1 6 i 6 k y 1 6 j 6 k.

Demostración:

Sea X = {x1, x2, ..., xn} un conjunto finito no vacío.

Sea S una secuencia formada por elementos de X, con longitud |S|.
Sea S = [x1]

n1 [x2]
n2 . . . [xr]

nr , donde r = d(S) = |supp(S)|,
vxi

(S) = ni ∀ i 1 6 i 6 r. Supongamos sin pérdida de generalidad que

h(S) = n1 > n2 > . . . > nr > 1.

Esto es, ordenamos los elementos de la seuencia, empezando por el elemento que

más se repite, luego de los elementos restantes tomamos el elemento que más se repite

y así sucesivamente.

Por otro lado, tenemos por hipótesis que, k 6 |S| entonces por el algoritmo de la

división existen q, t enteros positivos tal que |S| = kq + t, 0 6 t < k.

Luego, construimos una subsecuencia Ś de S, descartando los últimos t tèrminos

de S y construimos una subsecuencia S̄ de S con los t elementos restantes.

Por lo tanto, podemos construir un arreglo matricial M de dimensión q × k (los

t-elementos restantes de la secuencia S, llamemoslo b1, b2, ..., bt no se consideran para

la construcción de la matriz M), como sigue:

1. Dado que |Ś| = kq, entonces dividimos la secuencia Ś en q-secuencias, S1, S2, ..., Sq

cada una de longitud k, luego, Si = ai1...aik ∀ i = 1, ..., q. esto es, |Si| = k,

∀ i = 1, ..., q.
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2. La fila i-ésima de M queda definida por la secuencia Si, ∀ i = 1, ..., q :

M =



S1

.

.

.

Si

.

.

.

Sq


q×1

Así, M queda definida como sigue:

M =



a11 a12 . . . a1h(S) . . . a1k

a21 a22 . . . a2h(S) . . . a2k

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

aq1 aq2 . . . aqh(S) . . . aqk


q×k

Luego, por definición deM y dado que por hipótesis h(S) 6 k, entonces aij 6= alj,

∀i, l ∈ {1, ..., q}, i 6= l, ∀ j ∈ {1, ..., k}.
Supongamos lo contrario, esto es, existen i, l, j con i, l ∈ {1, ..., q}, i 6= l, j ∈

{1, ..., k} tal que aij = alj. Entonces,

existe x ∈ S tal que ϑx(S) > h(S), lo cual es una contradicción, puesto que

h(S)=max{vxi
(S) : 1 6 i 6 r}.

Así, con cada columna de M , podemos construir a Bi subconjuntos de X, esto
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es,

B1 = {a11, a21, ..., aq1}

B2 = {a12, a22, ..., aq2}

.

.

.

Bj = {a1j, a2j, ..., aij, ..., aqj}

.

.

.

Bk = {a1k, a2k, ..., aqk}

Con |Bi| = q, ∀ i = 1, ..., k.

Por otra parte,

Si t = 0, todos los elementos de S estan en M , luego se cumple el teorema puesto

que S, queda particionada en k-conjuntos Bi, ∀ i = 1, ..., k, luego por Observación

2.2 se tiene que:

|Bi| = q =
|S|
k

=

⌈
|S|
k

⌉
=

⌊
|S|
k

⌋
.
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Si t 6= 0, hacemos la siguiente construcción de conjuntos:

A1 = B1 ∪ {b1}

A2 = B2 ∪ {b2}

.

.

.

At = Bt ∪ {bt}

At+1 = Bt+1

.

.

.

Ak = Bk

Esto es, a los t-primeros Bi conjuntos añadimos un elemento de la secuencia S̄,

en ese estricto orden.

Luego, como Bi ∩ {bi}=∅, ∀ i = 1, ..., t, por la manera como ordenamos los

elementos de S, así, si 1 6 i 6 t, entonces por Observación 2.2 se tiene que:

|Ai| = |Bi ∪ {bi}|

= |Bi|+ |{bi}|

= q + 1

=
|S|
k
− t

k
+ 1

=

⌈
|S|
k

⌉
.

Si t+ 1 6 i 6 k, entonces por Observación 2.2 se tiene que:

|Ai| = |Bi| = q =
|S|
k
− t

k
=

⌊
|S|
k

⌋
.

En consecuencia, si t 6= 0, S queda particionada en k-conjuntos, A1, A2, ..., Ak,

tales que

|Ai| =

⌈
|S|
k

⌉
ó |Ai| =

⌊
|S|
k

⌋
∀ i = 1, ..., k.
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Luego, por Observación 2.2 tenemos que:⌈
|S|
k

⌉
=
|S|
k
−m+ 1, y

⌊
|S|
k

⌋
=
|S|
k
−m,

donde m es la parte decimal de
|Ś|
k − 2

.

Luego, existen dos casos:

|Ai| = |Aj|.

En este caso, |Ai| − |Aj| = 0, ∀ i = 1, ..., k.

|Ai| 6= |Aj|.

Supongamos que |Ai| =

⌈
|S|
k

⌉
y |Aj| =

⌊
|S|
k

⌋
.

Así,

|Ai| − |Aj| =

⌈
|S|
k

⌉
−

⌊
|S|
k

⌋

=
|S|
k
−m+ 1− (

|S|
k
−m)

= 1.

Luego, |Ai| − |Aj| = 1.

Ahora, supongamos que |Ai| =

⌊
|S|
k

⌋
y |Aj| =

⌈
|Ś|
k

⌉
.

Luego,

|Ai| − |Aj| =

⌊
|S|
k

⌋
−

⌈
|S|
k

⌉

=
|S|
k
−m− (

|S|
k
−m+ 1)

= −1.

Así, |Ai| − |Aj| = −1.

Por lo tanto, |Ai| − |Aj| = −1 ó |Ai| − |Aj| = 0 ó |Ai| − |Aj| = 1

∀ i, 1 6 i 6 k y ∀ j, 1 6 j 6 k,

Como |Ai| y |Aj| son enteros positivos, entonces, −1 6 |Ai| − |Aj| 6 1.

Por tanto, ||Ai| − |Aj|| 6 1 ∀ i, j 1 6 i 6 k y 1 6 j 6 k.
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Por lo que se cumple el teorema.

Ejemplo 2.6. Sea S = [1][2]4[3]2[4]2 una secuencia en Z5.

Tenemos que v1(S) = 1, v2(S) = 4, v3(S) = 2 y v4(S) = 2.

Así, h(S)=max{vi(S) : i = 1, ..., 4} = v2(S) = 4 =⇒ h(S) = 4.

Ahora, tomemos k = 5 tal que: h(S) = 4 6 5 6 9 = |S|, entonces por Lema 2.1

existe una 5-partición de conjuntos A1, A2, A3, A4, A5 de S tal que

|Ai| =

⌈
|S|
k

⌉
=

⌈
9

5

⌉
= 2 ó |Ai| =

⌊
|S|
k

⌋
=

⌊
9

5

⌋
= 1 ∀ i = 1, ..., 5.

Ahora reordenamos los elementos de la seuencia, empezando por el elemento que

más se repite, luego de los elementos restantes tomamos el elemento que más se

repite y así sucesivamente, esto es, S = 222233441. Luego, construimos una matriz

M con dimensión 1× 5 ( ya que |S| = 9 = 1× 5 + 4 ) y una subsecuencia Ś con los

4 elementos restantes, esto es,

M =
[

2 2 2 2 3
]
1×5

y Ś = 3441.

Luego, hacemos la siguiente construcción de conjuntos:

A1 = {2} ∪ {3} = {2, 3}

A2 = {2} ∪ {4} = {2, 4}

A3 = {2} ∪ {4} = {2, 4}

A4 = {2} ∪ {1} = {2, 1}

A5 = {3}.

Así,

|Ai| =

⌈
|S|
k

⌉
=

⌈
9

5

⌉
= 2 ∀ i = 1, ..., 5, y |A5| =

⌊
|S|
k

⌋
=

⌊
9

5

⌋
= 1.
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El siguiente teorema formulado en el año 1961 por Paul Erdös, Abraham Ginzburg

y Abraham Ziv motivó el estudio de los problemas de suma cero sobre un grupo

abeliano G.

Teorema 2.1. [7](Erdös-Ginzburg-Ziv) Toda (2n−1)-secuencia de un grupo abeliano

G de orden n, contiene una n-subsecuencia de suma cero.

Un caso particular, lo presentamos a continuación:

Corolario 2.1. Toda secuencia de longitud 2p− 1 en Zp tiene una p-subsecuencia de

suma cero.

Demostración:

Sea S = [u1]
n1 [u2]

n2 . . . [ur]
nr una secuencia en Zp, donde r = d(S) = |supp(S)| =

|{u1, u2, . . . ur}| y |S| =
r∑

i=1

ni = 2p− 1.

Si h(S) > p.

Por Observación 2.1 (iii), S posee una p-subsecuencia de suma cero.

Si h(S) 6 p− 1.

Hacemos k = p− 1, así, h(S) 6 p− 1 = k < 2p− 1 = |S|, luego por Lema 2.1,

existe una (p− 1)-partición de S por conjuntos A1, A2, ..., Ap−1 tal que

|Ai| =

⌈
|S|
p− 1

⌉
ó |Ai| =

⌊
|S|
p− 1

⌋
∀ i = 1, ..., p− 1.

Luego,

|Ai| =

⌈
2p− 1

p− 1

⌉
=

⌈
2+

1

p− 1

⌉
= 3 ó |Ai| =

⌊
2p− 1

p− 1

⌋
=

⌊
2+

1

p− 1

⌋
= 2 ∀ i = 1, ..., p−1.

Luego, sin pérdida de generalidad, supongamos que

|A1| > |A2| > . . . > |Ap−1| > 1.

Luego, |A1| = 3 para todo i = 2, 3, ..., t y |Ai| = 2, para todo i = t+1, , ..., p−1.
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Luego,

2p− 1 =

p−1∑
i=1

|Ai| =
t∑

i=1

|Ai|+
p−1∑

i=t+1

|Ai|

= 3t+ 2((p− 1)− (t+ 1) + 1)

= 3t+ 2(p− t− 1)

= 3t+ 2p− 2t− 2

= 2p+ t− 2.

Así, 2p− 1 = 2p+ t− 2, luego, t = 1.

Por lo tanto, |A1| = 3 y |Ai| = 2, para todo i = 2, , ..., p− 1.

Como, Ai ⊂ Zp ∀ i = 1, ..., p− 1 entonces por el Teorema 1.3 tenemos que:

∣∣∣∣∣
p−1∑
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ > min{p,
p−1∑
i=1

|Ai| − (p− 1) + 1}

= min{p,
p−1∑
i=2

|Ai|+ |A1| − p+ 2}

= min{p, 2(p− 2) + 3− p+ 2}

= min{p, p+ 1}

= p.

En consecuencia,

∣∣∣∣∣
p−1∑
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ > p, por consiguiente,
p−1∑
i=1

Ai=Zp.

Así, ∀g ∈ Zp, ∃ xig ∈ Ai tal que g=
p−1∑
i=1

xig.

En particular, sea −a ∈ Zp tal que a ∈ supp(S), entonces existen

x1−a, x
2
−a, ..., x

p−1
−a ∈ A1, A2, ..., Ap−1 respectivamente, tal que −a =

p−1∑
i=1

xi−a.

En consecuencia,
p−1∑
i=1

xi−a + a = 0.

Como a ∈ supp(S), y xi−a ∈ Ai ⊂ supp(S), ∀ i = 1, ..., p− 1, entonces,

Ś = a x1−a x
2
−a... x

p−1
−a es una p-subsecuencia de S de suma cero.

Por lo tanto, en cualquiera de los casos, dada una secuencia de longitud 2p − 1

hemos encontrado en dicha secuencia una p-subsecuencia de suma cero.
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2.2. Constante de Davenport

En 1966, Harold Davenport da origen a su célebre constante de Davenport

D(G), la cual se define a continuación:

Definición 2.6. (Constante de Davenport) Sea G un grupo abeliano finito. La

constante de Davenport, denotada por D(G) es el menor entero positivo t tal que

toda secuencia en G de longitud t contiene una subsecuencia de suma cero.

El siguiente lema, denominado por Paul Erdös, en el año 1980, lema prehistórico,

muestra que D(G) 6 |G| y de esta manera se muestra la existencia de D(G).

Lema 2.2. Sea G un grupo de orden n y sea S = a1a2...an una n-secuencia de G,

entonces existe una subsecuencia no vacia de S de suma cero.

Demostración:

Sea S = a1a2...an una n-secuencia de G. Consideremos la secuencia S = b1b2...bn

definida por:

b1 = a1

b2 = a1 + a2

.

.

.

bi = a1 + a2 + ...+ ai

.

.

.

bn = a1 + a2 + ...+ an.

Supongamos que bi 6= bj para todo i, j ∈ {1, 2, ..., n} entonces existe un

k ∈ {1, 2, ..., n} tal que bk = 0, luego, a1 + a2 + ... + ak = 0 , por lo que,

Ś = a1a2...ak es una k-subsecuencia de S de suma cero.

Supongamos ahora que existen i, j ∈ {1, 2, ..., n} con i < j tal que bi = bj

entonces a1 + a2 + ...+ ai = a1 + a2 + ...+ ai + ai+1 + ...+ aj.
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En consecuencia, ai+1 + ai+2 + ... + aj = 0, Así, T = ai+1ai+2...aj es una

subsecuencia de S de suma cero.

Lema 2.3. D(Zn) = n, para todo n.

Demostración:

Tenemos que |Zn| = n y sea S una n-secuencia, por Lema 2.2, S contiene una

subsecuencia Ś de suma cero, luego, por la minimalidad de la constante de Davenport,

tenemos que D(Zn) 6 n, y como la secuencia 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
(n−1)−veces

no contiene subsecuencias

de suma cero, entonces D(Zn) > n.

Luego, n 6 D(Zn) 6 n, por consiguiente, D(Zn) = n.

2.3. Constante de Davenport baricéntrica

En el año 2004, Delorme, Márquez, Ordaz, y Ortuño [5] introducen la constante

de Davenport baricéntrica, denotada por BD(G) y definida como:

Definición 2.7. (Constante de Davenport baricéntrica) Sea G un grupo abeliano

finito. La constante de Davenport baricéntrica, denotada como BD(G), es el menor

entero positivo t tal que toda t-secuencia en G, contiene una subsecuencia baricén-

trica.

El siguiente teorema nos garantiza la existencia de BD(G).

Teorema 2.2. Sea G un grupo abeliano finito. Entonces BD(G) 6 D(G) + 1.

Demostración:

Sea S = a1a2...aD(G)+1 una (D(G)+1)-secuencia deG. Consideremos la secuencia,

β = b1b2...bi−1bi+1...bD(G)+1 dada por:
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b1 = a1 − ai
b2 = a2 − ai

.

.

.

bi−1 = ai−1 − ai
bi+1 = ai+1 − ai

.

.

.

bD(G)+1 = aD(G)+1 − ai.

donde ai ∈ S para algún i fijo, 1 6 i 6 D(G) + 1 ( notemos que ai 6∈ β ).

Como β es una secuencia de longitud D(G) = t, entonces, por definición de D(G),

existe una subsecuencia α=bi1bi2 ...bik de β de suma cero.

Ahora, consideremos la subsecuencia de S, siguiente:

γ = bi1bi2 ...bik , ai. Como α es una secuencia de suma cero, entonces
k∑

j=1

bij = 0,

luego: ai+
k∑

j=1

bij = ai

=⇒ ai+
k∑

j=1

(aij − ai)=ai =⇒ ai+
k∑

j=1

aij −
k∑

j=1

ai=ai

=⇒ ai+
k∑

j=1

aij − kai=ai =⇒ ai+
k∑

j=1

aij=ai + kai

=⇒ ai+
k∑

j=1

aij=(k + 1)ai.

Asi, ϕ = aiai1ai2 ...aik es una (k + 1)-subsecuencia baricéntrica de S, luego, por

la minimalidad de BD(G) se tiene que, BD(G) 6 D(G) + 1.
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Capı́tulo 3
Constante de Davenport

k-baricéntrica

3.1. Constante de Davenport k-baricéntrica

En el año 2004, Delorme, González, Ordaz y Varela [4], introducen la constante

de Davenport k-baricéntrica, denotada por BD(k,G), definida como:

Definición 3.1. (Constante de Davenport k-baricéntrica) Sea G un grupo abeliano

finito y sea k>2 un entero positivo. La constante de Davenport k-baricéntrica

denotada por BD(k,G), es el menor entero positivo s, tal que toda secuencia de G

de longitud s, contiene una k-subsecuencia baricéntrica.

Observación 3.1. Para demostrar que BD(k,G) 6 q, basta probar que toda secuen-

cia con longitud q, contiene una subsecuencia k-baricéntrica y en consecuencia por

la minimalidad de la constante de Davenport k-baricéntrica, BD(k,G) 6 q.

La existencia de la constante de Davenport k-baricéntrica, viene dada por el

siguiente teorema:

Teorema 3.1. [15] (Condición de Hamidoune) Sea G un grupo abeliano de orden

n > 2. Sea S una secuencia con |S| > n + k − 1. Entonces existe una subsecuencia

k-baricéntrica de S. Además en el caso k > n, la condición |S| > D(G) + k − 1, es

suficiente para la existencia en S de una subsecuencia k-baricéntrica.
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Lema 3.1. Sea G un grupo abeliano de orden n. Entonces

BD(k,G) 6 n+ k − 1. (I)

En el caso k > n, se cumple que:

BD(k,G) 6 D(G) + k − 1. (II)

Demostración:

Sea S una secuencia en G de longitud |S| = n + k − 1, luego, por Teorema 3.1

existe una subsecuencia k-baricéntrica de S, luego, por Observación 3.1, BD(k,G) 6

n+ k − 1.

En el caso k > n, tomemos una secuencia S en G de longitud

|S| = D(G) + k − 1, luego, por Teorema 3.1 existe una subsecuencia k-baricéntrica

de S, luego, por Observación 3.1, BD(k,G) 6 D(G) + k − 1.

Observación 3.2. La relación que existe entre la constante de Davenport baricén-

trica y la constante de Davenport k-baricéntrica, es la siguiente:

BD(G) 6 BD(k,G).

Dos resultados inmediatos del Lema 3.1 son los siguientes:

Teorema 3.2. BD(n,Zn) = 2n− 1.

Demostración: |Zn| = n. Luego, por Lema 3.1, parte (II) tenemos que

BD(n,Zn) 6 D(Zn) + n− 1

= n+ n− 1

= 2n− 1.

En consecuencia, BD(n,Zn) 6 2n− 1.

Por otro lado, la secuencia S = [1]n−1[0]n−1, no contiene subsecuencias bari-

céntricas de longitud n. Así, BD(n,Zn) > 2n − 2, en consecuencia, BD(n,Zn) >

2n− 2 + 1 = 2n− 1.

Por lo tanto, 2n− 1 6 BD(n,Zn) 6 2n− 1.

Luego, BD(n,Zn) = 2n− 1.
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Teorema 3.3. Sea G grupo abeliano finito. Entonces BD(2, G) = |G|+ 1.

Demostración:

Por Lema 3.1, parte (I)

BD(2, G) 6 |G|+ 2− 1.

Por lo tanto, BD(2, G) 6 |G|+ 1.

Por otro lado, la secuencia T = g1g2 . . . gn tal que gi 6= gj, ∀ i 6= j, no contiene

subsecuencias 2-baricéntricas, en consecuencia, BD(2, G) > |G|.
Así, BD(2, G) > |G|+ 1.

Por lo tanto, |G|+ 1 6 BD(2, G) 6 |G|+ 1.

Luego, BD(2, G) = |G|+ 1.

Los resultados que daremos a continuación se encuentran en [4]. Las técnicas

usadas para demostrar los resultados de Delorme, González, Ordaz y Varela [4],

fueron también utilizadas por Luong [16] para demostrar su resultado.

Teorema 3.4. [4] BD(3,Zp) 6 2

⌈
p

3

⌉
+ 1, para p > 5.

Demostración:

Sea S =
∏

g∈supp(S)

[g]vg(S) una secuencia en Zp de longitud |S| = 2

⌈
p

3

⌉
+ 1.

Luego por Observación 3.1, basta probar que S contiene una subsecuencia 3-baricéntrica.

Como |S| = 2

⌈
p

3

⌉
+ 1 > 2

⌈
5

3

⌉
+ 1 = 2× 2 + 1 = 5. Así, |S| > 5.

Luego, existen dos casos:

Caso 1 h(S) > 3.

Por Observación 2.1 (iii), S contiene una subsecuencia 3-baricéntrica.

Caso 2 h(S) 6 2.

Sea d(S) = |supp(S)| y llamemos a supp(S) = A.

En este caso, d(S) >

⌈
p

2

⌉
.

Supongamos lo contrario, esto es, d(S) <

⌈
p

2

⌉
.
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Dado que p > 5 y primo, existe q entero positivo tal que p = 2q + 1. Así,
p

2
= q +

1

2
, por lo tanto,⌈

p

2

⌉
=

⌈
q +

1

2

⌉
= q + 1 =

p− 1

2
+ 1 =

p+ 1

2
.

Luego,

⌈
p

2

⌉
=
p+ 1

2
. (∗)

De (∗), d(S) <

⌈
p

2

⌉
=
p+ 1

2

=⇒ d(S) + 1 6
p+ 1

2

=⇒ d(S) 6
p+ 1

2
− 1 =

p− 1

2

Luego, 2d(S) 6 p− 1. (I)

Por otro lado,

2

⌈
p

3

⌉
+ 1 = |S| =

∑
g∈Supp(S)

vg(S)

6
∑

g∈Supp(S)

h(S)

6
∑

g∈Supp(S)

2

= 2d(S).

Luego, 2

⌈
p

3

⌉
+ 1 6 2d(S). (II)

De (I) y (II), tenemos:

2

⌈
p

3

⌉
+ 1 6 2d(S) 6 p− 1

=⇒ 2

⌈
p

3

⌉
+ 1 6 p− 1

=⇒ p−1 > 2

⌈
p

3

⌉
+1 > 2

p

3
+1, ya que

⌈
p

3

⌉
>
p

3
, puesto que p > 5 y es primo.

Así, p− 1 >
2p+ 3

3
, luego, p >

2p+ 3

3
+ 1.
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Entonces, p >
2p+ 6

3
.

Así, p >
2p+ 6

3
+ 1, luego, p >

2p+ 9

3
.

En consecuencia, 3p > 2p+ 9, por tanto, p > 9. Contradicción, ya que p > 5.

Así, d(S) >

⌈
p

2

⌉
. (III)

Como
p

2
>
p

3
=⇒

⌈
p

2

⌉
>

⌈
p

3

⌉
.

Así,

⌈
p

2

⌉
>

⌈
p

3

⌉
+ 1. (IV)

Como ⌈
p

2

⌉
>

⌈
5

2

⌉
(puesto que p > 5)

= 3

> 2.

Luego, d(S) >

⌈
p

2

⌉
> 2.

En consecuencia, |A| = d(S) > 2, así, |A| > 2.

Luego, por Teorema 1.6, se tiene que:

| ∧2 A| > min{p, 2|A| − 3}

= min{p, 2d(S)− 3}

> min{p, 2

⌈
p

2

⌉
− 3} por (III)

= 2

⌈
p

2

⌉
− 3.

Dado que 2

⌈
p

2

⌉
− 3 = 2(

p+ 1

2
)− 3 = p+ 1− 3 = p− 2 < p. por (∗)

Luego, 2

⌈
p

2

⌉
− 3 < p.

Así, |
∧2A| > 2

⌈
p

2

⌉
− 3 > 2

⌈
p

3

⌉
− 1. Por (IV)
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Sea D = {2x : x ∈ A}, entonces, |D| = |A| = d(S). Así,

| ∧2 A|+ |D| > 2

⌈
p

3

⌉
− 1 + d(S)

> 2

⌈
p

3

⌉
− 1 +

⌈
p

2

⌉
por (III)

> 2

⌈
p

3

⌉
− 1 +

⌈
p

3

⌉
+ 1 por (IV)

= 3

⌈
p

3

⌉

> 3
p

3
puesto que,

⌈
p

3

⌉
>
p

3

= p.

Luego, |
∧2A|+ |D| > p

En consecuencia, |
∧2A|+ |D| > p+ 1.

Como A = supp(S), entonces A ⊂ Zp, luego,∧2A = {y + z : {y, z} ⊂ A} ⊂ Zp (1)

Además, D ⊂ Zp (2)

Luego, por (1) y (2) se tiene que:

∧2A ∪D ⊂ Zp

Luego, | ∧2 A ∪D| 6 p, así,

p > | ∧2 A ∪D| = | ∧2 A|+ |D| − | ∧2 A ∩D|

> p+ 1− | ∧2 A ∩D|.

Luego, p > p+ 1− |
∧2A

⋂
D|.

Así, |
∧2A

⋂
D| > p+ 1− p = 1 =⇒ |

∧2A
⋂
D| > 1.

Por lo tanto,
∧2A

⋂
D 6= ∅.

En consecuencia, existen por lo menos un w ∈ (
∧2A

⋂
D)

=⇒ w ∈
∧2A y w ∈ D
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Así, existen y, z ∈ A, con y 6= z tal que w = y + z, y existe x ∈ A tal que

w = 2x.

Luego, y + z = 2x.

En consecuencia, x + y + z = 3x, y como x, y, z ∈ A = supp(S) entonces,

tenemos que Ś = xyz es una subsecuencia 3-baricéntrica de S.

Así, por Observación 3.1, BD(3,Zp) 6 2

⌈
p

3

⌉
+ 1.

Corolario 3.1. [4] -

(i) BD(3,Z5) = 5.

(ii) BD(3,Z7) = 7.

(iii) BD(3,Z11) = 9.

Demostración:

(i) Por Teorema 3.4 se tiene que:

BD(3,Z5) 6 2

⌈
5

3

⌉
+ 1

= 5.

Luego, BD(3,Z5) 6 5. (1)

Por otra parte, S = [1]2[3]2 es una secuencia de Z5 de longitud 4, que no

contiene subsecuencias 3-baricéntricas, en consecuencia, BD(3,Z5) > 4.

Luego, BD(3,Z5) > 5. (2)

Así, por (1) y (2) tenemos que, 5 6 BD(3,Z5) 6 5.

Luego, BD(3,Z5) = 5.

(ii) Por Teorema 3.4 se tiene que:

BD(3,Z7) 6 2

⌈
7

3

⌉
+ 1

= 7.

Así, BD(3,Z7) 6 7.
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Por otro lado, S = [1]2[2]2[4]2 es una secuencia de Z7 de longitud 6, que no

contiene subsecuencias 3-baricéntricas, en consecuencia, BD(3,Z7) > 6.

En consecuencia, BD(3,Z7) > 7.

Así, 7 6 BD(3,Z7) 6 7.

Luego, BD(3,Z7) = 7.

(iii) Por Teorema 3.4 se tiene que:

BD(3,Z11) 6 2

⌈
11

3

⌉
+ 1

= 9.

Así, BD(3,Z11) 6 9.

Por otra parte, S = [1]2[2]2[4]2[5]2 es una secuencia en Z7 de longitud 8, que

no contiene subsecuencias 3-baricéntricas, en consecuencia, BD(3,Z11) > 8.

Luego, BD(3,Z11) > 9.

Por lo tanto, 9 6 BD(3,Z11) 6 9.

Así, BD(3,Z11) = 9.

Teorema 3.5. [4] BD(3,Z13) = 9.

Demostración:

Sea S una secuencia en Z13 de longitud 9.

Estudiemos los siguientes dos casos:

Caso 1 h(S) > 3.

Por Observación 2.1 (iii), S contiene una subsecuencia 3-baricéntrica.

Caso 2 h(S) 6 2.

En este caso, al menos un elemento se repite 2 veces. Como |S| = 9, entonces

sin pérdida de generalidad supongamos que S = [a1]
2 . . . [a4]

2[a5].

Luego, por el principio de las casillas, Teorema 1.5, podemos obtener una

5-subsecuencia Ś de S con todos sus elementos distintos, esto es, Ś = a1 . . . a5.

Luego por Observación 2.1 (ii), Ś contiene una subsecuencia 3-baricéntrica, y

en consecuencia, S contiene una subsecuencia 3-baricéntrica.
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Por lo tanto, en cualquiera de los dos casos, S contiene una subsecuencia 3-

baricéntrica. Luego, por Observación 3.1, se tiene que:

BD(3,Zp) 6 9. (I)

Por otro lado, la secuencia S = [0]2[1]2[3]2[4]2 en Z13 con |S| = 8, no contiene

subsecuencias 3-baricéntricas, en consecuencia, BD(3,Zp) > 8. Luego,

BD(3,Zp) > 9. (II)

Por tanto, de (I) y (II), tenemos que:

BD(3,Z13) = 9.

Teorema 3.6. [4] BD(k,Zp) 6 p+ k − 2 para 4 6 k 6 p− 1.

Demostración:

Sea S una secuencia en Zp con longitud |S| = p+ k − 2.

Por Observación 3.1, basta probar que S contiene una subsecuencia k-baricéntrica.

Estudiemos los siguientes dos casos:

Caso 1 h(S) > k.

Por Observación 2.1 (iii), S contiene una subsecuencia k-baricéntrica.

Caso 2 h(S) 6 k − 1.

Como

|S| = p+ k − 2

> 5 + k − 2

= k + 3

> k − 1.

Tenemos que, |S| > k − 1.

Así, h(S) 6 k − 1 < |S|, entonces por Lema 2.1, existe una (k − 1)-partición

de S por conjuntos A1, . . . , Ak−1 tal que:

|Ai| =

⌈
|S|
k

⌉
ó |Ai| =

⌊
|S|
k

⌋
∀ i = 1, ..., k − 1.
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Además, ||Ai| − |Aj|| 6 1, para 1 6 i 6 k − 1 y 1 6 j 6 k − 1.

Sin pérdida de generalidad supongamos que |A1| > |A2| > . . . > |Ak−1| > 1.

Afirmamos que |A1| > 3.

Supongamos lo contrario, esto es, |A1| < 3, luego, |A1| 6 2. Así,

2 > |A1| > . . . |Ak−1| > 1 Luego,

p+ k − 2 = |S| =
k−1∑
i=1

|Ai|

6
k−1∑
i=1

2

= 2(k − 1).

Así, p+k− 2 6 2k− 2 =⇒ p 6 k, contradicción, puesto que k 6 p− 1 < p =⇒
p > k.

Por lo tanto, |A1| > 3.

Como ||Ai| − |Aj|| 6 1, ∀ i, j 1 6 i 6 k − 1 y 1 6 j 6 k − 1.

En particular, ||A2| − |A1|| 6 1

=⇒ −1 6 |A2| − |A1| 6 1 =⇒ −1 6 |A2| − |A1|

=⇒ −1 + |A1| 6 |A2| =⇒ |A2| > |A1| − 1 > 3− 1 = 2.

Así, |A2| > 2.

Como 4 6 k 6 p − 1, entonces 3 6 k − 1 6 p − 2, luego,
1

3
>

1

k − 1
>

1

p− 2
.

Luego,

|S|
k − 1

=
p+ k − 2

k − 1

6
p+ (p− 1)− 2

3

=
2(p− 1)− 1

3

<
2(p− 1)− 1

2

= (p− 1)− 1

2

= p− 3

2
< p.
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Así,
|S|
k − 1

< p, en consecuencia,
|S|
k − 1

6 p− 1.

Luego,

⌈
|S|
k − 1

⌉
6 p− 1.

Por lo tanto, 3 6 |A1| =

⌈
|S|
k − 1

⌉
6 p− 1.

Puesto que p > 5 y A1 ⊂ Zp, entonces por Lema 1.4, existen x, y ∈ A1 tal que

A1\x y A1\y no son progresiones aritméticas con la misma diferencia común.

Como

min{|A1\x|, |A1\y|} = min{|A1| − 1, |A1| − 1}

> min{3− 1, 3− 1}}

= 2.

Así, min{|A1\x|, |A1\y|} > 2. Luego, por Teorema 1.4 se tiene que:

|A1\x+ A1\y| > min{p− 1, |A1\x|+ |A1\y|}.

Sea Á2 = {(1− k)z : z ∈ A2} entonces |Á2| = |A2|.

Como (A1\x + A1\y), Á2, A3, . . . , Ak−1 son (k − 1)-subconjuntos no vacíos de

Zp, entonces por Teorema 1.3 (Cauchy-Davenport generalizado), se tiene

que

|(A1\x+ A1\y) + Á2 + A3 + . . .+ Ak−1|

> min

{
p, |A1\x+ A1\y|+ |Á2|+ ...+ |Ak−1| − ((k − 1)− 1)

}

= min

{
p, |A1\x+ A1\y|+ |A2|+ ...+ |Ak−1| − (k − 2)

}
(|Á2| = |A2|)

> min

{
p,min{p− 1, |A1\x|+ |A1\y|}+

k−1∑
i=2

|Ai| − (k − 2)

}
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Si min{p− 1, |A1\x|+ |A1\y|} = p− 1, entonces,

|(A1\x+ A1\y) + Á2 + A3 + . . .+ Ak−1|

> min{p, (p− 1) + |A2|+
k−1∑
i=3

|Ai| − (k − 2)}

> min{p, (p− 1) + 2 +
k−1∑
i=3

1− (k − 2)} (|A2| > 2 y |Ai| > 1)

= min{p, (p− 1) + 2 + (k − 3)− (k − 2)}

= min{p, (p− 1) + 2− 1}

= min{p, p} = p.

Si min{p− 1, |A1\x|+ |A1\y|} = |A1\x|+ |A1\y|, entonces,

|(A1\x+ A1\y) + Á2 + A3 + . . .+ Ak−1|

> min{p, |A1\x|+ |A1\y|+
k−1∑
i=2

|Ai| − (k − 2)}

= min{p, |A1\x|+ (|A1| − 1) +
k−1∑
i=2

|Ai| − (k − 2)} (|A1\y| = |A1| − 1 )

= min{p, |A1\x| − 1 +
k−1∑
i=1

|Ai| − (k − 2)}

= min{p, (|A1| − 1)− 1 + |S| − (k − 2)} (
k−1∑
i=2

|Ai| = |S|)

> min{p, 3− 1− 1 + (p+ k − 2)− (k − 2)} (|A1| > 3)

= min{p, p+ 1} = p.

Luego, en cualquier de los dos casos:

|(A1\x+ A1\y) + Á2 + A3 + . . .+ Ak−1| > p.

Como (A1\x+ A1\y) + Á2 + A3 + . . .+ Ak−1 ⊂ Zp, entonces

|(A1\x+ A1\y) + Á2 + A3 + . . .+ Ak−1| 6 p.

Por lo tanto, |(A1\x+ A1\y) + Á2 + A3 + . . .+ Ak−1| = p, en consecuencia,

(A1\x+ A1\y) + Á2 + A3 + . . .+ Ak−1 = Zp.

Por consiguiente, existe w ∈ (A1\x + A1\y), esto es, w = a + b con a ∈ A1\x
y b ∈ A1\y, existe á2 ∈ Á2, esto es, á2 = (1 − k)z para algún z ∈ A2, existen
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a3, ..., ak−1 elementos de A3, ..., Ak−2 respectivamente, tales que:

w + á2 + a3 + ...+ ak−1 = 0,

esto es,

(a+ b) + (1− k)z + a3 + ...+ ak−1 = 0

=⇒ a+ b+ z − kz + a3 + ...+ ak−1 = 0

=⇒ a+ b+ z + a3 + ...+ ak−1 = kz.

Dado que Ai ⊂ supp(S) ∀ i, 1 6 i 6 k − 1, entonces la secuencia

T = abza3...ak−1 es una subsecuencia de S, k-baricéntrica.

Luego, por Observación 3.1, BD(k,Zp) 6 p + k − 2, por lo que se cumple el

teorema.

Corolario 3.2. [4] BD(p− 1,Zp) = 2p− 3, para p > 5.

Demostración:

Por hipótesis, p > 5, entonces k = p− 1 > 5− 1 = 4 =⇒ k > 4.

Así, 4 6 k = p− 1, luego por Teorema 3.2

BD(p− 1,Zp) 6 p+ (p− 1)− 2

= 2p− 3.

Luego, BD(p− 1,Zp) 6 2p− 3. (1)

Por otro lado, S = [0]p−2[1]p−2 es una secuencia de longitud 2p− 4 de Zp, que no

contiene subsecuencias (p−1)-baricéntricas y en consecuencia BD(p−1,Zp) > 2p−4,

luego, BD(p− 1,Zp) > 2p− 3.

Así, 2p− 3 6 BD(p− 1,Zp) 6 2p− 3.

En consecuencia, BD(p− 1,Zp) = 2p− 3.

Teorema 3.7. [4] BD(4,Z7) = 8.
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3.2. Teorema principal

Teorema 3.8. Sea p > 5, un número primo y sea k un entero, 3 6 k 6 p − 1.

Entonces,

BD(k,Zp) 6 p+ k −

⌊
p− 2

k

⌋
− 2.

Demostración:

Por Observación 3.1, basta probar que toda secuencia con longitud p + k − t,

donde t =

⌊
p− 2

k

⌋
+ 2, contiene una subsecuencia k-baricéntrica.

Supongamos que S = [u1]
n1 [u2]

n2 . . . [ur]
nr , donde r = d(S) = |supp(S)|

y supongamos sin pérdida de generalidad que h(S) = n1 > n2 > . . . > nr > 1.

Llamemos A al supp(S), es decir, A = supp(S).

Estudiemos dos casos para h(S) :

Caso I h(S) > k.

Por Observación 2.1 (iii), S contiene una subsecuencia k-baricéntrica.

Caso II h(S) 6 k − 1.

Afirmamos que, |S| > (k − 1)(t− 1). En efecto;

Como t =

⌊
p− 2

k

⌋
+ 2, entonces t− 2 =

⌊
p− 2

k

⌋
. Luego,
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|S| − (k − 1)(t− 1) = (p+ k − t)− (k − 1)(t− 1)

= (p+ k − t)− k(t− 1) + (t− 1)

= (p− 1) + k − k(t− 1)

= (p− 1)− k(−1 + (t− 1))

= (p− 1)− k(t− 2)

= (p− 1)− k

⌊
p− 2

k

⌋

> (p− 1)− k (p− 2)

k
= (p− 1)− (p− 2)

= 1

> 0.

Entonces |S| − (k − 1)(t− 1) > 0.

Por otro lado, |S| > (k − 1)(t− 1) > h(S)(t− 1). (ya que k − 1 > h(S))

Luego, |S| > h(S)(t− 1). (1)

Además,

|S| =
r∑

i=1

ni 6
r∑

i=1

h(S) = rh(S). ( ni 6 h(S),∀ i = 1, ..., r)

Así, |S| 6 rh(S). (2)

Por tanto, de (1) y (2):

rh(S) > |S| > h(S)(t− 1)

=⇒ rh(S) > h(S)(t− 1)

=⇒ rh(S)− h(S)(t− 1) > 0

=⇒ h(S)(r − (t− 1)) > 0.

Como h(S) > 0 entonces r − (t− 1) > 0

En consecuencia, r > t− 1.

Por lo tanto, r > t.
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Como r = d(S) entonces

r = d(S) > t.

Luego, como k − 1 > h(S) y d(S) > t entonces

k − 1 > h(S) = n1 > n2 > . . . > nt > . . . > nr > 1.

Como 3 6 k 6 p− 1 entonces estudiaremos los siguientes dos casos:

Caso II.1 k = 3.

Como k − 1 > n1 > n2 > . . . > nt > . . . > nr > 1.

Tenemos que, ni 6 k − 1 = 3− 1 = 2, ∀ i, 1 6 i 6 r.

Por lo tanto, ni 6 2, ∀ i, 1 6 i 6 r. Así,

|S| =
r∑

i=1

ni

6
r∑

i=1

2

= 2r.

Así, |S| 6 2r.

En consecuencia, 0 6 2r − |S|. (1)

Por otro lado, |S| = p+ 3− t, luego,

2r − |S| = 2r − (p+ 3− t)

= 2r − (p+ 3) + t

6 2r − (p+ 3) + r (ya que, t 6 r)

= 3r − (p+ 3).

Entonces, 2r − |S| 6 3r − (p+ 3). (2)

Por tanto, de (1) y (2):

0 6 2r − |S| 6 3r − (p+ 3).

Luego, 0 6 3r − (p+ 3)
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=⇒ p+ 3

3
6 r =⇒ r >

p+ 3

3
=
p

3
+ 1

=⇒

⌈
r

⌉
>

⌈
p

3
+ 1

⌉
Pero, como r es un entero positivo, entonces,

r =

⌈
r

⌉
>

⌈
p

3
+ 1

⌉
>

⌈
p

3

⌉
.

Luego, r >

⌈
p

3

⌉
.

Por consiguiente,

r >

⌈
p

3

⌉
+ 1. (3)

Consideremos los conjuntos ∧2A = {ui + uj : 1 6 i 6= j 6 r} y
B = {2ui : ui ∈ A}, donde A = supp(S) = {u1, u2, ..., ur}.

Luego, como |A| = r, entonces, |B| = r.

Probaremos que ∧2A ∩B 6= ∅.

|A| = r

>

⌈
p

3

⌉
+ 1 (Por (3))

>

⌈
5

3

⌉
+ 1 (p > 5)

= 2 + 1

= 3

> 2.

Así, |A| > 2, además, A ⊂ Zp. Luego por el Teorema 1.6 se tiene que:

| ∧2 A| > min{p, 2|A| − 3}

= min{p, 2r − 3}.

Luego, | ∧2 A| > min{p, 2r − 3}.
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Si min{p, 2r − 3} = 2r − 3 entonces,

| ∧2 A|+ |B| > min{p, 2r − 3}+ r

= 2r − 3 + r

= 3r − 3

> 3(

⌈
p

3

⌉
+ 1)− 3 (Por (3))

= 3

⌈
p

3

⌉

> 3
p

3
, (

⌈
p

3

⌉
>
p

3
porque p > 5)

= p.

En consecuencia, | ∧2 A|+ |B| > p.

Si min{p, 2r − 3} = p entonces,

| ∧2 A|+ |B| > min{p, 2r − 3}+ r

= p+ r

> p+ 2 (|A| = r > 2)

> p.

Por consiguiente, | ∧2 A|+ |B| > p.

Luego, en cualquiera de los dos casos, | ∧2 A|+ |B| > p.

En consecuencia, | ∧2 A|+ |B| > p+ 1. (4)

Por otra parte,

ui, uj ∈ Zp =⇒ ui + uj ∈ Zp, ∀ i, j ∈ {1, ..., r}, i 6= j.

Luego, ∧2A ⊂ Zp.

También, ui ∈ Zp =⇒ 2ui = ui + ui ∈ Zp, ∀ i ∈ {1, ..., r}.

Así, B ⊂ Zp.

Por lo tanto,

∧2A ∪B ⊂ Zp.

Por consiguiente, | ∧2 A ∪B| 6 p. (5)
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Así, por (4) y (5):

p > | ∧2 A ∪B|

= | ∧2 A|+ |B| − | ∧2 A ∩B|

> p+ 1− | ∧2 A ∩B|.

Luego, p > p+ 1− | ∧2 A ∩B|

=⇒ | ∧2 A ∩B| > p+ 1− p = 1

=⇒ | ∧2 A ∩B| > 1.

Por lo tanto, ∧2A ∩B 6= ∅.

Entonces existe al menos un w ∈ ∧2A ∩B

=⇒ w ∈ ∧2A y w ∈ B

=⇒ ∃ i, j ∈ {1, ..., r}, i 6= j tal que, w = ui + uj y ∃ l ∈ {1, ..., r} tal que

w = 2ul.

Así, ui + uj = 2ul, con i, j, l ∈ {1, ..., r}, i 6= j

=⇒ ui + uj + ul = 3ul, con i, j, l ∈ {1, ..., r}, i 6= j.

Por tanto, Ś = uiujul es un subsecuencia 3-baricéntrica de S, puesto que

ui, uj, ul ∈ supp(S).

Caso II.2 4 6 k 6 p− 1.

Como k > 4 entonces
1

k
6

1

4
. Además t =

⌊
p− 2

k

⌋
+ 2.

Luego,

t =

⌊
p− 2

k

⌋
+ 2 6

p− 2

k
+ 2 6

p− 2

4
+ 2 <

p+ 1

2
(∗)

A continuación, justificaremos la última desigualdad.
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Tenemos que,
p− 2

4
<
p− 3

2
, en efecto,

p− 3

2
− p− 2

4
=

2(p− 3)− (p− 2)

4

=
2p− 6− p+ 2

4

=
p− 4

4

>
5− 4

4

=
1

4
> 0.

En consecuencia,
p− 3

2
− p− 2

4
> 0.

Luego,
p− 3

2
>
p− 2

4

=⇒ p− 2

4
<
p− 3

2

=⇒ p− 2

4
+ 2 <

p− 3

2
+ 2 =

p+ 1

2

Así,
p− 2

4
+ 2 <

p+ 1

2
.

Como d(S) > t, estudiamos dos casos:

Caso II.2.1 d(S) > t+ 1.

Si d(S) = t+ 1, entonces nt+2 = 0 y

k − 1 > n1 > n2 > . . . > nt > nt+1 = nr > 1.

Como k − 1 > 1, entonces k − 2 > 0 = nt+2.

Así,

k − 2 > nt+2.

Si d(S) > t+ 2, entonces se cumple que k − 2 > nt+2.

En efecto, supongamos lo contrario, esto es, k − 2 < nt+2, es decir,

k − 2 + 1 6 nt+2.

Luego, nt+2 > k − 1.

Así, k − 1 > n1 > n2 > . . . > nt+2 > k − 1.
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Luego, k − 1 > ni > k − 1, ∀ i, 1 6 i 6 t+ 2.

Así, ni = k − 1, ∀ i, 1 6 i 6 t+ 2.

Además, tenemos que:

⌊
p− 2

k

⌋
6
p− 2

k
.

Luego, por Observación 2.2 se tiene que:⌊
p− 2

k

⌋
+ q =

p− 2

k
, donde q es la parte decimal de

p− 2

k
, es decir,

0 6 q < 1, luego, −q > −1.

Así,

⌊
p− 2

k

⌋
=
p− 2

k
− q.

Por lo tanto, t =

⌊
p− 2

k

⌋
+ 2 =

p− 2

k
− q + 2.

Así, t =
p− 2

k
− q + 2 >

p− 2

k
− 1 + 2 =

p− 2

k
+ 1

=⇒ t >
p− 2

k
+ 1

=⇒ t+ 1 >
p− 2

k
+ 2.

Así, −(t+ 1) < −(
p− 2

k
+ 2).

Luego,

|S| −
t+2∑
i=1

ni = (p+ k − t)−
t+2∑
i=1

(k − 1)

= (p+ k − t)− (t+ 2)(k − 1)

= p+ k − t− kt+ t− 2k + 2

= p+ 2− k − kt

= p+ 2− k(t+ 1)

< p+ 2− k(
p− 2

k
+ 2)

= 4− 2k

6 4− 2(4) (−k 6 −4)

= −4

< 0.

Así, |S| =
t+2∑
i=1

ni +
r∑

i=t+3

ni <
t+2∑
i=1

ni
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=⇒
r∑

i=t+3

ni < 0, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto,

k − 2 > nt+2.

Así, d(S) > t+ 1 =⇒ k − 2 > nt+2.

Luego, Consideremos Ś = [u1]
m1 [u2]

m2 . . . [ut+1]
mt+1 [ut+2]

nt+2 . . . [ur]
nr , donde

mi = ni − 1 ∀ i, 1 6 i 6 t + 1, una subsecuencia de S, esto es, Ś es la

subsecuencia que se obtiene a partir de S eliminando un elemento ui para cada

i = 1, 2, ..., t+ 1.

Además, consideremos el conjunto D = {u1, u2, ..., ut+1} el cual esta formado

por los (t+ 1) elementos eliminados de S.

Como k − 1 > n1 > n2 > . . . > nt+1

=⇒ k − 1 > ni, ∀ i, 1 6 i 6 t+ 1

=⇒ k − 1− 1 > ni − 1, ∀ i, 1 6 i 6 t+ 1

=⇒ k − 2 > ni − 1 = mi, ∀ i, 1 6 i 6 t+ 1.

Así, se cumple que: mi 6 k − 2, ∀ i, 1 6 i 6 t + 1 y ni 6 nt+2 6 k − 2,

∀ i, t+ 3 6 i 6 r.

Por lo tanto, k − 2 es un cota superior de {m1, ...,mt+1, nt+2, ..., nr}.

Por tanto, k − 2 > h(Ś) = max{m1, ...,mt+1, nt+2, ..., nr}.

En consecuencia, h(Ś) 6 k − 2. (1)

Por otra parte,

|Ś| = |S| − (t+ 1)

= p+ k − t− t− 1

= p+ k − 2t− 1.

Así, |Ś| = p+ k − 2t− 1.

Por (∗) se tiene que t <
p+ 1

2

=⇒ 2t < p+ 1 =⇒ p+ 1− 2t > 0.
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Luego,

|Ś| − (k − 2) = (p+ k − 2t− 1)− (k − 2)

= p+ 1− 2t

> 0.

Así, |Ś| − (k − 2) > 0 y además, p > 2t− 1. (∗∗)

Por consiguiente, |Ś| > k − 2. (2)

Así, por (1) y (2), h(Ś) 6 k − 2 < |Ś|, luego, por Lema 2.1, existe una

(k − 2)-partición de Ś por conjuntos B1, B2, . . . , Bk−2 tal que

|Bi| =

⌈
|Ś|
k − 2

⌉
ó |Bi| =

⌊
|Ś|
k − 2

⌋
∀ i = 1, ..., k − 2.

Consideremos el conjunto ∧2D = {ui + uj : 1 6 i 6= j 6 t + 1} donde

D = {u1, u2, ..., ut+1}, esto es,D es el conjunto formado por los (t+1) elementos

eliminados de S.

Dado que t =

⌊
p− 2

k

⌋
+ 2 > 2 (

⌊
p− 2

k

⌋
> 0 )

=⇒ t > 2

=⇒ t+ 1 > 3 > 2

=⇒ |D| = t+ 1 > 2

Así, |D| > 2 y como D ⊂ Zp entonces, por el Teorema 1.6 se tiene que:

| ∧2 D| > min{p, 2|D| − 3}

= min{p, 2(t+ 1)− 3}

= min{p, 2t− 1}

= 2t− 1 (Por (∗∗))

Por tanto, | ∧2 D| > 2t− 1. (I)

Sea B́1 = {(1− k)x : x ∈ B1}, entonces |B́1| = |B1|.

Dado que B́1, B2, B3, . . . , Bk−2, y ∧2D son (k − 1)-subconjuntos no vacíos de

Zp entonces por el Teorema 1.3 (Cauchy-Davenport generalizado) se tiene

que:
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|B́1 +B2 + . . .+Bk−2 + ∧2D|

> min{p, |B́1|+ |B2|+ . . .+ |Bk−2|+ | ∧2 D| − ((k − 1)− 1)}

= min{p, |B1|+ |B2|+ . . .+ |Bk−2|+ | ∧2 D| − (k − 2)} (|B́1| = |B1|)

= min{p, |Ś|+ | ∧2 D| − (k − 2)} (
k−2∑
i=1

|Bi| = |Ś|)

> min{p, (p+ k − 2t− 1) + (2t− 1)− (k − 2)} (Por (I) )

= min{p, p} = p.

En consecuencia, |B́1 +B2 + . . .+Bk−2 + ∧2D| > p.

Como B́1+B2+. . .+Bk−2+∧2D ⊂ Zp, entonces |B́1+B2+. . .+Bk−2+∧2D| 6 p.

Por tanto, B́1 +B2 + . . .+Bk−2 + ∧2D = Zp.

En consecuencia, existe b́1 ∈ B́1, esto es, b́1 = (1 − k)x para algún x ∈ B1,

existen b2, ..., bk−2 elementos de B2, ..., Bk−2 respectivamente, y existe z ∈ ∧2D,

esto es, z = ui + uj con i 6= j ; i, j ∈ {1, ..., t+ 1}, tales que:

b́1 + b2 + . . .+ bk−2 + z = 0,

esto es,

(1− k)x+ b2 + . . .+ bk−2 + (ui + uj) = 0

=⇒ x− kx+ b2 + . . .+ bk−2 + ui + uj = 0

=⇒ x+ b2 + . . .+ bk−2 + ui + uj = kx.

Dado que Bi ⊂ supp(S) ∀ i, 1 6 i 6 k − 2, entonces la secuencia

T = xb2 . . . bk−2uiuj es una subsecuencia de S, k-baricéntrica.

Caso II.2.2 d(S) = t.

En este caso, S = [u1]
n1 [u2]

n2 . . . [ut]
nt donde k − 1 > n1 > n2 > . . . > nt > 1

y A = supp(S) = {u1, . . . ut}.

Probemos que |A| > 3. En efecto:

p+ k − t = |S| =
t∑

i=1

ni

6
t∑

i=1

k − 1

= t(k − 1).
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Así, p+ k − t 6 t(k − 1) =⇒ t(k − 1) > p+ k − t

=⇒ tk − t > p+ k − t =⇒ tk > p+ k.

Luego,

t >
p+ k

k

>
(k + 1) + k

k
(ya que, k 6 p− 1 =⇒ k + 1 6 p)

=
2k + 1

k

= 2 +
1

k
> 2.

Así, t > 2, luego, t > 3.

Por tanto, |A| > 3.

Consideremos a Ś = [u1]
n1−1[u2]

n2−1 . . . [ut]
nt−1 una subsecuencia de S, esto es,

Ś es la subsecuencia que se obtiene a partir de S eliminando un elemento ui
para cada i = 1, 2, ..., t. Además, consideremos el conjunto D = {u1, u2, ..., ut}
el cual esta formado por los t elementos eliminados de S.

Notemos que D = A = supp(S).

Luego,

|Ś| = |S| − t

= p+ k − t− t

= p+ k − 2t.

Luego, |Ś| = p+ k − 2t.

Como k−1 > h(S) = n1 > n2 > . . . > nt, entonces, k−1 > ni, ∀ i, 1 6 i 6 t

=⇒ k − 2 > ni − 1, ∀ i, 1 6 i 6 t.

Luego, k − 2 es una cota superior del conjunto {n1 − 1, n2 − 1 . . . nt − 1}.

En consecuencia, k − 2 > h(Ś) = max{n1 − 1, n2 − 1 . . . nt − 1}.

Por tanto, k − 2 > h(Ś). (1)

Por otra parte, por (∗) se tiene que t <
p+ 1

2
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=⇒ t <
p+ 1

2
<
p+ 4

2
=⇒ t <

p+ 4

2

=⇒ t+ 1 6
p+ 4

2
=⇒ t 6

p+ 4

2
− 1

=⇒ t 6
p+ 2

2
=⇒ 2t 6 p+ 2.

Así, p+ 2− 2t > 0.

Luego,

|Ś| − (k − 2) = (p+ k − 2t)− (k − 2)

= p+ 2− 2t

> 0.

Así, |Ś| − (k − 2) > 0, luego, |Ś| > k − 2.

Por consiguiente, k − 2 6 |Ś|. (2)

Por tanto, de (1) y (2), h(Ś) 6 k − 2 6 |Ś|, luego, por Lema 2.1, existe una

(k − 2)-partición de Ś por conjuntos B1, B2, . . . , Bk−2 tal que

|Bi| =

⌈
|Ś|
k − 2

⌉
ó |Bi| =

⌊
|Ś|
k − 2

⌋
∀ i = 1, ..., k − 2.

Además, ||Bi| − |Bj|| 6 1, para todo 1 6 i 6 k − 2 y 1 6 j 6 k − 2.

Por otra parte, sin pérdida de generalidad, supongamos que

|B1| > |B2| > . . . > |Bk−2| > 1.

Afirmamos que |B2| > 2.

Supongamos lo contrario, esto es, |B2| < 2. Luego, |B2| = 1.

Así, 1 = |B2| > |B3| > . . . > |Bk−2| > 1.

Luego, |Bi| = 1, ∀ i 2 6 i 6 k − 2. (3)

Como ||Bi| − |Bj|| 6 1. ∀ i, 1 6 i 6 k − 2 y ∀ j, 1 6 j 6 k − 2. En

particular, ||B1| − |B2|| 6 1

=⇒ −1 6 |B1| − |B2| 6 1.

Como |B2| = 1 y |B1| − |B2| 6 1, entonces |B1| − 1 6 1.

Luego, |B1| 6 2. (4)
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Por tanto,

p+ k − 2t = |Ś| =
k−2∑
i=1

|Bi|

= |B1|+
k−2∑
i=2

|Bi|

6 2 +
k−2∑
i=2

1 (Por, (3) y (4))

= 2 + (k − 3)

= k − 1.

Entonces, p+ k − 2t 6 k − 1 =⇒ p+ 1 6 2t.

Luego,
p+ 1

2
6 t, contradicción, puesto que por (∗) t <

p+ 1

2
.

Por lo tanto, |B2| > 2.

Como |B1| > |B2| entonces |B1| > 2.

También, |B1| < p− 2. En efecto,

Si |B1| =

⌈
|Ś|
k − 2

⌉
, entonces

⌈
p+ k − 2t

k − 2

⌉
6

⌈
p+ (p− 1)− 2t

2

⌉
(k 6 p− 1 y

1

k − 2
6

1

2
)

6

⌈
2p− 1− 2(3)

2

⌉
(−t 6 −3)

=

⌈
2p− 8 + 1

2

⌉

=

⌈
(p− 4) +

1

2

⌉
= (p− 4) + 1

= p− 3

< p− 2.

Si |B1| =

⌊
|Ś|
k − 2

⌋
, entonces
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⌊
p+ k − 2t

k − 2

⌋
6

⌊
(p− 4) +

1

2

⌋
= p− 4

< p− 2.

Luego, en cualquiera de los dos casos, |B1| < p− 2.

Por otro lado, sea ∧2A = {ui + uj : 1 6 i 6= j 6 t}, y llamemoslo B, es decir,

B = ∧2A.

Como |A| > 3 > 2 entonces |A| > 2 y además A ⊂ Zp. Luego, por el Teorema

1.6, se tiene que:

|B| > min{p, 2|A| − 3}

= min{p, 2t− 3}.

Como por (∗), t <
p+ 1

2
entonces 2t < p+ 1

=⇒ 2t− 3 < p− 2 =⇒ 2t− 3 < p.

Luego, |B| > min{p, 2t− 3} = 2t− 3.

Por consiguiente, |B| > 2t− 3.

Así, |B| > 2t− 3 > 2(3)− 3 = 3. ( ya que t > 3 )

Luego, |B| > 3.

Consideremos dos casos para B1.

Subcaso II.2.2a B1 y B son progresiones aritméticas con la misma diferencia

común.

En este caso, B1 = {a0 + id1 : i = 0, ..., |B1| − 1}
y B = {b0 + id : i = 0, ..., |B| − 1}, donde d = d1.

Sea B́1 = {(1− k)x : x ∈ B1} entonces |B́1| = |B1|.

Luego, B́1 = {(1− k)a0 + i[(1− k)d1] : i = 0, ..., |B1| − 1}, esto es,

B́1 = {b́1 + id́1 : i = 0, ..., |B1| − 1}, donde b́1 = (1− k)a0 y d́1 = (1− k)d1.

Esto es, B́1 está en progresión aritmética con diferencia común d́1 = (1− k)d1.
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Como 4 6 k 6 p− 1 =⇒ −p+ 1 6 −k 6 −4

=⇒ −p+ 2 6 1− k 6 −3

=⇒ −p+ 2

p
6

1− k
p

6
−3

p
.

Así,
1− k
p
6= +1 y

1− k
p
6= −1.

En consecuencia, 1− k 6≡ + 1 (modp) y 1− k 6≡ − 1 (modp)

Por tanto, d́1 6= d1 y d́1 + d1 6= 0 = p.

Así, B1 y B́1 son progresiones aritméticas con distinta diferencia común.

Ahora, estudiemos los siguientes dos casos para |B|.

Caso 1 |B| 6 p− 2.

En este caso, tenemos que B́1 no es otra manera de ordenar los elementos de

B en progresión aritmética.

En efecto, supongamos lo contrario, esto es, B́1 es otra manera de ordenar los

elementos de B en progresión aritmética, y como 2 < 3 6 |B| 6 p−2, entonces

por Lema 1.3 ó d = d́1 ó d+ d́1 = p.

Como d = d1, entonces, ó d1 = d́1 ó d1 + d́1 = p, contradicción, ya que

d́1 6= d1 y d́1 + d1 6= 0 = p, porque 1− k 6≡ + 1 (modp) y 1− k 6≡ − 1 (modp).

Por lo tanto, B y B́1 son progresiones aritméticas con distinta diferencia común.

Estudiemos los siguientes dos casos para |B́1 +B|.

|B́1 +B| > p− 1.

Como (B́1 + B), B2, ..., Bk−2 son (k − 2)-subconjuntos no vacíos de Zp,

entonces por Teorema 1.3 (Cauchy-Davenport generalizado) se tiene

que:

|(B́1 +B) +B2 + ...+Bk−2|

> min{p, |B́1 +B|+ |B2|+ ...+ |Bk−2| − ((k − 2)− 1)}

= min{p, |B́1 +B|+ |B2|+
k−2∑
i=3

|Bi| − (k − 3)}

> min{p, |B́1 +B|+ |B2|+
k−2∑
i=3

1− (k − 3)} (|Bi| > 1)
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= min{p, |B́1 +B|+ |B2|+ (k − 2− 3 + 1)− (k − 3)}

= min{p, |B́1 +B|+ |B2| − 1}

> min{p, (p− 1) + 2− 1} (|B́1 +B| > p− 1 y |B2| > 2)

= p.

Así,

|(B́1 +B) +B2 + ...+Bk−2| > p.

Como |B́1 +B2 + ...+Bk−2 +B| = |(B́1 +B) +B2 + ...+Bk−2|, entonces:

|B́1 +B2 + ...+Bk−2 +B| > p.

|B́1 +B| < p− 1.

Como B́1 y B son subconjuntos de Zp, y min{|B́1|, |B|} > min{2, 3} =

2 =⇒ min{|B́1|, |B|} > 2.

Además, B́1 yB son progresiones aritméticas con distinta diferencia común,

entonces por Teorema 1.4 se tiene que:

|B́1 +B| > min{p− 1, |B́1|+ |B|}.

Como |B́1+B| < p−1 entonces p−1 > |B́1+B| > min{p−1, |B́1|+ |B|}.

Luego, p − 1 > min{p − 1, |B́1| + |B|} =⇒ min{p − 1, |B́1| + |B|} =

|B́1|+ |B|. De lo contrario, si min{p−1, |B́1|+ |B|} = p−1, tenemos que:

p− 1 > p− 1, lo cual es una contradicción.

En consecuencia, |B́1 +B| > |B́1|+ |B|.

Así, |B́1 +B| > |B́1|+ |B| = |B1|+ |B|.

Luego, |B́1 +B| > |B1|+ |B|.

Como (B́1 + B), B2, ..., Bk−2 son (k − 2)-subconjuntos no vacíos de Zp,

entonces por Teorema 1.3 (Cauchy-Davenport generalizado) se tiene

que:

|(B́1 +B) +B2 + ...+Bk−2|

> min{p, |B́1 +B|+ |B2|+ ...+ |Bk−2| − ((k − 2)− 1)}

> min{p, |B1|+ |B|+ |B2|+ ...+ |Bk−2|− (k−3)} (|B́1 +B| > |B1|+ |B|)

= min{p,
k−2∑
i=1

|Bi|+ |B| − (k − 3)}
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= min{p, |Ś|+ |B| − (k − 3)} (
k−2∑
i=1

|Bi| = |Ś|)

> min{p, (p+ k − 2t) + (2t− 3)− (k − 3)} (|B| > 2t− 3)

= min{p, p} = p.

Así,

|(B́1 +B) +B2 + ...+Bk−2| > p.

Como |B́1 +B2 + ...+Bk−2 +B| = |(B́1 +B) +B2 + ...+Bk−2|, entonces:

|B́1 +B2 + ...+Bk−2 +B| > p.

Por lo tanto, en cualquiera de los dos subcasos, se tiene que:

|B́1 +B2 + ...+Bk−2 +B| > p.

Caso 2 |B| > p− 1.

Dado que B́1, B2, . . . , Bk−2, y B son (k − 1)-subconjuntos no vacíos de Zp

entonces por el Teorema 1.3 (Cauchy-Davenport generalizado) se tiene

que:

|B́1 +B2 + . . .+Bk−2 +B|

> min{p, |B́1|+ |B2|+ . . .+ |Bk−2|+ |B| − ((k − 1)− 1)}

> min{p, 2 +
k−2∑
i=2

|Bi|+ |B| − (k − 2)} (|B́1| > 2)

> min{p, 2 +
k−2∑
i=2

1 + |B| − (k − 2)} (|Bi| > 1,∀ i 1 6 i 6 k − 2)

> min{p, 2 + (k − 3) + (p− 1)− (k − 2)} (|B| > p− 1)

= min{p, p} = p.

Así,

|B́1 +B2 + ...+Bk−2 +B| > p.

Por lo tanto, en cualquiera de los dos casos, se tiene que:

|B́1 +B2 + ...+Bk−2 +B| > p.

Como B́1 +B2 + . . .+Bk−2 +B ⊂ Zp, entonces |B́1 +B2 + . . .+Bk−2 +B| 6 p.
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Por lo tanto, |B́1 +B2 + . . .+Bk−2 +B| = p. En consecuencia,

B́1 +B2 + . . .+Bk−2 +B = Zp.

Por consiguiente, existe b́1 ∈ B́1, esto es, b́1 = (1 − k)x para algún x ∈ B1,

existen b2, ..., bk−2 elementos de B2, ..., Bk−2 respectivamente, y existe b ∈ B,

esto es, b = ui + uj con 1 6 i 6= j 6 t, tales que:

b́1 + b2 + . . .+ bk−2 + b = 0,

esto es,

(1− k)x+ b2 + . . .+ bk−2 + (ui + uj) = 0

=⇒ x− kx+ b2 + . . .+ bk−2 + ui + uj = 0

=⇒ x+ b2 + . . .+ bk−2 + ui + uj = kx.

Dado que Bi ⊂ supp(S) ∀ i, 1 6 i 6 k − 2, entonces la secuencia

T = xb2 . . . bk−2uiuj es una subsecuencia de S, k-baricéntrica.

Subcaso II.2.2b B1 y B no son progresiones aritméticas con la misma diferencia

común.

Sea B́2 = {(1− k)x : x ∈ B2} entonces |B́2| = |B2|.

Estudiemos los siguientes dos casos para |B1 +B|

|B1 +B| > p− 1.

Como (B1 + B), B́2 y B3, ..., Bk−2 son (k − 2)-subconjuntos no vacíos de

Zp, entonces por Teorema 1.3 (Cauchy-Davenport generalizado) se

tiene que:

|(B1 +B) + B́2 +B3 + ...+Bk−2|

> min{p, |B1 +B|+ |B́2|+ |B3|...+ |Bk−2| − ((k − 2)− 1)}

= min{p, |B1 +B|+ |B́2|+
k−2∑
i=3

|Bi| − (k − 3)}

> min{p, |B1 +B|+ |B́2|+
k−2∑
i=3

1− (k − 3)} (|Bi| > 1)

= min{p, |B1 +B|+ |B́2|+ (k − 2− 3 + 1)− (k − 3)}

= min{p, |B1 +B|+ |B́2| − 1}
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> min{p, p− 1 + 2− 1} (|B1 +B| > p− 1 y |B́2| > 2)

= p.

Así,

|(B1 +B) + B́2 +B3 + ...+Bk−2| > p.

Como |B1 + B́2 + B3... + Bk−2 + B| = |(B1 + B) + B́2 + B3... + Bk−2|,
entonces:

|B1 + B́2 +B3...+Bk−2 +B| > p.

|B1 +B| < p− 1.

Como B1 y B son subconjuntos de Zp, y min{|B1|, |B|} > min{2, 3} =

2 =⇒ min{|B1|, |B|} > 2.

Además, B1 y B no son progresiones aritméticas con la misma diferencia

común, entonces por Teorema 1.4 se tiene que:

|B1 +B| > min{p− 1, |B1|+ |B|}.

Como |B1+B| < p−1 entonces p−1 > |B1+B| > min{p−1, |B1|+ |B|}.

Luego, p − 1 > min{p − 1, |B1| + |B|} =⇒ min{p − 1, |B1| + |B|} =

|B1|+ |B|. De lo contrario, si min{p−1, |B1|+ |B|} = p−1, tenemos que:

p− 1 > p− 1, lo cual es una contradicción.

En consecuencia, |B1 +B| > |B1|+ |B|.

Como (B1 +B), B́2, y B3, ..., Bk−2 son (k − 2)-subconjuntos no vacíos de

Zp, entonces por Teorema 1.3 (Cauchy-Davenport generalizado) se

tiene que:

|(B1 +B) + B́2 +B3 + ...+Bk−2|

> min{p, |B1 +B|+ |B́2|+ |B3|+ ...+ |Bk−2| − ((k − 2)− 1)}

> min{p, |B1|+ |B|+ |B2|+ |B3|+ ...+ |Bk−2| − (k − 3)}
(|B1 +B| > |B1|+ |B| y |B́2| = |B2|)

= min{p,
k−2∑
i=1

|Bi|+ |B| − (k − 3)}

= min{p, |Ś|+ |B| − (k − 3)} (
k−2∑
i=1

|Bi| = |Ś|)
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> min{p, (p+ k − 2t) + (2t− 3)− (k − 3)} (|B| > 2t− 3)

= min{p, p} = p.

Así,

|(B1 +B) + B́2 +B3 + ...+Bk−2| > p.

Dado que |B1+B́2+B3+...+Bk−2+B| = |(B1+B)+B́2+B3+...+Bk−2|,
en consecuencia;

|B1 + B́2 +B3 + ...+Bk−2 +B| > p.

Por lo tanto, en cualquiera de los dos casos, se tiene que:

|B1 + B́2 +B3 + ...+Bk−2 +B| > p.

Como B1 + B́2 +B3 + . . .+Bk−2 +B ⊂ Zp, entonces

|B1 + B́2 +B3 + . . .+Bk−2 +B| 6 p.

Por lo tanto, |B1 + B́2 +B3 + . . .+Bk−2 +B| = p. En consecuencia,

B1 + B́2 +B3 + . . .+Bk−2 +B = Zp.

Por consiguiente, existe b1 ∈ B1, b́2 ∈ B́2, esto es, b́2 = (1−k)x para algún

x ∈ B2, existen b3, ..., bk−2 elementos de B3, ..., Bk−2 respectivamente, y

existe b ∈ B, esto es, b = ui + uj con 1 6 i 6= j 6 t, tales que:

b1 + b́2 + b3 + . . .+ bk−2 + b = 0,

esto es,

b1 + (1− k)x+ b3 + . . .+ bk−2 + (ui + uj) = 0

=⇒ b1 + x− kx+ b3 + . . .+ bk−2 + ui + uj = 0

=⇒ b1 + x+ b3 + . . .+ bk−2 + ui + uj = kx.

Dado que Bi ⊂ supp(S) ∀ i, 1 6 i 6 k − 2, entonces la secuencia

T = b1xb3 . . . bk−2uiuj es una subsecuencia de S, k-baricéntrica.

Por lo tanto, en cualquiera de los casos, hemos encontrado una subsecuencia de

S, k-baricéntrica, luego por Observación 3.1

BD(k,Zp) 6 p+ k −

⌊
p− 2

k

⌋
− 2.
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Corolario 3.3. Si p es un número primo y p > 5 entonces,

(i) BD(k,Zp) 6 p+ k − 3, para 3 6 k 6 p− 2.

(ii) BD(p− 2,Zp) = 2p− 5.

Demostración:

(i) Por hipótesis 3 6 k 6 p − 2 =⇒ 3 6 k 6 p − 2 < p − 1 con p > 5 entonces

por Teorema 3.8 se tiene que:

BD(k,Zp) 6 p+ k −

⌊
p− 2

k

⌋
− 2

6 p+ k −

⌊
p− 2

p− 2

⌋
− 2 ya que −1

k
6 − 1

p− 2

= p+ k − 1− 2

= p+ k − 3.

Por lo tanto, BD(k,Zp) 6 p+ k − 3.

(ii) Por hipótesis k = p− 2 > 5− 2 = 3 =⇒ 3 6 p− 2, entonces por (i) se tiene

que:

BD(p− 2,Zp) 6 p+ (p− 2)− 3

= 2p− 5.

Luego, BD(p− 2,Zp) 6 2p− 5.

Por otro lado, S = [0]p−3[1]p−3 es una secuencia de longitud 2p− 6 de Zp, que no

contiene subsecuencias (p−2)-baricéntricas, en consecuencia, BD(p−2,Zp) > 2p−6,

luego, BD(p− 2,Zp) > 2p− 5.

Por lo tanto, 2p− 5 6 BD(p− 2,Zp) 6 2p− 5.

Por consiguiente, BD(p− 2,Zp) = 2p− 5.

Observación 3.3. -

(i) Para k = 3 por Teorema 3.4

BD(3,Zp) 6 2

⌈
p

3

⌉
+ 1

< 2
p

2
+ 1

< p+ 3− 1.
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Luego, BD(3,Zp) < p+ 3− 1.

Para 4 6 k 6 p− 1 por Teorema 3.6

BD(k,Zp) 6 p+ k − 2

< p+ k − 1.

Así, BD(k,Zp) < p+ k − 1.

Para k = p, por Teorema 3.2

BD(p,Zp) = 2p− 1

= p+ p− 1.

Notemos que k = p es el único valor de k, donde 3 6 k 6 p para el cual la

igualdad BD(k,Zp) = p+ k − 1 se cumple.

(ii) Para 3 6 k 6 p− 2 =⇒ 3 6 p− 2 =⇒ p > 5. Luego por Corolario 3.3 (i)

BD(k,Zp) 6 p+ k − 3

< p+ k − 2.

Luego, BD(k,Zp) < p+ k − 2.

Para k = p− 1 por Corolario 3.2

BD(p− 1,Zp) = 2p− 3

= p+ p− 3

= p+ (p− 1)− 2

= p+ k − 2.

Así, BD(p− 1,Zp) = p+ k − 2.

En consecuencia, k = p− 1 es el único valor de k donde 3 6 k 6 p− 1 para el

cual la igualdad BD(k,Zp) = p+ k − 2 se cumple.

(iii) Por Corolario 3.3 nosotros podemos preguntarnos si k = p−2 es el único valor

de k donde 3 6 k 6 p − 2, para el cual la igualdad BD(k,Zp) = p + k − 3 se

cumple.

En particular, para p = 5 la respuesta es afirmativa.
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En efecto, por Observación 3.1 (i) se tiene que

BD(3,Z5) = 5

= 5 + 3− 3.

Así, k = 3 es el único valor para el cual BD(3,Z5) = 5 + 3− 3.

Para p = 7 la respuesta es falsa.

En efecto,

Para k = 3 por Observación 3.1 (ii)

BD(3,Z7) = 7

= 7 + 3− 3.

Para k = 4 por Teorema 3.7

BD(4,Z7) = 8

= 7 + 4− 3.

Para k = 5 = 7− 2 por Corolario 3.3

BD(5,Z7) = 2(7)− 5

= 9

= 7 + 5− 3.

Así, para p = 7 tenemos que BD(k,Z7) = 7 + k − 3 para 3 6 k 6 5.

Por lo tanto, podemos suponer que la respuesta es verdadera para p suficiente-

mente grande.
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CONCLUSIONES

El resultado de Luong [16], Teorema 3.8 mejora los resultados de Delorme, González,

Ordaz y Varela [4]:

[4] BD(k,Zp) 6 p+ k −

⌊
p− 2

k

⌋
− 2.

con p > 5, y k un entero, 3 6 k 6 p− 1.

BD(3,Zp) 6 2

⌈
p

3

⌉
+ 1 6

2p+ 6

3
BD(3,Zp) 6 p+ 3−

⌊
p− 2

3

⌋
− 2

6
2p+ 5

3
BD(3,Z5) = 5. BD(3,Z5) = 5. ∗
BD(3,Z7) = 7. BD(3,Z7) = 7. ∗
BD(3,Z11) = 9. BD(3,Z11) = 9. ∗

BD(3,Z13) = 9. ∗∗ BD(3,Z13) 6 13 + 3−

⌊
13− 2

3

⌋
− 2 = 11.

BD(k,Zp) 6 p+ k − 2 para 4 6 k 6 p− 1. BD(k,Zp) 6 p+ k −

⌊
p− 2

k

⌋
− 2

6 p+ k − 2, para 4 6 k 6 p− 1.

BD(p− 1,Zp) = 2p− 3, para p > 5. BD(p− 1,Zp) = 2p− 3, para p > 5. ∗
BD(4,Z7) = 8. BD(4,Z7) = 8. ∗
∗ La cota inferior se obtiene utilizando el mismo contraejemplo dado en [4] para

hallar el valor respectivo y así obtener la igualdad deseada.

? El resultado obtenido en [4] es mejor puesto que la técnica utilizada fue otra;

teoría de orbitas.
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