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RESUMEN

Sea GG un grupo abeliano finito y £ > 2 un entero positivo. Una secuencia

S = ay,as,...,a; de longitud k, en G es llamada secuencia k-baricéntrica si existe
k

j€{1,2,....k} tal que Z a; = ka;. La constante de Davenport k-baricéntrica
i=1
denotada por BD(k,G), es el menor entero positivo s, tal que toda secuencia en G

de longitud s, contiene una subsecuencia k-baricéntrica.
En este trabajo se desarrolla la demostracion del siguiente resultado: Sea p > 5, un

ntmero primo y sea k un entero, 3 < k < p — 1. Entonces,

-2
BD(k,Z,) <p+k— VTJ —2.
dado por Tran Dinh Luong en [16].
Palabras y frases claves: Secuencia, secuencias de suma cero, constante de

Davenport, secuencias baricéntricas, secuencias k-baricéntricas, constante de Daven-

port k-baricéntrica.
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NOTACIONES

G grupo abeliano

|G| orden de G

o(a) orden de un elemento a de G
S secuencia de G

|S] longitud de la secuencia S

P namero primo

|B| cardinalidad del conjunto B
A\B {r:z€A y z¢ B}

A° complemento de A

v,(5) multiplicidad del elemento g de G en S
h(S) max{v,(S5) : g € G}

supp(S) {g € G :vy(S) > 0}

d(S)  [supp(S)]



INTRODUCCION

Sea (G un grupo abeliano finito y sea k, un entero positivo. A la coleccion
S = ay,as,...,a;, de elementos de GG, donde la repeticion de sus elementos es per-
mitida y la posiciéon en que estan colocados estos elementos, no es considerada, la
llamaremos secuencia de . Llamaremos al nimero k, longitud de S y a S

k-secuencia. Denotaremos por |G| al orden de Gy por |S| la longitud de S.

Sik>2yen S existe jg, 1 < jo < k tal que

k

E a; = ]fCLjO.,

i=1

diremos que S es una secuencia k-baricéntrica [5], al elemento a;, lo llamaremos

baricentro de S. Si la secuencia baricéntrica S no tiene elementos repetidos, la
llamaremos conjunto baricéntrico.

Para k = 1 es obvio que S es una secuencia k-baricéntrica. Por lo tanto, para

evitar esa trivialidad, agregamos la condiciéon k > 2.

En el grupo Zy, tenemos que S; = 0,1,2,3,4,5 es un conjunto 6-baricéntrico,

dado que,

O+1+24+34+4+5=6=06x1

(el baricentro es 1).



En cambio, en el mismo grupo Zy, la 6-secuencia Sy = 0,1,2,3,4,7 no es un

conjunto 6-baricéntrico, dado que,

O+1+2+3+4+7=8

y
8£6x0 =0
8£6x1 =6
8#6x2 =
8£6x3 =0
8£6x4 =6
8£6x5 =

En el caso en que,
k
E a; = O,
i=1

diremos que S es una k-secuencia de suma cero.

Notese que las secuencias k-baricéntricas, cuando k£ es un mailtiplo del orden del

grupo donde estan definidas, son de suma cero.

En 1961, es cuando surge por primera vez, la definicién de secuencia de suma
cero, la cual se atribuye a Erdos—Ginzburg—Ziv [7]|, y ademés estos autores, dan
el siguiente resultado: toda (2n — 1)-secuencia de un grupo abeliano G de orden n,

contiene una n-subsecuencia de suma cero.

En 1966, Davenport [3| da origen a su célebre constante de Davenport D(G),
definida como: el menor entero positivo r tal que toda r-secuencia de GG contiene una

subsecuencia de suma cero.

El primer resultado sobre problemas de suma cero, es el denominado por Erdos
[8], en el ano 1980, lema prehistorico: Sea G un grupo abeliano de orden n. Entonces

toda n-secuencia de G contiene una subsecuencia de suma cero.

Br. Jonathan Rojas



Este resultado constituye la base fundamental en el desarrollo del area de inves-
tigacion denominadas problemas de suma cero, la cual esta inmersa, al igual que los

problemas baricéntricos, en el campo de la teoria combinatoria.

La existencia de la constante de Davenport, se debe al lema prehistoérico, dado

que,

D(G) < |G|.

Una lista de referencias de problemas de suma cero se encuentran en el survey [1].

La teoria de suma cero ha recibido mucha atencién dltimamente, debido a que las
respuestas a los preguntas alli planteadas se han conseguido en areas clésicas tales

como la combinatoria, la teoria de ntimeros, la geometria y el algebra.

El origen de las secuencias baricéntricas, se debe a las secuencias T' de suma cero
con peso de G, esto es, T' = wyay,...,w,a, donde los a; son elementos de G, los

coeficientes o pesos w; son enteros positivos y ademas, se tiene:

q
E w;a; = 0.
i=1

Si S =ay,ae,...,a;, con k > 2 es una secuencia k-baricéntrica de G, tenemos que

existe un jo, 1 < jg < k tal que:

Por lo tanto, se tiene:

lag +lag+ ...+ (k—1)(—ajo) + ... + lay = 0.

e

En consecuencia, S da origen a una secuencia S = ay,as, ..., —ajo,...,a, de G

de suma cero con pesos.

Br. Jonathan Rojas



En 1996, aparecen por primera vez las secuencias de suma cero con peso en la
conjetura de Caro [1]: sea G un grupo abeliano de orden n y sean k entero positivo,

S =ajay...a, 1 una secuencia de G y wy, ..., w; enteros positivos, tales que

k

Z w; = 0(mod n).

=1

Entonces, existe S = ajia;2 . . . a;; subsecuencia de S tal que

k
E w;aj4; = 0.
i=1

Hamidoune [15], demostr6 la conjetura de Caro, anteriormente citada, con la
condicién adicional (w;, 1) = 1, para todo ¢, 1 < i < k. También Hamidoune investi-

ga estas secuencias en [14] y Gao en [10].
En el 2006 David Grynkiewiez en [13], demuestra la conjetura de Caro dada en [1].

En el 2004, la nocién de secuencia baricéntrica, fue introducida por Delorme,
Marquez, Ordaz y Ortufio [5], asi como también la constante de Davenport ba-
ricéntrica, BD(G), definida como: el menor entero positivo s tal que toda secuencia

de G de |S| = s, contiene una subsecuencia baricéntrica.

La existencia de la constante de Davenport baricéntrica, se debe a la relacion que

existe con la constante de Davenport.

BD(G) < D(G) + 1.

En el mismo ano 2004, Delorme, Gonzélez, Ordaz y Varela [4], introducen la
constante de Davenport k-baricéntrica BD(k,G), definida como: el menor entero
positivo ¢ tal que toda secuencia S de G de |S| = ¢, contiene una subsecuencia

k-baricéntrica.

La relacion que existe entre la constante de Davenport baricéntrica y la constante

de Davenport k-baricéntrica, es la siguiente:

Br. Jonathan Rojas



BD(G) < BD(k,G).

El estudio de las constantes baricéntricas y k-baricéntricas dan origen a los proble-
mas baricéntricos. Investigaciones acerca de estas constantes se encuentran en [11, 12|

y un survey de este topico se encuentra en [18].

En [4] se estiman los siguientes resultados para el caso del grupo ciclico G = Z,

de orden primo:

(i) BD(3,Z,) <2 {ﬂ 41, parap > 5.

(ii) BD(k,Z,) <p+k—2parad <k <p—1.
(iii) BD(p—1,Z,) =2p — 3, para p > 5.

Las técnicas utilizadas en [4], se basan en la teoria aditiva, especificamente en
el teorema de Cauchy-Davenport generalizado (Teorema 1.3), en una conjetura de
Erdos-Heilbronn, (Teorema 1.6, Dias da Silva-Hamidoune la demostraron y también
la generalizaron) y en un teorema de Vosper (Teorema 1.4).

Basado en estas mismas técnicas el autor Luong [16], demuestra el teorema si-
guiente:

Sea p > 5, un ntmero primo y sea k un entero, 3 < k < p — 1. Entonces,

—9
BD(k,Z,) <p+k — VTJ )

El objetivo de este trabajo consiste en desarrollar la demostracion dada por Luong
en [16]. El trabajo esta dividido en tres capitulos, ademés del resumen, introduccion

y conclusiones.

= En el capitulo 1 presentaremos conceptos basicos de teoria aditiva, las cuales,

seran utiles para la demostraciéon del teorema principal.

= En el capitulo 2 se mostraran las definiciones de secuencias, secuencias de suma
cero, secuencias baricéntricas y secuencias k-baricéntricas, asi, como también
definiremos la constante de Davenport y la constante de Davenport baricéntri-

ca.

Br. Jonathan Rojas



= En el capitulo 3 se define la constante de Davenport k-baricéntrica, demostraremos

algunos resultados de [4] y desarrollaremos el teorema principal.

Br. Jonathan Rojas



Capitulo

Preliminares

La teoria aditiva de ntimeros es el estudio de las sumas de conjuntos de ntimeros
enteros, extendida a grupos abelianos. Esta rama de la combinatoria se divide en
dos tipos de problemas: problemas directos e inversos. Los problemas directos son
aquellos en los cuales se determina la estructura y propiedades de una suma de con-
juntos de un grupo, conociendo a los sumandos. Los problemas inversos son aquellos
en los que se determinan las propiedades de los sumandos a partir de conocer la

propiedades del conjunto suma.

1.1. Suma de conjuntos en grupos abelianos

Definicién 1.1. (Suma de conjuntos) Sean G un grupo abeliano finito y A,B
subconjuntos no vacios de G. Definimos la suma de A y B, denotada por A + B,

como el conjunto A+ B={a+b:a€cAybec B}
Observacion 1.1. Sean G grupo abeliano finito y sean A, B C G.

(i) Si B={b} es un conjunto unitario, entonces escribiremos

A+ b en lugar de A+ {b}.

(ii) Para —b € G, inverso aditivo de b € G, definimos A —b={a + (=b) : a € A}.
En consecuencia A — B, esta dado por: A— B={a+ (=b) ra€ Aybe B }.

(iii) A+ B =B+ A.

(iv) Seab € G. Entonces la funcion f : A — A+b dada por f(a) = a+0b, para todo
a € A, es una biyeccion entre A y A+b. Por lo tanto, se tiene que |A| = |A+D|.

7



Preliminares 8

Ejemplo 1.1. Sean A ={1,2,3} , B ={1,5} subconjuntos de Z-, entonces:
» A+6={1+6, 246, 3+6}={0,1,2}. Notese que |A| =|A+6|.
n A-5=A+2={1+2, 242, 342} ={3,4,5}. (ya que =5 =2)
s A4 B={1+1, 1+5 241, 245 341, 3+5}=1{263,041)}.

s A—B={1-1, 1-5, 2—1, 2—5, 3—1, 3—5}={1+46, 1+2, 2+
6, 242, 3+6, 3+2}=1{0,3,1,4,2,5}.

La definicién de suma de conjuntos se puede generalizar, de manera natural, a

un namero finito de subconjuntos de un grupo G, como sigue:

Definicién 1.2. (Suma generalizada de conjuntos) Sean G un grupo abeliano
finito y Ay, ..., A, subconjuntos no vacios de G. La suma de Ay, ..., Ay, denotada por

Ay 4 ... + Ay, se define como el conjunto
A+ o+ A ={a+...+ap:a, € A,V i, 1<i<k}

Ejemplo 1.2. Sean A = {1,3}, B ={1,5} y C = {2} subconjuntos de Z, entonces:
A+B+C={14+1+2 1+5+2 3+1+2 3+5+2)={4,1,63).

1.2. Algunos problemas clasicos de teoria aditiva

Definicion 1.3. Sea g € G, denotamos por y45(g) el nimero de formas de expresar

a g como la suma de un elemento de A y un elemento de B, esto es,
va.8(9) = {(a,0) :g=a+b, a€ A, be B}

Lema 1.1. Sea G un grupo abeliano finito y sean t un entero positivo y A, B subcon-

juntos no vacios de G tal que |A| + |B| = |G|+t entonces vap(g) =2t, ¥V g€QG.

Demostraciéon: Sean A,B C G, A # () , B # 0 y g € G y consideremos el
conjunto g — B={g—b:b e B}.

Como AC Gyg— B CG,entonces Al J(g — B) C G.

Asi, [AU(g — B)| < |G
— |G| = [AU(g = B)| = |Al +|g — Bl = [AN(g — B)| = |A[ +[B] = |AN(g — B)|

Br. Jonathan Rojas



Preliminares 9

( Por Observacion 1.1 (iv) |g — B| = |B] ).
Ast, |G| = |A[ +|B| = |[AN(g — B)|, luego, [A(g — B)| = |A[ + |B] = |G|.
Como por hipotesis, |A|+|B| = |G| +t, entonces |[A((g— B)| = |G| +t—|G| = t.
En consecuencia, |[A()(g — B)| > t, entonces existen al menos t elementos distin-
tos, digamos ay, as, ...,a; € A(\(g — B).
Luego, a; € Aya; €g— B,V i, 1<i<t
Luego, existe b € B tal que, a; = g — b = g = a; + b, para algin b € B.
Asi, dado que los a;, con i = 1, ..., ¢ son distintos tenemos que:

va.5(g) > t, para todo g € G.

Cuando |A| y |B| son suficientementes grandes, se tiene el siguiente resultado

establecido por Henry Mann.

Lema 1.2. (Mann)
Sean G un grupo abeliano finito y A, B subconjuntos no vacios de G.

Si |A|+|B| > |G| entonces G = A+ B.

Demostracion:

Queremos probar que G = A + B.

Dado que A C Gy BC Gy G es grupo, entonces A+ B C G. (I)

Solo falta probar que G C A + B.

Por hipotesis, |A| + |B| > |G| entonces |A| + |B| > |G| + 1, luego por Lema 1.1,
tenemos que, v4 5(g) = 1. Asi, para cualesquiera g € G, existen a € Ay b € B tal
que g =a+ b€ A+ B. En consecuencia, G C A+ B. (II)

Luego, por (I) y (II) se tiene que G = A + B.

Ejemplo 1.3. Sean G =77, A={1,4,5,6} C Z; y B={0,2,3,4} C Z;.
Por un lado, |A|+ |B|=4+4 =8> 7. Ademds, A+ B ={0,1,2,3,4,5,6}=Z.
AS?; A + B = Z7.

Teorema 1.1. [17/(Kneser) Sea G un grupo abeliano tal que G # {0} y sean A y B
subconjuntos no vacios de G. Si |A| + |B| < |G|, entonces existe un subgrupo propio
H de G tal que

|A+ Bl > [A] +|B] — |H].

Br. Jonathan Rojas
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El teorema dado a continuaciéon fue demostrado en 1813 por Augustin Louis
Cauchy [2]. Este teorema también fue demostrado independientemente por Harold
Davenport, en 1935 [3]. Davenport descubre en 1947 que Cauchy ya lo habia de-

mostrado previamente, y de alli se deriva su nombre.

El lema de Mann y el teorema de Kneser nos permitiran dar una demostracion

del Teorema de Cauchy-Davenport, distinta a la dada en [2].

Teorema 1.2. (Cauchy-Davenport). Sean p un nimero primo y A, B subconjuntos

no vacios de Z,. Entonces |A+ B| > min{p, |A| + |B| — 1}.

Demostracion:

Dado que Z,, es un grupo abeliano finito y p es primo, entonces Z, # {0}. Ademaés
por hipétesis A y B son subconjuntos no vacios de Z,. Luego, estamos en las hipotesis
del Lema 1.2 y del Teorema 1.1.

Respecto a la suma de las cardinalidades de A y B se presentan dos casos:

» Si|A|+|B| > |Z,).

Por Lema 1.2, A+ B = Z,.
En consecuencia, |A + B| = p.
Asi, |A+ B| =p > min{p, |A| + |B| — 1}.
Luego,
|A+ B| = min{p, |A| + |B| — 1}.
= SU|A|+ [B] < [Zy).

Por Teorema 1.1, existe un subgrupo propio H de Z, tal que:
|A+ Bl = |A[ +|B] - |H|.

Como p es primo, entonces el inico subgrupo propio es {0}. Luego, H = {0}.

Asi,

A+ B[ = [A[+|B] - [{0}]
= |Al+|B|-1.

Luego,

Br. Jonathan Rojas
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|A+ B| > |A| +|B| — 1.
Como |A| + |B| — 1 = min{p, |A| + |B| — 1}. Entonces,

|A+ B| > min{p, |A| + |B|] — 1}.

Por lo tanto, en cualquiera de los dos casos, se cumple el teorema.

El teorema de Cauchy-Davenport, admite generalizacion tal como mostraremos

a continuacion:

Teorema 1.3. (Cauchy-Davenport generalizado) Sean h > 2 y p un entero pri-

mo, y sean Ay, A, ..., Ay, subconjuntos no vacios de Z,. Entonces
h
|A1 + As + ...+ Ap| > min{p, Z |A;| — h + 1}.
i=1
Demostracion:
Haremos la demostracion por induccién sobre h.

Para h = 2 por Teorema 1.2, tenemos que:

A1 + Ay > min{p,\A1|+\A2|—1}

2
= min{p,z |Ai| — 2+ 1}.

=1

2

Asi, [A; + Ay| > min{p, Z |A;] —2+1 3. Por lo tanto el teorema se cumple para

i=1

h = 2. Ahora, supongamos que el teorema se cumple para h = k — 1 y probemos el

teorema para h = k.

Sean Ay, As, ..., Ay_1, Ai, subconjuntos no vacios de Z, y hacemos

B :Al +A2+ ...+Ak_1.

Luego, por hipotesis inductiva tenemos que:

k—1

Bl = |Ay+ As + ..+ Apa| > min{p,z |Ail = (k= 1) + 1}

i=1

k—1
= min{p, Z |A;)| —k+2

i=1

}.

Br. Jonathan Rojas
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k—1
Asi, |B| > min{p, S A -k + 2}. (1)

i=1
Por otra parte,

= |B+ Ayl

> min{p, |B| + |Ax| — 1}. (Cauchy-Davenport)

Asi, Ay 4+ Ao+ oo 4+ Akl 2 min{p, |B| + |Ak| — 1}. (IT)

Luego, se tienen dos casos:

Caso 1 min{p, |B| + |Ax| — 1} =p.

Asi,

= P

k
> min{p,Z|A,~| —k:+1}.

i=1

k
En consecuencia, |[A; + As + ... + Ay| > min{p, Z |A;| — k + 1}.

=1

Caso 2 min{p, B + | Ay| — 1} = |B| + | Ay — 1.

Luego,

A1+ Ao+ ...+ A] > min{p, |B| + |Ax| — 1}

= |B|+ |4k — 1

k—1
> min{p,Z\Ail—k+2}+\Ak|—1. Por (I)

i=1
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k—1
Asi, |A)+ As+ .+ A 2> min{p,z |A;| — k+ 2}+|Ak| — 1.

Luego, se tienen dos casos:

k—1
Caso 2.1 min{p, Z |A;| — k + 2}

i=1
Luego,

A1+ As+ ...+ Ag| 2

WV

WV

=1

k—1
min{p,z |A;| — k+ 2} + Akl — 1

i=1
p+ A =1
p+1—1 yaque|dg >1
p

k
min{p,z |A;| — k + 1}.

i=1

k
Lo cual implica que, |A; + Ay + ... + Ag| > min{p, Z |A;| — k + 1}.

k—1
Caso 2.2 min{p, D Al -k + 2}

i=1
Luego,

|A] + Ag + ...+ Ag| >

WV

En consecuencia,

=1

S

—1

i=1

k—1
mm{RE:mﬂ—k+2}+pup4
i=1

k—1
D A =k 424 A -1

i=1

k
> A - k+1
=1

k
min{p,z |A;| — k + 1}.
i=1

k
AL+ g+ ..+ Ay > min{p, Z |A;| — k + 1}.
i=1
Por lo tanto, en cualquiera de los casos se cumple el teorema.
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Ejemplo 1.4. Sean A = {1,3}, B={0,1} y C = {1,4} subconjuntos de Z; entonces
A+B+C = {14+0+1,1+04+4, 14141, 1+1+4,34+0+1,34+0+4,3+1+1,3+1+4}
—{2,5,3,6,4,0,5,1} = Z.
Notese que, |A+ B+ C| =7 2> min{7,|A| + |B|+ |C| -3+ 1}
=min{7,2+2+2 -2} =4.

1.3. Progresiones aritméticas en grupos abelianos

Definicién 1.4. Sea G un grupo abeliano. Sean d € G (d # 0) y k un entero posi-
tivo. Sea ag € A C G, diremos que A es una progresion aritmética de longitud k y

diferencia comun d, si A se puede expresar de la forma:

A={ap+id:1€{0,1,2,....k —1}},

donde, el orden de d es al menos k, esto es, o(d) > k.

Observacion 1.2. Dado A C G, para determinar si un conjunto A = {ag, a1, ag, ..., ax_1}
es una progresion aritmética, basta ver si existe una permutacion o de los elemen-

tos de A y existe un d € G (d # 0) tal que {o(ap),o(ay),...,o(ar—1)} cumplan que:
o(a;) —o(a;—1) = d.

Ejemplo 1.5. Sea {0,1,2,4,5} C Z.

Haciendo ag = 2, a1 =5, ay = 1, ag = 4, ay = 0, tenemos que:

ag—ay = H—2=5+5=10=3
aa—a; = 1—-5=1+2=3
ag—ay = 4—1=44+6=10=3
ag—a3 = 0—4=04+3=3.

Asi, d = 3.
Por lo tanto, el conjunto {2+ i3 : 0 < i < 4} es una progresion aritmética con

diferencia comin d = 3.

Br. Jonathan Rojas
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El siguiente teorema debido a A.G. Vosper, fue publicado en 1956 en [19].

Teorema 1.4. [19] Sean A y B subconjuntos no vactos de Z, tal que min{|A|, |B|} >

2. 51 A y B no son progresiones aritméticas con la misma diferencia comin, entonces
A+ B| > min{p— 1, || +|B}.

Lema 1.3. [16] Sea B un subconjunto de Z,, conp > 5 y2 < |B| < p—2. Si
existen dos maneras de ordenar los elementos de B en progresiones aritméticas con
diferencia comun dy y ds, donde 1 < dy <p—1y1<dy <p—1, entonces 6 dy = dy
0dy+dy=p.

Lema 1.4. [4] Sea A un subconjunto de Z,, conp > 5 y3 < |[A| <p—1.
Entonces existen x,y € A tal que A\x y A\y no son progresiones aritméticas con la

misma diferencia comin.

El siguiente es un resultado elemental, pero importante principio de Combina-
toria, que puede ser usado para resolver una variedad de interesantes problemas.
Este principio es conocido con varios nombres, los més comunes son: el principio del

palomar, el principio de las casillas o el principio de los cajones de Dirichlet.

Teorema 1.5. (Principio de las casillas) Si se tiene un conjunto de n objetos,
repartidos en m casilleros y n > m (hay mds objetos que casilleros) entonces hay al

menos un casillero donde hay 2 o mds objetos.
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Definicion 1.5. Sean G un grupo abeliano de orden n > 2 y H un subconjunto no

vacio de G, con |H| = h. Para cualquier entero positivo k, con 2 < k < h, definimos;

/\kH:{Zx:SCHy|S|:k}.

z€eSs

Teorema 1.6. (Erdés y Heilbronn) Sea A un subconjunto de Z, con |A| > 2. En-

tonces

| A% Al = min{p, 2|A| — 3}.

El Teorema 1.6 es una conjetura que presentaron Paul Erdos y Hans Heilbronn,
la cual se formul6 en la decada de los anos 60. Erdos y Heilbronn no la incluyeron
en su articulo sobre sumas de conjuntos de clase de congruencias. Sin embargo, en el
ano 1963, en una conferencia sobre teoria de niimeros en la Universidad de Colorado,
Erdos establece la conjetura, la cual mencionaria, frecuentemente, en sus articulos y
conferencias posteriores. Se dieron resultados parciales a esta conjetura por Rickert
en 1976, Mansfield en 1981, Rodseth en 1993, Pyber en una publicacién personal y
Freiman, Low y Pitman en 1993.

Llevé mas de 30 anos antes de que J.A. Dias Da Silva y Yahya Ould Hamidoune
publicaran la demostracion en el ano 1994. No s6lo la demostraron sino también la

generalizaron, tal como la mostraremos a continuacion:

Teorema 1.7. [14] (Dias da Silva-Hamidoune) Sean p un nimero primo y H un

subcongunto no vacio de Z, con |H| = h y d un entero positivo tal que 2 < d < h.
Entonces | \* H| = min{p,d(h — d) +1}.

Demostraciéon del Teorema 1.6
Por hipotesis A C Z, y |A| > 2, luego se tiene que 2 = d < |A|, entonces por el
Teorema 1.7 se tiene que | \” A| > min{p, 2(|A| — 2) + 1}=min{p, 2| A] — 3}.
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Capitulo 2

Secuencias, secuencias baricéntricas y

secuenclas de suma cero

2.1. Secuencias

Definicién 2.1. (Secuencia) Sea G un grupo abeliano finito y sea k, un entero posi-
tivo. A la coleccion S = aq,ao, ..., ax, de elementos de G, donde la repeticion de sus
elementos es permitida y la posicion en que estan colocados estos elementos, no es
considerada, la llamaremos secuencia de G.
Llamaremos al nimero k, la longitud de S y la denotaremos por |S|, ademds dire-
mos que S es una k-secuencia. Denotaremos por |G| al orden de G.

En otras palabras, Las secuencias S de un grupo abeliano finito G son los ele-
mentos del monoide libre §(G) con base G. Escribiremos a S € §(G) de la forma

siguiente:

S = ]lgl"®

donde vy(S) es el numero de veces que aparece g en S, es decir, v,(S) es la mul-

tiplicidad de g en S y diremos que S contiene a g si vy(S) > 0.

La operacion binaria sobre F(G) es la concatenacion de los elementos de §(G),

es decir, dadas

$1=JTlg=, 8= [[lg)* € §(G),

geG geqG

17
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El producto de Sy con Sy viene dado por:
S,y = H[g](vg(51)+vg(52))
geG
El elemento neutro de §(G) es la secuencia vacta, es decir, la secuencia
[1g1=®.
geG

donde vy(S) = 0 para todo g € G.

Si una secuencia S € §(G) estd escrita de la forma S = g;...gx asumiremos que

kelNyag..g €G.

La mdzima de las multiplicidades de los elementos de S la denotaremos por h(S),

es decir,
h(S) = max{v,(S) : g € G}.

Luego,
1< h(S) <|9).
Entenderemos por soporte de S, denotado por supp(S) el conjunto formado por los

elementos diferentes de S, esto es:
supp(S) ={g € G : vy(5) > 0}.

Denotaremos por d(S) la cardinalidad del soporte de S, esto es,

|supp(S)| = d(S).
Para una secuencia

S = grge = [Jlo)™,

geG

La longitud de la secuencia S viene dada por:
S| =k =) vy(S).
geG
Otra manera de escribir a S es como sigue:

S= 11 l~?.

g€Esupp(S)
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Ejemplo 2.1. Una secuencia en Zy es S = 020122, ¢ S = [0]*[1]*[2]*[3]° ¢ simple-
mente, S = [0]?[1]'[2]3.
Luego,
IS| = vo(S) +v1(S) + v2(5)
= 2+1+3
= 6.

Ademds, h(S) = v2(S) = 3 y supp(S) = {0,1,2}. Ast, 3 =d(S) = |supp(9)|.

2.1.1. Subsecuencias

Definiciéon 2.2. Una secuencia Sy es llamada una subsecuencia de S si.S1/S en §F(G),
es decir, vy(S1) < vy(S) para todo g € G y es llamada subsecuencia propia de S, si

es distinta a la secuencia vacia y ademds Sy # S.

Ejemplo 2.2. EnZs, S; = [0]*[1]°[2]°[3]'[4]? es una subsecuencia de S = [0]*[1]°[2]*[3]*[4]3.
Dado que:

v9(S1) =2 =2 =1y(9)
v1(S1) =0=0=v1(9)
v2(S1) =0 < 1 =1v;(9)
v3(S1) =1 < 2 =w3(9)
v4(S1) =2 < 3 =v4(9)

2.1.2. Secuencias de suma cero

Definicién 2.3. (Secuencia de suma cero) Sea G un grupo abeliano finito. Una
k

k-secuencia S = ajaq . ..a, en G es de suma cero si E a; = 0.
i=1

Ejemplo 2.3. En Z4, la T-secuencia S; = [0]*[1]*[2]® es de suma cero, dado que
0+0+1+14+24+24+2=8=0.
En cambio, la 4-secuencia S = [1][0][2]* no es de suma cero, dado que

14+0+2+2=5=1#0.
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2.1.3. Secuencias baricéntricas

En el ano 2004, la nocién de secuencia baricéntrica, fue introducida por De-

lorme, Marquez, Ordaz, y Ortuno [5].

Definicién 2.4. (Secuencia baricéntrica) Sea G un grupo abeliano finito y sea

k > 2 un entero positivo. Una k-secuencia S = aias ...a, en G es llamada
k

k-secuencia baricéntrica si existe j € {1,2,....k} tal que Zai = ka;.
i=1
Ejemplo 2.4. En Zgs , la 6-secuencia S; = [0]*[1]*[2]* es baricéntrica dado que

0+0+1+1+4+2+2=06x1.

En cambio, la 6-secuencia Sz = [0]*[1]* no es baricéntrica, dado que

6x1=0

0+04+0+1+1+1=3%#
6x0=0

Notese que las k-secuencias baricéntricas, cuando k es un multiplo del orden del
grupo donde estan definidas, son de suma cero, tal como veremos en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.5. En Zg , la secuencia Sy = [0)%[1)%[2]* 6-baricéntrica es de suma cero.
En efecto,
0+0+1+14+24+2=6=0.

Notemos que |S1| = 6, es decir, un mailtiplo del orden del grupo Zg.
Observaciéon 2.1. -

(i) /4] Una 3-secuencia en Z, es baricéntrica sii sus elementos son iguales 6 estdn

en progresion aritmética.

(ii) /4] Toda secuencia en Zy3 con 5 elementos diferentes contiene una subsecuencia

3-baricéntrica.

(iii) Sea S = [u1|™[ua]™ ... [u,]™, donde r = d(S) = |supp(S)|.
Si h(S) = k entonces S posee una subsecuencia k-baricéntrica.

En efecto, sin pérdida de generalidad supongamos que

h(S)=n1>=2ny>...2n, > 1.
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Luego, existe una subsecuencia S = uyuy ... uy de S, tal que,
—_—

k—veces

yl—i-ul—i-...—i—ul/:k:ul.

k—veces
Luego, S es k-baricéntrica.

Observacion 2.2. Sean p y q enteros positivos, con ¢ # 0 y p = q. Entonces se

L :B+1—m Yy L
q q q q

donde m es la parte decimal de ]—)

q
En efecto, dado que p y q son enteros positivos, con ¢ # 0 y p = q, entonces, por

cumple que:

el algoritmo de la division, existen unicos enteros positivost y r tal que p = q.t 4+,

donde 0 < r < q.

= Sir =0, entonces b_ t.
q

Luego, |VE“ =t vy {EJ =t.
q q

= Sir # 0 entonces, B:t+z, dond60<i<1.
q q

q
Luego, Pl = t+ - :t—l—lz(]—?——)—i-l
q q q g
Pl_ |, r—_p
q q qa g
r . p
Ahora, llamemos m = —, a la parte decimal de =.
q q
Por lo tanto, d :]—?—m—i—l. Y b :]E—m.
q q q q
En consecuencia, P < P < P .
q q q

Definiciéon 2.5. Sea S una secuencia formada por elementos de un conjunto finito X .
Una k-particion de S es una factorizacion de S por k subsecuencias Ay, As, ..., Ay
donde h(A;)) =1,V @ =1,.. k. Esto es, S = AjAs... Ay, con h(A;)) =1,V i =
1. k.
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Lema 2.1. Sea S una secuencia de elementos de un conjunto finito X. Si k es un

entero positivo tal que h(S) < k < |S|, entonces existe una k-particion de S por

conjuntos Ay, As, ..., Ay tal que

Al = Al <1 Vi) 1<i<k y 1<j<k

Mads ain,

Demostracion:

Sea X = {x1, 23, ...,x,} un conjunto finito no vacio.

Sea S una secuencia formada por elementos de X, con longitud |S|.

Sea S = [z1]™ [xe]™ ... [z,]", donde r = d(S) = |supp(S)|,

Uz, () =mn; V i 1< i< r Supongamos sin pérdida de generalidad que
h(S)=ny=2ns > ... 2n,. > 1.

Esto es, ordenamos los elementos de la seuencia, empezando por el elemento que
més se repite, luego de los elementos restantes tomamos el elemento que maés se repite
y asi sucesivamente.

Por otro lado, tenemos por hipotesis que, k < |S| entonces por el algoritmo de la
division existen ¢, t enteros positivos tal que |S| = kq+1¢, 0 <t < k.

Luego, construimos una subsecuencia Sde S , descartando los tltimos ¢ términos
de S y construimos una subsecuencia S de S con los ¢ elementos restantes.

Por lo tanto, podemos construir un arreglo matricial M de dimension g x k (los
t-elementos restantes de la secuencia S, llamemoslo by, bs, ..., b; no se consideran para

la construccion de la matriz M), como sigue:

1. Dado que |S | = kq, entonces dividimos la secuencia Sen g-secuencias, S1, Sa, ..., 4
cada una de longitud k, luego, S; = a;1...a;x ¥V @ = 1,...,q. esto es, |S;| = k,
Vi=1..,q.
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2. La fila i-ésima de M queda definida por la secuencia S;,V i =1,...,q:

S1
M=1 S
S
q gx1
Asi, M queda definida como sigue:
ay; a2 . . . alh(s) .. Qg
91 Q929 . . . agh(s) N ¢ )
M =
Qg1 Qg2 - . . Qgu(s) - - - Qg

qxk

Luego, por definicién de M y dado que por hipotesis h(S) < k, entonces a;; # a;;,
Vi,le {1,...,q}, i #1,V je{l, .. k}

Supongamos lo contrario, esto es, existen i,1,7 con i,l € {1,...,q}, i # 1, j €
{1,....k} tal que a;; = a;;. Entonces,
existe x € S tal que ¥,(5) > h(S), lo cual es una contradiccion, puesto que
h(S)=max{v,,(S): 1 <i<r}.

Asi, con cada columna de M, podemos construir a B; subconjuntos de X, esto
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es,
B, = {a117a217"'7aq1}
By = {a127a227"'7aq2}
Bj = {alj,a2j,...,aij,...,aqj}
Bk‘ - {alkaG'Qka---aaqk}

Con |Bi| =¢q,V i=1,... k.
Por otra parte,
Sit =0, todos los elementos de S estan en M, luego se cumple el teorema puesto

que S, queda particionada en k-conjuntos B;, V ¢ =1,...,k, luego por Observacion

2.2 se tiene que:
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Si t # 0, hacemos la siguiente construcciéon de conjuntos:

Al - B1U{b1}
AQ — BQU{bQ}

At — BtU{bt}

Ak:Bk

Esto es, a los t-primeros B; conjuntos anadimos un elemento de la secuencia S,
en ese estricto orden.
Luego, como B; N {b;}=0, V i = 1,....t, por la manera como ordenamos los

elementos de S, asi, si 1 <17 < t, entonces por Observacion 2.2 se tiene que:

[Ail = [BiU{bi}]
= |Bi| + [{b:}]
= qg+1

EE

= 41
T

Sit+ 1< i<k, entonces por Observacion 2.2 se tiene que:

S|t _ |15

En consecuencia, si t # 0, S queda particionada en k-conjuntos, Ay, As, ..., Ag,

N N AT .
|AZ|—{]€ o Al = ’ Vi=1,.,k

tales que
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Luego, por Observaciéon 2.2 tenemos que:

@ :@—m—kl y @ :@—m
k k ’ k k ’

donde m es la parte decimal de ——

Luego, existen dos casos:
= Al =14
En este caso, |A;| — |4,/ =0,V i=1,.. k.

= Al # 4]

Supongamos que |A;| = |V|—*Z|—‘ y |4 = \‘%J

Asi,
Coat LIS s

|51

Luego, |A;| — |4, = 1.

Ahora, supongamos que |A;| = {%J v o4l = {L?-‘

il =[] []

Luego,

Asi, |A;] — A = —1.

Por lo tanto, |A;] — |4;] = =1 6 JA| —|4;] =0 o JA|l—]4;] =1
Vi, 1<i<k yv V j 1<j<k,

Como |A4;| y |A;| son enteros positivos, entonces, —1 < |A4;| — |4;] < 1.

Por tanto, ||4;| — |4;]| <1 V i,j 1<i<k y 1<j<k.
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Por lo que se cumple el teorema.

Ejemplo 2.6. Sea S = [1][2]*[3]?[4]? una secuencia en Zs.
Tenemos que v1(S) =1, v2(S) =4, v3(S) =2 y v4(S) = 2.
Ast, h(S)=maz{v;(S) :i=1,...,4} = v9(S) =4 = h(S) = 4.
Ahora, tomemos k =5 tal que: h(S) =4 <5< 9 = |S|, entonces por Lema 2.1

existe una S-particion de conjuntos Ay, As, Az, Ay, As de S tal que

8] e B v

Ahora reordenamos los elementos de la seuencia, empezando por el elemento que
mas se repite, luego de los elementos restantes tomamos el elemento que mds se
repite y asi sucesivamente, esto es, S = 222233441. Luego, construimos una matriz
M con dimension 1 x5 (ya que |S| =9 =1x5+4 ) y una subsecuencia S con los

4 elementos restantes, esto es,

M:[22223 y S = 3441,
1

x5

Luego, hacemos la siguiente construccion de conjuntos:

A ={24u{3} = {2,3}
Ay ={2yU{4} = {2,4}
Az ={2}U{4} = {24}
Ar={2tu{l} = {21}
As = {3}
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El siguiente teorema formulado en el ano 1961 por Paul Erdés, Abraham Ginzburg
y Abraham Ziv motivé el estudio de los problemas de suma cero sobre un grupo

abeliano G.

Teorema 2.1. [7/(Erdés- Ginzburg-Ziv) Toda (2n—1)-secuencia de un grupo abeliano

G de orden n, contiene una n-subsecuencia de suma cero.
Un caso particular, lo presentamos a continuacion:

Corolario 2.1. Toda secuencia de longitud 2p — 1 en Z, tiene una p-subsecuencia de

suma cero.

Demostracion:

Sea S = [ug]™ [ug]™ ... [u,]" una secuencia en Z,, donde r = d(S) = |supp(S)| =
H{ur, ug, ... u}| y |S| = Z n; =2p— 1.
i=1
Por Observacion 2.1 (iii), S posee una p-subsecuencia de suma cero.

= Sih(S)<p-—1.

Hacemos k =p—1, asi, h(S) < p—1=k <2p—1=|5|, luego por Lema 2.1,

existe una (p — 1)-particion de S por conjuntos A;, As, ..., Ap_1 tal que

TS s
|A74‘ - |Vp_ 1 o |Az| - D 1 V 1= 1, ey P 1.
Luego,

2p—1 1 2p—1 1
A= |2 — 24— =306 |4 = |2 = |24—— | =2Vi=1,..p-1.
p—1 p—1 p—1 p—1

Luego, sin pérdida de generalidad, supongamos que
A1 > [Ag] > ... > |Apq] > L

Luego, |A;| =3 paratodoi =2,3,...,ty |A;| = 2, paratodoi =t+1,,....,p—1.
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Luego,

p—1

p—1 t
2p-1=)_lAl = Y |Al+ ) |A
i=1 i=1 i=t+1
= 3t+2(p—1)—(t+1)+1)
= 3t+2(p—t—1)
= 3t+2p—2t—-2
= 2p+t—2.
Asi, 2p—1=2p+1t— 2, luego, t = 1.
Por lo tanto, |A;| =3y |A;| =2, para todo i =2, ,....p — 1.

Como, A; CZ,V ©=1,...,p— 1 entonces por el Teorema 1.3 tenemos que:

p—1

DA

=1

WV

p—1
min{p, » Al — (p—1) + 1}
i=1

p—1

= min{p, Y |A;| +|A] - p+2}
=2

= min{p,2(p —2) +3 —p+2}

= min{p,p+1}

p—1
= p, por consiguiente, Z Ai=7,.
i=1

p—1

S

i=1

En consecuencia,

p—1
Asi, Vg € Zy, 3 z}, € A; tal que g:Z !
i=1
En particular, sea —a € Z, tal que a € supp(S), entonces existen
p—1
p—1 : _ i
Lxl, € Ay, Ag, ..., Ay Tespectivamente, tal que —a = Zx_a.
i=1

1 2

TG T2y,

p—1
En consecuencia, Z ', +a=0.
i=1
Como a € supp(S),y x*, € A; C supp(S),V i=1,...,p— 1, entonces,

S=azt, 22, 2",

a —a

1 .
es una p-subsecuencia de S de suma cero.

Por lo tanto, en cualquiera de los casos, dada una secuencia de longitud 2p — 1

hemos encontrado en dicha secuencia una p-subsecuencia de suma cero.
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2.2. Constante de Davenport

En 1966, Harold Davenport da origen a su célebre constante de Davenport

D(G), la cual se define a continuacion:

Definicion 2.6. (Constante de Davenport) Sea G un grupo abeliano finito. La
constante de Davenport, denotada por D(G) es el menor entero positivo t tal que

toda secuencia en G de longitud t contiene una subsecuencia de suma cero.

El siguiente lema, denominado por Paul Erdds, en el ano 1980, lema prehistoérico,

muestra que D(G) < |G| y de esta manera se muestra la existencia de D(G).

Lema 2.2. Sea G un grupo de orden n y sea S = ajas...a,, una n-secuencia de G,

entonces existe una subsecuencia no vacia de S de suma cero.

Demostracion:
Sea S = ajas...a,, una n-secuencia de G. Consideremos la secuencia S = byb,...b,

definida por:

bg = ai+ aq

bi = a;+ag+ ..+ aq;

b, = a1 +as+..+a,.

= Supongamos que b; # b; para todo 4, j € {1,2,...,n} entonces existe un
ke {1,2,...,n} tal que by = 0, luego, a; + as + ... + a, = 0, por lo que,

S = ajas...a; es una k-subsecuencia de S de suma cero.

» Supongamos ahora que existen 4,j € {1,2,...,n} con i < j tal que b; = b,

entonces ay +as + ... +a; = ay +as+ ... +a; + ;41 + ... + a;.
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En consecuencia, a;y1 + @42 + ... +a; = 0, Asi, T" = a;110;42...a; es una

subsecuencia de S de suma cero.

Lema 2.3. D(Z,) = n, para todo n.

Demostracion:
Tenemos que |Z,| = n y sea S una n-secuencia, por Lema 2.2, S contiene una
subsecuencia S de suma cero, luego, por la minimalidad de la constante de Davenport,

tenemos que D(Z,) < n, y como la secuencia 1,...,1 no contiene subsecuencias
N——

(n—1)—wveces
de suma cero, entonces D(Z,,) > n.

Luego, n < D(Z,) < n, por consiguiente, D(Z,) = n.

2.3. Constante de Davenport baricéntrica

En el ano 2004, Delorme, Marquez, Ordaz, y Ortuno [5| introducen la constante

de Davenport baricéntrica, denotada por BD(G) y definida como:

Definicién 2.7. (Constante de Davenport baricéntrica) Sea G un grupo abeliano
finito. La constante de Davenport baricéntrica, denotada como BD(G), es el menor
entero positivo t tal que toda t-secuencia en G, contiene una subsecuencia baricén-

trica.
El siguiente teorema nos garantiza la existencia de BD(G).
Teorema 2.2. Sea G un grupo abeliano finito. Entonces BD(G) < D(G) + 1.

Demostracion:

Sea S = a1a3...ap(G)+1 una (D(G)+1)-secuencia de G. Consideremos la secuencia,

B = ble'--bi—lbi+l---bD(G)+1 dada por:
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by = a;—a;
bQ = Qa9 — Q;
bi-1 = ai1—a
biv1 = Qg1 — a4
bp)+1 = ap@G)+1 — ;.

donde a; € S para algin i fijo, 1 <i < D(G) + 1 ( notemos que a; € ).
Como [ es una secuencia de longitud D(G) = ¢, entonces, por definicion de D(G),
existe una subsecuencia a=b;,b;,...b;, de  de suma cero.

Ahora, consideremos la subsecuencia de S, siguiente:
k

v = bi,bi,...b;,, a;. Como « es una secuencia de suma cero, entonces g bij =0,
=1

k
luego: ai+z by, = a;

j=1
k k k
— (lﬁrz (ai]. — ai):ai — ai+z ai]. — Z a;—a;
j=1 j=1 j=1
k k
— CliJrZ Qi; — kai:ai — aﬁz ;= + kai
j=1 j=1
k
— (lﬁrz ai].:(k + 1)@Z
j=1

Asi, ¢ = a;a;,a;,...a;, es una (k + 1)-subsecuencia baricéntrica de S, luego, por

la minimalidad de BD(G) se tiene que, BD(G) < D(G) + 1.
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Capitulo

Constante de Davenport

k-baricéntrica

3.1. Constante de Davenport k-baricéntrica

En el ano 2004, Delorme, Gonzalez, Ordaz y Varela [4], introducen la constante

de Davenport k-baricéntrica, denotada por BD(k,G), definida como:

Definicion 3.1. (Constante de Davenport k-baricéntrica) Sea G un grupo abeliano
finito y sea k=2 un entero positivo. La constante de Davenport k-baricéntrica
denotada por BD(k,G), es el menor entero positivo s, tal que toda secuencia de G

de longitud s, contiene una k-subsecuencia baricéntrica.

Observacion 3.1. Para demostrar que BD(k,G) < q, basta probar que toda secuen-
cia con longitud q, contiene una subsecuencia k-baricéntrica y en consecuencia por

la minimalidad de la constante de Davenport k-baricéntrica, BD(k,G) < q.

La existencia de la constante de Davenport k-baricéntrica, viene dada por el

siguiente teorema:

Teorema 3.1. [15/ (Condicién de Hamidoune) Sea G un grupo abeliano de orden
n > 2. Sea S una secuencia con |S| = n+ k — 1. Entonces eziste una subsecuencia
k-baricéntrica de S. Ademds en el caso k > n, la condicion |S| > D(G) +k —1, es

suficiente para la existencia en S de una subsecuencia k-baricéntrica.
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Lema 3.1. Sea G un grupo abeliano de orden n. Entonces

BD(k,G)<n+k—1. (I)

En el caso k > n, se cumple que:

BD(k,G) < D(G) +k—1. (II)

Demostracion:

Sea S una secuencia en G de longitud |S| = n + k — 1, luego, por Teorema 3.1
existe una subsecuencia k-baricéntrica de S, luego, por Observacion 3.1, BD(k,G) <
n+k—1.

En el caso k > n, tomemos una secuencia S en G de longitud
|S| = D(G) + k — 1, luego, por Teorema 3.1 existe una subsecuencia k-baricéntrica
de S, luego, por Observacion 3.1, BD(k,G) < D(G) + k — 1.

Observacion 3.2. La relacion que existe entre la constante de Davenport baricén-

trica y la constante de Davenport k-baricéntrica, es la siguiente:
BD(G) < BD(k,G).
Dos resultados inmediatos del Lema 3.1 son los siguientes:
Teorema 3.2. BD(n,Z,) =2n — 1.

Demostracioén: |Z,| = n. Luego, por Lema 3.1, parte (/]) tenemos que

BD(n,Z,) < D(Z,)+n—1

= n+n-—1
= 2n-—1.
En consecuencia, BD(n,Z,) < 2n — 1.
Por otro lado, la secuencia S = [1]"7'[0]""!, no contiene subsecuencias bari-

céntricas de longitud n. Asi, BD(n,Z,) > 2n — 2, en consecuencia, BD(n,Z,) >
2n—-2+1=2n-1.

Por lo tanto, 2n — 1 < BD(n,Z,) < 2n — 1.

Luego, BD(n,Z,) = 2n — 1.
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Teorema 3.3. Sea G grupo abeliano finito. Entonces BD(2,G) = |G| + 1.

Demostracion:

Por Lema 3.1, parte (1)
BD(2,G) < |G| +2 — 1.

Por lo tanto, BD(2,G) < |G| + 1.

Por otro lado, la secuencia T' = ¢19 ... g, tal que g; # g;, ¥V ¢ # j, no contiene
subsecuencias 2-baricéntricas, en consecuencia, BD(2,G) > |G].

Asi, BD(2,G) > |G| + 1.

Por lo tanto, |G|+ 1 < BD(2,G) < |G| + 1.

Luego, BD(2,G) = |G| + 1.

Los resultados que daremos a continuacién se encuentran en [4|. Las técnicas
usadas para demostrar los resultados de Delorme, Gonzalez, Ordaz y Varela [4],

fueron también utilizadas por Luong [16] para demostrar su resultado.

Teorema 3.4. [4] BD(3,Z,) < 2 [ﬂ 41, parap > 5.

Demostracion:
Sea S = H [9]*7"®) una secuencia en Z, de longitud |S| = 2 {gw + 1.
g€supp(S)

Luego por Observacion 3.1, basta probar que S contiene una subsecuencia 3-baricéntrica.

5
como\5|:2{ﬂ +1>2{4+1:2x2+1:5.Asi, 15| = 5.

Luego, existen dos casos:

Caso 1 h(S) > 3.

Por Observacion 2.1 (iii), S contiene una subsecuencia 3-baricéntrica.

Caso 2 h(S5) < 2.

Sea d(S) = |supp(S)| y llamemos a supp(S) = A.

En este caso, d(S) > {gi‘ .

Supongamos lo contrario, esto es, d(S) < {gw .
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Dado que p > 5 y primo, existe ¢ entero positivo tal que p = 2¢ + 1. Asi,

b q + =, por lo tanto,

2 2

1 -1 +1
R SR

De (x), d(S) < {g-‘ :Z%l
:>d(S)+1<]%1

1 —1
:d(s)gzi_lzp_

2
Luego, 2d(S) <p—1. (I)

Por otro lado,

2M+1z|5| = Y u(8)

N N
NEIN
[\ =

&

Luego, 2 {ﬂ +1<2d(S). (ID)

De (I) y (II), tenemos:

—p—12 2{%} +1> 2§+1,ya que {gw > g, puesto que p = 5y es primo.

2p+3
3

2p+3

Asi, p—1> , luego, p > + 1.
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2p+6
7

2p+6 2p+9
Pt + 1, luego, p > p3+ .

En consecuencia, 3p > 2p + 9, por tanto, p > 9. Contradiccion, ya que p > 5.

Asi, d(S) > H (I1I)
p_p p p

Como§>§:> |V§—‘ > {5—‘

Asi, {%ﬂ > M +1. (V)

Como
D D
=| = |=| (puestoque p=5)
2 2
3

Entonces, p >

Ast, p >

> 2.

Luego, d(S) > {g—‘ > 2.

En consecuencia, |A| = d(S) > 2, asi, |A| > 2.
Luego, por Teorema 1.6, se tiene que:
| A? Al > min{p,2|A| -3}

= min{p,2d(S) — 3}

> min{p, 2 |Vg} — 3} por (III)

_ gm_g.

1
Dado que 2 {]—ﬂ - p—;—

5 )—3=p+1—-3=p—2<p. por (%)

Luego,2|r —‘—3<p

Asi, N2 A > {2—‘—3 2{5}—1. Por (IV)
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Sea D = {2z : x € A}, entonces, |D| = |A| = d(95). Asi,

|AZA|+|D| > 2%9 —1+d(S)
> 2§ —1+ |5| por (1)
> 2 Plo1+ 18| +1 por (IV)
3 3
b
— 3%
3

w3

p p
> 3= t , = >
3 puesto que {3}

Luego, | A* Al + |D| > p

En consecuencia, | \” A| + |D| > p + 1.
Como A = supp(S), entonces A C Z,, luego,
NA={y+z:{y2} CA}CZ, (1)
Ademés, D C Z, (2)

Luego, por (1) y (2) se tiene que:
NAUD CZ,
Luego, | A2 AU D| < p, asi,

p=|AN2AUD| = |A?A|+|D|—|A* AN D|
> p+1—|A*AND.

Luego, p=>p+1— |\ AN D

Asi, INAND|=p+1—-p=1=|\N*AND| > 1.
Por lo tanto, A° AN D # 0.

En consecuencia, existen por lo menos un w € (A\*> A D)

—we N AyweD
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Asi, existen y,z € A, con y # z tal que w = y + 2, y existe x € A tal que

w = 2.
Luego, y + z = 2x.

En consecuencia, x +y + z = 3z, y como x,y,z € A = supp(S) entonces,

tenemos que S = zyz es una subsecuencia 3-baricéntrica de S.

Asi, por Observacion 3.1, BD(3,Z,) < 2 |V§-‘ + 1.

Corolario 3.1. [{] -
(i) BD(3,Zs) = 5.
(il) BD(3,Z7) =T1.
(iii) BD(3,Z11) = 9.
Demostracion:

(i) Por Teorema 3.4 se tiene que:

BD(3,Zs) < 2{% +1

Luego, BD(3,Z5) < 5. (1)

Por otra parte, S = [1]?[3]* es una secuencia de Zs de longitud 4, que no

contiene subsecuencias 3-baricéntricas, en consecuencia, BD(3,Zs) > 4.
Luego, BD(3,Zs) = 5. (2)

Asi, por (1) y (2) tenemos que, 5 < BD(3,Zs5) < 5.

Luego, BD(3,Zs) = 5.

(ii) Por Teorema 3.4 se tiene que:

BD(3,Z;)

/N

[\
L
Wl
_ 1

_.I_

—_

Asi, BD(3,Z:) < 7.
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Por otro lado, S = [1]?[2]*[4]? es una secuencia de Z; de longitud 6, que no

contiene subsecuencias 3-baricéntricas, en consecuencia, BD(3,7Z7) > 6.
En consecuencia, BD(3,7Z7) > 7.

Asi, 7T< BD(3,Z7) < 7.

Luego, BD(3,7Z7) = 1.

(iii) Por Teorema 3.4 se tiene que:

11
BD(3,Zy) < 2{—}4@

ASi, BD(3,le) g 9.

Por otra parte, S = [1]?[2]?[4]?[5]? es una secuencia en Z; de longitud 8, que

no contiene subsecuencias 3-baricéntricas, en consecuencia, BD(3,7Z1) > 8.
Luego, BD(3,Z1,) > 9.

Por lo tanto, 9 < BD(3,Zy;) < 9.

Asi, BD(3,Z4,) = 9.

Teorema 3.5. [}/ BD(3,Z13) = 9.

Demostracion:
Sea S una secuencia en Zj3 de longitud 9.

Estudiemos los siguientes dos casos:

Caso 1 KQ(S)>3.

Por Observacion 2.1 (iii), S contiene una subsecuencia 3-baricéntrica.

Caso 2 h(S5) <2

En este caso, al menos un elemento se repite 2 veces. Como |S| = 9, entonces

sin pérdida de generalidad supongamos que S = [a;]?. . . [a4]*[as].

Luego, por el principio de las casillas, Teorema 1.5, podemos obtener una
5-subsecuencia S de S con todos sus elementos distintos, esto es, S = ay ... as.
Luego por Observacion 2.1 (ii), S contiene una subsecuencia 3-baricéntrica, y

en consecuencia, S contiene una subsecuencia 3-baricéntrica.
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Por lo tanto, en cualquiera de los dos casos, S contiene una subsecuencia 3-

baricéntrica. Luego, por Observacion 3.1, se tiene que:
BD(3,Z,) <9. (I)

Por otro lado, la secuencia S = [0]?[1]?[3]?[4]* en Z;3 con |S| = 8, no contiene

subsecuencias 3-baricéntricas, en consecuencia, BD(3,Z,) > 8. Luego,
BD(3,Z,) 2 9. (II)
Por tanto, de (I) y (1), tenemos que:
BD(3,7Z3) = 9.
Teorema 3.6. [4/ BD(k,Z,) <p+k—2parad <k <p-—1.

Demostracion:
Sea S una secuencia en Z, con longitud |S| =p+k — 2.
Por Observacion 3.1, basta probar que S contiene una subsecuencia k-baricéntrica.

Estudiemos los siguientes dos casos:
Caso 1 h(S) > k.
Por Observacion 2.1 (iii), S contiene una subsecuencia k-baricéntrica.

Caso 2 h(S) < k—1.

Como
S| = p+k—-2
> b+k—2
= k+3
> k—1.

Tenemos que, |S| >k — 1.

Asi, h(S) < k—1 < |S|, entonces por Lema 2.1, existe una (k — 1)-particion
de S por conjuntos Ay, ..., Ay tal que:

IS _ 1S .
|AZ|_{]€ 6 A= || ¥ i=1 k-
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Ademas, ||A;] — |Aj]| < 1,paral <i<k—-1yl1<j<k—1

Sin pérdida de generalidad supongamos que |A;| > |As| > ... > [Ap_1| > 1.

Afirmamos que |A4;| > 3.
Supongamos lo contrario, esto es, |A;| < 3, luego, |A;| < 2. Asi,

2> A > ... |Ax_1| = 1 Luego,

prk—2=15| = Y|4l

Asi, p+k—2 < 2k—2 = p < k, contradiccion, puesto que k < p—1< p =

p > k.

Por lo tanto, |A;| > 3.

Como [|A;] — |4;]| <L,V i,j 1<i<k—1y 1<j<k—L
En particular, ||Az| — [A1]] <1

= —1 < |Ay| — |4 €1 = —1 < |4y — |44

= —1+|A| < |A] = |A| > A1 —123-1=2.

ASi, |A2| > 2.

=
k

W =

Como 4 < k<p—1,entonces 3 < k—1<p— 2, luego,
Luego,
S| p+k-2

k-1 k-1
p+p—1)—-2
3
20p—1) — 1

N
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5] 5]

— < p, en consecuencia,

Asi,

15|
L Ll <p—1.
uego, {k_l p

Por lo tanto, 3 < |A;]| = {%—‘ <p-—1.

Puesto que p > 5y Ay C Z,, entonces por Lema 1.4, existen =,y € A; tal que
Ai\x y A1\y no son progresiones aritméticas con la misma diferencia comun.

Como
min{|A\z|,[A\y|} = min{|A] —1,[A] -1}

> min{3—-1,3—-1}}
2.

Asi, min{|A;\z|, |A1\y|} = 2. Luego, por Teorema 1.4 se tiene que:

A\ + A\y| = min{p — 1,|A\z| + |A1\y|}.

Sea Ay = {(1 — k)z: z € Ay} entonces |A,| = |As.

Como (A1\x + Ay\y), Ay, As, ..., Aj_y son (k — 1)-subconjuntos no vacios de
Z,, entonces por Teorema 1.3 (Cauchy-Davenport generalizado), se tiene

que

[(A\x + A\y) + As + As + ...+ A1

> mm{p, [ A\ + A \y| + [As| + .+ A | = (k= 1) = 1)}
= mm{n [A\z + A\y| + [Ao| + o+ [Apa| — (B — 2)} (JA2] = [A2])

k—1
> mm{p, min{p — 1, |A\a| + [ A\yl} + S 1A — (k - 2)}

=2
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» Simin{p —1,|A;\z| + |A:\y|} = p — 1, entonces,
[(A\x + A\y) 4+ As + As + ...+ Aj_1]

k—1
> min{p, (p— 1) + [Az| + Y |Ai| — (k — 2)}
=3
> min{p, (p — 1 +2+Zl— -2)} (|42l =22 y |Al>1)

= min{p, (p —1)+2+(k 3)—(k—2)}
=min{p,(p—1) +2 -1}
= min{p,p} = p.
» Simin{p —1,|A;\z| + |41 \y|} = |Ai1\z| + |A1\y|, entonces,
[(Al\z + A1\y) + Ao+ As + ...+ Ay

> min{p,|Ai\e] +]A:\y| + Z A~ (k- 2)}

= min{p,|A\a] + (|41 — 1) + Z Al = (k=2)} ANyl = A~ 1)
= min{p, |A\e| ~ 1+ Z A~ (k- 2)}

= min{p, (|4:] — 1) — 1+15] - ZiA = 15))

>min{p,3—1—-1+(p+k—-2)— (k—2)} (\A1|/)
=min{p,p+ 1} = p.

Luego, en cualquier de los dos casos:

(A\2 + A\y) 4+ As + As+ ...+ A1 = p

Como (A1\z + A\y) + Ay + A3+ ...+ Ay, C Z,, entonces
|<A1\l’ + Al\y) + AQ + A3 + ...+ Ak_1| < Y%

Por lo tanto, |(A;\z + A;\y) + Ay + As + ... + As_1| = p, en consecuencia,

(Al\l' + Al\y) + AQ + A3 4+ ...+ Ak,1 = Zp.

Por consiguiente, existe w € (A;\x + A1\y), esto es, w = a+ b con a € A)\z
y b € A\y, existe dy € Ay, esto es, dy = (1 — k)z para algin z € A,, existen
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as, ..., ap—1 elementos de As, ..., A,_s respectivamente, tales que:
w+ do+az+ ...+ a1 =0,

esto es,

(a+b)+(1—k)z4+az+...+ax1=0
—a+b+z—kz+as+..+a,_1=0
== a+b+z+as+ ... +ap_1 = kz.

Dado que A; C supp(S) V i, 1<i<k—1,entonces la secuencia

T = abzas...a;_1 es una subsecuencia de S, k-baricéntrica.

Luego, por Observacion 3.1, BD(k,Z,) < p+ k — 2, por lo que se cumple el

teorema.

Corolario 3.2. [4/ BD(p — 1,Z,) = 2p — 3, para p > b.

Demostracion:
Por hipoétesis, p > 5, entonces k =p—12>25—-1=4 =k > 4.
Asi, 4 < k=p—1, luego por Teorema 3.2

BD(p—-1,7Z,) < p+(p—1)—-2
= 2p—3.

Luego, BD(p —1,Z,) <2p—3. (1)

Por otro lado, S = [0]P~2[1]P~2 es una secuencia de longitud 2p — 4 de Z,, que no
contiene subsecuencias (p—1)-baricéntricas y en consecuencia BD(p—1,Z,) > 2p—4,
luego, BD(p — 1,Z,) > 2p — 3.

Asi, 2p—3<BD(p—1,Z,) <2p—3.

En consecuencia, BD(p — 1,Z,) = 2p — 3.

Teorema 3.7. [}/ BD(4,Z,) = 8.
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3.2. Teorema principal

Teorema 3.8. Sea p > 5, un numero primo y sea k un entero, 3 < k < p — 1.

Entonces,

—2
BD(k,Zy,) <p+k— VTJ —2.

Demostracion:

Por Observacion 3.1, basta probar que toda secuencia con longitud p + k — ¢,
p—2
ko
Supongamos que S = [u1]™ [ug]™2 ... [u,]™, donde r = d(S) = |supp(S)|

donde t = + 2, contiene una subsecuencia k-baricéntrica.
y supongamos sin pérdida de generalidad que h(S) =ny =2 ny > ... > n, > 1.
Llamemos A al supp(S), es decir, A = supp(S).

Estudiemos dos casos para h(S) :

Caso I h(S) > k.

Por Observacion 2.1 (iii), S contiene una subsecuencia k-baricéntrica.

Caso II h(S) <k —1.

Afirmamos que, |S| > (k —1)(t — 1). En efecto;

— -2
Como t = \‘pTJ + 2, entonces t — 2 = \‘pTJ . Luego,
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IS|—(k—=1)(t—-1) = (p+k—t)—(k—=1)(t—-1)
= (p+k—t)—k(t—1)+({—-1)
k—k(t—1)

= (p—1)—k(t—2)
= (p—l)—/{]%?J

Entonces |S|— (k—1)(t—1) > 0.
Por otro lado, |S| > (k —1)(t — 1) = h(S)(t — 1).
Luego, |S| > h(S)(t—1). (1)

Ademés,

r

(ya que k —1 > h(S9))

1S|=>" m < Z h(S) =rh(S). (n; <h(S),Y i=1,..7)

=1

Asi, S| < rh(S). (2)

Por tanto, de (1) y (2):
rh(8) > 18] > h(S)(t 1)

= rh(S) > h(S)(t —1)

= rh(S) —h(S)(t—1)>0

= h(S)(r—(t—1)) > 0.

Como h(S) > 0 entonces r — (t — 1) > 0
En consecuencia, r >t — 1.

Por lo tanto, r > t.
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Como r = d(S) entonces
r=d(S)>t.

Luego, como k — 1 > h(S) y d(S) > t entonces
E=1>2h(S)=n1>2no>...2n>...2n, > 1.

Como 3 < k < p — 1 entonces estudiaremos los siguientes dos casos:

Caso 1I1.1 k£ = 3.
Comok—1>2n>2n=>...2n=>...2n, > 1.
Tenemos que, n; < k—1=3-1=2V ¢, 1<e<r.

Por lo tanto, n; <2, V 7, 1< <. Asi,

|S| = an
=1
=1

= 2
Asi, |S] < 2.
En consecuencia, 0 < 2r — |S]. (1)
Por otro lado, |S| = p+ 3 — ¢, luego,
2r—|S| = 2r—(p+3—1)
= 2r—(p+3)+t

N

2r—(p+3)+r (vaque, t<r)

(
(
(
3r—(p+3).

Entonces, 2r — |S| < 3r— (p+3). (2)

Por tanto, de (1) y (2):
0<2r—|5]<3r—(p+3).

Luego, 0 < 3r — (p + 3)
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— =2 P

3 3

-]

Pero, como r es un entero positivo, entonces,

. H > {gﬂw . M

p+3 p+3 _p
3

Luego, r > {gw :

Por consiguiente,

> {gw 11 (3)
Consideremos los conjuntos A*A = {u; + uj:1<i#j<r}ty
B ={2u; : u; € A}, donde A = supp(S) = {uy,uz, ..., u, }.
Luego, como |A| = r, entonces, |B| =r.

Probaremos que A?A N B # .

Al = r

p

> 3 +1 (Por (3))
=

> 3|t >3

= 241

= 3

> 2.

Asi, |A| > 2, ademés, A C Z,. Luego por el Teorema 1.6 se tiene que:

[ A2A] = min{p,2|A| - 3}

= min{p,2r — 3}.

Luego, | A* A| > min{p,2r — 3}.
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= Si min{p,2r — 3} = 2r — 3 entonces,
| A2 Al + Bl = min{p,2r —3} +r
= 2r—3+r

= 3r—3

> 3(M +1)—3 (Por (3)

> 3%, ({—w >§ porque p > 5)

En consecuencia, | A? A| + |B| > p.

= Si min{p,2r — 3} = p entonces,

| A2 A+ |B] > min{p,2r —3}+r
= p+r
> p+2 (|Al=r>2)
> p.

Por consiguiente, | A2 A| + |B| > p.

Luego, en cualquiera de los dos casos, | A2 A| + |B| > p.
En consecuencia, | A2 A|+ |B| > p+1. (4)

Por otra parte,

Uiy Uj € Ly =>u; +uj € Ly, ¥V 4,5 €{1,...,1r}, i F# ]
Luego, A’A C Z,,.

También, u; € Z, = 2u; = u; +w; € Z,, ¥V 1€ {1,...,r}.
Asi, B C Z,.

Por lo tanto,
AN*AU B C Z,,.

Por consiguiente, | A2 AU B| < p. (5)
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Asi, por (4) y (5):

p = |A*AUB|
= |A?A|+|B|-|A* AN B|
> p+1—|A*ANB|.

Luego,p=>p+1—|A? AN B|

= |[AN2ANB|>p+1—-p=1

= |[AN2ANB| > 1.

Por lo tanto, A2AN B # 0.

Entonces existe al menos un w € A2’AN B
— weNAyweERB

= 3 4,5 e{l,.,r}i#jtalque, w =w;+u; y3 [l €{l,...,r} tal que

w = 2u.

Asi, w; +u; = 2wy, con i, j,l e {1,...,r},i#j

= u; +uj +u = 3uy, con i,j,0 € {1,....,r},i # J.

Por tanto, S = uw;u;u; es un subsecuencia 3-baricéntrica de S, puesto que
wi, uj, uy € supp(S).

CasoII.2 4 <k<p—1.

Como k > 4 entonces — <

-2
. Ademas t = {pTJ + 2.

| =
N

Luego,

p—2 p—2 p—2 p+1
t=|—— 2 —4+2<—+2<—
{ 2 J+ KOS T TR (*)

A continuacion, justificaremos la tltima desigualdad.
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-2 -3
Tenemos que, pT < pT’ en efecto,
p=3 p=2 _ 2p-3)—(—2)
2 4 4
_ 2p—06-—p+2
B 4
_ p—4
4
5—4
> - -
4
1
4
> 0.
-3 -2
En consecuencia, p . > 0.
2 4
p—3 _p—2
L > —
uego, 5 1
p—2 p=3
_ — -
4 2
D — p—3 p+1
— — +2< —+4+2="—
4 * 2 * 2
p—2 p+1
A 2 < ——
S1, 1 + 5

Como d(S) > t, estudiamos dos casos:

Caso II.2.1 d(S) >t + 1.
» Sid(S)=t+1, entonces nyo =0y
k=1Z>2n2ny> ... 20 2 ngq1 =n, 2 1

Como k— 12> 1, entonces k —2 > 0 = nyyo.
Asi,
k—2 2> ngs.
» Sid(S) >t + 2, entonces se cumple que k — 2 > nyyo.
En efecto, supongamos lo contrario, esto es, k — 2 < ny,4, es decir,
k—24+1< ngyo.
Luego, nyio = k — 1.

Asi,k—l}nl>n22...>nt+22kz—1.
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Luego, k—12>2n;>2k—1, V 1, 1<i<t+2.
Asi,n=k—1, V i, 1<i<t+2.
-2 -2
Ademaés, tenemos que: p < P .
k k
Luego, por Observacion 2.2 se tiene que:
2
, es decir,

k k
0<q<1,luego, —q > —1.

-2 -2
Asi, {p J—p —q.

-2 -2 —
rg— +q = p—, donde ¢ es la parte decimal de b

1)

k k
-2 -2
Por lo tanto, t = b—= +2:p——q+2.
k k
) p—2 p—2 p—2
Asi, t =—— — 2>——142=——+1
si, 2 q+2> ’ + 2 +
p—2
:>t>T+1
p—2
:>t+1>7+2.
-2
Asi, —(t+1) < —(pT +2).
Luego,
t+2 t+2
1S|=> ni = (p+k—t)=) (k—1)
i=1 i=1
= (p+k—t)—(t+2)(k—
= p+k—t—kt+t—2k+2
= p+2—-k—Fkt
= p+2—k(t+1)
-2
= 4 -2k
< 4-201) (k< —4)
= —4
< 0.
t+2 r t+2
Asi, | S| :Zniqt Z ni<Zn,~
i=1 i=t+3 i=1
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T
- E n; < 0, lo cual es una contradiccién.
i=t+3
Por lo tanto,

k—2 >nt+2.

Asi, d(S) 2 t+1=k—2>nyo.

Luego, Consideremos S = [uy]™ [ug]™ . .. [tgsy] ™+ [ugso] ™+ . .. [u,]™, donde
m; =n; —1V 4, 1 <7< t+ 1, una subsecuencia de S, esto es, S es la
subsecuencia que se obtiene a partir de S eliminando un elemento u; para cada
i=1,2,...,t+ 1.

Ademas, consideremos el conjunto D = {uy,us,...,us+1} €l cual esta formado

por los (t 4 1) elementos eliminados de S.
Comok—12n2ny>...2n4
—k—1>n,V i, 1<i<t+1
k11> —1,Y i 1<i<t+l
= k—2>2n—-1=m;,V 1, 1<1<t+1.

Asi, se cumple que: m; < k—2,V 4, 1 <i<t+1yn <ngo < k—2,
Vi, t+3<i<r.

Por lo tanto, k — 2 es un cota superior de {my, ..., M1, Ney2, .oy N -

Por tanto, k — 2 > h(S) = max{ma, ..., Mys1, Ng12, ooy Ny

En consecuencia, h(S) < k—2. (1)

Por otra parte,

S| = S| - (t+1)
= pt+hk—t—t—1
= pt+k—2t—1
Asi, |S|=p+k—2t—1.
+1

Por (x) se tiene que t < pT

= 2t<p+1=p+1—-2t>0.
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Luego,

S| —(k—2) = (p+k—2t—1)— (k—2)
= p+1-—-2¢

> 0.
Ast, |S| — (k—2) > 0y ademas, p > 2t — 1. (xx)
Por consiguiente, |S] >k —2. (2)

Asi, por (1) y (2), h(S) <k —2 < |S], luego, por Lema 2.1, existe una
(k — 2)-particion de S por conjuntos By, Bs, ..., Br_s tal que

PO I R W . B
|BZ|—{]€_2 6 |Bi| = - Vi=1,.,k-2

Consideremos el conjunto A’D = {u; +u; : 1 < i # j < t+ 1} donde
D = {uy,us, ..., us11}, esto es, D es el conjunto formado por los (t+1) elementos

eliminados de S.

Dado que t = V?TZJ—%2>2 (V%QJ >0)
—t>2

—t+1>3>2

= [D|=t+1>2

Asi, |D| > 2y como D C Z, entonces, por el Teorema 1.6 se tiene que:

|A2D| > min{p,2|D| — 3}
= min{p,2(t+1) — 3}
= min{p,2t — 1}
= 2t—1 (Por (xx))

Por tanto, | A> D| > 2t — 1. (1)
Sea By = {(1 — k) : € By}, entonces |By| = |By|.

Dado que B, By, Bs,...,Bi_s, vy A°D son (k — 1)-subconjuntos no vacios de
Z,, entonces por el Teorema 1.3 (Cauchy-Davenport generalizado) se tiene

que:
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|By+ By + ...+ Bi_y + A2D)
> min{p, |Bi| + |Ba| + ... + |Bra| + | A> D| = ((k — 1) = 1)}

= min{p,|Bi| + |Ba| + ... + |Br_a| + | A2 D| — (k = 2)} (|By| = |Bi|)
k—2

= min{p,|S| + | \* D| — (k — 2)} (Z |Bi| = |S])
=1

>min{p,(p+k—-2t—1)+2t—1)— (k—2)} (Por (I))

= min{p,p} = p.

En consecuencia, |31 + By + ...+ By_o+ ND| > p.

Como By+By+. . .4+ By_y+A2D C Z,, entonces | By+By+. . .+ Bj_s+A2D| < p.
Por tanto, By + By + ...+ By_o + A2D =7,

En consecuencia, existe by € By, esto es, by = (1 — k)z para algin = € By,
existen by, ..., by_o elementos de By, ..., By_, respectivamente, y existe z € A?D,

esto es, z =wu; +u; coni#j;i,5€{l,..,t+ 1}, tales que:
by +by+ ...+ byog—+2=0,
esto es,

(1—Fk)x+by+...4+bp—o+ (u; +u;) =0
:>x—kx+bg+...+bk_2+ui+uj:0
:>x+b2++bk,2+uz+uj = kx.

Dado que B; C supp(S) V i, 1<i<k—2, entonces la secuencia
T = xby ... br_su;u; es una subsecuencia de .S, k-baricéntrica.
Caso I1.2.2 d(5) =t.
En este caso, S = [ug|" [ug]™ ... [uy )" donde k —1>2ny =2ne > ...2mn > 1
y A= supp(S) = {u,...u}.

Probemos que |A| > 3. En efecto:
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Asi, p+k—t<tk—1)=t(k—1)>p+k—t
—=th—t>pt+k—t=th>p+hk
Luego,

;> PEE

k

(k+1)+k
k

2k +1

2
1

- 24
T

WV

(vaque, k<p—1=k+1<p)

> 2.

Asi, t > 2, luego, t > 3.

Por tanto, |A| > 3.

M= Hyp)m2=1 L [ug]™ ™! una subsecuencia de S, esto es,

Consideremos a S = [uy]
S es la subsecuencia que se obtiene a partir de S eliminando un elemento wu;
para cada i = 1,2, ...,t. Ademaés, consideremos el conjunto D = {uq,us, ..., us }
el cual esta formado por los ¢ elementos eliminados de S.

Notemos que D = A = supp(S).

Luego,
S| = [5] -t
= pt+k—t—t
= p+k—2t

Luego, |S| =p + k — 2t.

Comok—12>h(S)=n; >ny > ... 2ny,entonces, k—1>n;,V i, 1<i<t
—k—2>n -1,V i 1<i<t

Luego, k — 2 es una cota superior del conjunto {n; —1,ny —1...n; — 1}.

En consecuencia, k — 2 > h(S) = maz{n; —1,ny —1...n; — 1},

Por tanto, k — 2 > h(S). (1)

. +1
Por otra parte, por (%) se tiene que t < pT
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p+ p+4 p+4
— <<t t< ——
2 2 2
4
— i1t téz%—l
2
tggg—:¢%<p+2
Asi, p+2—2t>0.
Luego,
S|—(k—2) = (p+k—2t)—(k—2)
= p+2-2
= 0.

Asi, |S| = (k—2) > 0, luego, |S| > k — 2.
Por consiguiente, k —2 < [S]. (2)

Por tanto, de (1) y (2), h(S) <k—-2< ]S], luego, por Lema 2.1, existe una
(k — 2)-particion de S por conjuntos By, Bs, ..., Br_s tal que

I N S
|BZ|—{]€_2 6 |Bi| = - Vi=1,.,k—-2

Ademss, ||B;| — |Bj|| < 1,paratodo 1 <i<k—2 y 1<j<k—2.

Por otra parte, sin pérdida de generalidad, supongamos que
|Bi| = |Bs| > ... 2 |Br—a| > 1.

Afirmamos que |Bsy| > 2.

Supongamos lo contrario, esto es, |By| < 2. Luego, |By| = 1.
Asi, 1 = |Bs| > |Bs| > ... > |Bgo| > L.

Luego, |B;| =1,V i 2<i<k—2. (3)

Como ||Bi] —|By|| 1.V i, 1<i<k—-2 y V j, 1<j<k-2 En
particular, ||By| — |Bs|| <1

Como |Bs| =1y |By| — |Bs] <1, entonces |By| — 1 < 1.

Luego, |By| < 2. (4)
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29

Por tanto,

p+k—2=19 =

k—2

E:Bﬂ

=1

k—2
|B1| + Z | B;|
i=2

k—2
2+Z1 (Por, (3) y (4))
24 (h—3)
k—1

Entonces, p+ k-2t <k—1=p+1 <2t

1
Luego, 2% < t, contradiccion, puesto que por (%) ¢

Por lo tanto, |By| > 2.

Como |By| > |By| entonces |B;| > 2.

También, |B;| < p — 2. En efecto,

B

k —

p+k—2t
k—2

B

k —

—‘ , entonces
2

p+(p—1)—2t

N

J , entonces
2

1
<p—1 — S
W k<p-1y ;—

DO | —
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p+k—2t
k—2

N

W"A‘”%J
p—4
< p—2

Luego, en cualquiera de los dos casos, |By| < p — 2.

Por otro lado, sea A’A = {u; +u; : 1 <i # j < t}, y llamemoslo B, es decir,
B = N*A.

Como |A| > 3 > 2 entonces |A| > 2 y ademas A C Z,. Luego, por el Teorema
1.6, se tiene que:
Bl = min{p,2|A| -3}
= min{p, 2t — 3}.

Como por (%), t< ptl entonces 2t < p+1
— 2t—-3<p—-2=2t—-3 <p.
Luego, |B| > min{p, 2t — 3} = 2t — 3.
Por consiguiente, |B| > 2t — 3.
Asi, |[B| 22t —3>2(3)—3=3. (yaquet>3)
Luego, |B| > 3.
Consideremos dos casos para Bj.
Subcaso II.2.2a By y B son progresiones aritméticas con la misma diferencia

comun.

En este caso, By = {ag +idy : i =0,...,|By| — 1}
y B={by+id:i=0,...,|B| — 1}, donde d = dj.

Sea By = {(1 — k)z : z € By} entonces |B;| = |By|.

Luego, By = {(1 — k)ag +i[(1 — k)dy] : i =0, ..., | By| — 1}, esto es,
By ={by+idy :i=0,...,|By| — 1}, donde by = (1 — k)ag y dy = (1 — k)d.

Esto es, B; esté en progresion aritmética con diferencia comun dy = (1 — k)d;.
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Comod<k<p—1= —p+1<—-k<—4
— —p+2<1—-k< -3
—-p+2 1—k

p p

1—-k 1—k

En consecuencia, 1 —k # + 1 (modp) y 1 —k # — 1 (modp)

N

g__g'
p

Asi,

Por tanto, 0[1 #+dyy 0[1 +d; #0=p.
Asi, By y By son progresiones aritméticas con distinta diferencia comun.

Ahora, estudiemos los siguientes dos casos para |B].

Caso 1l |B|<p—2.

En este caso, tenemos que Bj no es otra manera de ordenar los elementos de

B en progresion aritmética.

En efecto, supongamos lo contrario, esto es, B es otra manera de ordenar los
elementos de B en progresion aritmética, y como 2 < 3 < |B| < p—2, entonces

por Lemal3 6 d=d, 6 d+d, =p.

Como d = d;, entonces, 6 d; = c[l 6 di+ d} =p, contradicciéon, ya que
d; # dy ydi +d; #0=p,porque 1 —k#Z +1 (modp) y 1 —k # — 1 (modp).
Por lo tanto, By By son progresiones aritméticas con distinta diferencia comin.

Estudiemos los siguientes dos casos para |31 + B|.

« [Bi+B|zp-1.
Como (31 + B), By, ..., By_3 son (k — 2)-subconjuntos no vacios de Z,,
entonces por Teorema 1.3 (Cauchy-Davenport generalizado) se tiene
que:
|(By + B) + By + ... + By_s|

> min{p, |Bi + Bl + |Bs| + ... + | Bra| — (k —2) — 1)}
k—2

=min{p, |By + Bl + |Ba| + > _|Bi| — (k — 3)}
=3
k—2

> min{p, |Bi + B| + |Bs| + > _1—(k—3)} (|Bi| >1)

=3
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= min{p,|B1 + B| + |Ba| + (k=2 -3+ 1) — (k — 3)}
:min{p,|Bl+B|+|Bg|—1}
>min{p,(p—1)+2-1} (|[Bi+B|>p—1y |Bsf>2)
—p.
Asi,

\(By 4+ B) 4+ By + ... + By_o| > p.

Como |Bl +By+...4+ By o+ B| = |(B1 + B)+ By + ... + By_»|, entonces:

B, + By + ... + By_s + B| > p.

|B, +B| <p—1.

Como By y B son subconjuntos de Z,, y min{|Bi|,|B|} > min{2,3} =
2 = min{|Bi|, |B|} > 2.

Ademas, B y B son progresiones aritméticas con distinta diferencia comun,

entonces por Teorema 1.4 se tiene que:
|By + B| = min{p — 1,|B:| + |B|}.

Como |B; 4+ B| < p—1 entonces p—1 > |B;+ B| > min{p—1, |B|+|B|}.
Luego, p — 1 > min{p — 1,|By| + |B|} = min{p — 1,|By| + |B|} =
|B1|+ | B|. De lo contrario, si min{p—1,|B;|+|B|} = p—1, tenemos que:
p—1>p—1,lo cual es una contradiccion.

En consecuencia, |B; + B| > |By| + | B].

Asi, |By + B| > |By| + |B| = |B:| + | B|.

Luego, | By + B| > |By| + |B.

Como (By + B), B, ..., By_y son (k — 2)-subconjuntos no vacios de Z,,
entonces por Teorema 1.3 (Cauchy-Davenport generalizado) se tiene
que:

|(By + B) + By + ... + By,_s|

> min{p, | By + B| + |Bs| + ... + |Bia| — (k —2) — 1)}

> min{p, |Bi|+|B|+|Ba|+...+|Br_a| — (k—=3)} (|Bi+B| > |Bi|+|B|)

k—2

=min{p, ) |Bi| +|B| - (k - 3)}

i=1
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k—2
= min{p,|S|+|B| — (k=3)} O_IB:|=19I)
> min{p, (p+k — 2t) + (2t — 3) l—ztk -3)} (|B] =2t-3)
= min{p,p} = p.
Asi,
\(By 4+ B) 4+ By + ... + Bu_o| > p.

Como |31 +By+...+ By o+ B|= |(Bl + B)+ By + ... + Bi_2|, entonces:

Por lo tanto, en cualquiera de los dos subcasos, se tiene que:
B, + By + ... + By_s + B| > p.

Caso 2 |B| >p— 1.
Dado que By, Bs,...,By_2, v B son (k — 1)-subconjuntos no vacios de Z,

entonces por el Teorema 1.3 (Cauchy-Davenport generalizado) se tiene

que:
|Bi 4+ By + ...+ By_o + B

> min{p, |Bi| + |Bo| + ...+ |Br_s| + |B| — ((k — 1) — 1)}
k—2
>min{p,2+ Y |Bi|+|B| - (k—2)} (|Bi|>2)
1=2
k—2
>min{p,2+ Y 1+|B|—(k—2)} (IB|>1LV i 1<i<k-2)
=2
> min{p,2+(k-3)+(p-1)—(k-2)} (|B|=zp—-1)
= min{p,p} = p.
Asi,
]31+Bg+...+Bk—2+B|2p.

Por lo tanto, en cualquiera de los dos casos, se tiene que:

|By + By + ...+ By + B| > p.

Como By +By+...+ B, o+ B C Z,,, entonces |Bl+BQ+...+Bk_2+B\ < p.
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Por lo tanto, |31 + By + ...+ By_o + B| = p. En consecuencia,

Bi+By+...4+ Byo+B=17,

Por consiguiente, existe b, € By, esto es, by = (1 — k)z para algin = € By,
existen b, ..., by_o elementos de B, ..., By_s respectivamente, y existe b € B,

esto es, b = u; +u; con 1 <1 # j < ¢, tales que:
bi+by+...+bo+b=0,

esto es,

(I1—Kk)z+by+...+bgo+ (u;+u;) =0
:>.T—/€Q3+b2++bk,2+uz+lb]:0
:>x+b2++bk_2+uz+uj=lm

Dado que B; C supp(S) V i, 1<i<k—2, entonces la secuencia

T = xby ... by_ou;u; es una subsecuencia de .S, k-baricéntrica.

Subcaso I1.2.2b By y B no son progresiones aritméticas con la misma diferencia

comun.
Sea By = {(1 — k) : & € By} entonces |By| = | By|.

Estudiemos los siguientes dos casos para |B; + B|

« [Bi+Blzp-1L.
Como (By + B), By y Bs, ..., By_s son (k — 2)-subconjuntos no vacios de
Z,, entonces por Teorema 1.3 (Cauchy-Davenport generalizado) se

tiene que:

|(By + B) + By + By + ... + By_s|

> min{p, |B1 + B| + |Bs| + |Bs|... + |Br—za| — ((k — 2) — 1)}
k—2

= min{p, |By + Bl + |Ba| + >_ |B;| — (k — 3)}

=3
k—2

> min{p, |Bi + B| + [By| + > 1= (k—=3)} (|Bi|>1)
=3

= min{p,|By + B| + |Ba| + (k=2 —3+1) — (k- 3)}

— min{p. | By + B| + |Bo| - 1}
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>min{p,p—1+2—-1} (|Bi+B|>p—1y |By|>2)
—p.
Asi,

|(Bi + B) + By + B3 + ... + By_s| > p.

Como |By + By + Bs... + By_o + B| = (B, + B) + By + Bs... + By_a|,

entonces:

|B1 + Bg + B3 + Bk_Q + B| 2 p.

|Bl + B‘ <p-— 1.
Como B y B son subconjuntos de Z,, y min{|Bi|,|B|} > min{2,3} =
2 = min{|B|,|B|} = 2.

Ademas, By y B no son progresiones aritméticas con la misma diferencia

comun, entonces por Teorema 1.4 se tiene que:
|By + B| > min{p — 1,|By| + | B|}.

Como |B;+ B| < p—1entonces p—1 > |B;+ B| > min{p—1,|B1|+|B|}.
Luego, p — 1 > min{p — 1,|B1| + |B|} = min{p — 1,|B1| + |B|} =
| B1|+|B|. De lo contrario, si min{p—1, |B1|+|B|} = p—1, tenemos que:
p—1>p—1,lo cual es una contradiccion.

En consecuencia, |By + B| > |B,| + |B).

Como (By + B), By, y Bs, ..., By_s son (k — 2)-subconjuntos no vacios de
Z,, entonces por Teorema 1.3 (Cauchy-Davenport generalizado) se
tiene que:

|(By + B) + By + By + ... + By,_s|

> min{p,|By + B| + |Bo| + |Bs| + ... + [B_a| — (k —2) — 1)}
> min{p, Bl + 1B + |Bol + | Bs| + - + | Bis] — (k — 3))
(|Br+ B| > |Bi| +|B| y ‘B2| = |Bs))

k2
= min{p, Z |Bi| + |B| — (k= 3)}

i1

= min{p, |$| + |B| — (k - 3)} (2—: Bl = 19))
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> min{p, (p+ k —26) + (2t —3) — (k—3)} (IB| =2t —3)
= min{p,p} = p.
Asi,
|(Bl + B) + BQ + B3+ ...+ Bk,2| = Dp.
Dado que | By + Bo+Bs+...4+ Bj,_o+B| = |(By+ B) 4 Ba+ B3+ ...+ By_a|,

c1n consecuencia;

|By + By + B3+ ... + By_y + B| > p.
Por lo tanto, en cualquiera de los dos casos, se tiene que:

|By + By + By + ... + Bj_s + B| > p.
Como By + By + Bs + ...+ By_9 + B C Z,, entonces

|B; + By + Bs 4+ ...+ By_s + B| < p.
Por lo tanto, |B; + Bg + B3+ ...+ By_2 + B| = p. En consecuencia,

Bi+By+Bs+...+Byy+B=17,

Por consiguiente, existe by € By, by € By, esto es, by = (1—k)z para algin
r € B,, existen bs,...,br_o elementos de Bs, ..., By_o respectivamente, y

existe b € B, esto es, b = u; +u; con 1 <@ # j < t, tales que:
by +by+by+...+bpo+b=0,
esto es,
bi+(1—Fk)z+bs+...+ b+ (uj+u;)=0
:>b1+l’—]€l’+b3+...+bk,2+ui+u]':O
:b1+x+b3++bk_2+uz+u]:kzx

Dado que B; C supp(S) V i, 1<i<k—2,entonces la secuencia

T = byabs ... by_ou;u; es una subsecuencia de S, k-baricéntrica.

Por lo tanto, en cualquiera de los casos, hemos encontrado una subsecuencia de

S, k-baricéntrica, luego por Observacion 3.1

BD(k,Z,) <p+k — V%J —2.
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Corolario 3.3. Si p es un numero primo y p = 5 entonces,
(i) BD(k,Z,) <p+k—3, para 3<k <p—2.
(i) BD(p—2,Z,) =2p — 5.

Demostracion:
(7) Por hipotesis 3< k<p—2=—=3<k<p—2<p—1conp>>5 entonces

por Teorema 3.8 se tiene que:

-2
BD(k,Z,) < p+k— pT —9
p—2 1 1
< — == -2 S G —
p+k b2 ya que ? P
= p+k—1-2
= p+k—3.

Por lo tanto, BD(k,Z,) < p+k — 3.
(71) Por hipotesis k =p—2>5—2=3 = 3 < p— 2, entonces por (i) se tiene

que:

BD(p—-2,Z,) < p+(p—2)—3
= 2p—5.

Luego, BD(p —2,7Z,) < 2p — 5.

Por otro lado, S = [0]P73[1]P~3 es una secuencia de longitud 2p — 6 de Z,, que no
contiene subsecuencias (p—2)-baricéntricas, en consecuencia, BD(p—2,7Z,) > 2p—6,
luego, BD(p — 2,Z,) > 2p — b.

Por lo tanto, 2p — 5 < BD(p — 2,7Z,) < 2p — 5.

Por consiguiente, BD(p — 2,7Z,) = 2p — 5.

Observaciéon 3.3. -

(i) Para k =3 por Teorema 3.4

BD(3,Z,) < Q{QH

p
< 2= +1
2+

< p+3-1
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Luego, BD(3,Z,) <p+3—1.
Para 4 < k <p—1 por Teorema 3.6
BD(k,Zy) < p+k—2
< p+k—-1
Asi, BD(k,Z,) <p+k— 1.
Para k = p, por Teorema 3.2
BD(p,Z,) = 2p—1
= p+p—L

Notemos que k = p es el unico valor de k, donde 3 < k < p para el cual la

igualdad BD(k,Z,) = p+k — 1 se cumple.
(ii) Para3<k<p—-2=3<p—2= p=5. Luego por Corolario 3.3 (i)

BD(k,Z,) < p+k—3
< p+k—-2.

Luego, BD(k,Z,) <p+k —2.

Para k = p—1 por Corolario 3.2

BD(p—-1,Z,) = 2p—3

= p+p—3
= ptp—-1) -2
= p+k—-2

Asi, BD(p—1,Z,) =p+k — 2.
En consecuencia, k = p —1 es el inico valor de k donde 3 < k < p—1 para el

cual la igualdad BD(k,Z,) = p+ k — 2 se cumple.

(iii) Por Corolario 3.3 nosotros podemos prequntarnos si k = p—2 es el inico valor
de k donde 3 < k < p—2, para el cual la igualdad BD(k,Z,) =p+k — 3 se

cumple.

En particular, para p =5 la respuesta es afirmativa.
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En efecto, por Observacion 3.1 (i) se tiene que

BD(3,Zs5) = 5
= 5+3-3.

Ast, k = 3 es el unico valor para el cual BD(3,Zs5) =5+ 3 — 3.

Para p =7 la respuesta es falsa.
En efecto,

Para k = 3 por Observacion 3.1 (ii)

BD(3,Z;) = T
= 74+3-3.

Para k = 4 por Teorema 3.7

BD(4,Z;) = 8

Para k =5 ="T—2 por Corolario 3.3

BD(5,7;) = 2(7)—5

= 7+5-3.

Ast, para p =T tenemos que BD(k,Z7;) =7+ k — 3 para 3 < k < 5.

Por lo tanto, podemos suponer que la respuesta es verdadera para p suficiente-

mente grande.
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CONCLUSIONES

El resultado de Luong [16], Teorema 3.8 mejora los resultados de Delorme, Gonzélez,

Ordaz y Varela [4]:

-2

[4] BD(k,Z,) <p+k — pT —2.

con p =5,y kun entero, 3 < k<p—1.
BDG,7,) <2|% +1<2p;6 BD(3,Z,,)<p+3_V%2J_2

< 2p+5

3

BD(3,Zs) = 5. BD(3,Z5) =5.
BD(3,7Z7) = 1. BD(3,Z7) ="7. =x
BD(?),ZH) =9. BD(?),le) =9. x

BD(S,Zl3) =9, xx

BD(3,Z3) < 1343 —

BD(k,Z,) <p+k—2parad <k <p—1.

BD(k,Z,) <p+k—

<p+k—2, parad<k<p-—1.

BD(p —1,Z,) =2p — 3, para p > 5.

BD(p—1,Z,) =2p—3, parap > 5. x

BD(4,Z;) = 8.

BD(4,Z;) = 8.

* La cota inferior se obtiene utilizando el mismo contraejemplo dado en [4] para

hallar el valor respectivo y asi obtener la igualdad deseada.

* El resultado obtenido en [4] es mejor puesto que la técnica utilizada fue otra;

teoria de orbitas.
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