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RESUMEN

La teoria de conjuntos difusos ha permitido establecer un marco para desarrollar
una teoria de posibilidad, que incluye el concepto de medida de posibilidad. A través
de este trabajo se presentaran nociones basicas sobre una teoria de posibilidad basada
en conjuntos difusos. Asi mismo, se mostrara la utilidad del desarrollo tedrico a través

de su aplicacion en problemas préacticos.

Palabras clave: conjuntos difusos, teoria de la posibilidad, medidas de posibilidad.
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INTRODUCCION

La teoria de la posibilidad es una de las teorias sobre incertidumbre dedicadas al
manejo de informacién incompleta. Esta teoria se enfoca principalmente en la impreci-
sién que es intrinseca en lenguajes naturales y que se asume “posibilistica”. La misma
ha sido formalizada con base a la teoria de conjuntos difusos, describiendo el concepto
de una distribucion de posibilidad como una restriccion que puede ser asignada a una
variable, definiendo una medida de posibilidad, basandose en el concepto de distribu-

cién de posibilidad.

A nivel mundial, varios investigadores se han dedicado ha construir los fundamentos
sobre la teoria de la posibilidad. Sin embargo, existe escasa literatura, especialmente en
castellano, que presente el tema de fundamentos sobre teoria de la posibilidad basada

en conjuntos difusos.

Por ello se plantea elaborar una monografia que sirva de material para la divulga-

cion y el estudio de este tema relativamente especializado.

Los conjuntos difusos, propuestos por Lotfi Zadeh en 1965 [1], son una clase de ob-
jetos con un grado de pertenencia continuo. A partir de este concepto se han generado
importantes investigaciones y desarrollos en diferentes areas del saber y ha permitido

ampliar los limites de muchas disciplinas y crear nuevas teorias.

En 1978 [2]|, Zadeh establecié una teoria de la posibilidad basada en conjuntos difu-
sos, en la que define el concepto de una distribucion de posibilidad como una restriccion
difusa que actiia como una restriccion flexible sobre los valores que pueden ser asignados

a una variable.

En 1980 [3], Dubois y Prade exponen informacién que trata sobre grados de creen-
cia, posibilidad, probabilidad de que un elemento pertenezca a un conjunto (nitido o
difuso); incluye secciones sobre medidas difusas e integrales de Sugeno, la teoria de la

posibilidad propuesta por Zadeh y comparacién entre posibilidad y probabilidad.
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En 1988 [4], Dubois, Prade y Testemale presentan una técnica para emparejar pa-
trones de datos tomando en cuenta la imprecision y la incertidumbre incluidos en los
valores que tienen que ser comparados en un proceso de emparejamiento, en el marco

de la teoria de posibilidad planteada por Zadeh [2].

En 1988 [5], Garcia presenta una tesis doctoral en la que propone un modelo basado
en la teoria de la posibilidad de Zadeh [2] y en los desarrollos de Dubois y Prade [3]

para la resolucion de incertidumbre en sistemas expertos.

En 1995 [6], Klir y Yuan desarrollan informacién didéctica sobre la teoria de la posi-
bilidad formulada en términos de conjuntos difusos, que incluye aspectos sobre medidas
difusas, teoria de la evidencia, teoria de la posibilidad, teoria de la posibilidad basada

en conjuntos difusos y teoria de posibilidad versus teoria de probabilidad.

En 2001 [7], Zimmermann presenta informacién sobre modelado de la incertidumbre,
dependiendo de las causas es estudiada por la teoria de la posibilidad basada en distri-
buciones de posibilidad, medidas de posibilidad y necesidad, probabilidad de eventos
difusos y posibilidad versus probabilidad.

En 2002 [8], Ross y colaboradores detallan los métodos mas populares usados para
trabajar con varias formas de incertidumbre, incluyendo la teoria de conjuntos difusos,
teoria de la probabilidad y teoria de la posibilidad. Incluye secciones sobre borrosidad
versus probabilidad, chance versus vaguedad, estructura axiomatica de probabilidad y
l6gica difusa, tratamiento de incertidumbre e imprecision y posibilidad versus probabi-
lidad.

En 2006 [9], Dubois presenta un recuento sobre varias ramas de la teoria de la po-
sibilidad y en especial sobre la denominada teoria de la posibilidad cuantitativa y sus

conexiones con la teoria de la probabilidad y la estadistica.

En 2006 [10], Kikuchi y Chakroborty describen la teoria de la posibilidad, discuten
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las razones por las que se justifica su uso en el anélisis de ciertos problemas de trans-
porte e ilustran sobre como la teoria de la posibilidad puede ser usada en expresién de

ignorancia, medida de ansiedad, comparacién y jerarquizacion de valores aproximados.

El objetivo general de este trabajo es realizar un estudio sobre la teoria de la posi-

bilidad basada en conjuntos difusos.

Sus objetivos especificos son:

1. Revisar aspectos fundamentales sobre conjuntos difusos y la teoria de la posibili-
dad.

2. Estudiar la teoria de la posibilidad basada en conjuntos difusos.

3. Mostrar la utilidad de la aplicacion de la teoria de la posibilidad basada en con-

juntos difusos.

El trabajo consta de tres capitulos, en los que se establecen conceptos fundamentales
sobre distribucion de posibilidad, medidas de posibilidad y necesidad, distribuciones de

posibilidad de n-atributos y aplicacién de la teoria de posibilidad.



Capitulo

Preliminares

El trabajo pionero de Wiener y Shannon sobre la teoria estadistica de la comunica-
cién ha conducido a una aceptacion universal de la creencia de que la informacién es
intrinsecamente de naturaleza estadistica y como tal, deben ser tratados por los méto-
dos proporcionados por la teoria de probabilidades. Sin lugar a dudas, el punto de vista
estadistico ha aportado una visién profunda de los procesos fundamentales implicados
en la codificacion, transmision y recepcion de datos, y desempend un papel clave en
el desarrollo de la comunicaciéon moderna, deteccion y sistemas de telemedicién. En
anos recientes, sin embargo, un nimero de otras aplicaciones importantes han pasado
a primer plano en el que las principales cuestiones se centrd no en la transmision de
informacion, sino en su significado. En tales aplicaciones, lo que importa es la capacidad
de responder a las preguntas relativas a la informacion que se almacena en una base
de datos como en el procesamiento del lenguaje natural, la representaciéon del conoci-
miento, reconocimiento de voz, robotica, diagndstico médico, andlisis de eventos raros,
la toma de decisiones en condiciones de incertidumbre, andlisis de imagen, recuperacién

de informacién y areas relacionadas.

Lofti Zadeh ha propuesto que cuando nuestra principal preocupacién es con el sig-
nificado de informacién -en lugar de con su medida- el marco adecuado para el anélisis
de la informacién es posibilista en lugar de la naturaleza probabilistica, lo que implica
que lo que es necesario para este tipo de analisis no es una teoria de la probabilidad

sino una analoga -y aun diferente- teoria que podriamos llamar la teoria de la posibilidad.
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La teoria de conjuntos difusos proporciona una base natural para la teoria de la
posibilidad, la cual juega un papel similar al de la teoria de la medida en relaciéon con
la teoria de la probabilidad. Visto de esta perspectiva, una restriccion difusa puede ser
interpretada como una distribucién de posibilidad, cuya funcién de pertenencia juega
el papel de una funcién de distribuciéon de posibilidad y una variable difusa asociada
con una distribuciéon de posibilidad de la misma manera que una variable aleatoria
se asocia con una distribucién de probabilidad. En general, sin embargo, una variable
puede estar asociada tanto con una distribucién de posibilidad y una distribucién de
probabilidad, con la conexién entre las dos expresiones como el principio de consistencia
posibilidad /probabilidad. Este principio -que es una expresién de una conexién débil

entre posibilidad y probabilidad- se describe con mayor detalle mas adelante.

La importancia de la teoria de la posibilidad deriva del hecho de que -a diferencia
de lo que se ha convertido en un supuesto ampliamente aceptado- gran parte de la in-
formacion en la que las decisiones humanas se basan es posibilistica y no de naturaleza
probabilistica. En particular, la borrosidad intrinseca del lenguaje natural -que es una
consecuencia logica de la necesidad de expresar la informaciéon de forma resumida- es, en
lo principal, de origen posibilistica. Partiendo de esta premisa, es posible construir un
lenguaje universal en el que la traduccion de una proposicién expresada en un lenguaje
natural toma la forma de un procedimiento para calcular la distribucién de posibilidad

de un conjunto de relaciones difusas en una base de datos.

A continuacion, se exploran algunas de las propiedades elementales del concepto
de una distribucion de posibilidad, motivada principalmente por la aplicacién de este

concepto a la representacion del significado en el lenguaje natural.

1.1. El concepto de una distribucién de posibilidad

. Que es una distribucién de posibilidad? Es conveniente responder esta pregunta en
términos de otro concepto, a saber, la de una restriccion difusa, con la cual el concepto

de una distribucién de posibilidad guarda una estrecha relacién.
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Definicién 1.1. Sea X una variable que toma valores en un universo de discurso U,
con el elemento genérico de U denotado por v y X = u lo que significa que a X se le

asigna el valor de u, u € U.

Definicién 1.2. Sea F' un subconjunto difuso de U que se caracteriza por una funcién
de pertenencia pup. Entonces F' es una restriccion difusa sobre X (o asociada con X) si
F acttia como una restriccién flexible sobre los valores que deben ser asignados a X en

el sentido que la asignacion de un valor 4 a X tiene la forma:

X =u:pr(u) (1.1)

donde pp(u) es interpretado como el grado al que la restriccién representada por F'
es satisfecha cuando u es asignado a X. Equivalentemente, (1.1) implica que 1 — pg(u)
es el grado para el cual la restriccion en cuestion debe ser estirada a fin de permitir la
asignacion de u a X. Un punto a ser enfatizado es que un conjunto difuso por si mismo
no es una restricciéon difusa, para ser una restricciéon difusa debe actuar como una

restriccion sobre los valores de una variable.

Definicién 1.3. Sea R(X) una restriccién difusa asociada con X. Entonces, para ex-

presar que F juega el papel de una restriccion difusa en relacion a X, escribimos:

R(X)=F

Una ecuacién de esta forma es llamada ecuacion de asignacion relacional porque
representa la asignacién de un conjunto difuso (o relacién difusa) a la restriccién aso-

ciada con X.

Para mostrar el concepto de una restriccion difusa, considere una proposicién de la
forma p £ X es F, donde X es el nombre de un objeto, una variable o una proposicion,
y F es el nombre de un subconjunto difuso de U, como en “Ana es muy inteligente”,
“X es un numero pequeno”, “Mary es rubia es muy cierto”. En forma traducida, tal

proposicién puede ser expresada como:
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R(A(X)) = F (1.2)

donde A(X) es un atributo implicito de X que toma valores en U, y (1.2) significa
que la proposicién p £ X es F tiene el efecto de asignar F' a la restriccién difusa sobre

los valores de A(X).

Como un ejemplo simple de (1.2), sea p la proposicién “Juan es joven”, en la que
joven es un subconjunto difuso de U = [0, 100] caracterizado por la funcién de perte-

nencia:

Pjoven(w) = 1 — S(u; 20, 30, 40) (1.3)

donde u es la edad numérica y la S-funcién es definida por

0 para u < «

2
Q(M) para a<u</pf
S(usa, B,7) =

2
1—2(%) para [ <u <~y

1 para u >y

\

en el que el pardmetro 8 = (a +7)/2 es el punto de interseccién, es decir,
S = (6,a,8,7) = 0.5. En este caso, el atributo implicito A(X) es Edad(Juan) y la

proposicién “Juan es joven” tiene la forma:

Juan es joven — R(Edad(Juan)) = joven (1.4)

Para relacionar el concepto de una restriccion difusa a la de una distribucién de

posibilidad, se interpreta el miembro del lado derecho de (1.4) de la siguiente manera:

“Considere una edad numérica, digamos v = 28, cuyo grado de pertenencia al con-
unto difuso “joven” (como se definio en (1.3))es aprorimadamente 0.7. Primero noso-
to d “ 7 d 1.3 d te 0.7. P

tros interpretamos 0.7 como el grado de compatibilidad de 28 con el concepto etiquetado
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joven. A continuacion, se postula que la proposicion “Juan es joven” convierte el signi-
ficado de 0.7 del grado de compatibilidad de 28 con joven, al grado de posibilidad de que
Juan tiene 28 dada la proposicion “Juan es joven” En resumen, la compatibilidad de
un valor de u con joven llega a convertirse en la posibilidad del valor de u dado “Juan
es joven”

Expresado en terminos mas generales, el concepto de una distribucion de posibilidad

puede ser definido como sigue. (Por simplicidad, asumimos que A(X) = X)

Definicién 1.4. Sea F' un subconjunto del universo de discurso U el cual es caracteri-
zado por su funcién de pertenencia pp, con el grado de pertenencia pp(u), interpretado

como la compatibilidad de u con el concepto etiquetado F.

Sea X una variable que toma valores en U, y sea F' actuando como una restriccion

difusa, R(X), asociada con X. Entonces la proposicién “X es F”, que se traduce en

R(X)=F (1.5)

asocia una distribucion de posibilidad, 11x, con X, que es denotada como igual a

R(X), es decir,

IIx = R(X) (1.6)

Correspondientemente, la funcién distribucion de posibilidad asociada con X (o la
funcién de distribucién de posibilidad de IIyx) se denota por mx y se define numérica-

mente igual a la funcién de pertenencia F) es decir,

A
X = HUF

Asi, mx(u), la posibilidad que X = u, se denota como igual a pp(u).

En vista de (1.6), la ecuacién de asignacién relacional (1.5) se puede expresar equi-

valentemente en la forma

My =F (1.7)
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dejando en evidencia que la proposicién p £ X es F tiene el efecto de asociar X con
una distribucién de posibilidad ITx que, por (1.6), es igual a F. Cuando se expresa en la
forma de (1.7), una ecuacion de asignacion relacional define una ecuacion de asignacion

de posibilidad, con el entendimiento que Ilx es inducida por p.

Ejemplo 1.1. Sea U el universo de los nimeros enteros positivos y sea F' el conjunto

difuso de los enteros pequefios definidos por (4+ £ union)

Enteros pequenios=1/1+1/240.8/3+0.6/4+ 0.4/5+0.2/6

Entonces, la proposicion “X es un entero pequeno” asocia con X la distribucion de
posibilidad

My =1/1+1/2+0.8/340.6/4+0.4/5+ 0.2/6 (1.8)

en el que un término tal como 0.8/3 significa que la posibilidad que X es 3, dado

que X es un entero pequeno, es 0.8.

Hay varios puntos importantes relacionados con la definicion anterior que estan en

necesidad de comentarios.

En primer lugar, (1.6) implica que la distribucién de posibilidad IIx puede ser
considerada como una interpretacion del concepto de una restriccion difusa y, por con-
siguiente, que la estructura matematica de la teoria de conjuntos difusos -y, sobre todo,
el calculo de las restricciones difusas- proporciona una base para la manipulacion de las

distribuciones de posibilidad por las reglas de este calculo.

En segundo lugar, la definiciéon implica la suposicién de que nuestra percepcion in-
tuitiva de las formas en que se combinan las posibilidades estd de acuerdo con las reglas
de combinacién de restricciones difusas. Aunque la validez de esta hipotesis no ha sido
probada, parece que hay un acuerdo estrecho entre dichas operaciones bésicas como
la unién y la interseccion de conjuntos difusos, por un lado, y las distribuciones de

posibilidad asociadas con las disyunciones y conjunciones de proposiciones de la forma
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“X es 7.

En tercer lugar, la definicién de mx(u) implica que el grado de posibilidad puede
ser cualquier nimero en el intervalo [0,1] en lugar de sélo 0 6 1. A este respecto, cabe
senalar que la existencia de grados intermedios de posibilidad estd implicita en estas
proposiciones se encuentran comuinmente como “Hay una ligera posibilidad de que Ma-

)

rilyn es muy rica”, “Es muy posible que Juan Pablo se promovera,...”, “es casi imposible

encontrar una aguja en un pajar’, etc.

Se podria argumentar, por supuesto, que una caracterizacién de un grado intermedio
de la posibilidad de una etiqueta como “baja posibilidad” es cominmente destinada a
ser interpretada como “baja probabilidad”. Sin lugar a dudas, este es frecuentemente
el caso en el discurso cotidiano. Sin embargo, existe una diferencia fundamental entre
la probabilidad y la posibilidad que, una vez comprendido mejor, dara lugar a una di-
ferenciacion mas cuidadosa entre las caracterizaciones de grados de posibilidad versus
grados de probabilidad especialmente en el discurso legal, el diagnéstico médico, idio-
mas sintéticos y, mas generalmente, aquellas aplicaciones en las que un alto grado de

precisién de significado es muy deseable.

Podemos presentar la diferencia entre probabilidad y posibilidad por un ejemplo

sencillo.

Ejemplo 1.2. Consideremos la declaracion “Antonio comié X huevos para el desa-
yuno”, con X tomando valores en U = {1, 2, 3,4, ..., k}. Nosotros debemos asociar una
distribucién de posibilidad, con X interpretando mx(u) como el grado de facilidad con
el cual Antonio puede comer u huevos. Similarmente, debemos asociar una distribucion
de probabilidad con X interpretando Py (u) como la probabilidad de Antonio comiendo
u huevos para el desayuno. Asumiendo que empleamos algunos criterios explicitos o
implicitos para evaluar el grado de facilidad con que Antonio puede comer u huevos

para el desayuno, los valores de mx(u) y Px(u) pueden ser mostrados en la Tabla 1.1:
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w | 1] 2345|678
ax(w)| 1| 1|1 |1[08[06]|04]02
Py(u)|01]08]01]0] 0] 00| o0

Tabla 1.1: Distribuciones de posibilidad y probabilidad asociadas con X.

Se observa que, mientras la posibilidad de que Antonio puede comer 3 huevos para
el desayuno es 1, la probabilidad de que pueda hacerlo podria ser muy pequeno, por
ejemplo, 0.1. Por lo tanto, un alto grado de posibilidad no implica un alto grado de
probabilidad, ni un bajo grado de probabilidad implica un bajo grado de posibilidad.
Sin embargo, si un evento es imposible, esta obligado a ser improbable. Esta conexion
heuristica entre las posibilidades y probabilidades puede que se indique en la forma de

lo que podria llamarse el principio de consistencia posibilidad/probabilidad, a saber:

Si una variable X puede tomar valores uq, ..., u, con respectivas posibilidades
Il = (m,...,m,) vy probabilidades P = (p1,...,pn), entonces el grado de consistencia
de la distribucion de probabilidad P con la distribucién de posibilidad IT es expresada

por (+ £ suma aritmética)

Y =TpLt . TaPp

Se debe entender, por supuesto, que el principio de consistencia posibilidad/pro-
babilidad no es una ley exacta o una relacién que es intrinseca en los conceptos de
posibilidad y probabilidad. Més bien es una formalizacion aproximada de la observa-
cion heuristica que una disminucién de la posibilidad de un evento tiende a disminuir
su probabilidad -pero no viceversa. En este sentido, el principio es de uso en situaciones
en las que lo que se conoce acerca de una variable X es su distribuciéon de posibilidad
-en lugar de su probabilidad. En tales casos -que se producen con mucha mas frecuencia
que aquellos en los que lo contrario es cierto- el principio de consistencia posibilidad /-
probabilidad proporciona una base para el célculo de la distribucion de posibilidad de
la distribucién de probabilidad de X. Tales calculos juegan un papel particularmente

importante en la toma de decisiones en condiciones de incertidumbre.
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En el ejemplo descrito anteriormente, la posibilidad de que X asuma un valor u se
interpreta como el grado de facilidad con el que u puede ser asignado a X, por ejemplo,
el grado de facilidad con que Antonio puede comer u huevos para el desayuno. Se debe
entender, sin embargo, que este “grado de facilidad” puede tener o no realidad fisica. Por
lo tanto, la proposicién “Juan es joven” induce a una distribucion de posibilidad cuya
funcién de distribucién de posibilidad es expresada por (1.3). En este caso, la posibilidad
que la variable Edad(Juan) puede tomar el valor 28 es 0.7, con 0.7 representando el
grado de facilidad con que 28 debe ser asignado a Edad(Juan) dada la flexibilidad de la
restriccion difusa etiquetada joven. Asi, en este caso “el grado de facilidad” tiene una

significancia figurativa en lugar de fisica.

1.2. Medidas de posibilidad

Una informacién adicional sobre la distincién entre probabilidad y posibilidad puede
ser adquirida mediante la comparacién del concepto de una medida de posibilidad con
el concepto familiar de una medida de probabilidad. Mas especificamente, sea A un
subconjunto no difuso de U y sea Il x una distribucién de posibilidad asociada con una
variable X que toma valores en U. Entonces, la medida de posibilidad de A, 7(A), se

define como un ndmero en [0,1] dada por

m(A) £ sup my (u)
u€A

donde 7y (u) es la funcién distribucién de posibilidad de ITx. Este nimero, a conti-
nuacién debe ser interpretado como la posibilidad que un valor de X pertenece a A, es

decir

Pos{X € A} £ =(A) (1.9)

5 supry(u)
u€A

Cuando A es un conjunto difuso, la pertenencia de un valor de X a A no es sig-
nificativa. Una definicién mds general de medida de posibilidad que extiende (1.9) a

conjuntos difusos es la siguiente:
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Definicién 1.5. Sea A un subconjunto difuso de U y sea Ilx una distribucién de posi-
bilidad asociada con una variable X que toma valores en U. La medida de posibilidad
de A, m(A), se define por:

Pos{X es A} £ 7(A) (1.10)

sup pa(u) A mx(u)
uclU

donde “X es A” sustituye a “X € A” en (1.9), pa es la funcién de pertenencia de

A, v A representa como siempre, el minimo.

Segun Zadeh, el término Altura de un conjunto difuso, se define como el supremo

de la funcién de pertenencia, por ello (1.10) puede ser expresada por la ecuacién

m(A) £ Altura(ANTx) (1.11)

Como una representacién sencilla, consideremos la distribucion de posibilidad (1.8)
que es inducida por la proposicién “X es un entero pequeno”. En este caso, sea A el

conjunto {3,4,5}. Entonces,
m(A)=08Vv0.6Vv04=038
donde V representa como es usual, el maximo.

Por otro lado, si A es el conjunto difuso de enteros que no son pequenos, es decir,

el complemento de los enteros pequenos.

A£02/3+04/4+06/5+08/6+1/T+...

Luego,

Pos{X no es un entero pequeno} = Altura(0.2/3 +0.4/4+ 0.6/5)
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=04 (1.12)

Cabe destacar que (1.12) es una consecuencia inmediata de la afirmacién

X es F' = Pos{X es A} = Altura(F N A),

que se deduce de (1.7) y (1.11).

En particular, si A es un conjunto normal difuso (es decir, Altura(A) = 1), entonces,

como deberia esperarse

Xes A= Pos{X es A} =1

Sean A y B subconjuntos difusos arbitrarios de U, entonces de la definiciéon de la

medida de posibilidad de un conjunto difuso (1.10), se sigue que

7(AUB) =7(A) vV r(B) (1.13)
Por comparacion, la relacién correspondiente para medidas de probabilidad de A,
By AU B (si existen) es
P(AUB) < P(A)+ P(B)

y, si Ay B son disjuntos (es decir, pa(u)pug(u) = 0),

P(AUB) = P(A) + P(B) (1.14)
que expresa la propiedad de aditividad béasica de medidas de probabilidad.
Asi, en contraste con la medida de probabilidad, la medida de posibilidad no es

aditiva. En cambio, tiene la propiedad expresada por (1.13), que puede considerarse

como un andlogo de (1.14) con + reemplazado por V.

De forma similar, la medida de posibilidad de la interseccion de A y B esta relacio-

nada con la de Ay B por
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(AN B) <7(A) A7n(B) (1.15)
En particular, si A y B son disjuntos, (1.15) se mantiene con el signo de igualdad,

es decir,
7(ANB) =7(A) An(B) (1.16)

Por comparacién, en el caso de medidas de probabilidad, tenemos

P(ANnB) < P(A)A P(B)

P(AN B) = P(A)P(B) (1.17)

si Ay B son independientes y no difusos. Como en el caso de (1.13), (1.16) es

andlogo a (1.17), en el que el producto corresponde al minimo.

1.3. Posibilidad e informacion

. ., A .y
Si p es una proposicion de la forma p = X es F, que se traduce en la ecuacion de

asignacion de posibilidad

Haxy=F

donde F' es un subconjunto difuso de U y A(X) es un atributo implicito de X to-
mando valores en U entonces la informacién transmitida por p, I(p) se puede identificar

con la distribucién de posibilidad, II(xy, de la variable difusa A(X). Asi, la conexién
entre I(p), Ila(x), R(A(X))y F es expresada por:

I(p) & Max)

donde

Haxy = RAX)) =F
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. . . . A . .-/
Por ejemplo, si la proposicién p = Juan es joven, se traduce en la ecuacion de

asignacion de posibilidad

HEdad(Juan) = joven

donde joven se define por (1.3), luego

I(Juan es joven) = Ugged(suan)

en la que la funcién distribucién de posibilidad de Edad(Juan) estd dada por

71-Edad(Jucm) (U,) =1- S(U, 207 30, 40) u < [07 100]

De la definicién de I(p) se sigue que si p = X es F'y ¢ 2 X es G, entonces p es al
menos tan informativa como ¢, expresada como I(p) > I(q), si F' C G. Asi, tenemos

un orden parcial de I(p) definido por

FCcG=I(XesF)>I(XesQ)

lo cual implica que mientras mas restringida es una distribucion de posibilidad, mas
informativa es la proposicion con la que estd asociada. Por ejemplo, como muy alto C

alto, tenemos que

I(Lucia es muy alta) > I(Lucia es alta)

1.4. Medidas de necesidad

En teoria de la posibilidad, se define otra medida adicional, que utiliza la relacion

conjuntiva y, en un sentido, es dual a la medida de posibilidad:

N(AN B) = min(N(A), N(B))

Entonces N es llamada la medida de necesidad. N(A) = 1 indica que A es ne-
cesariamente cierto (A es seguro). La relacién dual de posibilidad y necesidad exige

que
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m(A)=1-N(C4), VACQ

donde CA es el complemento de A.
Las medidas de necesidad satisfacen la condicién

min(N(A), N(CA)) =0

Las relaciones entre medidas de posibilidad y medidas de necesidad satisfacen las

siguientes condiciones:

m(A)<1=N(A)=0
Aqui, € siempre se asume como un conjunto finito.
Ejemplo 1.3. La Tabla 1.2 presenta las notas de seis estudiantes (desde A hasta E) en

examenes escritos y sus funciones de pertenencia. Primero observemos que la funcion

de pertenencia para las notas de los estudiantes 3 y 4 no es una funcién de posibilidad,

ya que g(€Q) # 1.

Not
A lBlclD|E

Estudiante

1 081 1 |07 0
2 1 108106 0.1
3 0.6 07{09]0.1
4 0 108109105
5
6

(==l el e il Ne)

0 (003|102
03] 1 03] 010

Tabla 1.2: Notas de estudiantes y sus funciones de pertenencia.



José Angel Torrealba 18

Ahora podemos hacer diferentes preguntas:

1. {Qué tan confiable es la declaraciéon del estudiante 1 que va a obtener B en su
proximo examen?

En este caso, “A” es {B} y “CA” es {4, C, D, E}

m(A) = 1

N(A) = min{l —m;}
— mn{0.2,0.3,1,1}
= 0.2

Por lo tanto, la posibilidad de que el estudiante 1 obtendra B es 7 = 1, la necesidad
es N =02

2. Si queremos conocer la verdad de la declaracion “Cualquiera de los estudiantes
1 0 2 alcanzarda A o B” nuestro () tiene que ser definido de modo distinto. Este

ahora, contiene los elementos de las primeras dos filas. Los resultados son:

m(A) = mw(Estudiante 1 A o B o Estudiante 2 A o B)
= 1
N(A) = 0.3

3. Finalmente determinemos la verdad de la declaracién “El estudiante 1 alcan-
zara C7.

En este caso,



Capitulo 2

Distribuciones de posibilidad de n-atributos

Al afirmar que la traduccién de una proposicién de la forma p & X es F, es

expresada por

XesF — R(AX))=F

o, equivalentemente,

XesF—>HA(X) =F (2.1)

estamos asumiendo técitamente que p contiene un atributo implicito inico A(X)

cuya distribucién de posibilidad estd dada por el miembro del lado derecho de (2.1).

En general, p puede contener n atributos implicitos A;(X),..., A,(X), con A;(X)
tomando valores en U;, i = 1,...,n. En este caso, la proposicién p = X es F, donde F

es una relacion difusa en el producto cartesiano U = Uy x ... x U,, asume la forma

X es F— R(A((X),..., Ay(X)) = F (2.2)

o, de forma semejante,

,,,,,

-----

es una distribucién de posibilidad de n-atributos que es inducida por p. En forma corres-

19
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pondiente, la funcién distribucion de posibilidad de n-atributos inducida por p esta dada

por

W(Al(X),...,An(X))(Ula R ,un) = uF(ul, R ,un), (ul, .. ,un) ceU

donde pp es la funcién de pertenencia de F. En particular, si F' es un producto
cartesiano de relaciones difusas de n-atributos Fi, ..., F, entonces el miembro del lado
derecho de (2.2) se descompone en un sistema de ecuaciones de asignacién relacional

de n-atributos, es decir,

Correspondientemente,

A, (x40 x)) = i x oo x 1D,

W(Al(X),...,An(X))(UJl) ... ,un) = 7TA1(X)(U1) VAP WAn(X)(un)

donde

WAi(X)(ui) :[I,FZ(’LLz), u; € U, 1=1,...,n
y A denota el minino.
Ejemplo 2.1. Consideremos la proposicién p £ la alfombra es amplia, en la que

amplia es una relacion difusa cuyo cuadro es de la forma que se muestra en la Tabla

2.1 (con longitud y anchura expresada en centimetros).
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Amplitud Anchura Longitud p

250 300 0.6
250 350 0.7
300 400 0.8
400 600 1

Tabla 2.1: Cuadro de Amplitud.
En este caso, la ecuacién (2.2) nos lleva a la ecuacién de asignacién de posibilidad

I1 (Anchura(al fombra),Longitud(al fombra)) — AmpthUd (2 : 3)

lo cual implica que si la compatibilidad de una alfombra cuya anchura es, digamos,
250 cm y la longitud es 350 cm con “Amplitud de la alfombra” es 0.7. Luego, la po-
sibilidad que la anchura de la alfombra es 250 cm y la longitud sea 350 cm (dada la

proposicién p = la al fombra es amplia) es 0.7.
Ahora, si Amplitud se define como,

Amplitud = Largo x Ancho

donde largo y ancho son relaciones difusas, entonces (2.3) se descompone en las

ecuaciones de asociacién de posibilidad

HLongitud(alfombra) = LCL?"gO

HAnchura(alfombra) = Ancho

El cuadro de la Tabla 2.2 nos muestra el grado de pertenencia para cada atributo:

largo y ancho.
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Ancho Anchura p Largo Longitud
250 0.7 300 0.6
300 0.8 350 0.7
350 0.8 400 0.8
400 1 500 1

Tabla 2.2: Cuadro de Largo y Ancho en centimetros.

2.1. Distribuciones de posibilidad marginal

El concepto de una distribucién de posibilidad marginal guarda una relacién es-
trecha con el concepto de una restriccién difusa marginal, que a su vez es analoga al

concepto de una distribucién de probabilidad marginal.

Mas especificamente, tomemos X = (Xj, ..., X,,) una variable difusa de n-atributos
que toma valores en U = U; x ... x U, y sea Il x una distribucion de posibilidad aso-

ciada con X, donde mx (uy,...,u,) denota la funcién distribucién de posibilidad de IIx.

Sea ¢ = (i1,...,i) una subsucesién de la sucesién de indices (1,...,n) y sea X,
la variable difusa de g-atributos X 2 (X, ... , X, ). La distribucion de posibilidad
marginal x - es una distribucion de posibilidad asociada con X(g) que es inducida por

ITx como la proyeccién de Iy sobre

Ug £U;, x ... x U

1k

Asi, por definicién,

A
Ix,, = Proy, Hx

lo cual implica que la funcién distribucién de probabilidad de X, se relaciona con

la de X por

TX (u(Q)) = \/ WX(“)

U(q"



José Angel Torrealba 23

VAN

donde u@y = (Ui, ui), q (j1,---,Jm) es una subsucesiéon de (1,...,n) la
(

cual es complementaria para ¢ (es decir, sin = 5y g = (i1,i2) = (2,4), entonces

/

¢ = (J1,J2.73) = (1,3,5)), uy) £ (Ujys-vsuy,) v Vg, denota el supremo sobre
(Ujl,...,u]‘m) € Ujl X ... X Ujm'

Ejemplo 2.2. Supongamos que U; = Uy = Uz = {a, b} y el cuadro de Iy es dado por

HX Xl X2 X3 ™

a a a 038
a a b 1
b a a 06
b a b 0.2
b b 0.5

Tabla 2.3: Cuadro de IIx.

Luego,

Mz, 2) = Prog, w2, 1lx = 1/(a,a) +0.6/(b,a) + 0.5/(b, b)

que en forma tabular se lee

a a 1
b a 0.6
b b 0.5

Tabla 2.4: Cuadro de II(;, 4,).

Entonces, de I x) se sigue que la posibilidad que X; = 0, Xy = a y X3 = b es 0.2,

mientras de II(x, x,) se sigue que la posibilidad de X; = b, X5 = a es 0.6.
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Analogamente, con el concepto de independencia de variables aleatorias, las variables
difusas X = (X;

distribucién de posibilidad asociada con X = (Xi,..., X,,) es el producto cartesiano de

e Xi) Y Xy = (X5, -+, X5,) son no-interactivas si y sélo si la

las distribuciones de posibilidad asociadas con X ) y X4, es decir,

IIx = wa X Hx(q,)

o equivalentemente,

Tx(Uty -y Un) = T (Wiyy o Ui ) A Tx ) (W - -5 Ug,)

En particular, las variables X1, ..., X, son no-interactivas si y solo si

HX:HXIXH)QX...XHXn

El significado intuitivo de no-interaccion se puede aclarar por un ejemplo sencillo.

Ejemplo 2.3. Supongamos que X = (X1, X5) y X, X5 son no-interactivas, es decir,

mx (w1, ug) = Tx, (ur) A 7x, (u2)

Ademads, supongamos que para algunos valores particulares de uy y ug, mx, (u1) = aq,

Tx,(Us) = ay < ay y por lo tanto, 7x (u1, uz) = .

Ahora, si el valor de 7, (u;) se incrementa a a; +d1, 9; > 0, no es posible disminuir
el valor de 7x, (u2) por una cantidad positiva, por ejemplo do, de tal manera que el valor

de mx(u1,us) se mantenga sin cambios.

En este sentido, un aumento de la posibilidad de u;, no puede ser compensado por
una disminucion en la posibilidad de uy y viceversa. Por lo tanto, en esencia, no inter-
accion puede ser visto como una forma de no compensacién en el que una variacién en
uno o mas componentes de una distribucion de posibilidad no puede ser compensado

por las variaciones en los componentes complementarios.

En la manipulacion de las distribuciones de posibilidad, es conveniente emplear un

tipo de representacion simbolica que se utiliza cominmente en el caso de los conjuntos
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difusos. Especificamente, asuma, por simplicidad, que Uy, ..., U, son conjuntos finitos,
y sea r’ 2 (ri ..., r") denotando una n-upla de valores tomados de Uy, . .., U, respec-
tivamente. Por otra parte, sea m; la posibilidad de r* y sea la n-upla (ri, ... 7%) que se

puede escribir como la cadena 7] ...77.

Usando esta notacién, una distribucion de posibilidad IIx se puede expresar en

forma simbdlica

N
[y = Zm(r’iré b (2.4)
i=1

O, en caso de que se necesite un simbolo separador, como

N
Iy = Zm/(rﬁr% coorh)
i=1

donde N es el nimero de n-uplas en el cuadro de IIx y la sumatoria se debe in-
terpretar como la unién de los conjuntos difusos 7;/(r} .. .7¢). Como ilustracién, en la

notacion de (2.4), la distribucién de posibilidad definida en la Tabla 2.3 se lee como

IIx = 0.8aaa + laab + 0.6baa + 0.2bab + 0.50bb (2.5)

La ventaja de esta notacion es que permite que las distribuciones de posibilidad sean
manipuladas de manera semejante a las formas lineales en n-variables, con el entendido

que, si r v s son dos-uplas y a y 8 son sus respectivas posibilidades, entonces

ar + fr = (aV B)r

arNpr=(aAp)r

ar x Bs = (a A p)rs

donde rs denota la concatenacién de r y s.
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Ejemplo 2.4. Si IIx = 0.8aa + 0.5ab + 1bb y 11y = 0.9ba + 0.6bb, entonces

ITx + IIy = 0.8aa + 0.5ab + 0.9ba + 10b

ITx NIIy = 0.60b

IIx x IIy = 0.8aaba + 0.5abba + 0.9bbba + 0.6aabb + 0.5abbb + 0.6bbbb

Para obtener la proyeccién de una distribucién de posibilidad IIx sobre
U £ (Ui, ..., Us,), es suficiente establecer los valores de Xj,,..., X, en cada upla

de ITy igual a la cadena nula A (es decir, la identidad multiplicativa).

Ejemplo 2.5. La proyeccion de la distribucién de posibilidad definida por la Tabla 2.3
sobre U; x U, esta dada por

Proy, xu,1Ix = 0.8aa + laa + 0.6ba + 0.2ba 4 0.5bb
= laa + 0.6ba + 0.5bb

que esta de acuerdo con la Tabla 2.4.

2.2. Distribuciones de posibilidad condicionadas

En la teoria de las posibilidades, el concepto de una distribucién de posibilidad
condicionada desempena un papel que es analogo -aunque no completamente- a la de
una distribucion de posibilidad condicional en la teoria de probabilidades.

Mds concretamente, sea una variable X = (Xi,...,X,) asociada con una dis-

tribucion de posibilidad Iy, con Ily caracterizada por una funcion distribuciéon de

posibilidad 7x(uy,...,u,) que asigna a cada n-upla en Uy X ... x U, su posibilidad
Tx (Ut .oy Up).
Sean ¢ = (i1,...,i) ¥ s = (J1,...,7Jm) subsucesiones de la sucesion de indices

(1,...,n) ysea (aj,,...,a;,) una n-upla de valores asignados a Xy = (Xj,,..., Xj,.).
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Por definicion, la distribucion de posibilidad condicionada de

X £ (X5 , Xiy)

190

dada

X(ql) = (aj17 tt ’a'j’m)

es una distribucion de posibilidad expresada como

Mx [ X5 = a5 X5, = a;,]

cuya funcién distribucion de posibilidad estd dada por

ﬂ-X(q)(uil7"'7uik ‘ le = ajl;"-;ij = ajm)

A — —
S rx (U, .. uy) | uj, =ay,, ... u, = aj,
Como un ejemplo sencillo, en el caso de (2.5), tenemos

x,,x5) [ X1 = a] = 0.8aa + lab (2.6)
como la expresién para la distribucién de posibilidad condicionada de (X, X3) dado

X1 = a.
Una expresion equivalente para la distribucion de posibilidad condicionada que hace

mas clara la conexion entre

Mx , [Xj = ajis. .5 X, = ag,.]

y Ilx se puede derivar como sigue.

Supongamos que IIx[X;, = aj;...;Xj,, = a;,,] es una distribucién de posibilidad
que consiste en aquellos términos mencionados en (2.4) en que el elemento j; es a;,, €l

elemento jj €s aj,, ..., y el elemento j,, es a;,,. Por ejemplo, en el caso de (2.5)

IIx[X; = a] = 0.8aaa + laab (2.7)
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Expresado en la notacién anterior, la distribucion de posibilidad condicionada de

X = (Xi,...,X;,) dada X, = aj,,..., X, = aj, se puede escribir como

Mx, [ X5 = aj;.. 5 X5, = aj,]

= PI"OU(q)Hx[le = Ajyy--- ;ij = Cljm] (28)

que deja de manifiesto que II X (condicién de que X = ag) es una distribucién de
posibilidad marginal inducida por IIx (condicionado de que X = ay). Asi, mediante el

empleo de (2.7) y (2.8), obtenemos

H(X27X3)[X1 = CL] = 0.8aa + lab

lo que concuerda con (2.6).

En la discusién anterior, se ha supuesto que la distribucién de posibilidad de
X = (Xy,...,X,) estd condicionada a los valores asignados a un subconjunto especi-
ficado, X(y), de las variables constitutivas de X. En un contexto mds general, lo que
podria ser especificado es una distribucién de posibilidad asociado con X, en lugar de
los valores de Xj,,..., X .

En tales casos, diremos que Iy se particulariza al especificar que IIx , = G, donde
G es una distribuciéon de posibilidad de m-atributos dados. Cabe senalar que en el
presente contexto Iy es una distribucién de posibilidad dada més que una distribucién
marginal que es inducida por Ilx.

Para analizar este caso, es conveniente asumir -con el fin de simplificar la notacién-
que Xj, = X1, Xj, = Xo, ..., Xj,, = X;n,m < n. Sea G la extension cilindrica de G, es
decir, la distribucién de posibilidad definida por

GE2GxUy,_ 1 x...xU,

lo cual implica que

pe(ur, - un) 2 pe(ug, .. uy), u; €U;  j=1,..n
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donde pg es la funcién de pertenencia de la relacién difusa G.

La suposicion que nos dan IIx y G es equivalente a suponer que nos den la intersec-
cién I x NG. De esta interseccién, luego, podemos deducir la distribucién de posibilidad

particularizada Ilx , [Ilx, = G] por proyeccién sobre Ug.
Asi,

HX(q) [HX(S) = G] = PI‘OU(q) HX N G (29)

Equivalentemente, el miembro de la izquierda de (2.9) puede ser considerado como

la composicion de [1y y G.

Ejemplo 2.6. Consideremos la distribucién de posibilidad definida por (2.5) y supon-

gamos que
G = 0.4aa + 0.8ba + 1bb
Luego,
G = 0.4aaa + 0.4aab + 0.8baa + 0.8bab + 1bba + 1bbb
Iy NG = 0.4aaa + 0.4aab + 0.6baa + 0.2bab + 0.5bbb
y

HX3 [H(Xl,Xz) = G] = 0.6a + 0.5b
Como una aplicacién elemental de (2.9), veamos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.7. Considere la proposicién p £ Juan es grande, donde grande es una

relacién cuyo cuadro es de la forma que se muestra en la Tabla 2.5 (con la altura

expresada en centimetros y el peso expresado en kilogramos).
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Tamano FEstatura Peso
170 70 0.7
170 80 0.8
180 80 0.9

190 90 1

Tabla 2.5: Cuadro de Tamano.

Ahora, supongamos que ademas de saber que Juan es grande, también sabemos que
q = Juan es alto, donde el cuadro de altura se da (en forma tabulada parcialmente)
por la Tabla 2.6.

Altura FEstatura p

170 0.8
180 0.9
190 1

Tabla 2.6: Cuadro de Altura.

La pregunta es {Cudl es el peso de Juan? haciendo uso de (2.9), la distribucién de

posibilidad del peso de Juan se puede expresar como

HPeso = PrOPesoH(Estatura,Peso) [HEstatura = AltUTCL] (210)
= 0.7/704+0.9/80 4+ 1/90

Una aproximacién lingiiistica aceptable para el lado derecho de (2.10) podria ser
“algo pesado”, donde “algo” es un modificador que tiene un efecto especifico en el
conjunto difuso llamado “pesado”. Correspondientemente, una respuesta aproximada a

la pregunta seria “Juan es un poco pesado”.



Capitulo

Aplicacion de la teoria de la posibilidad

La teoria de la posibilidad ha sido aplicada en la soluciéon de diversos problemas.
En este capitulo se aplica la teoria de la posibilidad a un proceso de emparejamiento de
patrones. Basicamente, un proceso de emparejamiento de patrones involucra un patréon
que describe algunos de los requisitos y una base de conocimiento donde se recogen da-
tos. En el caso mas simple, los datos que son idénticos a la especificacién expresada en
el patron se buscan y se recuperan. Cuando se usan datos nitidos, el emparejamiento de
patrones es un proceso de todo o nada. Si los datos estan impregnados con imprecision
e incertidumbre o si el patron incluye especificaciones vagas, el emparejamiento entre
el modelo y el dato se convierte, en una cuestién de grados. En ese caso, un requisito
difuso puede ser mas o menos satisfecho. Se ha desarrollado una técnica de empareja-
miento de patrones difusos que se basa en medidas de posibilidad y necesidad a fin de
estimar la compatibilidad entre un dato y lo que es requerido por el patrén. En este
enfoque, cada componente de un dato y cada requisito elemental se asocia respectiva-
mente con una distribucién de posibilidad y un conjunto difuso, que son herramientas
convenientes para la representacion de la imprecision y la incertidumbre. En la siguiente
seccion se presentan los antecedentes sobre el enfoque anteriormente mencionado para
el emparejamiento de patrones difusos. Luego, se amplia este concepto con el fin de dar
cuenta de los requerimientos elementales de importancia desigual en el patréon. Se da

un ejemplo para ilustrar el procedimiento.

31
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3.1. Emparejamiento de patrones difusos

El emparejamiento de patrones difusos toma en cuenta la representacion seméntica
asociada a los componentes de los datos y los patrones, y proporciona una evaluacion
de la similitud entre un patrén y un dato, que se califica en el intervalo [0,1]. Aqui se
presenta un modelo que se supone que tiene representacién en forma de arbol cuyas
hojas corresponden a los componentes elementales llamados atomos. Por simplicidad

asumimos que estos atomos no son variables.

3.1.1. Principio general

La idea basica es la de asociar a cada atomo de un patrén la funcion de pertenencia
de un conjunto difuso, restringiendo los valores que son mas o menos compatibles con el
sentido del atomo. Estos valores pertenecen a alguna escala prescrita que corresponda
al intervalo del atributo que el atomo refiere. Por ejemplo, el simbolo de altura puede
referirse a una escala de alturas, y corresponde a un subconjunto difuso de esta escala.
En lugar de una escala numérica que puede tener un conjunto discreto de elementos
tipicos. Los datos estan representados por listas cuyos componentes estan asociados con
distribuciones de posibilidad. Tales listas contienen valores de atributos posiblemente
mal conocidos, relativos a la descripciéon de los objetos. Un componente en una lista

hace referencia a sélo un elemento de la escala o dominio del atributo en cuestién.

La disimetria basica de la concordancia con el modelo de datos es preservada por
esta convencion de modelado. De hecho, un patron difuso representa una clase mal aco-
tada de objetos, mientras que un dato difuso representa un objeto mal conocido, cuya
descripcion precisa no esta disponible. Sean P y D respectivamente un atomo de patrén
y un componente de dato perteneciente al mismo atributo, que se van a comparar. P
y D se refieren a la misma escala U para transmitir sus significados. Sea pp la funcién
de pertenencia asociada al atomo P y mp la distribucion de posibilidad asociada a D.
Ambos son asignaciones de U a [0,1]. Sea u un elemento de U, entonces p,(u) es el
grado de compatibilidad entre el valor u y el significado de P. up(u) = 1 significa plena
certeza que u es compatible con Py pp(u) = 0 significa plena certeza de que u no es

compatible con P.
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En contraste, mp(u) es el grado de posibilidad de que u es el (tnico) valor del
atributo que describe el objeto modelado por el dato. D es un conjunto difuso de
posibles valores mientras P es un conjunto difuso de valores sequramente compatibles.
Por ejemplo, mp(u) = 1 significa que u es totalmente posible, mientras mp(u) = 0
significa que u es totalmente imposible como valor de un atributo del objeto. En lo que
sigue, up y mp siempre se supondra que son normalizados, es decir, siempre habra un

valor que es totalmente compatible con P y un valor totalmente posible en el rango D.

3.1.2. Indices elementales de emparejamiento

Cuando la clase de valores u representado por P es un conjunto usual y D se refiere a
un valor preciso d € U, el emparejamiento elemental es exitoso tan pronto como d € P.
Cuando P es un conjunto difuso, el grado de compatibilidad se convierte en el grado
de pertenencia pup(d). En general, cuando D es impreciso, este grado de pertenencia se
convierte en demasiado impreciso y se define como un nimero difuso en [0,1], llamado
el grado de compatibilidad de D con respecto a P, denotado pup(D), con funcién de

pertenencia ppjp definido por el principio de extension

(@) = sup{rp(v) | pp(w) = o}, Va €[0,1] (3.1)

Esta cantidad fue introducida por Zadeh, quien interpreté pp(D) como un valor
de verdad difuso de un predicado P dado un predicado referencial D que describe un
estado real de los hechos. Esta cantidad se representa en la Figura 3.1 cuando D y P

se refieren a cantidades trapezoidales difusas.

Sin embargo, la transmisién de informacién relevante y completa acerca de la exten-
sién del emparejamiento entre Py D, pup(D) es dificil de manipular a nivel operativo.
Aunque su interpretacién es clara desde el punto de vista tedrico, esta cantidad difusa
no es facil de entender por los usuarios. Como consecuencia, dos medidas escalares son
preferidas con el fin de estimar la compatibilidad entre un patron del atomo P y su
contraparte D en la lista de componentes de referencia, es decir, un grado de posibilidad

de emparejar II(P; D) y un grado de necesidad de emparejar N(P; D), que se definen
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Figura 3.1: Representacion grafica del valor de verdad difuso de un predicado, presen-
tado por Zadeh.

respectivamente por:

II(P; D) = 31615 min(pup(u), 7p(u)) (3.2)
N(P;D) = 525 max(pp(u), 1 — mp(u)) (3.3)

La medida II(P; D) calcula en qué medida es posible que P y D se refieren al mismo
valor u; en otras palabras, I[I(P; D) es un grado de solapamiento del conjunto difuso de
valores compatibles con P, con el conjunto difuso de posibles valores de D. La medida
N (P;D) calcula en qué medida es necesario (es decir, cierto) de que el valor al que se
refiere D es uno de los compatibles con P, es decir, N(P; D) es un grado de inclusién
del conjunto de posibles valores de D en el conjunto de valores compatibles con P. La
dualidad posibilidad /necesidad, es decir, que la necesidad de un evento corresponde a

la imposibilidad del evento contrario, se expresa aqui por la relacion

N(P;D) = 1—II(P; D) (3.4)

donde pup = 1—pp es la funcién de pertenencia del complemento del conjunto difuso
de valores compatibles con P. Claramente, siempre tenemos que II(P; D) > N(P; D).
Ademads hay que resaltar que N(F,F) = 1 siy sblo si up es la funcién de la pertenencia
de un subconjunto ordinario de U que quiere decir pup y mp; de lo contrario sélo te-
nemos N(F; F) > 1/2. En efecto, cuando dos simbolos idénticos tienen un significado
difuso, no se puede estar completamente seguro de que se refieren exactamente al mismo

conjunto de valores. En cualquier caso tenemos N (s(F); F') = 1, donde el soporte de F,
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s(F) se define como s(F') = {u € U, up(u) > 0}.

Los casos limites donde II(P; D) y N(P; D) toman valores 0 y 1 también son ttiles
para caracterizar. Para cualquier conjunto difuso F en U, sea F° = {u € U | up(u) = 1}
el nicleo de F y s(F) su soporte como se definié anteriormente. Entonces se puede

comprobar que
(i) II(P; D) = 0 si y s6lo si s(P)Ns(D) =0
(ii) II(P; D) = 1siysdlosi PPN DY £
(iii) N(P;D) = 1siy sélo si s(D) C PY

Noétese que (iii) define una inclusién més fuerte entre los conjuntos difusos que es
lo usual (es decir, mp < up); esto ultimo sélo implica que N(P; D) > 0.5. La Tabla 3.1
resume las respectivas localizaciones de II(P; D) y N(P; D) en [0,1] cuando P y/o D

son precisos, imprecisos (pero nitidos) o difusos.

b Precisa D = {d} Imprecisa (No difusa) Difusa
Precisa P ={p} | I=N=1sip=d I=1sipe D I =7p(p)
[I=N=0sip#d [T=0 e o. c

[I=N=1sid € P N=II=1ssiDCP N>0=1I=1
Imprecisa I=N=0sid ¢ P N=II=0siDNP=10
(No difusa) I1

Difusa [I=N = pup(d) II>N >N

Tabla 3.1

Noétese que cuando D es preciso, entonces II(P; D) = N(P; D) = up(D) que es

entonces un nimero real ordinario en [0,1]. Cuando D es impreciso pero no difuso,
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entonces pp(D) es un subconjunto de [0,1] y II(P; D) y N(P; D) son respectivamente
la minima cota superior y la méxima cota inferior del conjunto pup(D). De manera més
general, si 7 es un valor modal de pup(D) (es decir, upp(7) = 1) entonces 7 es un
buen indicador escalar de la extension del emparejamiento entre P y D, es decir, un
buen representante de la cantidad difusa. El par de indices (II(P; D), N(P; D)) es una

aproximacién razonable de pp(D) debido a los siguientes resultados:

Proposicién 3.1. Para todo P,D y 7T tal que ppp(7) = 1, se cumple la desigualdad
N(P; D) <1 <TI(P; D).

Prueba.
II(P; D) y N(P; D) se pueden obtener de pp(D) como sigue

II(P; D) =I(Verdad | pp(D)), N(P;D)= N(Verdad | pup(D)) (3.5)

donde Verdad es un conjunto difuso de [0, 1] tal que pverdaa(v) = u, Yu € [0,1]. La

primera ecuacién en (3.5) se lee

II(P; D) = Sl[lp}ml'n(u,upw(u)) > min(7, pupp(7)) =T
u€l(0,1

Similarmente,

N(P;D) = uér&)fﬂ max(u, 1 — ppip(w)) <max(r,1 — ppp(7)) =7

Asi, [N(P; D), II(P; D)] proporciona informacién sobre la imprecisiéon de pup(D).
En conclusién, II(P; D) y N(P;D) tienen una clara y precisa semantica que corresponden

a la naturaleza del problema de emparejamiento atémico flexible.
3.1.3. El procedimiento de emparejamiento de patrones difusos

Codificacién de conocimiento y calculo elemental de emparejamiento

Se utilizaran las funciones de pertenencia de los valores trapezoidales. Para aplicacio-
nes practicas, las funciones trapezoidales de pertenencia generalmente son suficientes; y
de hecho, ligeras modificaciones de la forma de una funcién de pertenencia no afectan a

la evaluacién de los resultados significativamente. Una funcién trapezoidal se representa
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por una 4-upla (a,b,c,d) de los pardmetros cuyo significado se explica en la Figura 3.2.

¢ y d son no negativos.

-<—>»a b-(—)-d
Figura 3.2: Funcién trapezoidal.

Se puede tener a = b,c = 0 o d = 0. Por lo tanto, se pueden representar valores pre-
cisos o imprecisos mediante 4-uplas. Sean P y D dos valores difusos cuyas funciones de
pertenencia son trapezoidales y se representan por las 4-uplas (ay, b1, ¢1,dq) y (az, be, ¢, do)
respectivamente. Las medidas de posibilidad y necesidad (3.2) y (3.3) son calculadas
directamente a partir de las representaciones practicas de los valores, como interseccion

de lineas rectas. Ver las Figuras 3.3 y 3.4.
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Figura 3.3: Medidas de posibilidad.
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N(PID)

Y

Figura 3.4: Medidas de necesidad.

Evaluacién global de emparejamiento

Las medidas atémicas de posibilidad y necesidad se agregan por separado a fin de
obtener dos medidas globales entre todo el patréon y todo el dato. Cuando el patrén
expresa una conjuncién de requisitos elementales P, ..., P,, esta agregacion se reali-
za mediante la operacion min y conserva la semantica respectiva de las medidas de

posibilidad y necesidad. De hecho, tenemos

(P X ...x Py;Dy X ... x D) = Eﬂlin II(P; D;) (3.6)
N(Plx...xPn;Dlx...an):'Erln’n N(P;; D) (3.7)

donde P; y D; se supone que estan definidas en el mismo dominio U; y donde X

denota el producto cartesiano definido para dos conjuntos difusos F; y F} por

1rxFy (Wi, u) = min(pp, (u;), pr, (ug)) - Vu; € Uy, Vu; € Uj (3.8)

Los atributos que aparecen en el patron y el dato se supone que no sean interactivos.
Observe que (3.6) y (3.7) suponen que todas las partes del patrén (que expresan lo que
se requiere) tienen una importancia igual desde el punto de vista del usuario. Cuando el
patron expresa una disyuncion de las necesidades elementales P, o P> o...0 P, la ope-
racién min en (3.6) y (3.7) se convierte en la operaciéon max reemplazando Py x ... x P,

por P + ...+ P, donde + es el dual de x (F + G = F x (). En general, un patrén
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cuya estructura es un arbol de requisitos elementales pueden ser tratados mediante este

enfoque.

Es de hacer notar que dos valores uy, us que pertenecen a un dominio U pueden con-
siderarse aproximadamente igual, incluso si no son idénticos. Por ejemplo, si el patron
requiere alguien que tiene 40 anos, un dato correspondiente a una persona que es de
39 puede considerarse en algunos casos como aproximadamente coincidente con la so-
licitud. Una igualdad aproximada puede ser convenientemente modelada por medio de
una relacion difusa R que es reflexiva (es decir, pug(u,u) = 1,Vu € U) y simétrica
(r(uy,u) = pr(ug,ur),Yui, ug € U). Cuanto mas cercano estén u;, ug, mas cerca a 1
debe estar pgp(ui,ug). La cantidad pg(ug, ug) puede ser vista como un grado de empa-
rejamiento de uy con uy. R se denomina una proximidad o una relaciéon de tolerancia.
Cuando el patrén es cualquier subconjunto P de U (P puede ser difuso) pero el dato
sigue siendo una constante u, la tolerancia R se puede tomar en cuenta en el grado de
coincidencia (que es igual a II(P; {u}) = N(P;{u}) = pp(u) si R es ignorado) mediante

el reemplazo de P por el subconjunto ampliado P o R, definido por

prpor(u) = sup min(up(u'), pr(u,v)), VueU (3.9)
u'elU

La desigualdad ppor(u) > pp(u),Yu € U expresa que P o R es mayor que P. Ha-
blando en términos generales, Po R retine los elementos de P y los elementos fuera de P
que se encuentran cercanos a un elemento de P. En el caso general, la correspondencia
de D con respecto a P, tomando en cuenta que R es calificada por II(P o R; D) y por
N(PoR; D).

A continuacién, se propone un método que usa pesos para modelar la importancia.

Jerarquizacion de los mejores emparejamientos de datos

Por lo general, el mismo patrén que expresa algin requisito, se compara con una base
de datos completa, es decir, una coleccién de datos. Desde el punto de vista del usuario,
es interesante obtener los datos que producen las mejores medidas de compatibilidad

con respecto al patron. Vamos a describir el comportamiento de nuestro sistema basado
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en emparejamiento de patrones difusos en ese caso. Pueden ocurrir varias situaciones

(ver Tabla 3.1):

(i)

(i)

No coincide con el patrén de datos, las medidas de posibilidad (y necesidad) son

cero.

Uno o varios datos coinciden con el patrén con posibilidad positiva o grados
de necesidad. En ese caso, nos enfrentamos al problema de la jerarquizacion de
los datos, cada uno de ellos se caracteriza por un par de grados. Con el fin de
establecer una jerarquizacion de varios datos con respecto a un patrén; podemos

tomar en cuenta las siguientes observaciones:

. El grado de necesidad es de mayor importancia que el grado de posibilidad, porque

cuando el grado de necesidad es positivo, estamos (mas o menos) seguros de que

el dato coincide con el requisito.

. i se obtiene un grado de necesidad igual a cero y un grado posibilidad igual a 1

para cada dato, esto significa que el requisito expresado en el patréon es demasiado
precisa, con respecto a los datos disponibles. Podriamos entonces desear mejorar

el conocimiento sobre los datos.

. En general, el ordenamiento de Pareto se utiliza para calificar los pares de grados,

de acuerdo con la siguiente forma:

(IT, N) es mayor que (II', N') siy s6losi [l >II'y N > N oIl >1I"'y N > N'.
Sin embargo, hay situaciones donde II(P; D) > II(P; D') y N(P; D) < N(P; D').
Aqui P y D representan un patrén compuesto o datos. El ordenamiento de Pareto
es sOlo parcial. Asi, podemos obtener varios datos que algo mejor emparejan con el
patrén. Podriamos pensar en una medida de precisién para discriminar los datos.
Mientras més preciso sea D, més cercano a cero serda II(P; D) — N(P; D). Sin
embargo, lo contrario es falso. Vale la pena notar que si D’ y D son elementos

maximales para la ordenacién de Pareto, tenemos

N(P;D) < N(P;D') < TI(P; D') < TI(P; D)
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lo que indica que D’ es el mejor dato desde el punto de vista de la precisién (es
decir, II(P; D) — N(P; D) > II(P; D') — N(P;D'")) asi como desde el punto de

vista de la necesidad.

Proporcionar un conjunto ponderado de los datos recuperados puede no ser lo su-
ficientemente informativo para un usuario. Puede ser también 1til para explicar las
razones de incertidumbre si los hay. Por ejemplo, explicando que la certeza de que coin-
cida para un dato D tal que II(P; D) > 0 se podria mejorar mediante la adicién de
mas informacién sobre el valor de algin atributo ¢, es decir, restringiendo este valor a

un subconjunto estricto D} de D;, de forma que N(P;, D}) > 0.

3.2. Asignacion de importancia

En la Seccién 3, se recordé que las medidas atomicas de posibilidad y necesidad
deben agregarse por separado utilizando la operacién min en el caso de un patrén com-
puesto conjuntivo (véanse las férmulas (3.6), (3.7)). Esto supone la idéntica importancia
de los requisitos correspondientes a la misma importancia los requisitos correspondien-
tes a los modelos atomicos. A continuacion se presenta un método para la introduccion

de los pesos en agregaciones basadas en las operaciones min o max.

3.2.1. Minimo y maximo ponderado

Sean Fi, ..., F,, n conjuntos difusos en U con funciones de pertenencia ug,, ..., ts,-
La unién U;F; y la interseccién N;F; se definen a través de funciones de pertenencia

Hu;F, = MAX; (g, Y pn, k= min; pp,. Otra forma de agregar las funciones de pertenencia
n

es fy, g =n"" g ir, que define un compromiso entre las funciones de pertenencia, y
i=1

se encuentra de igual manera entre la unién y la interseccion.

Estas agregaciones consideran que Fi, ..., F}, tienen igual importancia. Sin embargo,
en aplicaciones practicas, algunos F; pueden ser menos importantes que otros en el sen-

tido que incluso si pg, (u) = 0 por ejemplo, fin,, (u) no deberfa ser cero, debido sélo a pr,.
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En el caso de la agregacién de compromiso a través de la media aritmética, la

asignacién de importancia se ajusta facilmente en la agregacién a través de la suma

convexa.
paar, (W) =Y pipp(u), YueU (3.10)

i=1
donde p1,po, ..., p, son nimeros no negativos tales que Z p; = 1 expresan la im-

i=1
portancia relativa de los conjuntos difusos. Observe que esta operacién de agregacién

no abarca la interseccion ni la unién. Con el fin de obtener una contraparte ponderada

de las operaciones minimo y méaximo, debe buscarse otro esquema.

Esto se ha hecho mediante la siguiente analogia. Observe que (3.10) se puede ver
como la probabilidad de un evento difuso ®,, definido sobre {1, ..., n}. ®, es el conjunto

difuso de los F;’s que contiene u, y los p;’s definen una asignacién de probabilidad sobre

{1,...,n}.

Por lo tanto, py,rm = Prob(®,) en el sentido de Zadeh. Cambiando Prob por una

medida de posibilidad o necesidad lleva a considerar los siguientes andlogos de (3.10):

II(®,) = max min(up (u), w;) (3.11)

i=1,...,n

N(®,) = min max(pp(u), 1 —w;) (3.12)

i=1,...,n
(3.11) y (3.12) son versiones discretas de (3.2) y (3.3) donde los w; definen una
distribucién de posibilidad en {1, ..., n} que juegan el papel de ponderacién de impor-
tancia. Estd claro que (3.11) produce una disyuncién ponderada de los F;’s mientras

que (3.12) produce un conjunto ponderado.

3.2.2. Aplicacion al emparejamiento de patrones

Sean wq, ..., w, los grados de importancia de los patrones P,..., P, respectiva-

mente. Se supone que Vi, w; € [0, 1]; mientras mayor sea w;, mayor serd la importancia
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de P;; también asumimos que . gllzixn w; = 1 (normalizacién), es decir, los atomos mas
importantes se calificaran con 1. .

Luego, si s; denota un grado de emparejamiento de un componente de un dato con
respecto al atomo P;, entonces el grado correspondiente de emparejamiento s de este
dato con respecto a todo el patrén (P y...y P,), tomando en cuenta la evaluacién de

importancia, se dara por

s = 4_nln’n max (1 — wy, s;) (3.13)

s expresa hasta que punto estamos seguros de que el conjunto difuso de requisitos
importantes (definido por los w’s) se incluye en el conjunto difuso de los requisitos
posiblemente (respectivamente necesariamente) satisfechos por el componente de datos
D;, definido por s; = II(P;; D;) (respectivamente s; = N(FP;; D;)) para i = 1,...,n.
Tomemos en cuenta que si todos los w;’s son iguales a 1 (igual importancia), se obtie-
ne s = :r?mn s;; cuando w; = 0, la correspondencia con los dtomos P; no se tiene en
cuenta.

Asi, en caso de importancia desigual de los diferentes atomos de un patrén conjuntivo,
utilizamos (3.13) con s; = II(P;; D;), i =1,...,nycons; = N(P;D;),i=1,...,nen
lugar de la aplicacion (3.6) y (3.7).

La introduccién de las ponderaciones como se propone en (3.13) equivale a la mo-

dificacién de los patrones P; en P tal que

ppy () = max(pp, (u), 1 — wy)

y combinandolos mediante una operacién de agregacion simétrica que es de nuevo
la operaciéon minimo. De hecho, las siguientes identidades son vélidas y se pueden

establecer mediante calculos sencillos:

‘min méx(1 — w;, [I(P;; D;)) = min TI(P; D;)

1=1,....,n i=1,...,n

‘min méx(1 — w;, N(P;; D;)) = min N(P';D;)

i=1,...,n i=1,...,n
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Como consecuencia de ello, usando (3.6), (3.7) y las identidades anteriores pode-
mos afirmar que el esquema de agregacién (3.13) produce los grados de posibilidad o
necesidad de emparejamiento de acuerdo a si los mismos s;’s son grados de posibili-
dad o necesidad respectivamente. Resultados similares son validos en el caso de una

agregaciéon disyuntiva ponderada (ver (3.11))

s = 'HiléX min(wj, s;)

i=1,..., n

Es decir, obtenemos las siguientes identidades:

méax min(w;, [1(P;; D;)) = Erlléx (P;; D)

=1,..m 77 =1, n

ax min(w;, N(P;; D;)) = Erlléx (P;; D;)

i=l...,m - 77 g=1l,.., n

donde pp = min(w;, pup,)

Ejemplo 3.1. En este ejemplo se trata de descripciones (més o menos aproximadas) de
vehiculos de segunda mano a la venta en un garaje. Los diferentes atributos implicados
son la edad del carro, precio de compra (en Bolivares), consumo de gasolina y la velo-

cidad del automévil. Los datos disponibles se puede representar en una tabla relacional
(Tabla 3.2).

Edad Precio de compra Consumo Velocidad
Vi nuevo costoso econoémico algo rapido
V2 | menor de 3 anos | cerca de 450.000 | algo econémico | 180-200 Km/h
V3| muy reciente 500.000-600.000 fuerte rapido
V4| cerca de 5 anos | menos de 200.000 | 8-9 Km/Litro 180 Km/h
V5 de 5a 10 cerca de 100.000 fuerte algo rapido
Vo6 viejo barato econoémico no muy rapido
V7 nuevo 320.000-400.000 | muy econémico | 140-160 Km/h

Tabla 3.2

Cada fila en la tabla corresponde a una lista de pares ((valor difuso){atributo));

por ejemplo, la primera fila corresponde al dato
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V1:((edad nuevo) (precio costoso) (consumo econémico) (velocidad algo répido))

Un dominio es asociado a cada atributo; este dominio es el conjunto de todos los
valores que pueden ser tomados por el atributo. Aqui por ejemplo, el dominio asociado
al atributo “edad del carro” es el intervalo [0,20]. Todos los dominios considerados en

este ejemplo son escalas continuas.

Ahora, vamos a considerar el siguiente problema: una persona que quiere comprar
un carro busca un carro correpondiente a diversos criterios. Sin embargo, alguno de
esos criterios son mas importantes que otros para el comprador considerado. Entonces
¢l puede expresar la solicitud usando un patrén ponderado general. Por ejemplo, pode-

mos tener la siguiente solicitud:

P: (((edad nuevo) 0.8) y ((precio moderado) 0.5) y ((consumo muy econémico) 1)
y ((muy rapido) 0.2))

Este patron expresa que el rasgo mas importante es un bajo consumo de gasolina
(ponderacion igual a 1) y en un orden decreciente de importancia, la edad, el precio y
la velocidad. Las funciones de pertenencia de los valores difusos son dados, usando la
codificacién de 3.1.3

1. Atributo: Edad del carro; Dominio: [0,20]

nuevo ( 0101 )
muy reciente < 1 211 )
cerca de 5 anos ( 5 5 1 1 )
vicio ( 10 15 2 5 )
menor de 3 anos ( 03 00 )

2. Atributo: Precio de venta; Dominio: [50.000 , 1.000.000]

costoso (800.000 1.000.000 50.000 O)
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cerca de 450.000 440.000 460.000 10.000 10.000)

cerca de 100.000 90.000 110.000 10.000 10.000)

barato 50.000 100.000 0 50.000 )

de 500.000 a 600.000 500.000 600.000 50.000 500.000 )

moderado

— — 7 N 7 N /N

350.000 600.000 50.000 50.000)

3. Atributo: Consumo; Dominio [5,15]

econdmico ( 6 7 05 1 )
algo econdmico (7 8 1 1)
muy econoémico (5 6 0 0.5)
fuerte < 9 15 05 0 )

4. Atributo: Velocidad; Dominio [100,250]
répido (180 200 20 20 )
algo répido (150 180 20 20)
no muy répido ( 120 140 10 10 )
entre 140 y 160 (140 160 20 20 )

Los resultados obtenidos en este ejemplo con el patréon P son:

I(P; V1) = 0.5, II(P; V2) = 0.3, [I(P; V6) = 0.2, [I(P; V7) = 08 y
N(P;VT) = 0.5
Los otros (II(P; V;)o N(P;V})) son iguales a cero.

En caso de igual importancia de los diferentes requisitos del patrén P, usaremos las

formulas (3.6) y (3.7) y obtendremos los siguientes resultados:
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[(P; V1) =0, II(P;V2) = 0.3, II(P; V6) = 0, II(P; V7) = 0.5 y todos los demds

grados son igual a cero.

Asi solamente dos carros (V2 y V7), le serdn propuestos al comprador en lugar de
cuatro, en caso de un patron ponderado. De hecho, en el caso ponderado, el carro V1
puede ser del interés para el comprador porque €l o ella de algin modo descuidan el
precio de compra. Ademas, el vehiculo V7 es bastante preferido en el caso ponderado
(N(P;V'T) =0,5). Esto es porque el comprador realmente no se molesta sobre la veloci-
dad del vehiculo. Este tipo de informacién, que ayuda en el proceso de discriminacion,

no puede ser expresado mediante el emparejamiento de patrones difusos estandar.
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