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Se plantea en este trabajo el estudio de un método de region de confianza propuesto
por [Marazzi y Nocedal|. Este método se basa en las estrategias del modelo de region
de confianza sin hacer uso de las derivadas ain, cuando se supone que la funcién a
minimizar es suave, generando un modelo que interpola la funcién objetivo con el
conjunto de puntos de muestra y usando region de confianza para promover con-
vergencia. Los puntos de muestra se actualizan usando un esquema que mejora la
exactitud del modelo de interpolacién cuando sea necesario. En el subproblema del
modelo aproximado [Marazzi y Nocedal| imponen una restriccion de angulo con el

proposito de asegurar que dicho subproblema sea resoluble y estable desde el punto
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de vista numérico. Ellos proponen un modelo lineal y un modelo cuadratico y ade-
més afirman haber hecho pruebas para métodos establecidos de optimizacion libre
de derivadas.

Palabras claves: Optimizacion sin derivada, Region de Confianza.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

En este trabajo se estudia el método de Region de Confianza para Optimizacion
Libre de Derivadas propuesto por [Marazzi y Nocedal|. Esto es, resolver el problema
de minimizar una funcién suave f de varias variables cuyas derivadas no estan dis-

ponibles. Formalmente

min f(z)

Para resolver este tipo de problemas han sido propuestos varios métodos cuando las
derivadas no estan disponibles, entre ellos los métodos de region de confianza sobre
la base de modelos de interpolacion. En este trabajo el enfoque pertenece a la dltima
clase: se forman un modelo lineal o cuadratico de la funcidén objetivo y se hace uso
de region de confianza para promover convergencia. A diferencia de los métodos de
region de confianza que hacen uso de derivadas, éste método incluye una restriccion
en el subproblema de regién de confianza que asegura que la posicion de todos los
puntos generados por el algoritmo es tal que ellos definen un modelo lineal o un
modelo cuadratico adecuado. Ademas se crea un modelo que aproxima a la funciéon
alrededor del iterado actual, éste modelo es requerido para interpolar la funcion f

en el iterado actual y en un conjunto de puntos de muestra.

El proposito de éste trabajo esta en analizar detenidamente la estrategia expuesta
por [Marazzi y Nocedal| detallando algunos aspectos y enmarcando el trabajo en el

contexto general, tanto de optimizacion sin derivadas como el region de confianza.

No podemos dejar de mencionar algunos antecedentes importantes como lo es el
trabajo realizado por |D. Winfield 1973|, el cual se considera pionero al utilizar el mé-
todo de region de confianza para resolver problemas de optimizacién sin restricciones

y sin el uso de derivada, quien propuso usar valores de la funcion objetivo disponibles
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para construir un modelo cuadréatico por interpolacion y trabajo bajo la hipotesis de
que el modelo es valido en un entorno del iterado actual, el entorno es descrito como
una region de confianza cuyo radio es ajustado iterativamente. Esta idea fue reto-
mada por [M. J. D. Powell 1994 a| quien propuso un método para optimizacion con
restricciones en el cual la funcién objetivo y las restricciones son aproximadas por la
interpolacion multivariada lineal, nuevamente [M. J. D. Powell 1994 b| retoma esta
idea pero ahora describe un algoritmo para optimizacion sin restricciones usando un
modelo de interpolacion cuadratica multivariable de la funcién objetivo en un marco
de region de confianza, una aproximacion muy similar a la de [D. Winfield 1973|.
Por otra parte, tenemos a [A. R. Conn and Ph. L. Toint 1996 | quien describe un

esquema de interpolacion cuadratica usando polinomio fundamental de Newton.



CAPITULO 2
REGION DE CONFIANZA

En este capitulo se dar& una descripcion general de los métodos de regiéon de con-
fianza para minimizar funciones sin la presencia de restricciones y se daran algunos
comentarios sobre la optimizacion de una funcién sin la presencia de restricciones y

sin la ayuda de las derivadas de la funcion.

Esta exposicion esta basada en una descripcion informal de los métodos de region
de confianza, esto es, en cada iteracion se aproxima la funcion f que se pretende
minimizar por una aproximacién bien sea lineal o cuadratica limitando la bisqueda
del minimo de ésta funcién aproximada a una bola de tamano “conveniente ”.

Si un paso no es aceptable, se reduce el tamaifio de la region y se encuentra un
nuevo minimizador. En general, la direccion de paso cambia siempre que el tamano
de la region de confianza es modificado.

En la optimizacion sin restricciones que no usan regiéon de confianza tradicionalmente
se sigue una estrategia como ésta: se determina una direcciéon de bisqueda, la cual
permite mejorar el iterado actual pero no directamente sino moviendose a lo largo
de ella, entonces entra en juego la bisqueda lineal, la cual efecttia una minimizacion
en una dimension buscando a lo largo de la direccion previamente determinada. A

diferencia de los métodos de regiéon de confianza.

En los algoritmos practicos, escogemos el tamano de la region de acuerdo con el
rendimiento del algoritmo durante las iteraciones previas. Si el modelo es en general
seguro, produciendo buenos pasos y pronosticando el comportamiento de la funcion
objetivo con exactitud a lo largo de estos pasos, el tamano de la region de confianza
es incrementado regularmente para permitir que pasos mas largos y ambiciosos sean

tomados.
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Por otro lado, un paso fallido indica que nuestro modelo es una representacion
inadecuada de la funcion objetivo sobre la region de confianza en curso, asi que re-

ducimos el tamano de la regiéon otra vez.

Subproblema.

Para obtener cada paso en el método de Regiones de Confianza se pide una solucion
al subproblema:

1
mglzen mi(s) = fr + Vfls+ ESTBkS Sujeto a: ||s|| < Ag (2.1)
sekn

Donde Ag > 0 es el radio de region de confianza.
Como se considera que no se tiene informacion de derivadas, el modelo m,. que se
usa para aproximar a la funcién impone pocas restricciones sobre la matriz B; como
por ejemplo que By, sea definida positiva y uniformemente acotada.
Los métodos de region de confianza proponen la soluciéon de una secuencia de pro-
blemas del tipo (2.1), la solucion a estos subproblemas no es tan obvia, pero general-
mente se encuentra sin demasiado costo computacional. Necesitamos solamente una

solucion aproximada para obtener la convergencia y buen comportamiento.

Enfoque de la Regién de Confianza

Uno de los componentes clave en el algoritmo de regién de confianza, es la estrategia
para elegir el radio de region de confianza A, en cada iteracion. Se basa estratégi-
camente en escoger el valor de un parametro pg, el cual se calcula en cada iteracion
luego de resolver el subproblema (2.1). De un modo aproximado, el parametro py
trata de “medir "la relaciéon entre el progreso que se alcanza en my al resolverlo y el
progreso que se alcanza en f con el mismo movimiento.

Dado el paso s; definimos el radio

_ f(@r) — S+ se)

mk(O) — mk(sk)

(2.2)

El numerador es llamado Reduccion Actual (ared) mientras que el denominador

4
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Figura 2.1: Solucién del subproblema de Region de Confianza para Diferentes Radios.

es llamado Reduccion Pronosticada (pred). Ya que el paso sj es obtenido por mini-
mizacién del modelo my sobre la region que incluye s = 0, la reduccion pronosticada

deberfa ser siempre no negativa.
Ahora bien, si py, es negativo, el nuevo valor objetivo f(xy + sx) es mayor que el

valor actual f(xy), por lo que el paso debe ser rechazado.

Si pi es cercano a 1, hay buen acuerdo entre el modelo m;, y la funcion f sobre

este paso, asi que es seguro ampliar la region de confianza para la proxima iteracion.

Si pi es positivo pero no cercano a 1, no modificamos la region.

Si pi es cercano a 0 o negativo, escogemos una nueva regiéon de confianza al re-

ducir Ay, en la siguiente iteracion.

Algoritmo (Regién de Confianza)

Dado A >0, Ay € (0,A), y €0, 1):
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for k=0,1,2, ...
Obteniendo s; (aproximadamente) resolviendo (2.1);
Evaluar s; en (2.2)
if pp < %
A1 = A
else
if > 2y el = A
Agi1 = min(2Ag, A)
else
App1 = Ay
if pp > 17
Tyl = T + Sk;
else
Tk—1 = Thk;

end(for)

Donde A es una cota sobre toda longitud de paso. Notemos que el radio es in-

crementado solo si ||sg|| en realidad alcanza el limite de la region de confianza.
Punto de Cauchy

El punto de Cauchy no es més que el reductor de m; a lo largo de la direccion
de méaximo descenso —gy, sujeto a la region de confianza. Los métodos de busqueda
lineal pueden ser convergentes, incluso cuando la longitud del paso 6ptimo no se utili-
za en cada iteracion. La longitud del paso «y sélo necesita satisfacer criterios. Aunque
en un principio pedimos la solucion 6ptima del subproblema (2.1), es suficiente para
los propésitos de la convergencia global encontrar una solucién aproximada p, que
estd dentro de la regiéon de confianza y da una suficiente reduccion en el modelo. La
suficiente reduccién puede ser cuantificada en relacion con el punto de Cauchy, que

denotaremos por pj, y se define por el siguiente procedimiento:

Algoritmo. (Punto de Cauchy)
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Encuentre el vector p; tal que resuelva una version lineal de (2.1), es decir,
= arg;relgl fe +gis Sujeto a: ||s|| < Ay (2.3)
Calculamos el escalar
T, = arg I7I_l>l%)1 mi(Tpg)  Sujeto a: ||Tpp|| < Ag; (2.4)

El conjunto pj = 7p;.

Es facil deducir que la solucion de (2.3) es simplemente
; A
Pr = — gk
gl
Para obtener 7, explicitamente, consideramos los casos ngBkgk <0y g,;ergk >0
por separado.
En el primer caso, la funcién my(7pj) decrece monotonicamente con 7 cada vez que
gr # 0, asi que 7 es s6lo el valor mas grande que satisface la regiéon de confianza
acotada, esto es que, 7, = 1.
Para el segundo caso, g, Brgr > 0, mg(7p;) es convexo cuadratico en 7, asi que 74
es cualquier minimizador irrestricto de esta funcion cuadrética, ||gx||®/(Argy Bror),
o el valor limite 1, lo que ocurra primero. En efecto, derivando my(7p;) con respecto

a 7 e igualando 0, tenemos

s s s _ngk’
pgk—i—T(p)Tka :O:T:ﬁ
: ‘ : (p}) " Bipj

—Argr
llgwll

Sustituyendo (p;) =

A
K9k
Tragll 9k

—ARIL o —Apgr
llggl kil
A 2

W”Qk”

N

ll9g Hi
llge

Argl Brgk

En restimen, tenemos

Ay,
PL = —Th— Ok (2.5)
g Nl gkl

7
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Figura 2.2: Punto de Cauchy.

Especificamente, un método de region de confianza sera globalmente convergente si
sus pasos dan una reduccién s; en el modelo my que es por lo menos algtin miltiplo
positivo fijo del decrecimiento conseguido por el paso de Cauchy.

Donde

1 si g) Brgr <0
Th = { I Pl = (2.6)

mfn(||9k||3/(Akg;Bkgk), 1)  en otro caso

2.1. Optimizaciéon Libre de Derivadas

Los métodos de optimizacion libre de derivadas (DFO) son fundamentales en la
optimizacién para cierto tipo de problemas. En particular, se ocupan de problemas
donde la informacién de la derivada es de costo computacional no alcanzable o dificil

de calcular. Este tipo de problemas se producen a menudo en las industrias.

Los algoritmos (DFO) difieren de otros algoritmos en la forma en que usan los
valores de la funcion de trabajo para determinar el nuevo iterado. Una clase método
construye un modelo lineal o cuadréatico de la funcién objetivo y define la siguiente
iteracion intentando minimizar este modelo dentro de la regién de confianza. Estos

métodos no estan tan bien desarrollados como los métodos basados en gradiente, los
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algoritmos solo son efectivos para problemas pequenos.



CAPITULO 3
ALGORITMO

Se describe en esta seccién la estructura general para el método de region de
confianza con angulo descrito por [Marazzi y Nocedal|. Para el iterado actual x. se

define el modelo

1
me(ze + 58) = f(xe) + gl 5 + ésTGcs (3.1)

donde el vector g. € R" y G, la matriz simétrica de orden n X n que debera determi-
narse mediante la interpolacion de f con los puntos de muestra. (Es claro que para

el modelo lineal se define G, = 0)

El modelo (3.1) es minimizado con respecto a s € " sujeto a una restriccion de
la forma ||s|| < A, para generar un paso s. € R" que conduce al punto de ensayo
Ty = T.+ S.. Si x4 reduce la funciéon objetivo, éste es aceptado como el nuevo ite-
rado y el radio de region de confianza A puede ser incrementado; en otro caso A es

reducido y un nuevo paso de ensayo es calculado.

Para definir el modelo m, de tal forma que quede determinado de manera tinica,
se requiere del punto actual z. y de un conjunto de m puntos los cuales se denominan

satélites de x., y se denotan como

Zc:{yly"-aym}

Es facil ver que para un modelo lineal se debe tomar m = n y para un modelo
cuadratico m, éste debe elegirse como
(n+1)(n+2)

_ 1
m 2

10
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Se impone entonces las condiciones de interpolacion

mC(xC) = f(xC)v m0<yl) = f(yl)v l=1,....,m

Cuando el modelo m, es determinado Gnicamente por éstas condiciones, se dice

que el conjunto de interpolacion {x.} X, es no degenerado.

Suponga que comenzamos la iteraciéon actual con un conjunto de muestra no de-
generado {z.} | J X.. Entonces al calcular un nuevo punto de ensayo usando el modelo
me, el satélite mas lejano del iterado actual x., llamese y'out, es identificado como el
punto que serd removido de X.. Esta eleccién promueve la conservacion de puntos

que suministran informacion local de f alrededor de z..

Como se pretende disenar un método numérico, se debe tener cuidado con los
posibles errores en operaciones sobre valores de punto flotante, evitando resolver
sistemas de ecuaciones que estan “Cerca "de ser degenerado, por lo cual se requiere
identificar aquellos puntos en R” que esten “Cerca’de la region Tabu. A éste conjunto

se le denomina conjunto de Angulo

Se define ahora una “Region Tabt”como la regién que contene aquellos puntos
de la forma z. + s tales que si alguno de ellos (cualquiera que se tome) y se colocase
en lugar de y'>«* en el conjunto ¥, darfa lugar a un conjunto de puntos degenerado.
Ademas se define un “angulo”; el cual es un conjunto W, que contiene 7. y que es
designado para evitar que los puntos estén muy cercanos a 7.. La descripcion de 7,
y W, para el caso del modelo lineal y cuadratico seran dadas mas adelante, donde
se muestra que las representaciones apropiadas de estos conjuntos son faciles de cal-

cular.

Una vez que el angulo W, ha sido determinado, se calcula el paso de ensayo s.

por aproximaciéon resolviendo

11



CAPITULO 3. ALGORITMO 12

1
minme(z. +8) = f(x.)+g.ls+ §STGCS (3.2)
sujeto a ||s|| < A, (3.3)
s & W, (3.4)

y se define x, = x. + s.. Si éste punto de ensayo x, reduce a f, entonces =, se
convierte en el nuevo iterado y z. pasa a ser un punto satélite, reemplazando ylou.
Si por el contrario z no reduce f, el iterado actual no es actualizado y x, puede o
no ser descartado, dependiendo de lo lejos que esté del iterado actual x. comparado

con yleut. Este y otros aspectos del algoritmo son descritos a continuacion.

Algoritmo 1

Se eligen los parametros de region de confianza «, 5 € (0,1), un radio de region
de confianza inicial A, > 0, y un valor inicial x.. Se selecciona un conjunto de pun-
tos satélites 3. = {y*,y%, -+ ,y™} tales que z.|J X, es no degenerado. Acd m = n

para el modelo lineal y m = 1(n + 1)(n + 2) — 1 para el modelo cuadratico. (Se
supone que f(z.) < f(y) Yy € 5.
Repetir

1. Encuentre el satélite més lejano del iterado actual (romper los empates arbi-
trariamente):

ylomt = arg max ly — x|l
yeL,

2. Forme un modelo m.(x. + s) mediante la interpolacion de {z.} |JX¢, y defina

la restriccion de dngulo W,

3. Calcule s. por aproximaciéon resolviendo el subproblema (3.2) y evaluando

f(ze+ sc).

4. Establezca ared(s.) = f(z.) — f(ze + sc) vy pred(s.) = me — me(z. + S¢)-

12
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5. Actualice A..
If ared(s.) > apred(s.), elija A, tal que Ay > A,
Else elija A, = SA..

6. If f(z.+ s.) < f(x.) (iteracion exitosa)
Actualice el iterado actual, incluir z. en el conjunto de satélites, descartando

ylout :

a) Ty = T+ S

b) By = {z U\ {y"}.
Else (iteracion sin éxito)
El nuevo punto de ensayo x4 no es méas lejano de z. que y'«, entonces
74 es admitido en el conjunto de satélites 3. descartando y'«t; en otro

caso descartar el nuevo punto de ensayo:

C) Ty = T
d) T [yt — )] = (e + 50) — 2, By = {e + s} U S\ ('}
Else X, =3,

7. Le =Ty, EC = Z+, Ac = A+

End

Mas adelante se hablaré de la definicion del modelo m.., el &ngulo W, y el proce-

dimiento para resolver aproximadamente el subproblema de region de confianza.

El Algoritmo 1 es conceptualmente simple ya que se genera sélo un tipo de paso,
es decir un paso de minimizacién que siempre intenta disminuir a f. Su novedad
radica en el uso de la restriccion de angulo y en la aceptacion de la estrategia en el
paso 6. Esta estrategia asegura que el modelo es suficientemente preciso cuando es
necesario, y por lo tanto contribuye significativamente a la robustez de la iteracion,

como se discutird ahora.

13



CAPITULO 3. ALGORITMO 14

Los métodos de region de confianza para optimizacion basado en gradiente garan-
tizan que un paso exitoso se genera cuando la region de confianza es lo suficientemente
pequenia (y asumiendo que z, es un punto no estacionario de f). Con el fin de man-
tener esta propiedad importante en modelos basados en interpolacion, desviandose
de la practica habitual de descartar puntos de ensayo que dan lugar a un aumento
en la funcion objetivo, si estos puntos ayudan a mejorar la precision del modelo en
una vecindad de x.. Mas especificamente, supongase que el modelo m,. es pobre y
que a consecuencia, una secuencia de puntos de ensayo sin éxito es calculada. Si
estos puntos de ensayo fueran descartados, entonces el modelo de interpolacion no
cambiaria y los pasos subsiguientes todavia pueden ser pobres a pesar del hecho de

que la region de confianza se ha reducido.

Para asegurar que la calidad del modelo mejora a medida que los pasos estan
siendo rechazados, se propone el mecanismo descrito en el paso 6 del algoritmo. Ya
que un punto de ensayo no exitoso x. + s. serd retenido como un satélite si y solo si
no es mas lejano de x, que y'«t (paso 6d), se promueve la conservacion del punto de
ensayo en la vecindad de x., y ademas evita la pérdida debido a evaluaciones costosas

de la funcién en un punto de ensayo no exitoso x. + s. siempre que sea posible.

Si una secuencia de puntos de ensayo no exitosa es generado y como resultado
A decrece suficientemente, el punto de ensayo eventualmente serd admitido como
satélite de z. (paso 6d). Estos satélites seran entonces no degenerados (debido a la
accion del angulo) y cada vez més agrupados entorno a z.. (ya que A disminuye). Por
lo tanto, el modelo de interpolacién se convertird en una aproximacion cada vez més
precisa de f en una vecindad de z., de modo que, finalmente un paso exitoso sera
calculado. Este es el principal mecanismo que conduce la teoria de convergencia.
Como en las pruebas de convergencia de los métodos de region de confianza con
gradientes exactos, también es necesaria una cota inferior para la reduccion pred(s.)
alcanzada en cada paso por el modelo. Hasta ahora hemos obtenido este limite s6lo
para el caso cuando m,. es lineal (referencia).

En el siguiente capitulo se desarrollara la construccion del modelo lineal.

14



CAPITULO 4
MODELO LINEAL

Recordemos que los métodos de region de confianza proponen el uso de un mode-
lo aproximado de la funcién f que sea “sencillo”para asi minimizarlo “facilmente”. Se
piensa inicialmente en modelos lineales (los méas sencillos) y en modelos cuadraticos

(que se amoldan mejor a las funciones no lineales).

El modelo lineal puede ser ttil en optimizaciéon libre de derivada porque so6lo
requiere n+1 puntos de muestra, una caracteristica util cuando el nimero de variables

no es muy pequeno. El modelo, en la iteracion actual z. tiene la forma
mc(gjc + S) = f(gjc) + gcTS (41)

donde g. es un vector en R™ que sera determinado. Como g, tiene n componentes,

se mantien en adicion a z., el conjunto de n satélites
Y. ={ 1. &'
c y ) 7y

Se imponen las condiciones de interpolacion m.(y') = f(y!), [ =1,--- ,n, que se

pueden escribir como

9.8 = f(y) = flze) 1=1,--,n (4.2)
Donde s’ es el desplazamiento desde z. hasta 7/, esto es
!

=x.+ s l=1,---,n

Se sigue de (4.2) que el modelo lineal (4.1) es tnicamente determinado si y solo

si el conjunto de puntos de muestra {z.} | J 3. es tal que el conjunto

15



CAPITULO 4. MODELO LINEAL 16

es linealmente independiente.

Para calcular un nuevo iterado, primero se selecciona y'ou, el satélite mas lejano
de x.. La regiéon tabi 7., que es la region que se quiere evitar cuando se calcula un
nuevo punto de modo que el nuevo conjunto de muestra es no degenerado, es por lo
tanto definido como el subespacio (n — 1) dimensional generado por los vectores de

desplazamiento
{shil=1,---.n 1%} (4.3)

correspondientes a los satélites que permaneceran en el conjunto de muestra,

(Figura 1). Una representacion mas conveniente es
To={seR": b/ s=0}

donde b, € R™ es normal a los vectores de desplazamiento (4.3).

Satelite mas Lejano

Regidn Tabd

Figura 4.1: Figura 1

Como se ha mencionado, también se prefiere evitar los pasos s. que esten muy

cercanos a la region tabt, de modo que el sistema (4.2) no esté mal condicionado

16
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17

2

¥ I\jelilﬂ mas lgjano

Regidn tabd

Figura 4.2: Figura 2

17



CAPITULO 4. MODELO LINEAL 18

y para asegurar que los puntos de muestra estan razonablemente espaciados. Para
lograr esto, se pide que la magnitud del coseno del &ngulo entre el paso s. y la normal

b. no sea menor que una constante dada v € (0, 1), esto es,
6. s| > ~bell[1s]] (4.4)

Se llamara a la desigualdad (4.4) la restriccion de angulo, y el parametro

determina el “ancho’del angulo.

Se calcula un paso de ensayo mediante la solucion de

minm(z. +s) = f(z.) +9.s (4.5)
sujeto al|s| < A, (4.6)
b s > YNoe]l s (4.7)

Este problema puede ser solucionado facilmente. Si se ignora la restriccion de

A
Str = — ( ) Ge-
[ gell

Si sy, satisface la restriccion de angulo (3.2) (esto es, si se encuentra fuera del

angulo (3.2), la solucion es

angulo), entonces s. = s es la solucion del subproblema (3.2). De otra forma,
la restriccion de angulo esta activa, y es facil verificar que una soluciéon 6ptima se
encuentra en el espacio generado por g. v b.. Mediante la rotacion de s, en el plano
del span{si,b.} nos encontramos con los dos puntos en este plano en el que la
restriccion de angulo se satisface como igualdad, y elegimos uno con el objetivo de
un modelo més bajo. Esto proporciona una solucion global al subproblema (3.2), que
es tinica, excepto en el caso cuando b g. = 0, cuando son exactamente dos soluciones

globales.

18



CAPITULO 5
MODELO CUADRATICO

Con el fin de definir de manera tnica un modelo cuadratico
T 1+
me(xe +8) = f(xe) + 9.5+ 38 Gles (5.1)

que interpole un conjunto de puntos, se necesita determinar los coeficientes g. €
R", y la matriz simétrica G, de orden n x n, con un total de m = $(n+1)(n+2) —1
escalares desconocidos, en efecto
n para el vector g
n para la primera fila de G
n — 1 para la segunda fila de GG
n — 2 para la segunda fila de G

¢ para la n-ésima fila de G

n(n2+1) +n= n2+721+2n — n2—53n — %(TL + 1)(n + 2) —1

Asi, ademés del punto x., el cual es la aproximacion a la soluciéon x* en la iteracion
actual, se requieren de otros m puntos que se denotan como y', 3%, ...,y™ y se
denominan puntos satélites. La relacién entre estos puntos con el iterado actual

x. viene dado por
Y =x.+5 1=1,---,m

El modelo cuadratico (5.1) puede ser expresado como (se ignora el subindice ¢ de

los elementos de G, para mantener la notacién simple)

me(ze +8) = flo)+ gcTS + Yic;jGijsisj + %EiGiiS?

5.2
flxe) +4.5 2

19



CAPITULO 5. MODELO CUADRATICO 20

Donde se tienen reagrupados los elementos de g. y G, en un vector de m-incégnitas

o = (gz {Gibics, {%GM})T (5.3

y se define el m-vector

s= (57 (s {%sf})T

Dado que el modelo (5.2) tiene la misma forma que (4.1), la determinacion del
vector de coeficientes desconocidos ¢ serd dado como en el caso lineal. Se deduce de

(5.2) que las condiciones de interpolacion toman la forma

(él)—rgc = f(yl> - f(xc) [ = 1a e, M (54)

Donde
L)
A= [(NT gl
s'=((s) 1585 bi<j) s; l=1,---,m
(7 Cestdiar {560
El modelo (5.1) serd univocamente determinado si y sélo si el sistema (5.4) tiene

una solucién tnica, o equivalentemente si y so6lo si el conjunto
{8:1=1,--- ,m} (5.5)

es linealmente independiente. Esta es la condicion que el conjunto de puntos de

muestra debe satisfacer para ser no-degenerado. La region tabi es definida como
span{8 1=1,--- m; 1 # Lo} (5.6)

y puede ser expresado como

T

.={8€R": b, §=0} (5.7)

donde b, € R™ es perpendicular al subespacio (5.6).
Como en el caso lineal, se define una region que contiene a 7. exigiendo que la
magnitud del coseno del 4ngulo entre $ y la normal b, sea mayor o igual a un escalar

dado v € (0,1), esto es
/\TA ~ .
[bc 8] = [|be][I3]] (5.8)
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CAPITULO 5. MODELO CUADRATICO 21

Todo lo que queda por hacer es expresar esta condicion y la region tabu (5.7) en
términos de las variables s € 1" del problema original. Escribimos a b. en la forma

(5.3) tenemos

1 T
= (bf, {Bij}i<j, {EB“}> (5.9)
donde b. € R". Ahora se elije B. como una matriz simétrica de orden n x n con

los elementos de la triangular superior dados por {B;;}i < j.

La region tabu (5.7) esta dada por
1
T = {s ER™: bls+ §STBCS = o} (5.10)

y es por lo tanto el conjunto de soluciones para la ecuacién cuadratica.

Suponga sin perder generalidad que el vector b es normalizado y ademés que

Il = Il + 218 = 1

Luego la condicion de angulo (5.8) puede ser escrita como

1 1
T+ 557 Besl 2 o Isl? + 2ssT (5.11)
Dado que
lss ™1l = IIs]?
La desigualdad (5.11) puede ser escrita como

bl s + 35" Bes| = ]lsll /1 + 5]s]?

Esto define la restriccion de angulo cuando el modelo es cuadrético.

Para determinar los coeficientes g., G, b. y B, se calcula la factorizaciéon QR de
la matriz cuyas columnas son los vectores {s'} en (5.5). Usando ésta factorizacion
podemos resolver para g. el sistema (5.4), obteniendo g, y G, a través de (5.3). La
factorizacion QR también nos da el vector b, en (5.7) y a través de (5.9), el vector

b. y la matriz B..
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CAPITULO 5. MODELO CUADRATICO 22

El paso s. es entonces definido como una soluciéon aproximada de

1
minme(z. +8) = f(x.)+g.s+ §STGCS (5.12)
sujeto a ||s|| < A, (5.13)

1 1
bls+ 55T Bes| > Allslly/1+ 5 s (5.14)

El paso s. es asi dependiente del pardmetro v, cuya elecciéon puede tener un im-
pacto en la eficiencia del algoritmo de angulo. Si v es demasiado grande, la restricciéon
de dngulo puede descartar pasos que conforman un progreso significativo hacia la so-
lucion. Para evitar ésta ineficiencia, se incluye en el algoritmo un procedimiento para
hacer decrecer ~ si es necesario. La actualizacion de v se realizard mientras calcula

una solucion aproximada para (5.12), como sera descrita a continuacion.

Calculo del Paso
Es dificil calcular una soluciéon optima al subproblema (5.12) dado que G, puede ser
indefinida y la region factible es usualmente no-convexa (ver figura). Sin embargo,
se propone la estrategia de concentrarse en encontrar una solucién aproximada de
(5.12), y se va hacer a través de un procedimiento analogo al empleado en el caso
lineal. Mientras se resuelve el subproblema también se determinara si el valor del

parametro de angulo 7 necesita ser reducido.

Primero usamos la técnica descrita por Moré y Sorensen [8] para calcular una

solucion s, del problema de region de confianza (5.12), ignorando la restriccion de
angulo.
Si sy satisface (5.12), entonces la solucién del subproblema (5.12) sera dada por
S. = S4. En otro caso, se inicia desde s;. y se calcula una secuencia de pasos de
ensayo s, i = 1,--- con [|s'|| = ||se||, que se mueven lejos de la region tabu a
lo largo de una direccion en la cual la violacion de la restriccion de angulo (5,12)
inicialmente decrece. Generamos pasos de ensayo hasta que la restriccion de angulo se
satisface o hasta que el valor del modelo cuadratico (5.12) ha aumentado demasiado
respecto a su valor en s, en tal caso v se disminuye.

Mas precisamente, se define la parte izquierda en (5.12) por ¢(s), esto es

¢(s) = |bl s+ 35" Bes|
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My

Figura 5.1: Figura 3
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CAPITULO 5. MODELO CUADRATICO 24

El gradiente es dado por
Vé(s) = sign(b] s + 35" Bes)(Bes + be)

Probar que ¢(s) # 0.

Se calculan los pasos de ensayo s°, i = 1,---, por rotaciéon incremental de sy,
en el plano del espacio span{sy., B.sy + b.}, y en la direccion de V(sy,). Note que
B.Si+b. es normal a la regiéon tabu en sg., y moviendonos a lo largo de esta normal,
nos alejamos de la region tabi. (El gradiente de ¢ indica si debemos movernos a lo

largo de la normal o el negativo de la misma.)

Por medio de esta rotacion, la violacion de la restriccion de dngulo inicialmente
decrece, como ¢ inicialmente decrece y el lado derecho de la restriccion (5.12) se

mantiene, se cumple la igualdad ||s’|| = ||s:|| para todo 1.

Como se generan pasos de ensayo s’, se controla el valor del modelo cuadratico
5.12); continuando con la rotacion hasta un paso de ensayo s’ que satisfaga (5.12
Y g

o hasta que el valor de m,. ha aumentado demasiado, en el sentido de que
, 1
pred(s') > §p7“6d(8tr) (5.15)

donde pred(s) = me(x.)—me(z.+s) con s € R™. Se toma ésto como una indicacion
de que el pardmetro de angulo v es demasiado grande. Entonces el conjunto s, = s
y “cerramos el dngulo 7, esto es, se reduce v, de modo que el paso de ensayo mas

reciente s’ satisface (5.12) como una igualdad

1 1
¥ =1bls+ 58" Besel/ (\/Ilscll(l + §||8c||2)) (5.16)

Esta nueva eleccion de v se pasara a la siguiente iteracién, de modo que los va-

lores de « forman una secuencia no creciente.

Este procedimiento de calculo de pasos es descrito a continuacion. Aqui s(6) de-
nota la rotacion de s, por un angulo 6, en el espacio de span{s., B.sy + b.} en la
direccion de Vo(sy,).
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Procedimiento Paso Cuadratico

Los parametros de entrada son g., G., Be, 7, Ay 00

Resuelva el sunproblema de region de confianza (12a)-(12b) para obtener s;,.

If s, satisface (12c¢), se rota s. = s, y 7; Stop

Else

El conjunto 6 = 6

Repeat Hasta que s(0) satisfaga (12c) 6 pred(s(0)) > ipred(sy)
0 < 0+ 00

End Repeat

El conjunto s. = s(0)

If s. viola (12c¢), se define v por (5.12)

End If

Regresar s. y v; Stop
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CAPITULO 6
RESULTADOS NUMERICOS

Para evaluar la robustes y eficiencia del algoritmo de angulo, se realiz6 una com-
paracion con otros tres métodos para optimizacién libre de derivadas en una seleccién
de problemas de la coleccion CUTE. En esta seccion se denota la ky, iteracion por x,;

el subindice k sera ademés usado en todas las cantidades asociadas a xy, (fr = f(z1),
Ay, ete).

Los pardmetros de region de confianza en el paso 5 del algoritmo 1 se establecie-
ron paraa =0y [ = %, y la estrategia de actualizaciéon de region de confianza como

la siguiente:

If ared(s;) <0
Apsr = 35kl
Else
If ||skl] = Ak, Agr1 = 24
Else Apiq = Ay
End Else

Otras estrategias son posibles, pero el que se describe acd parece funcionar bien
en la practica, ya que permite que el radio de regiéon de confianza A se incremente

rapidamente, permitiendo pasos mas grandes.

Primero se prueba la version lineal del algoritmo de &ngulo (WEDIin) y COBYLA,
un método de region de confianza que usa modelo de interpolacion lineal. El punto
inicial o en este y todos los resultados reportados, fue suministrado por CUTE. Los

n+1 satélites iniciales requeridos por la primera iteracion de WEDIin se definen como
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CAPITULO 6. RESULTADOS 27

Y =x0E£ Noey, i=1,...,1n (6.1)

donde el radio de region de confianza inicial se establecié en Ay = 1, e; deno-
ta el i-ésimo vector canodnico elegido al azar. Para tener en cuenta la aleatoriedad
introducida en la selecciéon de los puntos de muestra iniciales en ambas versiones,
lineal y cuadrética del algoritmo de angulo, cada problema de prueba se corrio cinco
veces. Los resultados de la mediana, en términos de evaluacion de las funciones son

reportados.

El pardmetro de dngulo en WEDIin se eligi6 como v = 0,4, y se mantuvo cons-
tante a lo largo de la iteracion (solo el algoritmo que usa modelos cuadraticos reduce
el valor de 7). El rhoend (tamano del simplex en la terminacion) en COBYLA se
estableci6 para 10 X macheps, donde macheps denota redondeo de unidades de doble

precision. En forma similar, WEDIin concluye si

Ag < 10 x macheps (6.2)

Se toma como una indicacién de que ningin pregreso se puede hacer.

Las pruebas de parada para WEDIlin y COBYLA fueron de la siguiente ma-
nera. En primer lugar resolver cada subproblema usando el paquete de programas
KNITRO, que para problemas sin restricciones equivale a un Método de Newton
usando segundas derivadas exactas. KNITRO se detuvo cuando ||V f(x)]] < 1076

y su altimo valor de la funcion f se registr6. WEDIin y COBYLA se detienen cuando

Je = fa
fO_fA

Donde € = 107°% y f; es el valor objetivo en el punto inicial. Por lo tanto, se

< €, 0 equivalentemente fo — fr, > (1 —€)(fo — fa) (6.3)

requiere que la disminucién fo — fp obtenida por el algoritmo es al menos (1 — €)
veces la disminucion obtenida por el KNITRO. Un limite de 8000 evaluaciones de la

funcion se impuso en todas las corridas.
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CAPITULO 6. RESULTADOS 28

Los resultados reportan que el nimero de evaluaciones de la funcién y el valor
final de la funcién objetivo obtenida por cada algoritmo. Ademas se reporta (% wed

act) el porcentaje de iteraciones en WEDIin donde la restriccion de dngulo esté activa.

Aunque COBYLA fue disenada principalmente para optimizacioén con restriccio-
nes, estos resultados sugieren que WEDIin es competitivo con respecto a COBYLA
en problemas sin restricciones. Es interesante observar ademés que la restriccion de
angulo estd activa en una fraccion significativa de las iteraciones, mostrando que ésta

restriccion juega un papel importante en el método.

Comentaremos ahora sobre las terminaciones anormales de COBYLA, el cuél es-

ta escrito en precision simple.

1. En el problema AKIVA, la versiéon de precision simple de CUTE da un valor de
la funcion inicial f(xy) = 2,70488, que es menor que el valor objetivo 6ptimo
obtenido por KNITRO, fy = 6,16604. Por lo tanto, COBYLA satisface (6.3),
terminando asi en el punto de partida, sin realizar una sola iteracién. Sin
embargo, cuando corremos WEDIin en doble precision, obtenemos el valor de

la funcion inicial f(x¢) = 14,5561, que es muy superior al valor de parada.

2. COBYLA se bloquea cuando se trata de evaluar f en un punto donde no esta
definida.

3. COBYLA se detuvo porque el tamafio de la simplex (rhoend) es menor que 6

igual a 10 x macheps; éste es un sistema incorporado en la detenciéon de prueba.

A continuacion se compara la version cuadratica del algoritmo de angulo (WED-
quad) con el Cuasi Newton codigo L-BFGS-B usando diferencias finitas para apro-

ximar el gradiente (QNfinDiff) y todo sus valores predeterminados.

El valor inicial del parametro de angulo en WEDquad fue elegido como v = 0.4,

y como fua explicado en el modelo cuadratico, se le permite cambiar con las itera-

T

600
2(n +1)(n + 2) puntos de muestra requeridos para definir el modelo de interpola-

ciones. El valor de 660 = se utiliz6 en el procedimiento de paso cuadratico. Los

cion cudratica inicial puede ser elegido como los vértices y los puntos medios de un
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simplex. Esto se hizo en WEDquad, usando el simplex definidopor zy y los puntos
(6.1).

Ademas del nimero de evaluaciones de la funcién, el valor de la funcién final y el
porcentaje de iteraciones (% wed act) en el que la restriccion de angulo era activa,
también informamos sobre el valor final del pardmetro de dngulo 7. Como se men-
cion6 anteriormente, WEDquad se ejecuto cinco veces y la mediana de los resultados

son reportados. La prueba de parada fue (6.3).

Los resultados muestran que WEDquad es a veces, pero no siempre, mas eficiente
que el algoritmo de diferencia finita Cuasi-Newton. Sin embargo WEDquad parece

ser mas confiable, con una falla en comparacion con cinco fallas de QNfinDiff.

En el problema AKIVA, QNfinDiff devuelve el valor de la funcion —oco en la se-
gunda iteracion y terminado. La mayor parte de las fallas de QNfinDiff se atribuyen
a la falta de progreso en la linea de bisqueda debido a errores en la aproximacion

por diferencias finitas a los gradientes (el codigo usa diferencias en adelante).

Finalmente, comparamos WEDquad con el codigo DFO que implementa método
de region de confianza usando modelos de interpolacion cuadritica. Al momento de
redactar DFO no estd disponible para el publico, y las comparaciones descritas a
continuacion se basan en los resultados presentados en [5] mas los resultados acerca
de los problemas adicionales suministrados por Katya Scheinberg [13]. Por esta razon,

WEDquad se detuvo cuando
fe < foro (6.4)

donde fpro denota el valor objetivo final obtenido por DFO. Ambos algoritmos
se ejecutaron cinco veces para cada problema y la mediana de los resultados fueron
reportados. Los satélites iniciales y todos los otros parametros de WEDquad se eli-

gieron como en la prueba anterior.

Es dificil disenar una prueba de parada adecuada para la comparacion de méto-
dos libre de derivadas, y ésta ultima comparacion es un ejemplo de ello. El codigo

DFO puede requerir un significativo niimero de evaluaciones para reconocer conver-
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gencia en su mejor valor de f |3, 13| (que ocurre por defecto cuando Ay < 107%).
Como resultado, utilizando la prueba de parada (6.4) puede resultar adverso a DFO.
Por otro lado WEDquad no emplea ningiin mecanismo especial de terminacion, su
prueba de parada por defecto es (6.2), y en este sentido es completamente analoga

al método de region de confianza basado en gradiente.

Se pudo observar que en la mayoria de los problemas el parametro de angulo ~ es
reducido significantemente a partir de su valor inicial de 0,4, y que al mismo tiempo
la restriccion de angulo esté activa con cierta frecuencia. Por lo tanto, el algoritmo
parece haber logrado un buen balance entre la condicién geométrica requerida y el

deseo de permitir todos los pasos de region de confianza cuando sea posible.

Se concluye senalando que la eleccion del satélite inicial en WEDquad con los
vértices y puntos medios de un simplex no es una estrategia eficiente puesto que
requiere O(n?) evaluaciones de la funcion para iniciar el algoritmo. Serfa més eficiente
usar, por ejemplo modelos lineal (o indeterminado cuadréatico) durante las primeras
iteraciones, pero todavia no se ha comprobado esta opcion. Entre otros refinamientos
que puedan mejorar el rendimiento se incluye la opciéon de incrementar el parametro
angulo en ciertas iteraciones, esto se puede hacer ya sea directamente (esto es, cuando
str en el procedimiento de paso cuadratico satisface la restriccion de angulo); o
indirectamente relajando el (muy exigente) requisito de que la solucién aproximada
del subproblema cuadrético satisfaga la prueba (5.15). Una prueba alternativa podria
ser pred(s’) > 3pred(sca), donde sc4 es el punto de Cauchy [10] para el subproblema

(modelo cuadratico).
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