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RESUMEN

La continuidad de una función convexa vectorial sobre el interior relativo de puntos

de su dominio es estudiada. Como un corolario de esto podemos ver que una función

convexa vectorial es Lipschitz en puntos cercanos al interior relativo de su dominio.

Un nuevo concepto de subdiferencial de una función convexa es introducido y algunas

propiedades similares al caso escalar son probadas, aśı como tambien la relación de

inclusión entre el jacobiano generalizado y el subdiferencial .



Índice

Agradecimientos i

Resumen iii

1. Preliminares 3

1.1. Interior relativo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2. Clausura de funciones convexas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3. Conjugada de Fenchel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.4. Convolucion infimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2. Subgradiente y subdiferencial 23

2.1. Diferenciabilidad de funciones convexas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3. Funciones convexas vectoriales y su subdiferencial. 37

3.1. Continuidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2. Subdiferencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

Conclusiones 48

Referencias Bibliográficas 49
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Introduccion

El estudio de la diferenciabilidad de las funciones definidas sobre espacios de di-

mensión infinita ha estado presente desde el principio de la construcción de la teoŕıa de

operadores a comienzos del siglo XX. Uno de los primeros esfuerzos importantes para

elaborar una teoŕıa abstracta de espacios de funciones y de funcionales fue realizado

por Fréchet en su tesis doctoral de 1906 [6]. En lo que Fréchet llamó cálculo funcional,

intentó unificar en términos abstractos las ideas contenidas en los trabajos de Cantor,

Volterra, Arzelá, Hadamard y otros matemáticos del siglo XIX. En [6], Fréchet introdu-

jo los espacios métricos y proporcionó las nociones de continuidad y diferenciabilidad

que extienden las correspondientes a funciones reales en el marco de estos espacios ge-

nerales.

En los años 20, en [5], Banach introdujo los espacios normados completos con el propósi-

to de generalizar la teoŕıa de las ecuaciones integrales. A partir de este momento se

comienzan a estudiar las propiedades de la diferenciabilidad de las funciones convexas

y más concretamente de la norma en el marco de estos espacios.

El cálculo diferencial es una herramienta muy flexible en análisis, que necesita de la

noción de derivada. Cuando la diferenciabilidad en el sentido clásico falla, es natural

preguntarse si es posible extender la noción de derivada de modo de recuperar algu-

nas de sus propiedades. El subdiferencial de una función convexa f definida sobre un

subconjunto convexo D ⊂ Rn a R en un punto x0, es el conjunto ∂f(x0) = {x∗ ∈
L(Rn, R) : f(x) − f(x0) ≥ x∗(x − x0),∀x ∈ D}, donde L(Rn, R) denota el espacio de

los funcionales lineales continuos de Rn a R. El vector x∗ es llamado el subgradiente de

f en x0, por lo que el conjunto ∂f(x0) representa un conjunto de subgradientes.
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El objetivo principal del presente trabajo se refiere al estudio del conjunto subdiferencial

y sus propiedades. Un primer resultado importante es que las derivadas direccionales

para el caso en el que se considera una función convexa f : Rn → R siempre existen, y

su relación con los subgradientes. Otro resultado de importacia es que en el caso el cual

la función f es diferenciable, coinciden el subdiferencial con el jacobiano. También son

introducidas definiones de funciones convexas clásicas tales como: la función indicado-

ra, soporte y la conjugada de Fenchel, y se establece una caracterización que relaciona

estas funciones con el subdiferencial.

En el caṕıtulo 3, se consideran funciones convexas a valores vectoriales, es decir una

función convexa definida sobre un conjunto convexo D ⊂ Rn a Rm y se define un nuevo

concepto de subdiferencial de una función convexa f en un punto x0, denotada por

∂f(x0), como sigue: ∂f(x0) = {A ∈ L(Rn, Rm) : f(x) − f(x0) � A(x − x0),∀x ∈ D},
donde L(Rn, Rm) denota el espacio de los operadores lineales continuos de Rn a Rm y

� es un orden parcial definido sobre un cono convexo C ⊂ Rm , y algunas propiedades

similares al caso escalar son probadas en la que resaltan la continuidad de la funciones

convexas en puntos del interior relativo de su dominio, se introduce el concepto del

Jacobiano generalizado en el sentido de Clarke de f en x Jf(x) y se prueba la inclusión

de éste en el conjunto subdiferencial de f en x, con x perteneciente al interior del

dominio de la función f ; también se prueba que si la función convexa es diferenciable

en un punto perteneciente al interior de su dominio, entonces Df(x) ∈ ∂f(x) , donde

Df(x) denota la derivada de f en x; se estudian las propiedades referente a los conos

convexos y es introducido el concepto de cono polar positivo, el cual es un conjunto de

funcionales lineales con la particularidad que al ser evaluados en un elemento del cono

convexo original, siempre es mayor o igual a cero, este conjunto es denotado por C ′. El

concepto de cono polar positivo, nos será de utilidad para probar que las proyecciones

del ∂f(x) y Jf(x) sobre cualquier dirección ξ ∈ C ′ coinciden. Este concepto de la

subdiferencial de una función convexa a valores vectoriales ha sido considerado en [8],

por V. L. Levin en 1972 ; antes, en el año 1966, Brøndsted-Rockafellar [7], estudiaron

la subdiferencial para funciones convexas, más recientemente se ha retomado el interés

en la subdiferencial en el área de la optimización.



Capı́tulo 1
Preliminares

En esta primera parte daremos todas las definiciones básicas del análisis convexo,

enunciamos y probamos los resultados necesarios para el estudio del subdiferencial de

funciones convexas y sus propiedades, definido sobre un espacio vectorial normado a

valores reales extendidos, cuyas propiedades serán estudiadas más a fondo en el próximo

caṕıtulo.

Recordemos del análisis la definición de derivada direccional y su relacion con el

gradiente.

Definición 1.1. Sea f una función de Rn a [−∞,∞] y sea x un punto donde f es

finita. La derivada direccional de f en x con respecto al vector y se define como el

limite siguiente:

f ′(x; y) = ĺım
λ↓0

f(x+ λy)− f(x)

λ

Si existe (+∞ y −∞ considerados como ĺımite)

Si f es diferenciable en x, las derivadas direccionales f ′(x; y) son todas finitas y se tiene:

f ′(x; y) = 〈∇f(x), y〉, ∀y

donde, ∇f(x) es el gradiente de f en x.

3
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Las siguientes definiciones son básicas del análisis convexo y necesarias para com-

prender el concepto de subdiferencial de una función convexa.

Definición 1.2. Una función f sobre Rn es llamada homogénea positiva si para

cada x se tiene

f(λx) = λf(x), 0 < λ <∞

Definición 1.3. Un subconjunto C de Rn es llamado convexo si (1 − λ)x + λy ∈ C
siempre que x ∈ C, y ∈ C y 0 < λ < 1.

Definición 1.4. Sea f una función cuyos valores son reales o ±∞ y cuyo dominio es

un subconjunto S de Rn. El conjunto

{(x, µ) | x ∈ S, µ ∈ R, µ ≥ f(x)}

es llamado el eṕıgrafo de f y es denotado por epif . Decimos que f es una función

convexa sobre S si y solo si el conjunto epif es un subconjunto convexo de Rn+1.

El siguiente teorema caracteriza las funciones convexas.

Teorema 1.1. Sea f una función de C a (−∞,+∞], donde C es un subconjunto

convexo de Rn. Entonces f es convexa sobre C si y solo si

f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y), 0 < λ < 1,

para cada x y y en C.

Demostración.

De la definición 1.4 f es convexa sobre C si y solo si el conjunto epif es convexo

sobre C. Sean x, y pertenecientes a epif , fijemos µ ∈ R. Aśı

f(x) ≤ µ (1.1)

f(y) ≤ µ (1.2)

Por otro lado del hecho de ser epif convexo sobre C,

f(λx+ (1− λ)y) ≤ µ (1.3)
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con 0 < λ < 1

Notemos que µ = (1− λ)µ+ λµ ≤ (1− λ)f(x) + λf(y), de esta manera de 1.3 f(λx+

(1− λ)y) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y)

Definición 1.5. Sea S ⊂ Rn, un conjunto convexo no vaćıo y sea f : S → R. f es una

función concava sobre S si y solo si

f((1− λ)x+ λy) ≥ (1− λ)f(x) + λf(y), 0 < λ < 1,

para cada x y y en S.

Definición 1.6. Una funcion af́ın sobre S es una función la cual es finita, concava

y convexa.

Definición 1.7. El dominio efectivo de una función convexa sobre S, el cual deno-

taremos por domf es la proyección sobre Rn de el epigrafo de f :

domf = {x | ∃µ ∈ R | (x, µ) ∈ epif} = {x | f(x) < +∞}

Una de las propiedades de las funciones convexas es poseer derivada direccional ,

en el próximo caṕıtulo se introducirá el concepto de subgradiente y veremos la relación

de la derivada direccional y el subgradiente. El siguiente teorema prueba la existencia

universal de la derivada direccional cuando se considera una función convexa.

Teorema 1.2. sea f una función convexa, y x un punto donde f es finita. Para cada

y ∈ Rn, el cociente de diferencias en la definición de derivada direccional es una función

no decreciente de λ > 0 esto es f̀(x; y) existe y

f ′(x; y) = ı́nf
λ>0

f(x+ λy)− f(x)

λ

más aún f ′(x; y) es una función convexa homogénea positiva para y.

Demostración.

Tomemos y ∈ Rn fijo y sea h(λ) = f(x+λy)−f(x)
λ

, consideremos 0 < λ ≤ β y veamos

que h(λ) ≤ h(β).

Notemos que x+ λy = λ
β
(x+ βy) + (1− λ

β
)x
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De modo que por convexidad

f(x+ λy) ≤ λ
β
f(x+ βy) + (1− λ

β
)f(x)

f(x+ λy) ≤ λ
β
f(x+ βy) + (β−λ)f(x)

β

f(x+ λy) ≤ λ
β
f(x+ βy) + (β−λ)f(x)λ

λβ

f(x+λy)−f(x)
λ

≤ f(x+βy)
β

+ (β−λ)f(x)
λβ

− f(x)
λ

= f(x+βy)
β

+ f(x)
λ
− f(x)

β
− f(x)

λ

f(x+λy)−f(x)
λ

≤ f(x+βy)−f(x)
β

por lo tanto, h(λ) ≤ h(β) y aśı el cociente de diferencias en la definición de derivada

direccional es una función no decresiente de λ > 0. Luego existe

ĺım
λ↓0

f(x+ λy)− f(x)

λ
= f ′(x; y) = ı́nf

λ>0

f(x+ λy)− f(x)

λ

Veamos ahora, que f ′(x, y) es una función homogénea positiva de y. Sea λ > 0

f ′(x, λy) = ı́nft>0
f(x+t(λy))−f(x)

t

= ı́nft>0 λ
f(x+βy))−f(x)

β
(β = λt)

= λ ı́nfβ>0
f(x+βy))−f(x)

β
(λ > 0)

= λf ′(x; y)

luego por la definición 2 f ′(x; y) es homogénea positiva.

1.1. Interior relativo

En el caso de los conjuntos convexos, el concepto de interior puede ser absorbido en

un concepto mas conveniente de interior relativo. Este concepto es motivado por el hecho

de que un segmento de recta o un triángulo incrustrado en R3 no poseen un interior

del tipo natural, que no es verdaderamente un interior. El concepto de interior relativo

nos será de utilidad para comprender algunos resultados del analisis convexo tratados

en los próximos caṕıtulos. Para comprender este resultado es necesario introducir las

siguientes definiciones



Naudy González 7

Un subconjunto M de Rn es llamado conjunto af́ın si (1− λ)x+ λy ∈M para todo

x ∈M , y ∈M con λ ∈ R.

Puede verse fácilmente que un subespacio vectorial es un conjunto af́ın cuya particula-

ridad es que el cero pertenece al conjunto. Rećıprocamente si A es un conjunto af́ın y

0 ∈ A entonces A es un subespacio vectorial.

Diremos que dos conjuntos af́ınes M y A son paralelos si existe a ∈ A tal que A+a = M :

Se verif́ıca que si a y b pertenecen a A entoncesA + a y A + b son paralelos. De esta

forma puede definirse la clase de equivalencia de todos los conjuntos af́ınes paralelos a

uno dado. Observese que si A es un conjunto af́ın entonces

L = A− A = {x− y : x ∈ A; y ∈ A}

es un subespacio vectorial paralelo a A.

Definición 1.8. La dimensión de un conjunto af́ın es la dimensión del único subes-

pacio paralelo al conjunto. Un conjunto af́ın de Rn de dimensión n − 1 es llamado un

hiperplano.

Todo hiperplano define dos semiespacios H1 y H2 que serán llamados cerrados o

abiertos según contengan o no al hiperplano que los define.

Obsérvese que un hiperplano H en Rn queda determinado por un vector p ∈ Rn , p 6= 0

y un real β siendo

Hp,β = {x ∈ Rn : 〈x, p〉 = β}

De esta manera quedarán determinados los semiespacios cerrados H1 = {x ∈ Rn :

〈x, p〉 ≥ β} y H2 = {x ∈ Rn : 〈x, p〉 ≤ β}, los que serán llamados abiertos si las

desigualdades se reemplazan por desigualdades estrictas. El hiperplano H es paralelo al

subespacio vectorial

S = {x ∈ Rn : 〈x, p〉 = 0},

es inmediato verificar que H = x∗ + S siendo x∗ = β
〈p,p〉p

Definición 1.9. Sean C1 y C2 conjuntos no vaćıos en Rn. Un hiperplano H se dice que

separa C1 y C2 si C1 está contenido en uno de los semiespacios cerrados determinados

por H y C2 vive en el semiespacio cerrado opuesto. Se dice que C1 y C2 están separados

propiamente si ambos no se encuentran contenidos en H.
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Teorema 1.3. Sean C1 y C2 conjuntos no vaćıos en Rn. Si existe un hiperplano sepa-

rando a C1 y C2 propiamente, entonces existe un vector b tal que:

ı́nf{〈x, b〉 : x ∈ C1} ≥ sup{〈x, b〉 : x ∈ C2}

Demostración.

Como existe un hiperplano H separando propiamente C1 y C2, entonces existe b ∈ Rn

no nulo y β ∈ R tal que el hiperplano H toma la forma H = {x ∈ Rn : 〈x, b〉 = β} con

〈x, b〉 ≥ β ∀x ∈ C1 y 〈x, b〉 ≤ β ∀x ∈ C2

Luego, β es cota inferior del conjunto {〈x, b〉 : x ∈ C1} y a la vez cota superior del

conjunto {〈x, b〉 : x ∈ C2}. Aśı

β ≤ ı́nf{〈x, b〉 : x ∈ C1} y β ≥ sup{〈x, b〉 : x ∈ C2}

esto es,

ı́nf{〈x, b〉 : x ∈ C1} ≥ sup{〈x, b〉 : x ∈ C2} (1.4)

de esta manera existe b ∈ Rn tal que satistace 1.4

Los conos son conjuntos de gran importancia en la teoŕıa del análisis convexo, en

particular en separación de conjuntos convexos. En lo que sigue definiremos estos con-

juntos y daremos una caracterización de separación de conjuntos convexos en los cuales

uno de los conjuntos representa un cono.

Definición 1.10. Un subconjunto K de Rn es llamado un cono si es cerrado sobre la

multiplicación por un escalar positivo, esto es, λx ∈ K, ∀x ∈ K y λ > 0.

Un cono convexo es un cono que es un conjunto convexo.
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El siguiente teorema es vital para la demostración del teorema 3.1 el cual es también

conocido como teorema de la bipolaridad, y es de gran importancia para el estudio del

conjunto subdiferencial y sus propiedades en el caṕıtulo 3.

Teorema 1.4. Sean C1 y C2 subconjuntos no vaćıos de Rn, uno de los cuales es un cono.

Si existe un hiperplano que separa C1 y C2 propiamente, entonces existe un hiperplano

que separa a C1 y C2 propiamente y pasa a través del oŕıgen.

Demostración.

Supongamos sin pérdida de generalidad que C2 es un cono, ahora bien, como C1

y C2 están separados propiamente por un hiperplano, digamos H, entonces existe un

vector b satisfaciendo las condiciones del teorema 1.3. Sea

β = sup{〈x, b〉 : x ∈ C2}

Entonces, como mostramos en la prueba del teorema 1.3, el conjunto

H = {x ∈ Rn : 〈x, b〉 = β}

es un hiperplano que separa propiamente a C1 Y C2. Como C2 es un cono, entonces

∀x ∈ C2 y ∀λ > 0

λ 〈x, b〉 = 〈λx, b〉 ≤ β <∞ (1.5)

Esto implica que β ≥ 0 y 〈x, b〉 ≤ 0, ∀x ∈ C2, aśı β = 0 y 0 ∈ H.

Definición 1.11. Dado S ⊂ Rn, el menor subconjunto af́ın de Rn que contiene a S, se

define como la cápsula af́ın de S y es denotada por aff(S), es decir es la intersección

de la colección de conjuntos af́ın M tales que S ⊂M .

Observación 1.1. Denotaremos por B la bola unitaria euclideana en Rn:

B = {x | d(x, 0) ≤ 1}
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Para cualquier a ∈ Rn, la bola centrada en a y radio ε > 0 denotada como

a+ε B es dada por:

{x | d(x, a) ≤ ε} = a+ε B

Para cualquier conjunto C en Rn, el conjunto de puntos x cuya distancia de C no exede

ε es

{x | ∃y ∈ C, d(x, y) ≤ ε}

=
⋃
x∈C{y +ε B | y ∈ C} = C + εB

Definición 1.12. Se define como interior relativo de un conjunto convexo C de Rn,

que será denotado como riC, al interior que se produce cuando C es considerado como

un subconjunto de la cápsula af́ın aff(C). Es decir:

riC = {x ∈ aff(C) : ∃ε > 0; B(x, ε)
⋂
aff(C) ⊂ C}.

Es claro que

riC ⊂ C ⊂ C

Naturalmente, C es llamado relativamente abierto si riC = C.

Para conjuntos convexos n-dimencionales, aff(C) = Rn por definicion,

aśı riC = intC.

Observación 1.2. Para un subconjunto convexo C de ′Rn,la clausura C y el interior

intC de C pueden ser expresadas por las siguientes formulas:

C =
⋂
ε>0{C +ε B | ε > 0}

intC = {x | ∃ε > 0, x+ε B ⊂ C}

Los próximos 4 teoremas referentes a propiedades del interior relativo, son necesarios

para el análisis de una de las propiedades del conjunto subdiferencial como es subdife-

renciabilidad de la adición de funciones propias y convexas establecida en el teorema

2.3



Naudy González 11

Teorema 1.5. Sea C un conjunto convexo en Rn. Sea x ∈ riC y y ∈ C. Entonces

(1− λ)x+ λy pertenece a riC, para 0 ≤ λ < 1.

Demostración.

Prestemos la atención al caso donde C es n-dimensional, aśı intC = riC. Sea λ ∈ [0, 1).

Probemos que (1− λ)x+ λy +ε B ⊂ C, Para algún ε > 0.

Como y ∈ C, entonces ∀ε > 0, y ∈ C +ε B. Luego para cada ε > 0 se tiene:

(1− λ)x+ λy +ε B ⊂ (1− λ)x+ λ(C +ε B) +ε B.

= (1− λ)x+ λC + λεB +ε B

= (1− λ)x+ (1 + λ)εB + λC

= (1− λ) [x+ε (1 + λ)(1− λ)−1B] + λC

⊂ (1− λ)C + λC = C

Esta última igualdad resulta del hecho de que x ∈ riC con ε suficientemente pe-

queño. Por lo tanto, (1− λ)x+ λy +ε B ⊂ C.

Lo cual prueba que (1− λ)x+ λy ∈ riC

Teorema 1.6. Para cualquier conjunto convexo C 6= ∅ ∈ Rn, ri(C) = C y ri(C) =

riC.

Demostración.

Es claro que ri(C) ⊂ C, pués por definición ri(C) ⊂ C.

Por otro lado, dado y ∈ C y x ∈ riC, por teorema el segmento entre x y y vive

enteramente en ri(C) exepto quizás para y, aśı y ∈ riC. Luego ri(C) = C.

probemos ahora que ri(C) = riC.
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Notemos que ri(C) ⊂ riC. En efecto como C ⊂ C y del hecho de que

aff(C) = aff(C), entonces por definición :

riC = {x ∈ aff(C) | ∃ε > 0, B(x, ε)
⋂
aff(C) ⊂ C}

⊂ {x ∈ aff(C) | ∃ε > 0, B(x, ε)
⋂
aff(C) ⊂ C} = ri(C),

lo cual prueba que ri(C) ⊂ riC. por otra parte, sea z ∈ ri(C) probemos que z ∈ riC.

Sea x ∈ ri(C). consideremos la linea a travez de x y z. Para µ > 1, con µ − 1 > 0

suficientemente pequeño, el punto y = (1−µ)x+µz = z− (µ−1)(x− z) (i) sigue

perteneciendo a ri(C), y aśı por definición de interior relativo, y ∈ C.

Ahora bien, para tal y, podemos expresar z como sigue:

z = (1− λ)x+ λy con λ ∈ (0, 1). λ = µ−1

Esta última igualdad resulta de multiplicar por µ−1 en (i). Ahora como x ∈ ri(C) y

y ∈ C, entonces por teorema anterior z = (1− λ)x+ λy ∈ ri(C)

por lo tanto, ri(C) = ri(C).

Corolario 1.1. Sean C1 y C2 conjuntos convexos en Rn, entonces C1 = C2 si y sólo

si ri(C1) = ri(C2).

Demostración.

Supongamos que C1 = C2. Probemos que ri(C1) = ri(C2).

Por teorema 1.6, ri(C1) = ri(C1). Además por hipótesis,

ri(C1) = ri(C2)

Luego por teorema 1.6,

ri(C1) = ri(C2)

Rećıprocamente, supongamos que ri(C1) = ri(C2). Probemos que C1 = C2.

Por teorema 1.6 resulta C1 = ri(C1)

Ahora por hipótesis, C1 = ri(C2)

Finalmente por teorema 1.6, C1 = C2, con lo cual se completa la demostración.
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Teorema 1.7. Sea C un conjunto convexo no vaćıo en Rn. Entonces z ∈ ri(C) si y

sólo si, para cada x ∈ C existe un µ > 1 tal que (1− µ)x+ µz pertenece a C.

Demostración.

La condición significa que todo segmento de recta en C, teniendo a z como punto

final puede ser prolongada más allá de z sin salir de C. Lo cual es cierto si z ∈ ri(C).

Veamos:

Sea z ∈ ri(C) y sea x ∈ C, para µ − 1 > 0 suficientemente pequeño el punto y =

(1 − µ)x + µz = z − (µ − 1)(x − z) ∈ ri(C) ⊂ C, esto es, existe µ > 1 tal que

(1− µ)x+ µz pertenece a C.

Rećıprocamente, supongamos que z satisface las condiciones dadas, es decir supon-

gamos que ∀x ∈ C existe µ > 1 tal que (1 − µ)x + µz pertenece a C, ahora como

ri(C) ⊂ C y C 6= ∅, entonces ri(C) 6= ∅, esto es, existe almenos un x ∈ ri(C). Sea

y ∈ C, aśı y toma la forma:

y = (1− µ)x+ µz, µ > 1 (I).

Como C ⊂ C y y ∈ C, entonces y ∈ C.

Ahora de (I), al multiplicar por µ−1 y despejando z obtenemos:

z = (1− λ)x+ λy, con λ = µ−1 ∈ (0, 1).

Luego por teorema z ∈ ri(C), ya que y ∈ C y x ∈ ri(C).

Teorema 1.8. Sea Ci un conjunto convexo en Rn , i ∈ I. Suponga que los conjuntos

ri(Ci) tienen al menos un punto en común, entonces⋂
{Ci | i ∈ I} =

⋂
{Ci | i ∈ I}

Si I es finito, entonces también

ri
⋂
{Ci | i ∈ I} =

⋂
{riCi | i ∈ I}

Demostración.

Fijemos x ∈
⋂
i∈I ri(Ci). Dado algún y ∈

⋂
Ci, entonces por teorema 1.5 el vector

(1 − λ)x + λy ∈
⋂
i∈I ri(Ci) con λ ∈ (0, 1), además y es ĺımite de este vector cuando

λ ↑ 1, es decir y ∈
⋂
i∈I ri(Ci). Sigue que:
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⋂
i∈I

Ci ⊂
⋂
i∈I

ri(Ci) (1.6)

Ahora, de la definición de clausura,

⋂
i∈I ri(Ci) ⊂

⋂
i∈I ri(Ci)

Por otro lado de la definición de interior relativo resulta que riCi ⊂ Ci, de manera

que,

⋂
i∈I ri(Ci) ⊂

⋂
i∈I Ci

Tambien de la definición de clausura Ci ⊂ Ci, aśı,

⋂
i∈I Ci ⊂

⋂
i∈I Ci

⊂
⋂
i∈I Ci

Luego,
⋂
{Ci | i ∈ I} =

⋂
{Ci | i ∈ I}

Esto a la vez prueba que
⋂
i∈I ri(Ci) y

⋂
i∈I Ci tienen la misma clausura, luego por

corolario 1.1 resulta:

ri(
⋂
i∈I Ci) = ri(

⋂
i∈I ri(Ci)) ⊂

⋂
i∈I ri(Ci))

Esto es,

ri(
⋂
i∈I

Ci) ⊂
⋂
i∈I

ri(Ci)) (1.7)

Supongamos que I es finito, tomemos z ∈
⋂
i∈I ri(Ci), por teorema 1.7 cualquier seg-

mento en
⋂
i∈I Ci con z como punto final puede ser prolongada más allá de z en cada

Ci. La intersección de estos segmentos prolongados por ser finitos, es una prolongación

del segmento original en
⋂
i∈I Ci, aśı z ∈ ri(

⋂
i∈I Ci). Esto es

⋂
i∈I ri(Ci) ⊂ ri(

⋂
i∈I Ci).

Por lo tanto de esta ultima inclusión y de 1.7 se completa la demostración.
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1.2. Clausura de funciones convexas

En esta sección son introducidos el concepto de clausura de las funciones convexas

y sus propiedades, las cuales nos serán de utilidad para el estudio del conjunto subdife-

rencial, cuando se considere una función convexa cuya clausura coincida con la funcion

original.

Definición 1.13. Una función de valores reales extendidos f sobre un conjunto S ⊂ Rn

se dice que es semicontinua inferiormente en un punto x de S si

f(x) ≤ ĺım
i→∞

f(xi)

para cada secuencia x1, x2, . . . , en S tal que xi converge a x y el ĺımite de f(x1), f(x2), . . . ,

existe en [−∞,+∞], esta condición puede ser expresada como:

f(x) = ĺım inf
y→x

f(y)

Definición 1.14. una función f : S ⊂ Rn −→ [−∞,+∞] se dice que es propia si:

∀x ∈ S, f(x) > −∞

domf 6= ∅ es decir, ∃x0 ∈ S tal que f(x0) <∞

Definición 1.15. Dado un subconjunto S de Rn no vaćıo, diremos que la cápsula

convexa de S denotada como co(S), es la intersección de todos los conjuntos convexos

que contienen a S.

Definición 1.16. La clausura de una función convexa f se define como la cápsula se-

micontinua inferiormente si f no toma el valor −∞, mientras la clausura de f es definida

por la función constante −∞ si f es una función convexa impropia tal que f(x) = −∞
para algun x. La clausura de f es denotada por f .

Una función se dice que es cerrada si f = f . Para una función convexa propia, la

cerradura es por tanto equivalente a ser semicontinua inferiormente.

La clausura de una función f puede ser expresada de la siguiente manera:

f(x) = ĺım inf
y→x

f(y)
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En cualquier caso f ≤ f , y si f1 ≤ f2 implica f 1 ≤ f 2.

El siguiente teorema es una caracterización de semicontinuidad inferior.

Teorema 1.9. Sea f una función arbitraria de Rn a [−∞,+∞]. Entonces las siguien-

tes condiciones son equivalentes:

(a) f es semicontinua inferioriormente a lo largo de Rn.

(b) {x | f(x) ≤ α} es cerrado para todo α ∈ R.

(c) El eṕıgrafo de f es un conjunto cerrado en Rn+1.

Demostración.

Supongamos que f es semicontinua inferioriormente en x, aśı de la definición de semi-

continuidad inferior esta puede ser reescrita como sigue: f(x) ≤ µ, cuando µ = ĺımµi

y x = ĺımxi para secuencias µ1, µ2 . . . , y x1, x2, . . . tales que f(xi) ≤ µi para cada i.

Esto es, dadas las secuencias (xi, µi), tales que xi → x y µi → µ, entonces (x, µ) ∈ epif ,

pués f(x) ≤ µ. Aśı epif es un conjunto cerrado en Rn+1, por lo tanto, a⇒ c.

Usando el mismo procedimiento anterior y tomando α = µ = µ1 = µ2 = . . ., entonces

el conjunto {x | f(x) ≤ α} es cerrado para todo α ∈ R, esto es a⇒ b

Probemos ahora b⇒ a. Supongamos que el conjunto A = {y | f(y) ≤ α} es cerrado

para todo α ∈ R, probemos que f es semicontinua inferiormente, esto es supongamos

que xi → x y que f(xi)→ µ.Para α > µ, f(xi) < α para i suficienteente grande, y aśı

x ∈ A = A = {y | f(y) ≤ α}

Luego, f(x) ≤ µ = ĺım
i→∞

f(xi)

lo cual prueba que f es una función semicontinua inferioriormente.

Teorema 1.10. Sea f una función convexa propia sobre Rn. Entonces f es una función

convexa propia cerrada.

Demostración.

Por ser f una función convexa y propia, entonces por definición epif = epif (1). Por

otro lado por ser f una función convexa, entonces epif es un conjunto convexo sobre
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Rn+1, y aśı epif es un conjunto convexo cerrado, luego por (1) epif es un conjunto con-

vexo cerrado, y de acá f es convexa y por teorema anterior f es semicontinua inferior.

A continuación, se enuncia el siguiente lema,necesario en la secuencia para su de-

mostración ver lema 7.3 en [2]

Lema 1.1. Para cualquier función convexa f, ri(epif) consiste de todos los pares (x, µ)

tales que x ∈ ri(domf) y f(x) < µ <∞.

Teorema 1.11. Sea f una función convexa propia, y sea x ∈ ri(domf) entonces

f(y) = ĺımλ↑1 f((1− λ)x+ λy)

para cada y.

Demostración.

Como f es una función semicontinua inferiormente y f ≤ f , entonces por definición

de clausura tenemos:

f(y) = ĺım inf
z→y

f(z)

≤ ĺım inf
z→y

f(z) (f ≤ f)

Hagamos z = (1−λ)x+λy, entonces z → y ⇔ λ ↑ 1, por lo tanto f(y) ≤ ĺım inf
λ↑1

f((1−
λ)x+ λy), de esta manera solo necesitamos probar:

f(y) ≥ ĺım sup
λ↑1

f((1− λ)x+ λy)

Veamos, asumamos que β es cualquier número real tal que β ≥ f(y). Tomando cualquier

número real α > f(x). Entonces:

(y, β) ∈ epif = epif

mientras que por lema 1.1

(x, α) ∈ ri(epif)

luego por teorema 1.5
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(1− λ)(x, α) + λ(y, β) ∈ ri(epif) 0 ≤ λ < 1

aśı que

f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)α + λβ 0 ≤ λ < 1

En consecuencia

ĺım sup
λ↑1

f((1− λ)x+ λy) ≤ ĺım sup
λ↑1

(1− λ)α + λβ = β

El siguiente teorema caracteriza la clausura de la adición de funciones convexas propias,

nos asegura que la suma de las clausuras de funciones convexas propias es igual a la

clausura de la sumas de dichas funciones, cuando existe un punto en común en el interior

relativo del dominio de cada función.

Teorema 1.12. Sean f1, . . . , fm funciones convexas propias sobre Rn. Si cada fj es

cerrada y f1 + . . .+ fm no es identicamente +∞, entonces f1 + . . .+ fm es una función

convexa propia cerrada. Si las fj no son todas cerradas pero existe un punto en común

a todo ri(domfj), entonces

f1 + . . .+ fm = f 1 + . . .+ fm

Demostración.

Sea f = f1 + . . .+ fm y sea x ∈ ri(domf) = ri(
⋂
domfj), j = 1, . . . ,m

por teorema 1.11 para cada y, tenemos:

f(y) = ĺımλ↑1 f((1− λ)x+ λy)

Como la funcion f tiene la forma f1 + . . .+ fm, entonces,

ĺımλ↑1 f((1− λ)x+ λy) = ĺımλ↑1
∑m

j=1 fj((1− λ)x+ λy)

Por propiedad de ĺımite,

ĺımλ↑1
∑m

j=1 fj((1− λ)x+ λy) =
∑m

j=1 ĺımλ↑1 fj((1− λ)x+ λy)
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Luego por teorema 1.11 y por ser cada fj cerrada,

∑m
j=1 ĺımλ↑1 fj((1− λ)x+ λy) =

∑m
j=1 f j(y) =

∑m
j=1 fj(y)

= f(y)

Esto es f(y) = f(y), luego f1 + . . . , fm es una función convexa cerrada.

Por otro lado, si los conjuntos ri(domfj) tienen un punto en común, entonces por

teorema 1.8: ⋂m
j=1 ri(domfj) = ri(

⋂m
j=1 domfj) = ri(domf)

Aśı, para x ∈ ri(domf), entonces x ∈ ri(domfj) ∀j ∈ {1, . . . ,m}

Ahora como x ∈ ri(domf), entonces por teorema 1.11, para cada y:

f(y) =
∑m

j=1 fj((1− λ)x+ λy)

=
∑m

j=1 f j(y) x ∈ ri(domfj)

por lo tanto,

(f1 + . . .+ fn) = f 1 + . . .+ fm

1.3. Conjugada de Fenchel

En la presente sección serán introducidas las definiciones de funciones convexas

clásicas del análisis convexo que juegan un papel importante en el estudio de la sub-

diferenciabilidad que será introducido en el próximo capitulo, entre las que podemos

mencionar: la función soporte, función indicadora y la función conjugada de Fenchel.

Definición 1.17. Sea C un subconjunto convexo de Rn, se define la función soporte

de C, denotada por δ∗( ·| C) como:

δ∗( x| C) = sup{〈x, y〉 : y ∈ C}
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Definición 1.18. Sea C un subconjunto convexo de Rn, se define la función indica-

dora de C, denotada por δ( ·| C) como:

δ( x| C) =

{
0 si x ∈ C
∞ si x /∈ C

Definición 1.19. Sea la función f : Rn → R∪{+∞}. La conjugada de Fenchel de la

función f es la función f ∗ : Rn → R∪ {+∞} definida por: f ∗(x∗) = supy 〈y, x∗〉 − f(y)

A continuación enunciamos el siguiente teorema , para su demostración ver corolario

13.2.1 en [2]

Teorema 1.13. Sea f cualquier función convexa homogenea positiva que no es identi-

camente ∞. Entonces f es la función soporte del siguiente conjunto convexo cerrado:

C = {x∗ | ∀x, 〈x, x∗〉 ≤ f(x)}

Teorema 1.14. Sea f una función convexa. La función conjugada f ∗ es una función

convexa cerrada, propia si y solo si f es propia. Más aun f ∗ = f ∗ y f ∗∗ = f

El siguiente teorema es clásico de el análisis convexo y es llamado teorema de

Fenchel-Moreau, para su demostración ver teorema 1.10 en [4]

Teorema 1.15. Considere la función f : Rn → R ∪ {+∞}. f es una función convexa

semicontinua inferiormente y propia si y sólo si f ∗∗(x) = f(x).

1.4. Convolucion infimal

El concepto y las propiedades de la aplicación convolución infimal introducidas en

la presente sección serán de provecho a la hora del cálculo de la subdiferenciabilidad de

funciones convexas propias de la forma f(x) = f1(x) + . . . fm estudiadas en el siguiente

caṕıtulo.

Definición 1.20. Sean f1, . . . fm funciones convexas propias sobre Rn, la operación �
es llamada convolución infimal y es dada por:

(f1 � . . . � fm)(x) = ı́nf{f1(x1) + . . .+ fm(xm) : x =
∑m

i=1 xi}
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Teorema 1.16. Sean f1, . . . , fm funciones convexas propias sobre Rn. Entonces:

(f1 � . . . , �fm)∗ = f ∗1 + . . .+ f ∗m

(f 1 + . . .+ fm)∗ = (f ∗1 � . . . � f ∗m)

Si los conjuntos ri(domfj) j = 1 . . . ,m tienen un punto en común, la operación clausura

puede ser omitida de la segunda fórmula, y

(f1 + . . .+ fm)∗(x∗) = ı́nf{f ∗1 (x∗1) + . . .+ f ∗m(x∗m) |x∗ =
∑m

j=1 x
∗
j}

donde para cada x∗ el infimo es alcanzado.

Demostración.

De la definición 1.20,

(f1 � . . . , �fm)∗(x∗) = supx{〈x∗, x〉 − ı́nfx{f1(x1) + . . .+ fm(xm) |x =
∑m

j=1 xj}}

= supx{〈x∗, x〉+ supx{−f1(x1)− . . .− fm(xm) |x =
∑m

j=1 xj}}

= 〈x∗, x〉+ supx supx{−f1(x1)− . . .− fm(xm) |x =
∑m

j=1 xj}}

= supx supx{〈x∗, x〉 − f1(x1)− . . .− fm(xm) |x =
∑m

j=1 xj}}

= supx1,...,xm{〈x
∗, x1〉+ . . .+ 〈x∗, x1〉 − f1(x1)− . . .− fm(xm)}

= f ∗1 (x∗) + . . .+ f ∗m(x∗)

Esto es, (f1 � . . . , �fm)∗(x∗) = f ∗1 (x∗) + . . .+ f ∗m(x∗)

Por otra parte como cada fj j ∈ {1, . . . ,m} es propia y convexa, entonces por teorema

1.10 cada f ∗j j ∈ {1, . . . ,m} es propia y cerrada, de esta manera podemos aplicar la

igualdad anterior a f ∗1 , . . . , f
∗
m, es decir
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(f ∗1 � . . . � f ∗m)∗ = f ∗∗1 + . . .+ f ∗∗m

= f 1 + . . .+ fm (I)

Aśı, aplicando la operación conjugada en esta última igualdad y por teorema 1.14 se

tiene:

(f 1 + . . .+ fm)∗ = (f ∗1 � . . . � f ∗m)∗∗

= (f ∗1 � . . . � f ∗m)

Esto es,

(f 1 + . . .+ fm)∗ = (f ∗1 � . . . � f ∗m)

Finalmente, supongamos que los conjuntos ri(domfj) j ∈ {1, . . . ,m} tienen un punto

en común, entonces por (I),

(f ∗1 � . . . � f ∗m)∗ = f 1 + . . .+ fm

= (f1 + . . .+ fm) (por teorema 1.12)

= (f1 + . . .+ fm)∗∗ (por teorema 1.14)

Aplicando nuevamente conjugada en esta última igualdad, nos queda:

(f ∗1 � . . . � f ∗m)∗∗ = ((f1 + . . .+ fm)∗)∗∗

Luego por teorema 1.15,

(f ∗1 � . . . � f ∗m) = (f1 + . . .+ fm)∗

Esto es,

(f1 + . . .+ fm)∗(x∗) = ı́nf{f ∗1 (x1)
∗ + . . .+ f ∗m(x∗m) | x∗ =

∑m
j=1 xj}



Capı́tulo 2
Subgradiente y subdiferencial

En el presente caṕıtulo se estudiarán las propiedades del conjunto subdiferencial

de funciones convexas a valores escalares, para ello es necesario introducir algunos

conceptos que nos serán de utilidad para comprender este conjunto y sus propiedades.

Definición 2.1. Un vector x∗ es llamado subgradiente de una función convexa f :

D ⊂ Rn → R ∪ (−∞,+∞] en un punto x si

f(z) ≥ f(x) + 〈x∗, z − x〉 , ∀z ∈ D

Definición 2.2. El conjunto de todos los subgradientes de f en x es llamado el subdi-

ferencial de f en x y es denotado por ∂f(x). La función multivaluada ∂f : x→ ∂f(x)

es llamada la subdiferencial de f. En general, ∂f(x) puede ser vaćıo, o consistir en

un solo vector. Si ∂f(x) es no vaćıo, f se dice subdiferenciable en x.

Observación 2.1. ∂f(x) es un conjunto convexo cerrado. En efecto:

Sean x1
∗, x2

∗ ∈ ∂f(x) y sea λ ∈ (0, 1), probemos que (1− λ)x1
∗ + λx2

∗ ∈ ∂f(x).

Como x1
∗, x2

∗ ∈ ∂f(x), entonces por definición de subdiferencial

f(z) ≥ f(x) + 〈x1∗, z〉 , ∀z ∈ D (I)

f(z) ≥ f(x) + 〈x2∗, z〉 , ∀z ∈ D (II)

multiplicando en (I) por 1− λ > 0 y en (II) por λ > 0, obtenemos:

23
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(1− λ)f(z) ≥ (1− λ)f(x) + 〈(1− λ)x1
∗, z〉 , ∀z ∈ D

λf(z) ≥ λf(x) + 〈λx2∗, z〉 , ∀z ∈ D

Finalmente al sumar estas dos últimas desigualdades tenemos:

f(z) ≥ f(x) + 〈(1− λ)x1
∗ + λx2

∗, z〉 , ∀z

Por lo tanto, (1− λ)x1
∗ + λx2

∗ ∈ ∂f(x) y aśı ∂f(x) es un conjunto convexo.

Definición 2.3. Un vector x∗ se dice que es normal a un conjunto convexo C en un

punto a, donde a ∈ C. Si x no forma un ángulo agudo con cualquier segmento de ĺınea

en C con a como punto final, esto es si 〈x− a, x∗〉 ≤ 0 para todo x ∈ C.

En general, el conjunto de todos los vectores x∗ normal a C en a es llamado el cono

normal a C en a.

Observación 2.2. Un importante caso especial en la teoŕıa de subgradiente es el caso

cuando f es la función indicadora de un conjunto convexo no vaćıo C. Por definición,

x∗ ∈ ∂δ(x|C) si y sólo si

δ(z | C) ≥ δ(x | C) + 〈x∗, z − x〉, ∀z

Esta condición significa que x ∈ C y 0 ≥ 〈x∗, z − x〉 para cada z ∈ C, esto es que x∗ es

normal a C en x. Aśı ∂δ( x| C) es el cono normal a C en x.

Teorema 2.1. Sea f una función convexa, y sea x un punto donde f es finita. Entonces

x∗ es un subgradiente de f en x si y sólo si

f ′(x; y) ≥ 〈x∗, y〉 , ∀y

De hecho, la clausura de f ′(x, y) como una función convexa de y, es la función soporte

del conjunto convexo cerrado ∂f(x).
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Demostración.

x∗ ∈ ∂f(x)⇔ f(z) ≥ f(x) + 〈x∗, z − x〉 , ∀z

Hagamos z = x+ λy, con λ > 0 luego,

f(x+ λy) ≥ f(x) + 〈x∗, λy〉

Esto es,

f(x+ λy)− f(x) ≥ λ 〈x∗, y〉 , ∀y

Por propiedad de producto interno,

f(x+λy)−f(x)
λ

≥ 〈x∗, y〉 ,

Tomando ı́nfimo en la desigualdad anterior, y por teorema 1.2, resulta:

f ′(x; y) = ı́nfλ>0{f(x+λy)−f(x)λ
} ≥ 〈x∗, y〉

Esto es,

f ′(x; y) ≥ 〈x∗, y〉 , ∀y

Ahora bien, como f ′(x; y) es una función convexa y homogenea positiva para y,

entonces por teorema 1.13. La clausura de f ′(x; y) es la función soporte del conjunto

convexo cerrado siguiente:

C = {x∗|∀x, 〈x, x∗〉 ≤ f ′(x; y),∀y}

= ∂f(x)

Teorema 2.2. Para cualquier función convexa f y cualquier vector x, las siguientes

cuatro condiciones sobre un vector x∗ son equivalentes:

(a) x∗ ∈ ∂f(x).

(b) 〈z, x∗〉 − f(z) alcanza su supremo en z = x.

(c) f(x) + f ∗(x∗) ≤ 〈x, x∗〉.
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(d) f(x) + f ∗(x∗) = 〈x, x∗〉.

Si f(x) = f(x), 3 condiciones pueden ser añadidas a la lista:

(e) x ∈ ∂f ∗(x∗).

(f) 〈x, z∗〉 − f ∗(z∗),alcanza su supremo en z∗ = x∗.

(g) x∗ ∈ ∂f(x)

Demostración:

a⇒ b

Supongamos que x∗ ∈ ∂f(x), entonces por definición de subdiferencial:

f(z) ≥ f(x) + 〈x∗, z − x〉 , ∀z

Ahora usando propiedad de producto interno,

f(z) ≥ f(x) + 〈x∗, z〉 − 〈x∗, x〉 , ∀z

Esto es,

〈x∗, x〉 − f(x) ≥ 〈x∗, z〉 − f(z), ∀z

Aśı,

〈x∗, z〉 − f(z) ≤ 〈x∗, x〉 − f(x), ∀z

Por lo tanto,

〈x∗, z〉 − f(z) alcanza su supremo en z = x

b⇒ c

Supongamos que 〈x∗, z〉 − f(z) alcanza su supremo en z = x, es decir:

〈x∗, z〉 − f(z) ≤ 〈x∗, x〉 − f(x), ∀z

Aplicando supremo en la desigualdad anterior,

supz 〈x∗, z〉 − f(z) ≤ supz 〈x∗, x〉 − f(x)
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Ahora de la definición 1.19, se tiene

f ∗(x∗) ≤ 〈x, x∗〉 − f(x)

Esto es,

f ∗(x∗) + f(x) ≤ 〈x, x∗〉

c⇒ d

Supongamos que f ∗(x∗) + f(x) ≤ 〈x, x∗〉. Para probar f ∗(x∗) + f(x) = 〈x, x∗〉, basta

probar f ∗(x∗) + f(x) ≥ 〈x, x∗〉.Lo cual es directo de la definición de conjugaada de

Fenchel, en efecto:

f ∗(x∗) = supx{〈x, x∗〉 − f(x)}

De la definición de supremo,

f ∗(x∗) ≥ 〈x, x∗〉 − f(x)

Esto es,

f ∗(x∗) + f(x) ≥ 〈x, x∗〉

Además de la hipótesis, resulta la igualdad siguiente,

f ∗(x∗) + f(x) = 〈x, x∗〉

d⇒ a

Supongamos que f ∗(x∗) + f(x) = 〈x, x∗〉

Luego,

f ∗(x∗) = 〈x, x∗〉 − f(x)

De la definición 1.19

f ∗(x∗) = 〈x, x∗〉 − f(x) = supz{〈x∗, z〉 − f(z)}

Nuevamente, de la definición de supremo,
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〈x, x∗〉 − f(x) ≥ 〈x∗, z〉 − f(z), ∀z

Esto es,

f(z) ≥ f(x) + 〈x∗, z〉 − 〈x∗, x〉 , ∀z

Finalmente, usando propiedad de producto interno,

f(z) ≥ f(x) + 〈x∗, z − x〉 , ∀z

Por lo tanto de la definición de subdiferencial,

x∗ ∈ ∂f(x)

Por otra parte, supongamos que f(x) = f(x) = f ∗∗(x), probemos lo siguiente:

d⇒ e

De la hipótesis,

f ∗(x∗) + f(x) = 〈x, x∗〉

Ahora, del hecho de que f(x) = f ∗∗(x) ,

f ∗(x∗) + f ∗∗(x) = 〈x, x∗〉

Además, como d⇒ a, entonces:

x ∈ ∂f ∗(x∗)

e⇒ f

De la definición de subdiferencial,

x ∈ ∂f ∗(x∗) ⇒ f ∗(z∗) ≥ f ∗(x∗) + 〈x, z∗ − x∗〉 , ∀z∗

Por propiedad de producto interno,

f ∗(z∗) ≥ f ∗(x∗) + 〈x, z∗〉 − 〈x, x∗〉 , ∀z∗

Finalmente agrupando,

〈x, x∗〉 − f ∗(x∗) ≥ 〈x, z∗〉 − f ∗(z∗), ∀z∗

Por lo tanto,

〈x, z∗〉 − f ∗(z∗), alcanza su supremo en z∗ = x∗
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f ⇒ g

Supongamos que 〈x, z∗〉 − f ∗(z∗), alcanza su supremo en z∗ = x∗, esto es:

〈x, x∗〉 − f ∗(x∗) ≥ 〈x, z∗〉 − f ∗(z∗)

Aplicando supremo en la dsigualdad anterior,

supz∗{〈x, z∗〉 − f ∗(z∗)} ≤ supz∗{〈x, x∗〉 − f ∗(x∗)}

De la definición 1.19,

f ∗∗(x) ≤ supz∗{〈x, x∗〉 − f ∗(x∗)}

Por definición de supremo,

f ∗∗(x) ≤ 〈x, x∗〉 − f ∗(x∗)

Ahora como f ∗∗(x) = f(x), entonces,

f(x) + f ∗(x∗) ≤ 〈x, x∗〉

Luego como c⇒ d, se tiene:

f(x) + f ∗(x∗) = 〈x, x∗〉

Del hecho de que d⇒ a,

x∗ ∈ ∂f(x)

Finalmente como f = f , entonces, x∗ ∈ ∂f(x)

g ⇒ a

Corolario 2.1. Para una función f : Rn → R ∪ ∞ convexa se cumple la siguiente

propiedad: ∂f(x) 6= ∅, entonces f(x) = f ∗∗(x)

Demostración.

Supongamos que ∂f(x) 6= ∅, entonces existe al menos un x∗ ∈ ∂f(x) tal que f(x) +

f ∗(x∗) = 〈x, x∗〉 (Por teorema 2.2)

en particular,
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f(x) + f ∗(x∗) ≥ 〈x, x∗〉
=⇒ 〈x, x∗〉 − f ∗(x∗) ≤ f(x)

=⇒ supx∗{〈x, x∗〉 − f ∗(x∗)} ≤ supx∗{f(x)} = f(x)

aśı, f ∗∗(x) ≤ f(x)

(I)

por otro lado por definición de conjugada, tenemos:

f ∗∗(x) ≥ 〈x, x∗〉 − f ∗(x∗), ∀x∗

≥ 〈x, x∗〉 − 〈x, x∗〉+ f(x)

pues f ∗(x∗) = supx{〈x, x∗〉 − f(x)}

luego,

f ∗∗(x) ≥ f(x)

(II)

Por lo tanto de (I) y (II),

f ∗∗(x) = f(x)

Corolario 2.2. Si f es una función propia y convexa, ∂f ∗ es la inversa de ∂f en el

sentido de las funciones multivaluadas, esto es: x ∈ ∂f ∗(x∗)⇔ x∗ ∈ ∂f(x).

Demostración.

x ∈ ∂f ∗(x∗)⇔ f ∗(x∗) + f ∗∗(x) = 〈x, x∗〉 (Teorema 2.2 parte d)

⇔ f ∗(x∗) + f(x) = 〈x, x∗〉 f ∗∗(x) = f(x)

⇔ x∗ ∈ ∂f(x) (Teorema 2.2)

Corolario 2.3. Si f es una función propia convexa y x un punto donde f es subdife-

renciable, entonces f(x) = f(x) y ∂f(x) = ∂f(x).
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Demostración.

En general, f(x) ≥ f(x). Probemos f(x) ≤ f(x).

Como f es sudiferenciable en x, entonces por teorema 2.2, existe al menos un x∗ tal

que f(x) + f ∗(x∗) = 〈x, x∗〉.(i) Aśı

f(x) ≤ 〈x, x∗〉 − f ∗(x∗)⇒ f ∗∗(x) ≤ 〈x, x∗〉 − f ∗(x∗) (f(x) = f ∗∗(x))

⇒ f(x) ≤ 〈x, x∗〉 − f ∗(x∗) (f(x) = f ∗∗(x))

⇒ f(x) = f(x) (por i)

Corolario 2.4. Sea C un subconjunto convexo cerrado, no vaćıo. Entonces para cada

vector x∗, ∂δ∗( x∗| C) consiste de todos los puntos x donde la función lineal 〈· , x∗〉
alcanza su supremo sobre C.

Demostración.

Hagamos f = δ( ·| C).

Afirmación 2.1. f ∗ = δ∗( .| C).

En efecto de la definición 1.19,

f(x) = δ( x| C)⇒ f ∗(x) = supx∗{〈x, x∗〉 − δ( x∗| C)}

tambien, de la definición 1.18,

f ∗(x) = supx∗{〈x, x∗〉 : x ∈ C}

Nuevamente, de la definición 1.19,

= δ∗(x | C)

Aśı , ∂f ∗(x) = ∂δ∗(x | C). Luego por teorema 2.2:

x∗ ∈ ∂δ∗(x | C)⇒ 〈z, x∗〉 − δ∗(z | C) alcanza su supremo en z = x.
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⇒ 〈., x∗〉 alcanza su supremo sobre C.

Definición 2.4. Sea K un cono convexo, el cono polar de K, denotado por K◦ es el

conjunto siguiente:

K◦ = {x∗ |∀x, 〈x, x∗〉 ≤ δ(x |K)}

K◦ = {x∗ |∀x ∈ K, 〈x, x∗〉 ≤ 0}

Corolario 2.5. Sea K un cono convexo cerrado no vaćıo. Entonces x∗ ∈ ∂δ(x |K) si

y sólo si x ∈ ∂(x∗ x|K◦). Estas condiciones son equivalentes a tener: x ∈ K, x∗ ∈
K◦, 〈x, x∗〉 ≤ 0.

Demostración.

Hagamos f = δ( .|K).

Afirmación 2.2. f es homogenea positiva.

En efecto: Para λ > 0,

f(λx) = 0 = λ0 = λf(x) Si x ∈ K

f(λx) = +∞ = λ(+∞) = λf(x) Si x /∈ K

Luego, f es homogenea positiva.

Afirmación 2.3. f ∗ = δ( .|K◦)

En efecto, como f es homogenea positiva,entonces por teorema 1.13, la clausura de f

es la función soporte del conjunto convexo cerrado siguiente:

C = {x∗ | ∀x, 〈x, x∗〉 ≤ f(x) = δ(x |K)}

= {x∗ |∀x ∈ K, 〈x, x∗〉 ≤ 0} = K◦

Luego C = K◦, por lo tanto f(x) = δ∗(x |K◦) (I)
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Por otra parte, como f = δ( .|K) es subdiferenciable en x, entonces por corolario 2.3

f(x) = f(x) y ∂f(x) = ∂f(x) (II)

Aśı de (I) y (II),

f(x) = f(x) = δ∗(x |K◦) (III)

Afirmación 2.4. (δ∗(x |K◦))∗ = δ(x |K◦)

En efecto, de la afirmacion 1 resulta:

(δ(x |K◦))∗ = δ∗(x |K◦)

⇒ (δ(x |K◦))∗∗ = δ∗(x |K◦)∗ (aplicando conjugada)

⇒ δ(x |K◦) = δ∗(x |K◦)∗ (por teorema 1.15)

Aśı, aplicando conjugada en (III), y por afirmación 2.4, se tiene:

f ∗(x) = δ(x |K◦)

Lo cual prueba la afirmacion 2.3.

Finalmente como f(x) = f(x) y f ∗(x) = δ( x|K◦),entonces por teorema (a⇔ e)

resulta:

x∗ ∈ ∂δ(x |K)⇔ x ∈ ∂(x∗ |K◦)

Lo cual prueba el corolario 2.5

Teorema 2.3. Sean f1, . . . , fm funciones convexas propias sobre Rn, y sea f = f1 +

. . .+ fm. Entonces

∂f(x) ⊃ ∂f1(x) + . . .+ ∂fm(x), ∀x.

Si los conjuntos ri(domfj), j = 1, . . . ,m, tienen un punto en común, entonces

∂f(x) = ∂f1(x) + . . .+ ∂fm(x), ∀x.
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Demostración.

Si x∗ = x∗1 + . . .+ x∗m, donde x∗j ∈ ∂fj(x), entonces para cada z,

f(z) = f1(z) + . . .+ fm(z) ≥ f1(x) + 〈z − x, x∗1〉+ . . .+ fm(x) + 〈z − x, x∗m〉

= f1(x) + . . .+ fm(x) + 〈z − x, x∗1〉+ . . .+ 〈z − x, x∗m〉

= f(x) + 〈z − x, x∗〉

Esto es,

f(z) ≥ f(x) + 〈z − x, x∗〉, ∀z

Aśı x∗ ∈ ∂f(x) y por tanto,

∂f(x) ⊃ ∂f1(x) + . . .+ ∂fm(x), ∀x

Esto prueba la inclusión general. Supongamos ahora que ri(domfj) tienen un punto en

común probemos que ∂f(x) ⊂ ∂f1(x) + . . .+ ∂fm(x), ∀x
Sea x∗ ∈ ∂f(x), luego por teorema 2.2 parte d:

〈x, x∗〉 = f(x) + f ∗(x∗)

= f1(x) + . . .+ fm(x) + (f1(x
∗) + . . .+ fm(x∗))∗

= f1(x) + . . .+ fm(x) + ı́nf{f ∗1 (x∗1) + . . .+ f ∗m(x∗m) |x∗ =
∑m

j=1 x
∗
j}

Donde para cada x∗ el ińfimo es alcanzado para algún x∗1, . . . , x
∗
m, aśı ∂f(x) consiste de

todos los vectores de la forma x∗1 + . . .+ x∗m tales que:

〈x, x∗1 + . . .+ x∗m〉 = f1(x) + . . .+ fm(x) + f ∗1 (x∗) + . . .+ f ∗m(x∗)

De modo que,

〈x, x∗1〉+ . . .+ 〈x, x∗m〉 = f1(x) + . . .+ fm(x) + f ∗1 (x∗) + . . .+ f ∗m(x∗)

pero siempre se tiene la desigualdad
〈
x, x∗j

〉
≤ fj(x)+f ∗j (x∗j), la igualdad se cumple por

teorema si y sólo si xj ∈ ∂fj(x), luego x∗ ∈ ∂f1(x) + . . .+ ∂fm(x) ∀x Aśı,
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∂f(x) ⊂ ∂f1(x) + . . .+ ∂fm(x), ∀x

y por tanto de la inclusión general, nos queda

∂f(x) = ∂f1(x) + . . .+ ∂fm(x), ∀x

2.1. Diferenciabilidad de funciones convexas

Sea f una función de Rn a [−∞,+∞], y sea x un punto donde f es finita. De acuerdo

con la definición usual, f es diferenciable en x śı y solo śı existe un único vector x∗ con

la propiedad:

ĺım
z→x

f(z)− f(x)− 〈x∗, z − x〉
‖z − x‖

= 0 (2.1)

Tal x∗, si existe, es llamado el gradiente de f en x y es denotado por ∇f(x)

Supongamos que f es diferenciable en x. Entonces por definición, para algún y 6= 0

0 = ĺım
λ↓0

f(x+ λy)− f(x)− 〈∇f(x), λy〉
λ‖y‖

(2.2)

Aśı de la definición 1.1,

0 =
f ′(x, y)− 〈∇f(x), y〉

‖y‖
(2.3)

Por lo tanto f ′(x, ) existe y es una función lineal de y :

f ′(x, y) = 〈∇f(x), y〉, ∀y

En el caso en que la función f es convexa, uno puede preguntarse cómo el concepto

de “gradiente” se relaciona con el concepto de “subgradiente” que ha sido desarrollado

en este caṕıtulo. La relación resulta ser muy simple, la cual podemos observar en el

siguiente teorema.

Teorema 2.4. Sea f una función convexa, y x un punto donde f es finita. Si f es dife-

renciable en x, entonces ∇f(x) es el único subgradiente de f en x, aśı que en particular

f(z) ≥ f(x) + 〈∇f(x), z − x〉 , ∀z
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Demostración.

Supongamos que f es diferenciable en x, entonces f ′(x, .) es la función lineal 〈∇f(x), .〉.
por teorema 2.1 los subgradientes en x son los vectores x∗ tales que

〈∇f(x), y〉 ≥ 〈x∗, y〉 , ∀y

Esta condición es satisfecha si y solo si x∗ = ∇f(x)



Capı́tulo 3
Funciones convexas vectoriales y su

subdiferencial.

En este caṕıtulo relataremos de una manera detallada, todos los resultados

establecidos en el art́ıculo [1], expuesto por Dinh The Luc, Nguyen Xuan Tan y Phan

Nhat Tinh.

El primer resultado que presentamos, caracteriza la continuidad de la funciones convexas

sobre puntos del interior relativo de su dominio, un nuevo concepto de subdiferencial de

una función convexa es introducido y algunas propiedades similares al caso escalar son

probadas, el principal objetivo de este es caṕıtulo se centra en la relación de inclusión

entre el jacobiano generalizado y el conjunto subdiferencial, el cual será expuesto en el

teorema 3.4.

Dado un cono convexo C ⊂ Rm este define el orden parcial como sigue:

x, y ∈ Rm, x �c y si x− y ∈ C (3.1)

Escribiremos � en lugar de �c asumiendo que se entiende cual es el cono C. Sea f una

función de un subconjunto convexo no vaćıo D ⊂ Rn a Rm. Recordemos que f se dice

convexa sobre D si para cada x, y ∈ D, λ ∈ (0, 1) se tiene

λf(x) + (1− λ)f(y) � f(λx+ (1− λ)y) (3.2)

Denotemos por C ′ el cono polar positivo de C, esto es

C ′ := {ξ ∈ L(Rm,R) : ξ(c) ≥ 0, ∀c ∈ C} (3.3)

37
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Donde L(Rm,R) denota el espacio de los funcionales lineales sobre Rm. Denotemos por

lC el conjunto C ∩ (−C). El cono C es llamado puntual si lC = {0}.
Los conos y conos polares juegan un rol importante en la teoŕıa subdiferencial, por

ello es necesario conocer las propiedades de estos. El siguiente teorema nos muestra la

relación que se tiene entre estos dos conjuntos. Este teorema clásico del análisis convexo

también es conocido como el teorema bipolar.

Teorema 3.1. Sea C un cono convexo cerrado.Si C ′ es el cono polar positivo de C,

entonces C ′′ = C.

Demostración.

C ⊆ C ′′. En efecto, si x ∈ C, entonces por definición 3.3 para cualquier ξ ∈ C ′, ξ(x) ≥ 0,

esto es x(ξ) ≥ 0, ∀ξ ∈ C ′. Aśı x ∈ C ′′.
Por otra parte, C ′′ ⊆ C, en efecto, por ser C cerrado, entonces C es intersección de

semiespacios cerrados que lo contienen, esto es

C =
⋂
C⊂S

S (3.4)

donde S es un semiespacio cerrado determinado por un hiperplano. Procedemos por

contrarreciproco, supongamos que x /∈ C, probemos que x /∈ C ′′. Como x /∈ C, entonces

por la ecuación 3.4 ∃S ⊃ C : x /∈ S,en otras palabras existe un hiperplano que separa a

x de C. Por otra parte por ser C un cono, entonces por teorema 1.4 existe un hiperplano

el cual separa propiamente a x de C y pasa a traves del oŕıgen, anaĺıticamente:

∃S1 tal que S1 ⊃ C y x /∈ C (3.5)

Donde S1 es un semiespacio cerrado determinado por un hiperplano el cual pasa a

traves del oŕıgen. Luego existe δ tal que

δ(y) ≥ 0 ∀y ∈ C (3.6)

y

δ(x) < 0 (3.7)

Ahora bien, la ecuación 3.6, implica que δ ∈ C ′, de esta manera ∃δ ∈ C ′ tal que

δ(x) < 0, por lo tanto x /∈ C ′′, lo cual completa la prueba.
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Corolario 3.1. Sea C un cono convexo cerrado. Entonces x ∈ C ⇔ δ(x) ≥ 0, ∀δ ∈ C ′

Demostración.

Supongamos que x ∈ C y sea δ ∈ C ′, entonces por definición 3.3 δ(x) ≥ 0.

rećıprocamente, supongamos que δ(x) ≥ 0, ∀δ ∈ C ′, entonces por definición 3.3 y por

teorema 3.1 x ∈ C ′′ = C, y por tanto x ∈ C.

A menudo resulta ser tedioso conocer cuándo una función a valores vectoriales como

las estudiadas en este caṕıtulo es convexa. El siguiente teorema nos brinda herramientas

para la verificación de la convexidad, tanto en el caso vectorial como el real.

Lema 3.1. Si C es cerrado, entonces f es convexa si y sólo si la composición ξof es

una función convexa escalar sobre D, para todo ξ ∈ C ′.

Demostración.

Supongamos que f es convexa sobre D y sea ξ ∈ C ′, entonces para cada x, y ∈ D y

λ ∈ (0, 1)

λf(x) + (1− λ)f(y)− f(λx+ (1− λ)y) ∈ C

⇒ ξ(λf(x) + (1− λ)f(y)− f(λx+ (1− λ)y)) ≥ 0, ∀ξ ∈ C ′

⇒ λξ(f(x)) + (1− λ)ξ(f(y))− ξ(f(λx+ (1− λ)y)) ≥ 0, (ξ ∈ L(Rm, R))

⇒ λξof(x) + (1− λ)ξof(y)− ξof(λx+ (1− λ)y) ≥ 0

⇒ λξof(x) + (1− λ)ξof(y) ≥ ξof(λx+ (1− λ)y)

⇒ ξof es convexa sobre D.

Rećıprocamente, supongamos que ξof es convexa sobre D para todo ξ ∈ C ′, enton-

ces para cada x, y ∈ D y λ ∈ (0, 1)
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λξof(x) + (1− λ)ξof(y) ≥ ξof(λx+ (1− λ)y)

⇒ λξof(x) + (1− λ)ξof(y)− ξof(λx+ (1− λ)y) ≥ 0

⇒ λξ(f(x)) + (1− λ)ξ(f(y))− ξ(f(λx+ (1− λ)y)) ≥ 0, (ξ ∈ L(Rm, R))

⇒ ξ(λf(x) + (1− λ)f(y)− f(λx+ (1− λ)y)) ≥ 0, ∀ξ ∈ C ′

⇒ λf(x) + (1− λ)f(y)− f(λx+ (1− λ)y) ∈ C (por corolario 3.1)

⇒ f es convexa sobreD

Lema 3.2. Si una función f es convexa con respecto a C, entonces también es convexa

con respecto a cualquier cono más grande que C.

Demostración.

Sea K ⊂ Rm un cono convexo, tal que C ⊂ K. Supongamos que f es convexa con

respecto a C, esto es para cada x, y ∈ D y λ ∈ (0, 1) resulta

λf(x) + (1− λ)f(y)− f(λx+ (1− λ)y) ∈ C ⊂ K

y por tanto, para cada x, y ∈ D y λ ∈ (0, 1)

λf(x) + (1− λ)f(y)− f(λx+ (1− λ)y) ∈ K

Aśı, f es convexa respecto a K.

3.1. Continuidad

Es conocido que las funciones convexas a valores escalares son Lipschitz cerca de

puntos del interior relativo de su dominio. Una pregunta natural que podemos hacer es

para funciones convexas vectoriales ¿continuará siendo cierta esta propiedad?. Probare-

mos que si el cono C satisface ciertas propiedades, entonces la respuesta es afirmativa.

Como el objetivo principal del presente trabajo se centra en el estudio del conjunto sub-

diferencial y su relación con el Jacobiano generalizado definido en la siguiente sección,

se enuncia el siguiente teorema, para su demostración ver teorema 3.1 en [1]
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Teorema 3.2. Supongamos que la clausura C del cono C es punteado y f es una

función convexa vectorial de un subconjunto convexo D ⊂ Rn a Rm. Entonces f es

localmente Lipschitz sobre el interior relativo de D.

Recordemos el celebre teorema de Rademacher, el cual resulta ser de utilidad cuando

se consideran funciones localmente de Lipschitz.

Teorema 3.3 (Teorema de Rademacher). Sea U un subconjunto cerrado de Rn y su-

pongamos que f : U → Rm es localmente Lipschitz, entonces f es diferenciable casi

siempre en U .

3.2. Subdiferencial

A lo largo de esta sección supondremos que C es un cono convexo cerrado punteado.

Sea f una función convexa de un subconjunto convexo D ⊂ Rn a Rm y x0 ∈ D.

Definimos el subdiferencial de f en x0 como el conjunto

∂f(x0) := {A ∈ L(Rn,Rm) : f(x)− f(x0) � A(x− x0), ∀x ∈ D} (3.8)

Donde L(Rn,Rm) denota el espacio de los operadores lineales continuos de Rn a Rm

que es también considerado como el espacio de las matrices (mxn).

Primeramente consideraremos una relación entre el Jacobiano generalizado y el subdi-

ferencial de la función vectorial convexa f . Supongamos que intD 6= ∅. Sea x0 ∈ intD.

Por teorema 3.2 , f es Lipschiziana cerca de x0. Por teorema de Rademacher f es

diferenciable casi siempre en una vecindad de x0.

El Jacobiano generalizado Jf(x0) de f en x0 en el sentido de Clarke se define como

la cápsula convexa de todas las matrices (mxn) obtenidas como los ĺımites de secuencias

de la forma (Df(xi))i, donde (xi)i converge a x0 y la matriz Jacobiana clásica Df(xi)

de f en xi, existe.

En el caṕıtulo 2 obtuvimos en el caso donde f es diferenciable, que para m = 1 se

tiene la igualdad ∂f(x) = Jf(x), x ∈ intD. Para m > 1 no es cierto en general. Sin

embargo, la inclusión Jf(x) ⊆ ∂f(x) x ∈ intD, sigue siendo válida. Para su demostra-

ción veamos primeramente los siguientes resultados.

En el caso escalar obtuvimos que una de las propiedades del conjunto subdiferencial,



Naudy González 42

visto en el caṕıtulo 2, es que este conjunto es convexo y cerrado. El concepto de con-

junto subdiferencial introducido en este caṕıtulo continúa conservando esta propiedad,

lo cual se establece en el siguiente lema.

Lema 3.3. Para todo x ∈ D, ∂f(x) es un conjunto convexo cerrado.

Demostración.

Sean A1, A2 ∈ ∂f(x) y λ ∈ (0, 1), probemos que λA2 + (1− λ)A1 ∈ ∂f(x).

Como A1, A2 ∈ ∂f(x), entonces para todo x0 ∈ D

f(x0)− f(x)− A1(x0 − x) ∈ C (3.9)

f(x0)− f(x)− A2(x0 − x) ∈ C (3.10)

Multiplicando en 3.9 por (1− λ) > 0 y en 3.10 por λ > 0, obtenemos

f(x0)− f(x)− A1(x− x0)− λf(x0) + λf(x) + λA1(x0 − x) ∈ C (3.11)

λf(x0)− λf(x)− λA2(x0 − x) ∈ C (3.12)

Ahora bien, por ser C un cono convexo, entonces por definición C es cerrado bajo la

suma y la multiplicación por escalar positivo, de manera que al sumar las expresiones

en 3.11 y 3.12 obtenemos

f(x0)− f(x)− A1(x0 − x) + λA1(x0 − x)− λA2(x0 − x) ∈ C

Aśı

f(x0)− f(x)− (λA2(x0 − x) + (1− λ)A1(x0 − x)) ∈ C

Esto es

f(x0)− f(x)− (λA2 + (1− λ)A1)(x0 − x) ∈ C

y por tanto por definición 3.1

f(x0)− f(x) � (λA2 + (1− λ)A1)(x0 − x)

finalmente por definición 3.8

λA2 + (1− λ)A1 ∈ ∂f(x)
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Lo cual prueba la convexidad del conjunto ∂f(x).

Verifiquemos ahora la cerradura de ∂f(x). Sea (Ai)i ⊆ ∂f(x) una secuencia la cual

converge a algún A ∈ L(Rn,Rm). Para cada x0 ∈ D se tiene

f(x0)− f(x)− Ai(x0 − x) ∈ C

Tomando i→∞ por la cerradura de C tenemos

f(x0)− f(x)− A(x0 − x) ∈ C

esto es por definición 3.1

f(x0)− f(x) � A(x0 − x)

De aqúı, A ∈ ∂f(x) y por tanto el conjunto ∂f(x) es cerrado.

El siguiente lema nos será de utilidad para el estudio de propiedades importantes del

conjunto subdiferencial.

Lema 3.4. Si f es diferenciable en x ∈ intD, entonces Df(x) ∈ ∂f(x).

Demostración.

Por ser f diferenciable en x, entonces por teorema ξof es también diferenciable en x,

para todo ξ ∈ C ′, con ξoDf(x) = D(ξof)(x) ∈ ∂(ξof)(x).

Por definición de subdiferencial, para todo ξ ∈ C ′, z ∈ D, tenemos

(ξof)(z)− (ξof)(x)− (ξoDf(x)(z − x) ≥ 0

Ahora por ser ξ un funcional lineal,

ξ(f(z)− f(x)−Df(x)(z − x)) ≥ 0

Aśı por corolario 3.1

f(z)− f(x)−Df(x)(z − x) ∈ C

Luego de la definición 3.1, resulta

f(z)− f(x) � Df(x)(z − x)

Por lo tanto, de la definición 3.8 Df(x) ∈ ∂f(x).
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Lema 3.5. El conjunto de valores de la función ∂f de D a L(Rn,Rm) es cerrado en

cualquier punto x ∈ D en el cual f es continua.

Demostración.

Supongamos que f es continua en x ∈ D. Sea (xi, Ai)i∈N una secuencia la cual converge

a (x,A), para algún A ∈ L(Rn,Rm), donde Ai ∈ ∂f(xi). Para todo x0 ∈ D, se tiene

f(x0)− f(xi)− Ai(x0 − xi) ∈ C

tomando i→∞, y por el hecho de ser f continua en x y C cerrado, tenemos

f(x0)− f(x)− A(x0 − x) ∈ C

Se sigue, por definición de subdiferencial, que A ∈ ∂f(x), lo cual completa la prueba.

Observación 3.1. Sea A ⊂ L(Rn,Rm), ξ ∈ L(Rm,R) arbitrario. Denotaremos por ξA

el conjunto {ξoA : A ∈ A}

Afirmación 3.1. Sea f una función convexa de un subconjunto convexo D ⊂ Rn a

Rm,entonces es claro de la definición de subdiferencial y de la observación 3.1

ξ∂f(x) ⊆ ∂(ξof)(x), ∀ξ ∈ C ′ (3.13)

En efecto, sea ξ ∈ C ′, luego de la observación 3.1

ξ∂f(x) = {ξoA : A ∈ ∂f(x)}

= {ξoA : f(x0)− f(x)− A(x− x0) ∈ C, ∀x0 ∈ D}

= {ξoA : ξ(f(x0)− f(x)− A(x− x0)) ≥ 0, ∀x0 ∈ D} (por corolario 3.1)

= {ξoA : ξof(x0)− ξof(x)− ξoA(x− x0) ≥ 0, ∀x0 ∈ D} (ξ ∈ C ′)

= {ξoA : ξof(x0) ≥ ξof(x) + ξoA(x− x0), ∀x0 ∈ D} (I)

Por otra parte, de la definición de subdiferencial

∂(ξof)(x) = {x∗ ∈ L(Rn,R) : ξof(x0) ≥ ξof(x) + 〈x∗, x0 − x〉 ∀x0 ∈ D} (II)
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Luego de (I) y (II) se obtiene la inclusión 3.13

Como comentanos a principios de este caṕıtulo, existe una relación directa con el

conjunto subdiferencial y el gradiente de una función diferenciable convexa y fué es-

tablecido en el caṕıtulo 2, cuya relación resulta ser una igualdad . En este caso, es

decir cuando se considera una función convexa a valores vectoriales, no resulta ser una

igualdad la relación entre el jacobiano y el conjunto subdiferencial. El siguiente teorema

establece la relación entre estos conjuntos.

Teorema 3.4. Sea f una función convexa de un subconjunto convexo D ⊂ Rn a Rm

con intD 6= ∅, entonces Jf(x) ⊆ ∂f(x), para todo x ∈ intD.

Demostración.

Sea A ∈ Jf(x), esto es A = ĺımDf(xi) donde x = ĺımxi y la matriz jacobiana clásica

Df(xi) de f en xi existe.

Luego como Df(xi) existe, entonces por lema 3.4 Df(xi) ∈ ∂f(xi). Hagamos Ai =

Df(xi), entonces Ai ∈ ∂f(xi), además por teorema 3.2 f es continua en x y aśı por

lema 3.5 A ∈ ∂f(x).

Los siguientes resultados son consecuencia directa del teorema anterior, siendo una

muestra de una serie de propiedades que se desglosan del mismo, y por motivos de

tiempo no serán introducidos en el presente trabajo.

Teorema 3.5. Sea f una función convexa de un subconjunto convexo D ⊂ Rn a Rm

con intD 6= ∅, entonces para cada ξ ∈ C ′ ξJf(x) = J(ξof)(x) para todo x ∈ intD.

Demostración.

Comenzemos por notar que por la observación 3.1 tenemos

ξJf(x) = {ξoA : A ∈ Jf(x)}
Luego por teorema 3.4, resulta Jf(x) ⊆ ∂f(x) y aśı

ξJf(x) ⊆ {ξoA : A ∈ ∂f(x)} = ξ∂f(x) (3.14)

Por otra parte, por el hecho de ser ξof(x) escalar, entonces

J(ξof)(x) = ∂(ξof)(x)

Luego de la afirmación 3.1
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ξ∂f(x) ⊆ ∂(ξof)(x)

= J(ξof)(x)

Por lo tanto, ξJf(x) ⊆ J(ξof)(x), ∀x ∈ intD.

Para la demostración de la inclusión ξJf(x) ⊇ J(ξof)(x) ver [3] teorema 2.6.6

Corolario 3.2. Sea f una función convexa de un subconjunto convexo D ⊂ Rn a Rm

con intD 6= ∅.Śı x ∈ intD, entonces para cada ξ ∈ C ′, ξJf(x) = ξ∂f(x)

Demostración.

Sea x ∈ intD, luego por teorema 3.4

Jf(x) ⊆ ∂f(x) (3.15)

Sea ξ ∈ C ′, aśı por teorema ξJf(x) = J(ξof)(x), además del hecho de ser ξofes una

función convexa escalar,entonces

ξJf(x) = ∂(ξof)(x) (3.16)

Por otro lado de la definción de subdiferencial

∂(ξof)(x) ⊇ ξ∂f(x) (3.17)

De esta manera, de las ecuaciones 3.17 y 3.16 ξ∂f(x) ⊆ ∂(ξof)(x) = ξJf(x), esto

es ξ∂f(x) ⊆ ξJf(x), también de la ecuación 3.15 ξ∂f(x) ⊇ ξJf(x), por lo tanto

ξJf(x) = ξ∂f(x).

Teorema 3.6. Sea f una función convexa de un subconjunto convexo D ⊂ Rn a Rm,

x ∈ D y ξ ∈ C ′. Si intD 6= ∅ y x ∈ intD. Entonces,

∂(ξof)(x) = ξ∂f(x)

Demostración.

Sean x ∈ intD. Para cada ξ ∈ C ′, como ξof es una función convexa escalar, entonces

∂(ξof)(x) = J(ξof)(x) (3.18)



Naudy González 47

Por teorema 3.5

ξJf(x) = J(ξof)(x) (3.19)

luego por corolario 3.2

ξJf(x) = ξ∂f(x) (3.20)

Aśı, de las ecuaciones 3.19 y 3.20,

J(ξof)(x) = ξ∂f(x) (3.21)

finalmente de las ecuaciones 3.18 y 3.21

∂(ξof)(x) = ξ∂f(x)



Conclusiones

El cálculo subdiferencial de una función convexa, como rama del análisis funcional,

ha sido de interés en el área de la optimización. En el presente trabajo se observó que

al considerar una función convexa definida sobre espacios eucĺıdeos, esta función es

de Lipschitz sobre puntos de el interior relativo de su dominio śı la clausura del cono

sobre el cual se define la relación de orden 3.1 es punteado. Este resultado es una

generalización para este tipo de funciones, ya que es conocido que en el caso en el cual

se considera una función convexa defininida a valores reales, esta es de Lipschitz sobre

puntos del interior relativo de su dominio. Otro resultado relevante es que al definir el

conjunto subdiferencial de una función convexa sobre espacios eucĺıdeos, este conjunto

es convexo y cerrado. Tambien se establece una relación de inclusión entre el jacobiano

generalizado en el sentido de Clarke y el conjunto subdiferencial, este resultado permite

el estudio de operaciones tales como la suma y la compuesta de subdiferencial.
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