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“FUNCIONES DE VARIACION ACOTADA SOBRE
SUBCONJUNTOS COMPACTOS REALES O COMPLEJOS. ”

RESUMEN

El trabajo esta basado en el articulo [9]. Donde los autores extienden la nociéon
de variacién acotada para funciones definidas sobre un subconjunto compacto de R a
valores complejos. Asi, si el compacto es un intervalo cerrado y acotado la definiciéon
coincide con la nocién dada por Jordan en [2].

Se comienza introduciendo algunas definiciones bésicas necesarias, que busca que el
lector interesado pueda abordar el tema facilmente. Por ello se presenta la definicién de
funcion de variacion acotada en un intervalo cerrado [a, b], asi como también algunas
propiedades importantes que cumplen este tipo de funciones y se presenta el concepto
de funciones absolutamente continuas y algunas de sus propiedades.

Luego, se estudia la nociéon de Variacién acotada para funciones definidas sobre
subconjuntos compactos de R a valores complejos, donde se demuestra que BV (o) es
un espacio vectorial, es un espacio normado y que ademas es un algebra de Banach y

presentaremos algunas propiedades conocidas e importantes sobre este tipo de funciones

Por otra parte, los autores en [9] también generalizan la nocion de funciones absolu-
tamente continuas con dominio en un subconjunto compacto de R a valores complejos,
mostrando algunas de sus propiedades conocidas y probando que el espacio de funciones
absolutamente continuas, definidas sobre o denotado por AC(0) es un subespacio vec-
torial del espacio BV (o) y que AC(o) una subdalgebra de Banach de BV (o).

Para finalizar, se extiende la nocién de p-variacion acotada para funciones definidas
sobre un subconjunto compacto de R a valores complejos. Donde se prueba que BV),(o)
es un espacio vectorial dotado de las operaciones de suma y producto por un escalar de

funciones.



Introduccion.

En el ano 1.881, Jordan introduce el concepto de funcion de variacion acotada en
un intervalo [a,b] ([2]), y desde entonces esta clase de funciones han jugado un papel
muy importante dentro del anélisis real y el anélisis funcional donde ademas ha sufrido
diversas generalizaciones. Por ejemplo, las clases de funciones de p - variaciéon acotada
en el sentido de Wiener, donde 1 < p < oo y posteriormente fue generalizada por L.
C. Young para el caso de funciones de de ®-variaciéon acotada. Ademéas, Riesz en un
articulo publicado en 1910 introduce la nocién de p- variacion acotada en el sentido de
Riesz. Unos anos mas tarde, Medvedev en 1953, generaliza la nocion de variacion dada
por Riesz, introduciendo el concepto de ®-Variacion acotada en el sentido de Riesz,
donde ® es una ¢-funcion.

El concepto original presentado por Jordan para una funcion f : [a,b] — R y una
particion {p;}7_;, define la variacion de f por:

n—1
Var(f,[a,b]) = sap 3 [f(pj+1) — f(p))l-
{p;}j_1€A([a,d]) j=1
y diremos que es de Variacion finita o de Variacion acotada si Var(f,[a,b]) < oo.

Por otra parte, en 1905 es Vitali quien introduce un primer concepto de las funciones
absolutamente continuas que nos dice lo siguiente:

Sea f : 0 —> C. Se dice que f es absolutamente continua si dado € > 0, existe un § >
0, tal que para cualquier numero finito de intervalos disjuntos {[sz, ti|}, con s;,t; €0
para todo i, se cumple que si Z |t; — s;| < 0 entonces tenemos que Z |f(t:)— f(si)] <e.

En este trabajo, nos dedlcamos al estudio de las funciones dze variacion acotada

definidas sobre subconjuntos compactos de R a valores complejos, lo cual es una
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generalizacion del concepto dado por Jordan en el ano 1881; asi como también se estudia
el concepto de las funciones absolutamente continuas sobre subconjuntos compactos
de R a valores complejos. Para la presentaciéon del mismo, el trabajo se divide en
cuatro capitulos. En el primer capitulo se introducen algunos conceptos y resultados
que permiten establecer las condiciones minimas necesarias para que el lector pueda
alcanzar la comprension del trabajo.

Haciendo uso del articulo [9]. En el capitulo 2, se estudia el concepto de Variaciéon
acotada para funciones definidas sobre subconjuntos compactos de R a valores com-
plejos . En el capitulo 3, se estudian las Funciones Absolutamente Continuas sobre
subconjuntos compactos de R a valores complejos. Y para finalizar, en el capitulo 4 se
estudia el concepto de p - Variacion Acotada para funciones definidas sobre subcon-
juntos compactos de R a valores complejos. Donde se hace un estudio detallado de las

demostraciones de todas las propiedades dadas en cada uno de los caitulos mencionados.
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Capitulo

Preliminares.

Este capitulo estd dedicado a dar una breve presentacion de algunos conceptos y
resultados necesarios para el estudio de las funciones de variaciéon acotada, objetivo
central del trabajo. El capitulo busca ser completamente autéonomo y se puede estudiar

independientemente.

§1.1. Algebra de Banach

La clase de las funciones de variaciéon acotada, como veremos posteriormente, es un
algebra de Banach, por lo cual se considera importante comenzar estos preliminares
presentando esta tan importante definicion, por tal razén se incluyen cada unas de las
definiciones necesarias para su presentacion. En esta seccion K denota el campo de los
ntmeros reales R o de los nimeros complejos C.

Un espacio vectorial o espacio lineal es una terna (X, +,-), donde X es un conjunto
no vacio, +, - son dos operaciones del tipo +: X x X —- K, - : Kx X — X a las que se
les llama suma de vectores y multiplicaciéon por escalares, respectivamente y satisfacen

las siguientes propiedades:
(S1). x +y =y + x, para todo x,y € X (conmutativa),
(S2). 24 (y+ 2) = (x +y) + 2z, para todo z,y,z € X (asociativa),

(S3). Existe un tnico vector 0 en X, llamado el vector cero, tal que = 4+ 0 = x, para

todo x € X.
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(S4). Para cada vector x € X existe un tunico vector —z € X tal que x + (—z) =0,
(M1). 1z = z para todo = € X.

(M2). (MA2)x = A (Aax), para todo A\, A e Ky z € X.

(M3). Mz +y) =z + Ay, para todo A e Ky z,y € X.

(M4). (M + Ag)z = Mz + Aoz, para todo A\, Ay e Ky z € X.

Si V' es un subconjunto de un espacio vectorial X, entonces V' es un subespacio

vectorial si y solo si
1. Sixz,y € V entonces u+v € V,
2. SiAeKyx eV entonces Ax € V.
Ver [13].

DEFINICION 1.1. Se dice que (A, -) es un dlgebra sobre K si A es un espacio vectorial

sobre K, - : Ax A — A es una operacion bilineal con respecto a las operaciones lineales

en A.

Se dice que (A, -) es un algebra conmutativa si - es conmutativa. Sean A un algebra
y e € A. Se dice que e es unidad de A, sia-e =e-a = a para todo a € A. Si existe
una unidad en A, se dice que A es un algebra con unidad. Es facil ver que si existe una

unidad, entonces la unidad es tnica.

DEFINICION 1.2. Una funcion no negativa || || sobre un espacio vectorial X es llamada

norma sobre X si satisface las condiciones:

1. ||z|| = 0 para todo x € X,

2. ||z|]| =0 si y sélo si x =0,

3. || Az]| = |M||z|| para todo z € X y A € K, y
4o e+ yll < flell+ llyll-

Un espacio vectorial con una norma (X, || ||) es llamado espacio lineal normado

o stmplemente espacio normado.
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Un espacio normado X se dice completo si toda sucesion de Cauchy en X converge

en X.Y el espacio (X, || ||) es llamado espacio de Banach si es completo.

Ejemplo 1.1. Como ejemplo se tiene el espacio de las funciones continuas C(([a,b]), | |lc0),

donde
C(la,b]) :=={f : la,0] = K: fes continua} y |[fllo = Sup, |f ()]
Otro ejemplo es el espacio de las funciones acotadas B(([a, b)), | ||«), donde
Blla. M) =7 [0} > K+ fes acotada} g [l = sup [f()]

Como |a,b] es compacto, tenemos que C([a,b]) C B([a,b]), es decir C([a,b]) es un
subespacio de B(|a,b]).

DEFINICION 1.3 (Algebra de Banach). Se dice que (A, -, ||-||) es un dlgebra de Banach
84!

(1) (A, |l-1]]) es un espacio de Banach.

(ii) (A,-) es un dlgebra asociativa.
(i) ||z - yll < [lzllllyll para todo z,y € A.

Como ejemplo de un élgebra es el campo de los nimeros complejos. C es el ejemplo

mas simple de algebra de Banach con unidad 1.

DEFINICION 1.4. Sea A un subconjunto no vacio de R. A estd acotado superior-
mente si y solo si existe una constante M € R tal que x < M para todo v € A. A cada

valor M que satisfaga esta condicion se le llama cota superior de A.

DEFINICION 1.5. Sea A C R, A # () y acotado superiormente. Un nimero 3 € R
(no necesariamente de A) se denomina supremo de A, se denota como sup A, si es el
menor de las cotas superiores de A. Dicho de otra forma, f = sup A si y sdlo si tiene

las siguientes propiedades: (i) 5 es cota superior de A, (ii) Si b € R es cota superior de

A entonces B < b.

TEOREMA 1.1 (Axioma del supremo). Si A es un conjunto de nimeros reales no

vacio y acotado superiormente, entonces A posee supremo.
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TEOREMA 1.2 (Caracterizacion del supremo). Si A es un conjunto de nimeros reales
entonces B es el supremo de A si y sdlo si B es una cota superior de A y para cada

numero real positivo € existe x € A tal que f — e < x.

TEOREMA 1.3. Sean A y B subconjuntos no vacios de R dos conjuntos acotados
superiormente. A+ B := {a+b:a € Ayb € B} tiene supremo y sup(A + B) =
sup A + sup B.

§1.2. Funciones de variacion acotada sobre [a,b].

En esta seccién se presenta el concepto de funcién de variacién acotada en un inter-
valo [a, b] asi como también presentaremos las propiedades conocidas de estas funciones,
pero no nos detendremos en demostrar las propiedades, las cuales son muy conocidas y
pueden consultarse en la literatura de analisis cléasica, sin embargo hemos considerado
importante que forme parte de este trabajo.

Es conocido que una funcion f, definida sobre un intervalo [a, b] se dice no decre-
ciente si f(x) < f(y) para z < y.

Si f(x) < f(y) para x < y entonces se dice que f es estrictamente creciente.
Anélogamente, se definen las funciones que son no crecientes y estrictamente decre-
ciente.

Estas funciones son llamadas mondtonas o estrictamente mondtonas.

DEFINICION 1.6. Una particion {t;}}_, del intervalo cerrado [a,b] C R es una
coleccion finita tal que a = p; < py < ... < p, = b. El conjunto de todas las particiones
del intervalo |a,b] lo denotaremos por A([a,b]).

Sean P = {t;}7_,,Q = {s;}7—; € A([a,b]). Q se dice que es un refinamiento de P
st P CQ.

DEFINICION 1.7. Sea f : [a,b] — R; definimos la Variacion de f por:
n—1
Var(f,la,b]) = sup > [f(tjen) = f(t5)]. (1.1)
{5y eA(lat])
Diremos que una funcion f : [a,b] — R es de variacion finita o de wvariacion
acotada si Var(f,[a,b]) < co. Al conjunto de todas las funciones f : [a,b] — C con

variacion acotada, definidas sobre [a,b] se le denota por BV ([a,b]).
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Ejemplo 1.2. Como primer ejemplo, se tiene que toda funcion constante es de variacion
acotada, sobre cualquier intervalo cerrado y acotada en R, ademds es fdcil verificar que

SU Variacion es cero.

Ejemplo 1.3. Sea f : [a,b] — R una funcion creciente, entonces f es de variacion

acotada.

Solucién.
Sea § := {t;}7_; una particion del intervalo cerrado [a, ], ya que f es mondtona se

tiene que

en consecuencia,

sup& € A([a, 0]) D (f(tj41) — f(E;)) < F(b) — f(a).

1

<.
Il

Esto es, Var(f,[a,b]) = f(b) — f(a) < oo, por lo tanto, f es de variaciéon acotada.
Ejemplo 1.4. La funcion coseno es de variacion acotada sobre intervalo [0, 27].

Solucion.

En efecto, si § = {t;}}_, € [0,27], se tiene que

t: t: t. — t.
|COS(tj+1) — COS(tj)| — ‘2 sen (%ﬂ) sen ( J 5 ]+1>‘

N

Esto nos conduce a
n—1 n—1
D lcos(tin) —cos(ty)] < D [t —t;] =2
j=1 j=1

Dado que esta desigualdad es valida para toda particion de [0, 27| se sigue que Var(cos, [0, 27]) =
2m. < 0.

Note que la desigualdad (1.2) indica que la funciéon coseno es una funcion Lipschitz,
surge entonces la pregunta natural, ; Toda funciéon Lipschitz es de variacion acotada?.

La respuesta es afirmativa y se muestra la demostracion.
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TEOREMA 1.4. Sea f : [a,b] — R una funcion Lipschitz, entonces f es de variacion

acotada.
Demostracion.
Sea f una funcion que satisface la condicion Lipschitz, entonces existe una constante
M > 0 tal que
|f(z1) — f(x2)] < M|xy — 2] para todo xq,x2 € [a, b].

Si & = {t;}j-, € A([a,0]), se tiene que

n—1 n—1 n—1
S 1 (tan) = FUD DMty — 5] = MY |t — ] = M(b—a).
j=1 j=1 j=1

En consecuencia, tomando el supremo sobre todas las particiones de [a, b] se tiene
que Var(f,[a,b]) < M(b—a) < oc.

Por lo tanto f es de variaciéon acotada.

En el caso de estas funciones de variacion acotada, definidas sobre [a,b] y valores

reales, es comun definir la variacion positiva y negativa de una funciéon. En efecto, sea

f = {tj}?:l
S = Y mix{Fltyin) = S0, S-(.) = Y min{f(ty0) — 07,0}

Se le llama variaciéon positiva de f sobre [a,b] a PVar(f,|a,b]) :== sup S, (f,§)y
geAfab]
respectivamente la variacion negativa de f sobre [a, bl a nVar(f, [a,b]) := sup S_(f, ).
geAfab]
Esto permite demostrar que para toda funcion f € BV ([a,b]) se cumple que:

1. Var(f,la,b]) = PVar(f,[a,b]) + NVar(f,|a,b]),
2. f(b) = f(a) = PVar(f,la,b)) — NVar(f,[a,b]).

Lo cual permite demostrar una caracterizacion bien conocida e importante de las fun-

ciones de variacion acotada, dada por [3].
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TEOREMA 1.5 (Teorema de Jordan). Una funcion f es de variacion acotada sobre

la,b] siy sdlo si f es la diferencia de dos funciones mondtonas a valores reales sobre
[a, b].

La demostracion se centra en demostrar que las funciones g(z) := PVar(f,[a,x]),
h(xz) = NVar(f,[a,x]) son funciones crecientes y que f = g — h.
Ademaés, existen teoremas bien conocidos que pueden ser ttiles para el analisis de

la variacion de una funcion, que se muestran a continuacion.

TEOREMA 1.6. Sean f,g € BV ([a,b]) y ¢ € C es constante. Entonces:

1. f € BV([c,d]) para todo subintervalo [c,d] C [a, b].
2. cf € BV ([a,b)).

3. f+g,f—g€ BV(ab).

1. fg e BV([a,b)).

5. [ es acotada en [a, b].

Ver la demostracion en [7].
Este teorema nos garantiza que BV ([a,b]) es un espacio vectorial, el cual puede ser

dotado de una norma, mediante el funcional

1f1lBvias = |f(a)l + Var(f, [a,0]).
Adn mas, el espacio BV [a,b] es un espacio de Banach con el producto puntual de
funciones.
§1.3. Funciones Absolutamente Continuas sobre [a, b]

Una clase espacial de funciones de variacién acotada, es la clase de funciones abso-
lutamente continuas. Estas funciones son importantes tanto por sus aplicaciones como

por lo interesante como clase de funciones estudiadas teéricamente.
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DEFINICION 1.8. Una funcion de valores reales f, definida sobre un intervalo cerrado
y acotado [a,b] se dice que es absolutamente continua sobre [a,b] si para cada € > 0

existe un § > 0 tal que para toda colecciizin finita {(ak,by)}p_, de intervalos disjuntos

y abiertos en (a,b) tales que si > (by — ax) < & se cumple la desigualdad
k=1

Do 1f ) = flaw)| <e.

Este conjunto de funciones es denotado por AC|a, b].
TEOREMA 1.7. AC|a,b] C Cla,b|.

Demostracion.

Ver demostracion en [14, 7, 15].

TEOREMA 1.8. Si f es una funcion que satisface la condicion de Lipschitz sobre [a, b]

entonces f es abolutamente continua en |a, b|.

Demostracion.

Sean f : [a,b] — R una funcién que satisface la condicion de Lipschitz y M > 0
la constante que satisface |f(z) — f(y)| < M|x — y| para todo =,y € [a,b]. Sea ¢ > 0,

estudiemos ay < by con ay, by € [a, b

n

n
D 1) = flaw)l < D Mb — axl.
k=1 k=1
Basta tomar 6 = %, para completar la demostracion.
Por otra parte, si f y ¢ son dos funciones absolutamente continuas sobre [a, b,
entonces f + g, f — g v fg son absolutamente continuas sobre [a,b]. En el caso del
cociente, si existe una constante C' > 0 tal que 0 < |g(x)| > C para todo = € [a,b],

entonces ! es absolutamente continua sobre [a, b].
9

TEOREMA 1.9. Si f es una funcion absolutamente continua sobre |a,b], entonces f

es una funcion de variacion acotada sobre [a,b].
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Demostracion.
Ver demostracion en [14, 15].

Ademés, una funciéon absolutamente continua es de variaciéon acotada en cada in-
tervalo compacto, sin embargo no lo es necesariamente sobre R, como puede verificarse

con f(z) := z.

TEOREMA 1.10 (Teorema de Weierstrass). .
Sean f € C([a,b]) y e >0, entonces existe un polinomio p tal que || f — pllo < €.

Demostracion.
Ver demostracion en [8]

El conocido Teorema de Weierstrass dice que los polinomios son densos en C([a, b]).

TEOREMA 1.11. Sea X un conjunto compacto y sea [ una funcion continua en X.

Entonces f es uniformemente continua.



Capitulo

Funciones de Variacion acotada sobre

subconjuntos compactos de R

En este capitulo se definen la variaciéon de una funciéon f : 0 — C, cuando 0 C R
es un subconjunto compacto, mostrando las similitudes y diferencias entre el conjunto
de todas las funciones cuya variacion sea finita y el clasico espacio, BV ([a,b]) de las
funciones con variacion finita definidas sobre un intervalo cerrado [a, b].

Los conjuntos compactos en R tienen algunas caracteristicas especiales dada por las
propiedades de los ntimeros reales, que es importante tener presente, asi por ejemplo, el
teorema de Heine-Borel nos garantiza que ¢ C R es compacto si y s6lo si o es cerrado
y acotado. Es asi pues, que si ¢ C R podremos elegir el menor intervalo J = [a, b] que

contiene a o.

DEFINICION 2.1 (Ver definicion 1.6). Sean o C R un subconjunto compacto, J = [a, b]
el intervalo mds pequenoo que contiene a o. Decimos que {sj}?zl es una particion de

osia=5 <8< ... <8, =bparatodojys;€o.

El conjunto de todas las particiones de o, de forma similar que en capitulo 1, es

denotado por A(o).

Observacion 2.1. a € o, pues en caso contrario, podemos hallar un € > 0 de manera
que [a,a +¢€) No = &. Luego, [a+¢€,b] D o, lo cual contradice la forma en que se ha
definido J.

10
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De forma similar, se verifica que b € o.

Sean S = {s;}7_,,T = {t;}}2, € A(o). T se dice que es un refinamiento de S si
S C T. Recordando que un conjunto parcialmente ordenado (L, <) se denomina retic-

ulado si satisface las siguientes propiedades:
1) Existencia del supremo 2) Existencia del infimo.

De acuerdo a esta definicién, A(o), con el orden parcial dado por el refinamiento, es

un reticulado.

DEFINICION 2.2. (|9]). Sea f : 0 — C, con o C R compacto; definimos la Variacion
de f por:

Var(fo)= s 3 1f(s5e) = £(s)] 1)

{sj}7_1€A(0) j=1

Diremos que una funcion f : 0 — C es de Variacion finita o de Variacion acotada
si Var(f,o) < co. Al conjunto de todas las funciones f : 0 — C con variacion acotada,

definidas sobre o se le denota por BV (o).

Observacion 2.2. En el resto del capitulo, o representard un subconjunto compacto en
R, J = [a,b] el menor intervalo cerrado y acotado tal que o C [a,b] y, a menos que se

exprese lo contrario, f: o0 — C.

Ejemplo 2.1. Es claro que cualquier funcion f : o — C constante es una funcion de

variacion acotada y es facil verificar que la variacion es cero.

Ejemplo 2.2. Sea f :[0,1]U{2} — C definida por f(x) = x + xi. Luego, si {s;}7_, es

una particion de o = [0,1] U {2} entonces s1 =0 y s, = 2. Luego,

|f(sj+1) = f(si)l = [(sj41 +isj11) — (55 + 18;)]
= (8541 — 85) + (8541 — 55)i
= 1/2(s541 — 8;)?

= V25551 — 8-
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Ast,
Dol (sip) = Fls)l = D V2lsjn — sl = V2(2-0) = 2v2.
j=1 j=1

En consecuencia,

Var(f,o) = sup Z 1f(sj1) — f(s))| = sup  2v2=2V2.

{s;}7_,€A(0 {s;}7_,€A(0)

TEOREMA 2.1. Sean f,g € BV (o), k € C y o0 como en la observacion 2.2. Entonces
i. Var(f+g,0) < Var(f,o)+ Var(g,o).
it. Var(kf,o) = |k|Var(f, o).

Demostracion.

(i) Sea {s;}}j_; una particién de o, entonces:

[(f +9)(sj+1) = (f +9)(s5)| = [f(sj1) + g(s541) — (f(55) — 9(s5))]
|f(s541) = f(s5) + g(s541) — g(s5)]
< f(s541) = f(85)] + 19(s541) — g(s5)]-

Asi,
1+ 9)sse) — ()] < 3 1 ssen) = Fss)l + - lass0) — 965,

Tomando el supremo sobre todas las particiones se tiene que

sup Z\fﬂ/ sit) = (F+9)(s)l < sup Zlfé’m (55)]

{8517 1€A(U — {s;}7. 1EA(U —

Sup Z |9(sj+1) (s5)]

{31} 1EA(‘7 —

Esto es, Var(f + g,0) < Var(f,o) + Var(g,o).
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(ii) Sean k € Cy f € BV (o), dado que

((EF)(sj0) = (RF) (s = [RIIf (s541) = F(s5)],

y haciendo uso de las propiedades del supremo, se sigue que

Var(kf,o) =  sup Z| kf)(sjs1) — (Kf)(s5)]

{5]}] 1€A (0
n—1

= s IR f(se) — f(s))]

{sj} _1EA(0 )] 1

= [k[  sup Z|f33+1 ()]

{SJ}J 1€A(0

= |k|Var(f,o).

Note que una consecuencia inmediata de este teorema es que podemos garantizar
que BV (o) es un espacio vectorial dotados de las operaciones de suma y producto por

un escalar de funciones: Para f,g € BV (o) y c€ C

(f +9)(x) = f(x) + g(z) y (cf) = cf(x).

Ademas, podemos dotar a este espacio del producto usual entre funciones como es:

Para f,g € BV (o) se define

(f - 9)(x) = flx) - g(x). (2.2)

Después, una pregunta natural es ; Es este espacio vectorial un algebra?, para dar

repuesta a esta pregunta es conveniente demostrar las siguientes propiedades.

TEOREMA 2.2. Sean f,g € BV(o), k € C, o0 y J como en la observacion 2.2.

Entonces

i. Var(fg,0) <||fll<Var(g,o) + [lglloVar(f, o)
iw. Var(f,o) = |f() — f(a)]

Demostracion.
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(i) Sean f,g como en la hipotesis. Luego, para cualquier particion {s;}7_,, con-

Jj=0
siderando el producto definido como en (2.2), se tiene que

I(f - 9)(sj41) — (f 9)(s )|
|f(sj41) - 9(s541) = [(s5) - g(sj21) + f(s5) - 9(s541) — [(s5) - 9(s5)]

(
) =
|[f(sj1) = ()] - 9(s540) + f(s5) - [9(s541) — 9(s)]]
i)
|

(
< [f(s11) = F(s5)] - g(sir) |+ 1f(s5) - [9(si41) — 9(s5)]]
|f(sj+1) = F(si)lllglloe + 1 flloclg(si41) — g(s5)]-

N

En consecuencia,

n—1

Var(f-g,0) = swp S I(f-9)(s501) — (f - 9)(s))]

{Sj};:leA(U) j=1

S osup Zlf si+1) = f(s5)] - 19l

{SJ}J 1€A(0) o

+  osup |[flle  sup Zlgsﬁl ()]

{s;j}j=1€A(0) {535 1EAO'

= Var(f,0) |9l + If]lc - Var(g, ).

Con lo cual se obtiene la demostracion de la primera parte del teorema.

(ii) Recordemos que Var(f, o) se define como

sup Z | (s541) = £(s5)l,

‘{SJ};L 1€A(0) j=1

en consecuencia, Var(f,o) > Var(f,o, P) para toda particion P = {s;}_; €
A(o) y donde

i
L

Var(f,o,P) := |f(sj+1) — f(s5)]-

1

<.
Il

En particular en el caso en que P = {a, b}, en cuyo caso tendremos que

Var(f,o) = [f(b) = f(a)].
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TEOREMA 2.3 (Monotonia de la Variacion). Sean f,g € BV (o), 01,0 y J como en

la observacion 2.2. Supongamos que o1 C o. Entonces Var(f,o1) < Var(f,o).

Demostracion.
Note que si {s;}}_, € A(01) entonces {s;}7_, U{a,b} € A(o). En consecuencia,

S 1) — tlsp)] < 170 = F@)]+ Y 1ftr0) — t(s5)| + 170) = Fs)] < Var(r, o).

Como esta desigualdad es valida para toda particion {s;}7_, € A(01), por propiedad de

supremos, se tiene que
Var(f,o1) < Var(f,o).

Completando la demostracion.

Una consecuencia importante de este teorema y el hecho que A(co) es un reticu-
lado si la variacion definida en (2.1) puede ser definida equivalentemente mediante la
sustitucion del supremo por el limite cuando n — oo (el namero de elementos de la

particion).

TEOREMA 2.4. Sean o0,01,09,J = [a,b] como en la observacion 2.2, 0 = o1 U 09
y f € BV(o) . Supongamos que o1 C |a,c]|, o2 C [c,b] y 01 Nog = {c} entonces
Var(f,o) =Var(f,o1)+ Var(f,o9).

Demostracion.
Sea {s;}i_, € A(o1) y {t;}}—; € A(02), entonces

S 1) = Sl = 3 W) = F(ss)| +15(8) ~ F(s)] < Var(f, o)

Como esta desigualdad es valida para toda particion de oy y el lado derecho de esta

tltima desigualdad es finito (y constante) se tiene que

Var(f,o1) < Var(f,o).
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Esto significa que si f es de variacion acotada en o también tendra variacion acotada
en cualquier subconjunto compacto de o.

Luego, si {s;}7_; € A(o1) y {t;}j2, € Aloz), entonces {s;}7_, U{t;}7, € A(0), asf,

S o)~ Fs)l + 3 1) = F(E)] < Var(s.0).

Si tomamos, supremo sobre el conjunto de las particiones A(oy) y A(o2) se obtiene que
Var(f,o1) + Var(f,o2) < Var(f,o). (2.3)

Reciprocamente, si {sj}’]?zl € A(o) y ademaés, existe 1 < m < n tal que s, = c. Asi,

S 1) = S5l € 3 o) — S|+ 1(0) — £ G5

-

g

Var(f,o1)
n—1
+ [ fGmr) = f@I+ D 1f(s01) = f(s5)]
Jj=m+1

-~

Var(f,o2)
< Var(f,o1) + Var(f, o).

J/

Dado que la desigualdad se cumple para toda particion {s;}7_, € A(co) se obtiene que
Var(f,o) < Var(f,o1)+ Var(f,oq). (2.4)

Asi, de (2.3) y (2.4) se obtiene la tesis del teorema.

Veamos ahora que el espacio vectorial BV (o) puede ser dotado de una norma.

TEOREMA 2.5. El funcional ||f||pve) = ||fllec + Var(f,o) define una norma sobre
BV (o).

Demostracion.

Sean f,g € BV (o) con ¢ un subconjunto compacto de R y sea a € C.

1. Es claro que || f||pv(s) = 0 por ser la suma de dos expresiones no negativas.



YENNYS YOSMAR CARDENAS NADAL . 17

2. Por otra parte, dado que ||.||» es una norma y en virtud del Teorema 2.1 se tiene

que

lefllBvie) = llafllee + Var(f, o)
= [ flloe + [eVar(f, o)
= [l fllee + Var(f, o))
= lal[[fllv()-

3. Para verificar que se cumple la desigualdad triangular haremos uso nuevamente

del Teorema 2.1 , y las propiedades de la norma ||.||o. Asi se tiene que:

1f+9llavie) = If + glle + Var(f+g,0)
< [ fllos + Mlglloc + Var(f,o) + Var(g, o)
= (Hf”oo + Va?”(fa 0)) + (HgHoo + Va?“(.gv 0-))

= | fllBvie) + lgll Bv(o)-

Por lo tanto [|f + gllzve) < [ fllave) + 9]V

4. Para finalizar es claro que f = 0 entonces || f||pv() = 0. Reciprocamente, si
| fllBv(e) = 0 entonces || f|joc = Var(f,o) = 0. Y dado que | - || es una norma

se obtiene que f = 0.
Por tanto, || f||sv(e) = || fllec + var(f,o) define una norma sobre BV (o).
TEOREMA 2.6. BV (o) es un dlgebra.

Demostracion.

Ya se demostro en el Teorema 2.5 que BV (0) es un espacio normado, ademas en el
Teorema 2.2 se verifico) que el producto de dos funciones de variaciéon acotada es otra
funcién de variacion acotada, para verificar que este espacio es un algebra sélo nos falta
verificar que la norma de un producto es menor o igual al producto de las normas. En

efecto, sean f,g € BV (o),

1F(@)-9@)] = [fO] - lg@®)] < [ fllo - lglloo-
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Esto implica que || f||oo - [|g]|lco €s cota superior de |f(t)-g(t)| v al ser ||f - gl la minima
cota se deduce que [[f - glloc < [[flloc - l9]loc-

Asi, por esta observacion y por el Teorema 2.2 se tiene que

1f-9llBvey = IIf - gllo +var(f - g,0)
<l fllse - lglloe + 1 flloo - Viar(g, o) + [lglloc - Var(f, o)
< flloo - Nglloe +Niglloe - Var(f, o) + [ fllee - Var(g, o) + Var(f,o) - Var(g, o)
= ([[flloe + Var(f,0))-llgllsc + ([fllc + Var(f,0)).Var(g, o)
= ([fllec + Var(f,0)) - (llgllec + Var(g, o))

= 1A l5vio) - 11lBvie)-

Con lo cual concluye la demostracién del teorema.

Presentamos definiciones que nos seran de gran utilidad.

DEFINICION 2.3. Sean o, J, f como en la Observacion 2.2. Para t € J\o se definen:

a(t) =sup{z : [t,z] C J\o} Yy B(t) = inf{zx: [z,t] C J\o}.
Se define la funcion o(f) : J — C por
f(t>7 st teao

(f(a(t)) — f(B())
aft) — B(t)

Esto es, ¢(f) es definida de modo lineal en los huecos que le deja o a J.

u(f)(t) =

) (t— () + J(B), si te\o

Veamos un ejemplo para ilustrar la definicion dada.

Ejemplo 2.3. Sea 0 = [1,2] U [3,4] U {5}. En este caso J = [1,5] y en consecuencia
J—0=1(2,3)U(4,5).

Ademas,
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o AW LANNWNW ’
1 2 3 4 5

J FAULLLUUUUUUVIUUUUUARUUUUARARUUUAUUURRARRR AR

1 2 3 4 5
J-oc ; é A ;(\\\\\\\\\\\)
1 2 4 !3

Consideremos f : 0 — C definida por f(t) := t+it?. Ahora veamos coémo queda definida

(1), s tell,2]U[3,4 U {5)
()0 = (f it - ggf)“”)<t—ﬁ<t>>+f<ﬁ<t>>, S te(2,3)
fla) = FEW)Y ., }
(BT o sy + 50, s ve 49

£(8), si te[1,2]U[3,4]U{5)

— <M) (t—2)+ f(2), si te(2,3)
)@—®+ﬂ®,$te%®

(4 it?, si tel[l,2]U[3,4]uU {5}

— <3+9i3__(§+4i)) (t—2)+ (2+4i), si te(2,3)

<5 + 25i — (4 + 16i)

5_ 4 >(t—4)+(4+16z‘), si te(4,5)
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t+ it?, si tell,2]U[3,4uU{5}
) = $ 1450 (t—2)+ (2+4i), si te(2,3)
(1+9¢)(t—4)+ (4+167), si te(4,5)

t+ it?, si tell,2]U[3,4U{5}
= t—2+5it —10i +2+4i, si te(2,3)

t—4+9it —36i+4+ 166, si t € (4,5)

t+ it?, si tell,2]U[3,4uU{5}

= t+5it —6i, si te€(2,3)

t+9it — 261, si t € (4,5)

t + it?, si tell,2]U[3,4 U{5}

= { t(t—6)i, si te(2,3)

|+ (9 —26)i, si te(4,5)

PROPOSICION 2.1. Sean o1 C 0y subconjuntos compactos de R y f € BV (03). En-
tonces || flo1llpvioy < | fllvies) ¥ ast floy € BV (01).

Demostracion.

Es claro que || f|o1||oo < || f|loo, ademés el Teorema 2.3 nos garantiza que Var(f|oy,01) <

Var(f,o09), en consecuencia:
| flollBviey = I flotllee + Var(floy, o1)
< | fllse + Var(f, 02)
= [|fll BV (o2)-

Esto implica que f € BV (07), como se deseaba demostrar.
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TEOREMA 2.7. Sea f € BV (o). Entonces Var (f,0) = Var(u(f),J).

Demostracion.

Si P = {t;}}_, € A(o) entonces P € A(J), en consecuencia

S 17(te1) = ) = X (P t0) — e fe)] < VarG(h), )

Como esta desigualdad es vélida para toda particion de o se sigue que
Var(f,o) < Var(u(f),J). (2.5)

Por otra parte, si Q = {t;}7_; € A(J), supongamos que sélo un punto t; € J \ 0.

S A t) N = ) — )0
U E8) = ) )|+ ) = ()00
£ 30 W) — ) 26)

t., ﬂ(ltk) t, a(ltk) b

Observe que

tk) — o(f) Ce2) |+ [e(F) (Brga) — () ()]
te) — o(f (B + [e(f(B(ER))) — o(f) (el
() Era) = e(f (@) + [e(f (altn)) = () ()]
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) (1 — B(t)) + F(B(0)) — F(B(t)

O]+ [f(tea) = fatr))]

(et F)
alty) — B(tr) ) (te — B(tr)) — f(B(te))
(

DY (g
HIB) = f(tea) [+ |F (1

S

B

)~ Fla(t)
_ alty)) — f(B(t)) _
| flatey) - (HBRZIIOD ) 1~ ) - 00
(e
HI0) — F(to) + 1 i) — F(a(60)
(H0D) = B (p sy
| flate) - (LSBT (1~ ) - 00
t — B(tk)

| fle(tr)) = f(B(tk))] alts) = At
HF(B(Ek) = f(t—1)| + | rr1) — fla(tn))]
(a(te)) — f(B(te)) — (f(alte)) — F(B(tx)))

|fa(tr)) — f(B(t))] #%

+f(B(t)) — f(tr—1)| + | f(trr1) — fla(tr))]

£ 1 (alt) — FBL) \ Il
tr — B(tr)
Hf(B(t) = f(trmr)| + | f(tesr) — fla(tn))]
1f(a) — (3t || =20 A 0|
tr — B(tr)
a(ty) — B(tr)

Hf (tera) = )] + [f(altr) = F(B(E))]

te — B(tr)

- alte) — A(ty)

|f(eulte)) — F(B ()] +1(B()) = fte-a)]

Oé(tk) — tk
alty) — B(ty)
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te — B(tr)

= If(alt) = BB 5505

HABD) ~ F)] + 1) — Sl
— Ifta(t) - F3e)] (524 ol =)

HB) = FEr-)| + | f () = flaltr))]

— f(at) - F(3(t) (%)

+HFBER)) = fEr-a) [+ [f (Erra) — fle(tr))
= |flalte)) = fBED] + 1F(BE)) = fte2)| + |f (i) = flalti))]

Sustituyendo en (2.6) esta ultima desigualdad, obtenemos que

—
?r

-2

() tirr) = o NED] = D) Eien) = o(f)(E)]

1 Jj=

+!L(f)(tk) — () en)| + [0 (Erga) = () ()]
+ () (1) = () (E5)]

n—

J

< Sl — £t
|f (1( t)) — f(BE))] + 1 f(B(tr)) — f(tr-1)]
+[f (tri1) — fla(ty))]
+ "Z‘l | f(tj+1) = f(2))]

< viri}jw.

Ahora bien, una particion @ = {t;}}_; € A(J) tiene a lo més una cantidad finita de
puntos en J — o, este procedimiento se puede realizar una cantidad finita de veces, asi,

obtenemos que
Var((f), J) < Var(f, o).

Asi, de esta desigualdad y (2.5) se obtiene la igualdad deseada.
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PROPOSICION 2.2. Sea f: 0 — C. Entonces f € BV (o) si y sdlo sii(f) € BV(J).

Demostracion.

Sea f: 0 — C con ¢ C R compacto.

En efecto

feBV(o) < Var(f,o) < o0
<~ Var(u(f),J) < oo
< (f) € BV(J)

Con lo que queda probada la proposicion.
PROPOSICION 2.3. La aplicacion v : BV (o) — BV(J) es una Isometria lineal.

Demostracion.

Para verificar la linealidad de ¢ consideremos A € Cy f,g € BV (o). Luego, sit € o

se tiene que

UAS +9)(t) = (Af +9)(t) = Af () + g(t) = Ae(f)(E) + e(9)(2)-

Por otra parte, si t € J — o se tiene que

M) + g
= (He =L - s + a0t
i (LAB=IED) (¢ a0 + g(6(0)
= (PSR =IOV (- )+ 27500 + a(5(0)
(010

Para demostrar que es una Isometria, note que

(D lsvin = 6 llee + Var@(f), J) v [Ifllsvie) = IfllBviee) + Var(f, o), ast en
virtud del teorema 2.7 es suficiente demostrar que |[¢(f)||oo = ||f || BV (00)-
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En efecto, dado que o C J se tiene que

171 = sup (O] = sup e )OI < sup [ £)(O)] = o).

De lo cual se tiene que || flco < [[¢(f)]co-
Para obtener la otra desigualdad debemos estudiar los ¢ € J\o. Note que, para

t € J\o, de acuerdo a (2.5), se tiene que f(t) <t < aft), asi

o)

= 1ftalo)  £BO) 55 2 + | (“OA) (1660 - stat)
= 1(a0) = FBO) 25 + o S £(6(0) ~ fla(o)
= 17(a0) = FBO) s + o £(6(0) — Fla(o)
= If(o() - 7B,
En consecuencia,
(O] < max (L @)L B < 1 e (27)

Como esto es valido para todo t € J — o, ademas de cada t € o, por lo tanto se tiene

que [[e(f)lloc = [1flloe-
LEMA 2.1. Para toda f € BV (o), |f(t)| < | fllBve

Demostracion.

Sea t € o, entonces

1fllBvie) = fllec +Var(f,o) = sup[f(x)] = |f ()]

rEo

Por lo tanto, |f(t)| < ||fllsv(o)-
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LEMA 2.2. Supongamos que {f,}°2 | es una sucesion de Cauchy en BV (o). Entonces

n=1

F = lim «(f,) € BV(J) existe y F' = 1(F|o).
n—oo

Demostracion.

Sea { f,,}°°, es una sucesion de Cauchy en BV (), entonces dado € > 0 existe N > 0

de manera que

g
n,m > N — ||fn — fm“BV(U) < 5 < eE. (28)

Asi, para cada n,m > N, en virtud de la proposicion 2.3 y (2.8), se tiene que

€
[e(fn) — L(fm)HBV(J) = [Je(fn — fm)HBV(J) = ||fn — fm”BV(U) < ) < €. (2.9)
Esto significa que {¢(f,)}>2; es una sucesion de Cauchy en BV(J), el cual es un

espacio de Banach (ver seccion 1.2 ) por lo tanto esta sucesion converge, digamos a
una funcion F € BV (J). Para completar la demostracion necesitamos demostrar que

F = (F|,), lo cual es equivalente a demostrar que:
1. lim f,(t) = F|,(t) para cada t € o,
n—oo

2. Para cada t € J\o se cumple al igualdad

_(Flal) - F(3) ,
Pl = (HE=Z ) (- 5o + F 60,

Dado que ¢(f,) — F cuando n — oo se tiene que, dado £ > 0 podemos elegir N; € N

de manera que
€ .
le(fr) = Fllavy < 5 siempre que n > Nj. (2.10)
Ademas, observe que de (2.9) se desprende, parat € oy ¢ > 0,

[fn () = fn ()] = |e(fn (1)) = L(Fm@)] < |e(fn) = e(fm)l BV () < % <e. (2.11)

Esto es, las sucesiones { f,,(t)}n v {¢(fn)(t)}n son sucesiones de Cauchy en C, por lo
tanto convergentes. De hecho, de (2.10) y (2.11) obtenemos para t € o,y n > M :=
méx{N, N, }.

[fn(t) = Flo ()]

|e(fnlt)) = F ()]
|e(fn()) = ()] + [e(far(£)) = F(2)]

9
=+ lelfn) = Fllvin <

NN
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Esto implica que f, — F|, para cada t € o.
Para finalizar la demostracion del lema hacemos uso de esta convergencia puntual.

En efecto, sea t € J\o

Como se deseaba demostrar.
TEOREMA 2.8. (BV(0),|.||sv(s)) es un dlgebra de Banach
Demostracion.

Es suficiente demostrar la completitud de BV (o), dado que el Teorema 2.6 nos
garantiza que BV(o) es un algebra normada. Para ellos consideramos {f,}2%; una
sucesion de Cauchy en BV (o), luego el lema 2.2, nos garantiza que {¢(f,)}>2; también

es una sucesion de Cauchy en BV (J) y F = (F|,). Ademas, ¢(F|,) es una funcion en

BV (o) en virtud de la Proposicion 2.1. Luego,

i || fn = Flollavey = Hm |[o(fn) = o(f)llvy = m [lo(fn) = Fllavy = 0.

n—oo n—oo n—o0

Por lo tanto, la sucesion { f,,}°2; converge a F|, y asi el espacio es completo con lo
que se obtiene la demostracion del teorema.

§2.1. Comparacién con otros espacios conocidos.

Es claro que esta clase de funciones generaliza la dada en el primer capitulo cuan-

do 0 = [a,b]. Entonces existen preguntas como ;Las funciones Lipschitz permanecen
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en esta clase, cuando estan definidas sobre un subconjunto compacto cualquiera?. La

repeusta es positiva, como se muestra a continuacion.

TEOREMA 2.9. Sea f: 0 — R una funcion Lipschitziana, entonces f es de variacion

acotada en o.

Demostracion.

Sean f una funciéon que satisface la condicion Lipschitz, y M > 0 la constante de

Lipschitz, es decir, que satisface

|f(z1) — fx2)] < M|xy — 23] para todo z1,29 € 0.

n

Luego, para § = {s;}}_, € A(0), se tiene que
n—1 n—1
D 1 f(sja) = f(s)] <D Mlsjer — s
=1 j=1

n—1
= M) |sj — s
j=1

= M(b—a),

donde a, b son los extremos del intervalo mas pequenio que contiene a o (Ver definicién
2.1).
En consecuencia, tomando el supremo de sobre todas las particiones de o se tiene

que Var(f,0) < M(b—a) < oc.

TEOREMA 2.10. La restriccion de cualquier funcion de C* a o es una funcion de

variacion acotada en o.

Demostracion.

En efecto, sean f € C> y {s;}7_; € A(J). Note que f satisface las hipotesis del
teorema del valor medio en cada intervalo [s;, s;4+1] C [a, b], con [a, b] como en la defini-

cién 2.1. Luego, para cada j € {1,2,....,n — 1} existe ¢; € (s;,5;11) de manera que
f/(cj> _ f(sj-‘rl) - f(SJ)

Sj+1 7 )




YENNYS YOSMAR CARDENAS NADAL . 29

En consecuencia,

n—1

n—1
[f(si41) = F(sp)] = D1 (eh)llsse1 — 5]
j=1

—

<

n—1

< 1P lloe Y Isje1 = 4]
j=1

= [ leo(b = a).

Esto demuestra que f € BV/(J) y por lo tanto se tiene que f € BV (o).
Este teorema implica que las funciones polindmicas a trozos son de variaciéon acota-
da. Es valido preguntarse entonces si todas las funciones son de variacién acotada. El

siguiente ejemplo muestra una funcién que es continua pero no es de variaciéon acotada.

Ejemplo 2.4. La funcion f definida sobre o :=[0,1] U {2} por:

zcos(Z) si oz e (0,1]U{2}
fz) =
0 st x=0
Solucién.
1 1 1
Consideremos la siguiente particion 0 < — < <. <-o<=-<l<2
n n-—1 3 2

Note que

1 si m es par
cos(mm) =

—1 si m es impar.

Esto es, cos(mm) = (—1)™, en consecuencia,
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i
L

v v
Tm+1 COS — 2, COS | —
Lm+1 Tm

1

3
Ll

3
I

N cos((m+ 1)) — %cos(mﬂ)

N
s

3
Ll

3
|

Il
0
=

3
VR
3|
+ | =
—_

|
I~
—

3
I

==

I
M7
VR
S‘l
+ | —
|
3|~
~—

ﬁlS
Ll

I
(]
RS

3

+ |~
Sy
N—

m=1
n—1 n—1
Z 1 1
= _ _'_ N
m+1 m
m=1 m=1
n—1
1
= —.
m
m=1
n—1 1
Ahora bien, si hacemos que n — oo entonces », — es una serie divergente, de lo
m=1 T

cual se concluye que f no es de variaciéon acotada.



Capitulo

Funciones Absolutamente Continuas sobre

subconjuntos compactos de R

En 1905 es Vitali quien introduce un primer concepto de las funciones absolutamente
continuas. Hay propiedades de dichas funciones que guardan una estrecha relacion con

las funciones de variacién acotada.

DEFINICION 3.1. Sea f : 0 — C. Se dice que f es absolutamente continua si dado
e > 0, existe un 0 > 0, tal que para cualquier nimero finito de intervalos disjuntos
n

{[s:,t:]}1, con s;,t; € o para todo i, se cumple que si Y |t; — s;| < O entonces tenemos
i
n
que > | f(t:) — f(si)| <e.
1

Al conjunto de todas las funciones absolutamentes continuas definidas sobre o lo

denotaremos por AC(o).

PROPOSICION 3.1. Sea f : 0 — C. Entonces f € AC(0) si y sdlo si para todo € > 0,
emste un 6 > Otal que para toda sucesion finita de intervalos disjuntos {[s;, t;|}_, con

Z |t; — si| < & entonces Z Var(f,[si,ti]No) <

Demostracion.
Sean f € AC(0)y e > 0. Por hipotesis, existe un § > 0 de forma que para toda sucesion

finita {[s;,t;]}i, de intervalos disjuntos que satisfacen

31
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ti—si| <o li i — 3.1
Z\ si implica que Z|f (s; |<2 (3.1)

Sea {[s;, ;] }1~; una coleccion finita de intervalos disjuntos tales que Y [t; — s;] < 9.
i=1
En virtud del Teorema 2.4, f € BV ([s;,t;] N o) para cada ¢ = 1,--- ,n. Esto es, para

cadai=1,---,n, sup Var(f,[si,t;] No) < +00. En consecuencia, en virtud de
EEA([si t:]No)
la caracterizacion 1.2, podemos elegir una particion & = {ul € A([si i no) de

manera que

m;—1
Var(f,lsit] o) = 30— < ; [F(ud ™) = f ()] (32)
Note que, cada particion & (i = 1,--- ,n) genera una coleccion de intervalos finitos

no solapados contenidos en [s;, t;], que satisfacen

n—1m;—1 ) ) n—1
Do T =l <Yt sl <6,
i=1 j=1 i=1

en consecuencia, de (3.1) se sigue que

—1m;

> 1t~ fd) < 5

j=

Asi, de esta ultima desigualdad y (3.2) obtenemos

7
—
3
|

1 m;—1

n—1
S Var(f, [si,ti] N o) - L < Fth = fd)] <

@
Il
—
.
Il
—
.
—_

Lo cual es equivalente a

n—1
;Var(f,[si,ti]ﬂ +Z 2(n—1) =E.

Queda asi demostrada la primera parte del teorema.
Para demostrar el reciproco, consideremos € > 0, por hipétesis podemos elegir un

d > 0 tal que para toda sucesion finita de intervalos disjuntos {[s;, ;] }1, con
n

> |t: — si| <y ademés por el Teorema 2.2(ii) se tiene que

i=1
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[f(t:) = f(s:)| < Var(f,[si til N o)

Luego, sumando en ambos lados de la desigualdad se tiene que
Z |f(t:) = f(si)| < ZVar(f, [si;t:] o) <e.
i=1 i=1

Esto es, f € AC(0).

Con lo que queda demostrada la proposicion.

LEMA 3.1. Sea o1 C o0y ambos compactos de R y f € AC(03). Entonces floy €
AC(O'1>.

Demostracion.

Supongamos que f € AC(03) y sea € > 0. Del supuesto que f € AC(03) podemos
garantizar la existencia de 0 > 0 tal que para una sucesion de intervalos {[s;,#;]}7_,

que satisface

> Jt;—sj| <4 implica que Y |f(t;) — f(s;)| <e. (3.3)
j=1

J=1

Luego, para una sucesion de intervalos {[s;, t;]}7_; con ) [t; —s;| < d con s;,t; € 01 C
j=1

o9 se satisface (3.3) , con lo cual concluye la demostracion.

LEMA 3.2. Sea a = s1 < s < s3 = b y sea f € C([a,b]) donde f|[s;,si11] €

AC([si, Six1]) para todo i, Entonces f € AC([a,b]).

Demostracion.

Consideremos a = s; < 2 < s3 = by sea f € C([a,b]) donde f|[s;, si+1] €
AC([si, si+1]) para todo i, debemos probar que f € AC([a,b]).
Dado € > 0, como f|[s;, si+1] € AC([s;, $i+1]) con i = 1,2 existe 01,02 > 0 tal que

para cualquier coleccion finita de intervalos no solapados {[sF, tF]}7* | satisfacen

I

ng Nk
Z tF =il <6 = Z Var(f,[sf, 6710 [si; si11]) <
k=1 k=1

DO ™
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para cada ¢ = 1, 2.
Tomando § = min{d;, J»} y una coleccion finita de intervalos no solapados {[p;, ¢;] } 1,

tal que > |¢; — pi| < 9, entonces
=1

(2

; Var(f,[pi,a]) = Z Var(f, [pr, qx]) + Var(f, [pr, s2]) + Var(f, [se, qx])

\Z_l J 5/2

€/2

< o+

2

Por lo tanto, f € AC(|a,b]).

TEOREMA 3.1. Sea a1 < by < as < by < ... < a, < b,. Supongamos que o =

Ui lai, b, f = 0 — C es continua y para cada i, fl|[a;i,b;] € AC([a;, bi]). Entonces
f e AC(o).

Demostracion.

Consideremos a J = [a,b] el intervelo mas pequenioo que contiene a o. Entonces
usando el Lema 3.2 tenemos que ¢(f) € C([a,b]) con ¢(f)|[a;, bi] = fllai, b;] € AC|a;, b;]
para cada i. Ahora, sabemos que ¢(f) es lineal en cada [b;, a;41] para cada i, entonces
L()|[bisais1] € AC[bi, a;41]. El virtud del Lema 3.2 se tiene que ¢(f) € AC([a,b]) ¥y
finalizamos la demostracién haciendo uso del Lema 3.1 que nos garantiza que f =
L(f)|lo € AC(0).

Ahora, daremos una version de la Proposicion 2.2 para funciones absolutamente

continuas definidas sobre un subconjunto compacto de R.
TEOREMA 3.2. Sea f: 0 — C. Entonces f € AC(0) si y sélo si o(f) € AC(J).

Demostracion.

(<) Supongamos que «(f) € AC(J), entonces usando el Lema 3.1 se tiene que
f=uf)lo € AC(0).

(=) Supongamos ahora que f € AC(0). Puesto que o es compacto, entonces J\o
es abierto y ademas puede ser escrito como la unién numerable de intervalos abiertos

disjuntos UQ,,. Por otra parte, para cada n sea I, el mayor intervalo cerrado que satisface
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que O, C I, C O, Uo. Ademas, sea 0, = I U, U...U I,, es claro que o, puede ser
escrito como la unién finita de intervalos cerrados disjuntos. Consideremos J' uno de
estos intervalos y si hacemos Vi = o NJ' y V, = J’_\a, entonces tanto V; como V5, son
uniones disjuntas de intervalos cerrados. Ahora bien, «(f)|V; = f|V1, asi por el Lema 3.1
se obtiene que ¢(f)|V}; € AC(V}). Por otra parte, sabemos que ¢(f) es lineal en cada uno
de los componentes de V3, asi podemos decir que ¢(f)|Va € AC(V4). En consecuencia,
haciendo uso del Lema 3.2 y el Corolario 3.1 podemos concluir que ¢(f)|o, € AC(0y,).

Ahora; para cada n, sea 7,, = m. Entonces 7, es union finita de intervalos cerrados
disjuntos. Sea J = Uo,, entonces para algin o > 0, existe N tal que para todo n > N
la medida de 7,, es menor que 9.

Dado € > 0, por Definiciéon 3.1 , existe §; > 0 tal que si {[iﬁ’ t;]}7, es un conjunto

finito de intervalos no - solapados con s;,t; € o para todo i y > |t; — s;| < §; entonces
1

SIf(t) — f(si)] < e/2.Y ademés debemos elegir un n de tal manera que la medida de
1

Tp < 01 y escribimos 7, como la unién de intervalos disjuntos Ji, ..., J;.

Dado que ¢(f)|o, € AC(0,) podemos encontrar un dy > 0 tal que si {[s;, t;]}1", es un

m
conjunto finito de intervalos no - solapados con s;,t; € o, para todo iy > [t; — s;| < da,
1
m
entonces Y [e(f)(t:) — o(f)(s:)| < e/2.
1
Tomamos 6 = min{dy, d2}. Entonces, supongamos que {[c;, d;]}™; es un conjunto
m
finito de subintervalos no - solapados de J con ) |d; — ¢;| < 4. En vista de que o,
1

solo tiene un namero finito de componentes, el conjunto (U, [c;, d;]) N o, puede ser

escrito como una union finita de intervalos cerrados disjuntos U™, [¢;, d}]. Similarmente,

't
escribimos (U™, [¢;, d;]) N1, = U3 [c2, d?]. Ahora, haciendo uso de la Proposicion 2.1,

R}

la Proposicion 3.1 y el Teorema 2.7 tenemos

> Var (u(f),[c.d}]) < iil‘/ar ((f), ;) = iilVar (f, J;) <e/2.

Por otro lado, 22 Var (u(f),[c2,d?]) < e/2y asi

RNt
=1
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Z Var (L(f)a [Civ dl]) = Z Var (L(f)a [Czl7 dﬂ) + Z Var (L(f)v [C?a d?])

<ef2+4¢/2
=ec.
Por lo tanto, «(f) € AC(J).
COROLARIO 3.1. Si f € AC(0) entonces f € BV (o).

Demostracion.

Sea f:0 — Cy o CR compacto.
Supongamos que f € AC(o) entonces por el Teorema 3.2 tenemos que ¢(f) € AC(J).
Ademaés sabemos que si ¢(f) € AC(J) entonces ¢(f) es de variacion acotada, es decir
t(f) € BV(J) y usando la Proposicion 2.1 obtenemos que f = «(f)|oc € BV (o).

Como se deseaba probar.

TEOREMA 3.3. Sea 0 C R compacto. Entonces AC(c) es una subdlgebra de Banach
de BV (o).

Demostracion.

Sean f,g € AC(0)y k € C. En primer lugar, demostremos que AC(c) es subalgebra.
En efecto, para s,t € o probaremos a continuacion que AC(0) es cerrado bajo la

suma, el producto por un escalar y el producto.

L.
[(F+9)(1) = (f +9) ()] = () + 9(t)) = (F(s) = g(s))]
= [(f(&) + f(5)) + (9(t) — g(5))]
< @) = f(3)]+ lg(t) = g(s)]
2.

|kf(t) = kf(s)| = [k(f(t) = f(s))
= [KI[f () = f ()]
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F@)-g(t) = f(s)-9(t) + f(5).g(t) = f(s5)-9(s)]
F@) = f(s)lg(t) + f(s)lg(t) = g(s)]|
F@) = f()]g@)] +1£(s)lg(t) = g(s)]|
= (&) = F&)g@)] + [F(s)llg(t) = g(s)|
< [ flloolg(t) = g() + [lgllool £(£) = f(5)].

t

La tultima desigualdad ocurre puesto que |f(t)| < || f]|co-

Asi, tomando € y § de la definicion de AC(o) se deduce que AC(o) es subalgebra
de BV (o).

Ahora probemos la completitud, para ello debemos probar que toda sucesién de
Cauchy es convergente.

Sea { f,,}°°, una sucesion de Cauchy en AC(0) y usando el mismo argumento que se
uso en el Lema 2.2 se tiene que {¢(f,,)}52, también es una sucesion de Cauchy en AC(J)
que ademés converge a un F' € AC(J). Por el Lema 3.1 tenemos que Flo € AC(0).

En consecuencia, volviendo a hacer uso del Lema 2.2 se tiene que ((F|o) = F.

Entonces,
lim |[f, — Flo||svey = lm [«(fn — Flo)|lBvy
n—oo n—oo
= 1im [o(f) — o(Flo)) vy
n—oo

=0

Por lo tanto, la sucesion {f,,}5°, converge a F'|o y asi el espacio es completo con lo

que se obtiene la demostracion del teorema.
TEOREMA 3.4. El conjunto de polinomios P es denso en AC(0).
Demostracion.

Sea f € AC(0). Ya que P es denso en C(J) y ademas AC(J) C C(J) entonces P
también es denso en AC(J).
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Por otro lado, haciendo uso del Teorema de Weierstrass (1.10) se tiene que:
Dado ¢ > 0, existe p € P tal que |c(f) — pllsv) < e

Entonces

1 = pllvey = I((f) = p)lollsve
= |e(f) _pHBV(J)

<e€

Ahora, daremos un ejemplo de una funciéon uniformemente continua pero no es

absolutamente continua en el compacto.

Ejemplo 3.1. La funcion [ definida sobre [0,1] U {2} = o por:

xsin(é) si xe (0,1]U{2}
fz) =
0 st x=0.

Solucion.

En efecto, haciendo uso del mismo argumento del Ejemplo 2.4 tenemos que f no es
de variacion acotada y por el contrarreciproco del Corolario 3.1 se tiene que f no es
absolutamente continua.

Sin embargo, esta funcién es uniformemente continua. En efecto, sabemos que f
es continua en el compacto, entonces haciendo uso del Teorema 1.11 se tiene que f es

uniformemente continua en ese mismo compacto.

Ejemplo 3.2. La funcion f(x) =/ es absolutamente continua en el compacto [0, 1],

pero f no es Lipschitziana en ese compacto.

Solucién.
Primeramente veamos que y/x es Absolutamente continua.
En Efecto, Dado € > 0, existe § = €2 > 0 y sea {[¢;, d;]}!; una coleccién finita de
n n

intervalos no - solapados en [0, 1] tal que >_ |d;—¢;| < €2 entonces > | f(d;)— f(c;)| < 2e.

i=1 =1
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2

Por otro lado, sea a = % y dividamos la suma ) |f(d;) — f(¢;)| en dos partes: los

=1

intervalos que se encuentran en [0,a] y los que estén en [a, 1].

Consideremos la suma sobre los intervalos que se encuentran en [0, af

Ahora consideremos la suma de los intervalos que se encuentran en [a, 1].

SO fd) = fle)l= > Wdi— el

i=m+1 i=m+1
- S Wa- val
7 ;}—1 \/— + \/_

“ |d; — ¢
_zzm;l—l\/__‘_\/_

— |di — ¢
< ) e

i=m+1

— Z|d

z m+1

Combinando esas dos sumatorias tenemos que:
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D) = )l < Y1) = fleal+ 3o 1) = fe)
<Z+e
< 2e.

Por lo tanto, f(x) = v/ es una funciéon absolutamente continua en el compacto
[0, 1].

Ahora, veamos que f(z) = /x no es Lipschitziana en ese compacto.

En efecto, diremos que f no satisface la condicién de Lipschitz si no existe una

constante M > 0 tal que |f(z) — f(y)| < M|z — y| para todo z,y € [0, 1] entonces:

£@) = F)l = VT - Vi
= vz -vp)

T +vy

(VE+ )
RN

1
= ||+l
VT + \/E‘
1
< —.|z+
NG |z + |
Como — — oo cuando x — 0, se concluye que no existe la constante M que

x
satisfaga la condicion de Lipschitz.

TEOREMA 3.5. Toda funcion absolutamente continua es continua.

Demostracion.

Sea f una funciéon absolutamente continua entonces por la definiciéon 3.1 se tiene lo

siguiente: dado ¢ > 0, existe 6 > 0, tal que para cualquier nimero finito de intervalos
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n
disjuntos {[s;, t;]}; con s;,t; € o para todo i, se cumple que si > |t; — s;| < § entonces

2 f(E) = fsi)] <e.
Ahora, tomando en particular un sélo intervalo digamos [s, t], para todo s,t € o se
tiene que |t — s| < 0 entonces |f(t) — f(s)| < e.

Asi f es uniformemente continua y por tanto continua, como se queria demostrar.

TEOREMA 3.6. Sea f : 0 — R una funcion Lipschitziana, entonces f es absolutamente

continua en o.

Demostracion.

Sean f una funciéon que satisface la condicion Lipschitz, y M > 0 la constante de

Lipschitz, es decir, que satisface
|f(z1) — fx2)] < M|xy — 23] para todo z1,29 € 0.

Por otro lado, dado € > 0, existe 6 > 0, tal que para cualquier nimero finito de

n

intervalos disjuntos {[s;, ;| }?_, con s;,t; € o para todo i, se cumple que si Y |t;—s;| < 0
i

entonces

I = f] = 1) = Sl —
:Zlf’t_ )| |t—81|

< ZM- t:
i=1
= Mi t; — si
< w5
Basta tomar = ¢/M. Entonces
Z|f flsi)| <Ms=M-e/M =e.

Como deseabamos probar. [ |



Capitulo I

Funciones de p - Variacion Acotada sobre

subconjuntos compactos de R

En 1.924 Wiener introdujo el concepto de funciones de p -variacion acotada (p > 0)

como una generalizaciéon del concepto de variaciéon acotada dado por Jordan.

DEFINICION 4.1. Sea f : 0 — C, con 0 C R compacto, 1 < p < oo y {s;}}_; una

particion de o; definimos la Variacion de f por:

Vary(f,0) = sup (Slf(sjﬂ)—f(sj)l”)l/p- (4.1)
(o) j=1

{sj}j_1€A

Diremos que una funcion f : 0 — C es de p - Variacion finita o de p - Variacion
acotada si Var,(f,0) < 4oo. Al conjunto de todas las funciones de p -variacion

acotada lo denotaremos por BV,(o).

TEOREMA 4.1. Sean f,g € BV,(0), k € C. Entonces
i. Vary(f+g,0) < Vary(f,o)+ Vary(g,o).
ii. Vary(kf,o) = |k|Var,(f, o).

Demostracion.

(i) Sea {s;}}_; una particion de o y usando la desigualdad de Minkowski se tiene

que:

42
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n—1 1/p n—1 1/p
(Z (F + 9)(sja0) — (F + g)(smp) - (Z F(sja1) + glsian) — F(s;) — g<5j>\p)
=1 =1

1/p

n—1
(Z (F(s51) — F(57)) + (gls741) — g(sj>>|p)
j=1

< (Z Fsya1) - f(sj)V’)l/p ¥ (Z 9(s51) — 955" "
2 >

j=1
Asi, tomando el supremo sobre todas las particiones del subconjunto compacto o

se tiene que

Varp(f + g? U) g Varp(f? U) + Varp(gv U)

(ii) Sea k € Cy sea {s;}7_; una particién de o, entonces

1)) — AP = N [Fss00) = 7P,

Entonces
(Z D)= @) = A (Z Fop) — fsP)

Asi, tomando el supremo sobre todas las particiones del subconjunto compacto o

se tiene que

Vary(kf,o) = |k|Var,(f,o)

Note que una consecuencia inmediata de este teorema es que podemos garantizar
que BV, (o) es un espacio vectorial dotados de las operaciones de suma y producto por

un escalar de funciones: Para f,g € BV (o) y ¢ € C se tiene que

(f +9)(x) = flx) +g(x) y (cf)(x) = cf(x).

Ademas, || f|Bv,@) = || fllec + Vary,(f,o) es una norma para BV, (o). ]
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