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“Funciones De Variación Acotada sobre
subconjuntos Compactos Reales ó Complejos. ”

RESUMEN

El trabajo está basado en el artículo [9]. Donde los autores extienden la noción

de variación acotada para funciones definidas sobre un subconjunto compacto de R a

valores complejos. Así, si el compacto es un intervalo cerrado y acotado la definición

coincide con la noción dada por Jordan en [2].

Se comienza introduciendo algunas definiciones básicas necesarias, que busca que el

lector interesado pueda abordar el tema fácilmente. Por ello se presenta la definición de

función de variación acotada en un intervalo cerrado [a, b], así como también algunas

propiedades importantes que cumplen este tipo de funciones y se presenta el concepto

de funciones absolutamente continuas y algunas de sus propiedades.

Luego, se estudia la noción de Variación acotada para funciones definidas sobre

subconjuntos compactos de R a valores complejos, donde se demuestra que BV (σ) es

un espacio vectorial, es un espacio normado y que además es un álgebra de Banach y

presentaremos algunas propiedades conocidas e importantes sobre este tipo de funciones

.

Por otra parte, los autores en [9] también generalizan la noción de funciones absolu-

tamente continuas con dominio en un subconjunto compacto de R a valores complejos,

mostrando algunas de sus propiedades conocidas y probando que el espacio de funciones

absolutamente continuas, definidas sobre σ denotado por AC(σ) es un subespacio vec-

torial del espacio BV (σ) y que AC(σ) una subálgebra de Banach de BV (σ).

Para finalizar, se extiende la noción de p-variación acotada para funciones definidas

sobre un subconjunto compacto de R a valores complejos. Donde se prueba que BVp(σ)

es un espacio vectorial dotado de las operaciones de suma y producto por un escalar de

funciones.
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Introducción.

En el año 1.881, Jordan introduce el concepto de función de variación acotada en

un intervalo [a, b] ([2]), y desde entonces esta clase de funciones han jugado un papel

muy importante dentro del análisis real y el análisis funcional donde además ha sufrido

diversas generalizaciones. Por ejemplo, las clases de funciones de p - variación acotada

en el sentido de Wiener, donde 1 < p < ∞ y posteriormente fue generalizada por L.

C. Young para el caso de funciones de de Φ-variación acotada. Además, Riesz en un

artículo publicado en 1910 introduce la noción de p- variación acotada en el sentido de

Riesz. Unos anos mas tarde, Medvedev en 1953, generaliza la nocion de variación dada

por Riesz, introduciendo el concepto de Φ-Variacion acotada en el sentido de Riesz,

donde Φ es una ϕ-funcion.

El concepto original presentado por Jordan para una función f : [a, b] → R y una

partición {pj}nj=1, define la variación de f por:

V ar(f, [a, b]) = sup
{pj}nj=1∈Λ([a,b])

n−1∑
j=1

|f(pj+1)− f(pj)|.

y diremos que es de Variación finita o de Variación acotada si V ar(f, [a, b]) <∞.

Por otra parte, en 1905 es Vitali quien introduce un primer concepto de las funciones

absolutamente continuas que nos dice lo siguiente:

Sea f : σ −→ C. Se dice que f es absolutamente continua si dado ε > 0, existe un δ >

0, tal que para cualquier número finito de intervalos disjuntos {[si, ti]}ni=1 con si, ti ∈ σ
para todo i, se cumple que si

n∑
i

|ti−si| < δ entonces tenemos que
n∑
i

|f(ti)−f(si)| < ε.

En este trabajo, nos dedicamos al estudio de las funciones de variación acotada

definidas sobre subconjuntos compactos de R a valores complejos, lo cual es una
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generalización del concepto dado por Jordan en el año 1881; así como también se estudia

el concepto de las funciones absolutamente continuas sobre subconjuntos compactos

de R a valores complejos. Para la presentación del mismo, el trabajo se divide en

cuatro capítulos. En el primer capítulo se introducen algunos conceptos y resultados

que permiten establecer las condiciones mínimas necesarias para que el lector pueda

alcanzar la comprensión del trabajo.

Haciendo uso del artículo [9]. En el capítulo 2, se estudia el concepto de Variación

acotada para funciones definidas sobre subconjuntos compactos de R a valores com-

plejos . En el capítulo 3, se estudian las Funciones Absolutamente Continuas sobre

subconjuntos compactos de R a valores complejos. Y para finalizar, en el capítulo 4 se

estudia el concepto de p - Variación Acotada para funciones definidas sobre subcon-

juntos compactos de R a valores complejos. Donde se hace un estudio detallado de las

demostraciones de todas las propiedades dadas en cada uno de los caítulos mencionados.
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Capı́tulo 1
Preliminares.

Este capítulo está dedicado a dar una breve presentación de algunos conceptos y

resultados necesarios para el estudio de las funciones de variación acotada, objetivo

central del trabajo. El capítulo busca ser completamente autónomo y se puede estudiar

independientemente.

§1.1. Álgebra de Banach

La clase de las funciones de variación acotada, como veremos posteriormente, es un

álgebra de Banach, por lo cual se considera importante comenzar estos preliminares

presentando esta tan importante definición, por tal razón se incluyen cada unas de las

definiciones necesarias para su presentación. En esta sección K denota el campo de los

números reales R o de los números complejos C.
Un espacio vectorial o espacio lineal es una terna (X,+, ·), donde X es un conjunto

no vacío, +, · son dos operaciones del tipo + : X ×X → K, · : K×X → X a las que se

les llama suma de vectores y multiplicación por escalares, respectivamente y satisfacen

las siguientes propiedades:

(S1). x+ y = y + x, para todo x, y ∈ X (conmutativa),

(S2). x+ (y + z) = (x+ y) + z, para todo x, y, z ∈ X (asociativa),

(S3). Existe un único vector 0 en X, llamado el vector cero, tal que x + 0 = x, para

todo x ∈ X.

1
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(S4). Para cada vector x ∈ X existe un único vector −x ∈ X tal que x+ (−x) = 0,

(M1). 1x = x para todo x ∈ X.

(M2). (λ1λ2)x = λ1(λ2x), para todo λ1, λ2 ∈ K y x ∈ X.

(M3). λ(x+ y) = λx+ λy, para todo λ ∈ K y x, y ∈ X.

(M4). (λ1 + λ2)x = λ1x+ λ2x, para todo λ1, λ2 ∈ K y x ∈ X.

Si V es un subconjunto de un espacio vectorial X, entonces V es un subespacio

vectorial si y sólo si

1. Si x, y ∈ V entonces u+ v ∈ V ,

2. Si λ ∈ K y x ∈ V entonces λx ∈ V .

Ver [13].

DEFINICIÓN 1.1. Se dice que (A, ·) es un álgebra sobre K si A es un espacio vectorial

sobre K, · : A×A → A es una operación bilineal con respecto a las operaciones lineales

en A.

Se dice que (A, ·) es un álgebra conmutativa si · es conmutativa. Sean A un álgebra

y e ∈ A. Se dice que e es unidad de A, si a · e = e · a = a para todo a ∈ A. Si existe
una unidad en A, se dice que A es un álgebra con unidad. Es fácil ver que si existe una

unidad, entonces la unidad es única.

DEFINICIÓN 1.2. Una función no negativa ‖·‖ sobre un espacio vectorial X es llamada

norma sobre X si satisface las condiciones:

1. ‖x‖ > 0 para todo x ∈ X,

2. ‖x‖ = 0 si y sólo si x = 0,

3. ‖λx‖ = |λ|‖x‖ para todo x ∈ X y λ ∈ K, y

4. ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.

Un espacio vectorial con una norma (X, ‖·‖) es llamado espacio lineal normado

o simplemente espacio normado.
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Un espacio normado X se dice completo si toda sucesión de Cauchy en X converge

en X. Y el espacio (X, ‖·‖) es llamado espacio de Banach si es completo.

Ejemplo 1.1. Como ejemplo se tiene el espacio de las funciones continuas C(([a, b]), ‖.‖∞),

donde

C([a, b]) := {f : [a, b]→ K : f es continua} y ‖f‖∞ := sup
x∈[a,b]

|f(x)|.

Otro ejemplo es el espacio de las funciones acotadas B(([a, b]), ‖.‖∞), donde

B([a, b]) := {f : [a, b]→ K : f es acotada} y ‖f‖∞ := sup
x∈[a,b]

|f(x)|.

Como [a, b] es compacto, tenemos que C([a, b]) ⊂ B([a, b]), es decir C([a, b]) es un

subespacio de B([a, b]).

DEFINICIÓN 1.3 (Álgebra de Banach). Se dice que (A, ·, ‖·‖) es un álgebra de Banach

si:

(i) (A, ‖ · ‖) es un espacio de Banach.

(ii) (A, ·) es un álgebra asociativa.

(iii) ‖x · y‖ 6 ‖x‖‖y‖ para todo x, y ∈ A.

Como ejemplo de un álgebra es el campo de los números complejos. C es el ejemplo

más simple de álgebra de Banach con unidad 1.

DEFINICIÓN 1.4. Sea A un subconjunto no vacío de R. A está acotado superior-

mente si y sólo si existe una constante M ∈ R tal que x 6M para todo x ∈ A. A cada

valor M que satisfaga esta condición se le llama cota superior de A.

DEFINICIÓN 1.5. Sea A ⊂ R, A 6= ∅ y acotado superiormente. Un número β ∈ R
(no necesariamente de A) se denomina supremo de A, se denota como supA, si es el

menor de las cotas superiores de A. Dicho de otra forma, β = supA si y sólo si tiene

las siguientes propiedades: (i) β es cota superior de A, (ii) Si b ∈ R es cota superior de

A entonces β 6 b.

TEOREMA 1.1 (Axioma del supremo). Si A es un conjunto de números reales no

vacío y acotado superiormente, entonces A posee supremo.
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TEOREMA 1.2 (Caracterización del supremo). Si A es un conjunto de números reales

entonces β es el supremo de A si y sólo si β es una cota superior de A y para cada

número real positivo ε existe x ∈ A tal que β − ε < x.

TEOREMA 1.3. Sean A y B subconjuntos no vacíos de R dos conjuntos acotados

superiormente. A + B := {a + b : a ∈ A y b ∈ B} tiene supremo y sup(A + B) =

supA+ supB.

§1.2. Funciones de variación acotada sobre [a, b].

En esta sección se presenta el concepto de función de variación acotada en un inter-

valo [a, b] así como también presentaremos las propiedades conocidas de estas funciones,

pero no nos detendremos en demostrar las propiedades, las cuales son muy conocidas y

pueden consultarse en la literatura de análisis clásica, sin embargo hemos considerado

importante que forme parte de este trabajo.

Es conocido que una función f , definida sobre un intervalo [a, b] se dice no decre-

ciente si f(x) 6 f(y) para x < y.

Si f(x) < f(y) para x < y entonces se dice que f es estrictamente creciente.

Análogamente, se definen las funciones que son no crecientes y estrictamente decre-

ciente.

Estas funciones son llamadas monótonas o estrictamente monótonas.

DEFINICIÓN 1.6. Una partición {tj}nj=1 del intervalo cerrado [a, b] ⊆ R es una

colección finita tal que a = p1 6 p2 6 ... 6 pn = b. El conjunto de todas las particiones

del intervalo [a, b] lo denotaremos por Λ([a, b]).

Sean P = {tj}nj=1, Q = {sj}nj=1 ∈ Λ([a, b]). Q se dice que es un refinamiento de P

si P ⊂ Q.

DEFINICIÓN 1.7. Sea f : [a, b]→ R; definimos la Variación de f por:

V ar(f, [a, b]) = sup
{tj}nj=1∈Λ([a,b])

n−1∑
j=1

|f(tj+1)− f(tj)|. (1.1)

Diremos que una función f : [a, b] → R es de variación finita o de variación

acotada si V ar(f, [a, b]) < ∞. Al conjunto de todas las funciones f : [a, b] → C con

variación acotada, definidas sobre [a, b] se le denota por BV ([a, b]).
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Ejemplo 1.2. Como primer ejemplo, se tiene que toda función constante es de variación

acotada, sobre cualquier intervalo cerrado y acotada en R, además es fácil verificar que

su variación es cero.

Ejemplo 1.3. Sea f : [a, b] → R una función creciente, entonces f es de variación

acotada.

Solución.

Sea ξ := {tj}nj=1 una partición del intervalo cerrado [a, b], ya que f es monótona se

tiene que
n−1∑
j=1

(f(tj+1)− f(tj)) = f(b)− f(a),

en consecuencia,

sup ξ ∈ Λ([a, b])
n−1∑
j=1

(f(tj+1)− f(tj)) 6 f(b)− f(a).

Esto es, V ar(f, [a, b]) = f(b)− f(a) <∞, por lo tanto, f es de variación acotada.

Ejemplo 1.4. La función coseno es de variación acotada sobre intervalo [0, 2π].

Solución.

En efecto, si ξ = {tj}nj=1 ∈ [0, 2π], se tiene que

| cos(tj+1)− cos(tj)| =

∣∣∣∣2 sen

(
tj+1 + tj

2

)
sen

(
tj − tj+1

2

)∣∣∣∣
6 2

|tj+1 − tj|
2

· 1 = |tj+1 − tj|. (1.2)

Esto nos conduce a
n−1∑
j=1

| cos(tj+1)− cos(tj)| 6
n−1∑
j=1

|tj+1 − tj| = 2π.

Dado que esta desigualdad es válida para toda partición de [0, 2π] se sigue que V ar(cos, [0, 2π]) =

2π. <∞.

Note que la desigualdad (1.2) indica que la función coseno es una función Lipschitz,

surge entonces la pregunta natural, ¿Toda función Lipschitz es de variación acotada?.

La respuesta es afirmativa y se muestra la demostración.
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TEOREMA 1.4. Sea f : [a, b] → R una función Lipschitz, entonces f es de variación

acotada.

Demostración.

Sea f una función que satisface la condición Lipschitz, entonces existe una constante

M > 0 tal que

|f(x1)− f(x2)| 6M |x1 − x2| para todo x1, x2 ∈ [a, b].

Si ξ = {tj}nj=1 ∈ Λ([a, b]), se tiene que

n−1∑
j=1

|f(tj+1)− f(tj)| 6
n−1∑
j=1

M |tj+1 − tj| = M
n−1∑
j=1

|tj+1 − tj| = M(b− a).

En consecuencia, tomando el supremo sobre todas las particiones de [a, b] se tiene

que V ar(f, [a, b]) 6M(b− a) <∞.

Por lo tanto f es de variación acotada.

En el caso de estas funciones de variación acotada, definidas sobre [a, b] y valores

reales, es común definir la variación positiva y negativa de una función. En efecto, sea

ξ = {tj}nj=1

S+(f, ξ) :=
n−1∑
j=1

máx{f(tj+1)− f(tj), 0}, S−(f, ξ) :=
n−1∑
j=1

mı́n{f(tj+1)− f(tj), 0}.

Se le llama variación positiva de f sobre [a, b] a PV ar(f, [a, b]) := sup
ξ∈Λ[a,b]

S+(f, ξ) y

respectivamente la variación negativa de f sobre [a, b] a nV ar(f, [a, b]) := sup
ξ∈Λ[a,b]

S−(f, ξ).

Esto permite demostrar que para toda función f ∈ BV ([a, b]) se cumple que:

1. V ar(f, [a, b]) = PV ar(f, [a, b]) +NV ar(f, [a, b]),

2. f(b)− f(a) = PV ar(f, [a, b])−NV ar(f, [a, b]).

Lo cual permite demostrar una caracterización bien conocida e importante de las fun-

ciones de variación acotada, dada por [3].
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TEOREMA 1.5 (Teorema de Jordan). Una función f es de variación acotada sobre

[a, b] si y sólo si f es la diferencia de dos funciones monótonas a valores reales sobre

[a, b].

La demostración se centra en demostrar que las funciones g(x) := PV ar(f, [a, x]),

h(x) = NV ar(f, [a, x]) son funciones crecientes y que f = g − h.
Además, existen teoremas bien conocidos que pueden ser útiles para el análisis de

la variación de una función, que se muestran a continuación.

TEOREMA 1.6. Sean f, g ∈ BV ([a, b]) y c ∈ C es constante. Entonces:

1. f ∈ BV ([c, d]) para todo subintervalo [c, d] ⊆ [a, b].

2. cf ∈ BV ([a, b]).

3. f + g, f − g ∈ BV ([a, b]).

4. fg ∈ BV ([a, b]).

5. f es acotada en [a, b].

Ver la demostración en [7].

Este teorema nos garantiza que BV ([a, b]) es un espacio vectorial, el cual puede ser

dotado de una norma, mediante el funcional

‖f‖BV [a,b] = |f(a)|+ V ar(f, [a, b]).

Aún más, el espacio BV [a, b] es un espacio de Banach con el producto puntual de

funciones.

§1.3. Funciones Absolutamente Continuas sobre [a, b]

Una clase espacial de funciones de variación acotada, es la clase de funciones abso-

lutamente continuas. Estas funciones son importantes tanto por sus aplicaciones como

por lo interesante como clase de funciones estudiadas teóricamente.
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DEFINICIÓN 1.8. Una función de valores reales f , definida sobre un intervalo cerrado

y acotado [a, b] se dice que es absolutamente continua sobre [a, b] si para cada ε > 0

existe un δ > 0 tal que para toda colecciï¿1
2
n finita {(ak, bk)}nk=1 de intervalos disjuntos

y abiertos en (a, b) tales que si
n∑
k=1

(bk − ak) < δ se cumple la desigualdad

n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε.

Este conjunto de funciones es denotado por AC[a, b].

TEOREMA 1.7. AC[a, b] ⊆ C[a, b].

Demostración.

Ver demostración en [14, 7, 15].

TEOREMA 1.8. Si f es una función que satisface la condición de Lipschitz sobre [a, b]

entonces f es abolutamente continua en [a, b].

Demostración.

Sean f : [a, b] → R una función que satisface la condición de Lipschitz y M > 0

la constante que satisface |f(x) − f(y)| 6 M |x − y| para todo x, y ∈ [a, b]. Sea ε > 0,

estudiemos ak < bk con ak, bk ∈ [a, b]

n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| 6
n∑
k=1

M |bk − ak|.

Basta tomar δ =
ε

M
, para completar la demostración.

Por otra parte, si f y g son dos funciones absolutamente continuas sobre [a, b],

entonces f + g, f − g y fg son absolutamente continuas sobre [a, b]. En el caso del

cociente, si existe una constante C > 0 tal que 0 < |g(x)| > C para todo x ∈ [a, b],

entonces
f

g
es absolutamente continua sobre [a, b].

TEOREMA 1.9. Si f es una función absolutamente continua sobre [a, b], entonces f

es una función de variación acotada sobre [a, b].
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Demostración.

Ver demostración en [14, 15].

Además, una función absolutamente continua es de variación acotada en cada in-

tervalo compacto, sin embargo no lo es necesariamente sobre R, como puede verificarse

con f(x) := x.

TEOREMA 1.10 (Teorema de Weierstrass). .

Sean f ∈ C([a, b]) y ε > 0, entonces existe un polinomio p tal que ‖f − p‖∞ < ε.

Demostración.

Ver demostración en [8]

El conocido Teorema de Weierstrass dice que los polinomios son densos en C([a, b]).

TEOREMA 1.11. Sea X un conjunto compacto y sea f una función continua en X.

Entonces f es uniformemente continua.



Capı́tulo 2
Funciones de Variación acotada sobre

subconjuntos compactos de R

En este capítulo se definen la variación de una función f : σ → C, cuando σ ⊆ R
es un subconjunto compacto, mostrando las similitudes y diferencias entre el conjunto

de todas las funciones cuya variación sea finita y el clásico espacio, BV ([a, b]) de las

funciones con variación finita definidas sobre un intervalo cerrado [a, b].

Los conjuntos compactos en R tienen algunas características especiales dada por las

propiedades de los números reales, que es importante tener presente, así por ejemplo, el

teorema de Heine-Borel nos garantiza que σ ⊆ R es compacto si y sólo si σ es cerrado

y acotado. Es así pues, que si σ ⊆ R podremos elegir el menor intervalo J = [a, b] que

contiene a σ.

DEFINICIÓN 2.1 (Ver definición 1.6). Sean σ ⊆ R un subconjunto compacto, J = [a, b]

el intervalo más pequeñoo que contiene a σ. Decimos que {sj}nj=1 es una partición de

σ si a = s1 6 s2 6 ... 6 sn = b para todo j y sj ∈ σ.

El conjunto de todas las particiones de σ, de forma similar que en capítulo 1, es

denotado por Λ(σ).

Observación 2.1. a ∈ σ, pues en caso contrario, podemos hallar un ε > 0 de manera

que [a, a + ε) ∩ σ = ∅. Luego, [a + ε, b] ⊇ σ, lo cual contradice la forma en que se ha

definido J .

10
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De forma similar, se verifica que b ∈ σ.

Sean S = {sj}nj=1, T = {tj}mj=1 ∈ Λ(σ). T se dice que es un refinamiento de S si

S ⊂ T . Recordando que un conjunto parcialmente ordenado (L,≺) se denomina retic-

ulado si satisface las siguientes propiedades:

1) Existencia del supremo 2) Existencia del infimo.

De acuerdo a esta definición, Λ(σ), con el orden parcial dado por el refinamiento, es

un reticulado.

DEFINICIÓN 2.2. ([9]). Sea f : σ → C, con σ ⊂ R compacto; definimos la Variación

de f por:

V ar(f, σ) = sup
{sj}nj=1∈Λ(σ)

n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)|. (2.1)

Diremos que una función f : σ → C es de Variación finita o de Variación acotada

si V ar(f, σ) <∞. Al conjunto de todas las funciones f : σ → C con variación acotada,

definidas sobre σ se le denota por BV (σ).

Observación 2.2. En el resto del capítulo, σ representará un subconjunto compacto en

R, J = [a, b] el menor intervalo cerrado y acotado tal que σ ⊆ [a, b] y, a menos que se

exprese lo contrario, f : σ → C.

Ejemplo 2.1. Es claro que cualquier función f : σ → C constante es una función de

variación acotada y es fácil verificar que la variación es cero.

Ejemplo 2.2. Sea f : [0, 1]∪{2} → C definida por f(x) = x+ xi. Luego, si {sj}nj=1 es

una partición de σ = [0, 1] ∪ {2} entonces s1 = 0 y sn = 2. Luego,

|f(sj+1)− f(sj)| = |(sj+1 + isj+1)− (sj + isj)|

= |(sj+1 − sj) + (sj+1 − sj)i|

=
√

2(sj+1 − sj)2

=
√

2|sj+1 − sj|.
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Así,

n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)| =
n−1∑
j=1

√
2|sj+1 − sj| =

√
2(2− 0) = 2

√
2.

En consecuencia,

V ar(f, σ) = sup
{sj}nj=1∈Λ(σ)

n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)| = sup
{sj}nj=1∈Λ(σ)

2
√

2 = 2
√

2.

TEOREMA 2.1. Sean f, g ∈ BV (σ), k ∈ C y σ como en la observación 2.2. Entonces

i. V ar(f + g, σ) 6 V ar(f, σ) + V ar(g, σ).

ii. V ar(kf, σ) = |k|V ar(f, σ).

Demostración.

(i) Sea {sj}nj=1 una partición de σ, entonces:

|(f + g)(sj+1)− (f + g)(sj)| = |f(sj+1) + g(sj+1)− (f(sj)− g(sj))|

= |f(sj+1)− f(sj) + g(sj+1)− g(sj)|

6 |f(sj+1)− f(sj)|+ |g(sj+1)− g(sj)|.

Así,

n−1∑
j=1

|(f + g)(sj+1)− (f + g)(sj)| 6
n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)|+
n−1∑
j=1

|g(sj+1)− g(sj)|.

Tomando el supremo sobre todas las particiones se tiene que

sup
{sj}nj=1∈Λ(σ)

n−1∑
j=1

|(f + g)(sj+1)− (f + g)(sj)| 6 sup
{sj}nj=1∈Λ(σ)

n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)|

+ sup
{sj}nj=1∈Λ(σ)

n−1∑
j=1

|g(sj+1)− g(sj)|

Esto es, V ar(f + g, σ) 6 V ar(f, σ) + V ar(g, σ).
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(ii) Sean k ∈ C y f ∈ BV (σ), dado que

|(kf)(sj+1)− (kf)(sj)| = |k||f(sj+1)− f(sj)|,

y haciendo uso de las propiedades del supremo, se sigue que

V ar(kf, σ) = sup
{sj}nj=1∈Λ(σ)

n−1∑
j=1

|(kf)(sj+1)− (kf)(sj)|

= sup
{sj}nj=1∈Λ(σ)

n−1∑
j=1

|k||f(sj+1)− f(sj)|

= |k| sup
{sj}nj=1∈Λ(σ)

n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)|

= |k|V ar(f, σ).

Note que una consecuencia inmediata de este teorema es que podemos garantizar

que BV (σ) es un espacio vectorial dotados de las operaciones de suma y producto por

un escalar de funciones: Para f, g ∈ BV (σ) y c ∈ C

(f + g)(x) := f(x) + g(x) y (cf) := cf(x).

Además, podemos dotar a este espacio del producto usual entre funciones como es:

Para f, g ∈ BV (σ) se define

(f · g)(x) := f(x) · g(x). (2.2)

Después, una pregunta natural es ¿ Es este espacio vectorial un álgebra?, para dar

repuesta a esta pregunta es conveniente demostrar las siguientes propiedades.

TEOREMA 2.2. Sean f, g ∈ BV (σ), k ∈ C, σ y J como en la observación 2.2.

Entonces

i. V ar(fg, σ) 6 ‖f‖∞V ar(g, σ) + ‖g‖∞V ar(f, σ)

ii. V ar(f, σ) > |f(b)− f(a)|

Demostración.
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(i) Sean f, g como en la hipótesis. Luego, para cualquier partición {sj}nj=1, con-

siderando el producto definido como en (2.2), se tiene que

|(f · g)(sj+1)− (f · g)(sj)|

= |f(sj+1) · g(sj+1)− f(sj) · g(sj+1) + f(sj) · g(sj+1)− f(sj) · g(sj)|

= |[f(sj+1)− f(sj)] · g(sj+1) + f(sj) · [g(sj+1)− g(sj)]|

6 |[f(sj+1)− f(sj)] · g(sj+1)|+ |f(sj) · [g(sj+1)− g(sj)]|

6 |f(sj+1)− f(sj)|‖g‖∞ + ‖f‖∞|g(sj+1)− g(sj)|.

En consecuencia,

V ar(f · g, σ) = sup
{sj}nj=1∈Λ(σ)

n−1∑
j=1

|(f · g)(sj+1)− (f · g)(sj)|

6 sup
{sj}nj=1∈Λ(σ)

n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)| · ‖g‖∞

+ sup
{sj}nj=1∈Λ(σ)

‖f‖∞ sup
{sj}nj=1∈Λ(σ)

n−1∑
j=1

|g(sj+1)− g(sj)|

= V ar(f, σ) · ‖g‖∞ + ‖f‖∞ · V ar(g, σ).

Con lo cual se obtiene la demostración de la primera parte del teorema.

(ii) Recordemos que V ar(f, σ) se define como

sup
{sj}nj=1∈Λ(σ)

n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)|,

en consecuencia, V ar(f, σ) > V ar(f, σ, P ) para toda partición P = {sj}nj=1 ∈
Λ(σ) y donde

V ar(f, σ, P ) :=
n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)|.

En particular en el caso en que P = {a, b}, en cuyo caso tendremos que

V ar(f, σ) > |f(b)− f(a)|.
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TEOREMA 2.3 (Monotonía de la Variación). Sean f, g ∈ BV (σ), σ1, σ y J como en

la observación 2.2. Supongamos que σ1 ⊆ σ. Entonces V ar(f, σ1) 6 V ar(f, σ).

Demostración.

Note que si {sj}nj=1 ∈ Λ(σ1) entonces {sj}nj=1 ∪ {a, b} ∈ Λ(σ). En consecuencia,

n−1∑
j=1

|f(tj+1)− t(sj)| 6 |f(t1)− f(a)|+
n−1∑
j=1

|f(tj+1)− t(sj)|+ |f(b)− f(sn)| 6 V ar(f, σ).

Como esta desigualdad es válida para toda partición {sj}nj=1 ∈ Λ(σ1), por propiedad de

supremos, se tiene que

V ar(f, σ1) 6 V ar(f, σ).

Completando la demostración.

Una consecuencia importante de este teorema y el hecho que Λ(σ) es un reticu-

lado si la variación definida en (2.1) puede ser definida equivalentemente mediante la

sustitución del supremo por el límite cuando n → ∞ (el número de elementos de la

partición).

TEOREMA 2.4. Sean σ, σ1, σ2, J = [a, b] como en la observación 2.2, σ = σ1 ∪ σ2

y f ∈ BV (σ) . Supongamos que σ1 ⊂ [a, c], σ2 ⊂ [c, b] y σ1 ∩ σ2 = {c} entonces

V ar(f, σ) = V ar(f, σ1) + V ar(f, σ2).

Demostración.

Sea {sj}nj=1 ∈ Λ(σ1) y {tj}nj=1 ∈ Λ(σ2), entonces

n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)| =
n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)|+ |f(b)− f(sn)| 6 V ar(f, σ)

Como esta desigualdad es válida para toda partición de σ1 y el lado derecho de esta

última desigualdad es finito (y constante) se tiene que

V ar(f, σ1) 6 V ar(f, σ).
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Esto significa que si f es de variación acotada en σ también tendrá variación acotada

en cualquier subconjunto compacto de σ.

Luego, si {sj}nj=1 ∈ Λ(σ1) y {tj}mj=1 ∈ Λ(σ2), entonces {sj}nj=1 ∪ {tj}mj=1 ∈ Λ(σ), así,

n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)|+
m−1∑
i=1

|f(tj+1)− f(tj)| 6 V ar(f, σ).

Si tomamos, supremo sobre el conjunto de las particiones Λ(σ1) y Λ(σ2) se obtiene que

V ar(f, σ1) + V ar(f, σ2) 6 V ar(f, σ). (2.3)

Recíprocamente, si {sj}nj=1 ∈ Λ(σ) y además, existe 1 6 m < n tal que sm = c. Así,

n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)| 6
m−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)|+ |f(c)− f(sm)|︸ ︷︷ ︸
V ar(f,σ1)

+ |f(sm+1)− f(c)|+
n−1∑

j=m+1

|f(sj+1)− f(sj)|︸ ︷︷ ︸
V ar(f,σ2)

6 V ar(f, σ1) + V ar(f, σ2).

Dado que la desigualdad se cumple para toda partición {sj}nj=1 ∈ Λ(σ) se obtiene que

V ar(f, σ) 6 V ar(f, σ1) + V ar(f, σ2). (2.4)

Así, de (2.3) y (2.4) se obtiene la tesis del teorema.

Veamos ahora que el espacio vectorial BV (σ) puede ser dotado de una norma.

TEOREMA 2.5. El funcional ‖f‖BV (σ) = ‖f‖∞ + V ar(f, σ) define una norma sobre

BV (σ).

Demostración.

Sean f, g ∈ BV (σ) con σ un subconjunto compacto de R y sea α ∈ C.

1. Es claro que ‖f‖BV (σ) > 0 por ser la suma de dos expresiones no negativas.
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2. Por otra parte, dado que ‖.‖∞ es una norma y en virtud del Teorema 2.1 se tiene

que

‖αf‖BV (σ) = ‖αf‖∞ + V ar(f, σ)

= |α|‖f‖∞ + |α|V ar(f, σ)

= |α|(‖f‖∞ + V ar(f, σ))

= |α|‖f‖BV (σ).

3. Para verificar que se cumple la desigualdad triangular haremos uso nuevamente

del Teorema 2.1 , y las propiedades de la norma ‖.‖∞. Así se tiene que:

‖f + g‖BV (σ) = ‖f + g‖∞ + V ar(f + g, σ)

6 ‖f‖∞ + ‖g‖∞ + V ar(f, σ) + V ar(g, σ)

= (‖f‖∞ + V ar(f, σ)) + (‖g‖∞ + V ar(g, σ))

= ‖f‖BV (σ) + ‖g‖BV (σ).

Por lo tanto ‖f + g‖BV (σ) 6 ‖f‖BV (σ) + ‖g‖BV (σ)

4. Para finalizar es claro que f ≡ 0 entonces ‖f‖BV (σ) = 0. Recíprocamente, si

‖f‖BV (σ) = 0 entonces ‖f‖∞ = V ar(f, σ) = 0. Y dado que ‖ · ‖∞ es una norma

se obtiene que f ≡ 0.

Por tanto, ‖f‖BV (σ) = ‖f‖∞ + var(f, σ) define una norma sobre BV (σ).

TEOREMA 2.6. BV (σ) es un álgebra.

Demostración.

Ya se demostró en el Teorema 2.5 que BV (σ) es un espacio normado, además en el

Teorema 2.2 se verificó que el producto de dos funciones de variación acotada es otra

función de variación acotada, para verificar que este espacio es un álgebra sólo nos falta

verificar que la norma de un producto es menor o igual al producto de las normas. En

efecto, sean f, g ∈ BV (σ),

|f(t).g(t)| = |f(t)| · |g(t)| 6 ‖f‖∞ · ‖g‖∞.
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Esto implica que ‖f‖∞ · ‖g‖∞ es cota superior de |f(t) ·g(t)| y al ser ‖f ·g‖∞ la mínima

cota se deduce que ‖f · g‖∞ 6 ‖f‖∞ · ‖g‖∞.
Así, por esta observación y por el Teorema 2.2 se tiene que

‖f.g‖BV (σ) = ‖f · g‖∞ + var(f · g, σ)

6 ‖f‖∞ · ‖g‖∞ + ‖f‖∞ · V ar(g, σ) + ‖g‖∞ · V ar(f, σ)

6 ‖f‖∞ · ‖g‖∞ + ‖g‖∞ · V ar(f, σ) + ‖f‖∞ · V ar(g, σ) + V ar(f, σ) · V ar(g, σ)

= (‖f‖∞ + V ar(f, σ)).‖g‖∞ + (‖f‖∞ + V ar(f, σ)).V ar(g, σ)

= (‖f‖∞ + V ar(f, σ)) · (‖g‖∞ + V ar(g, σ))

= ‖f‖BV (σ) · ‖f‖BV (σ).

Con lo cual concluye la demostración del teorema.

Presentamos definiciones que nos serán de gran utilidad.

DEFINICIÓN 2.3. Sean σ, J, f como en la Observación 2.2. Para t ∈ J\σ se definen:

α(t) = sup{x : [t, x] ⊂ J\σ} y β(t) = ı́nf{x : [x, t] ⊂ J\σ}.

Se define la función ι(f) : J → C por

ι(f)(t) =


f(t), si t ∈ σ(
f(α(t))− f(β(t))

α(t)− β(t)

)
(t− β(t)) + f(β(t)), si t ∈ J \ σ.

Esto es, ι(f) es definida de modo lineal en los huecos que le deja σ a J .

Veamos un ejemplo para ilustrar la definición dada.

Ejemplo 2.3. Sea σ = [1, 2] ∪ [3, 4] ∪ {5}. En este caso J = [1, 5] y en consecuencia

J − σ = (2, 3) ∪ (4, 5).

Además,

α(t) =

{
3, si t ∈ (2, 3)

5, si t ∈ (4, 5)
β(t) =

{
2, si t ∈ (2, 3)

4, si t ∈ (4, 5)
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1 2 3 4 5
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                     (\\\\\\\\\\\)                     (\\\\\\\\\\\) 
                        

J 
3 4 5

Consideremos f : σ → C definida por f(t) := t+it2. Ahora veamos cómo queda definida

ι(f).

ι(f)(t) =



f(t), si t ∈ [1, 2] ∪ [3, 4] ∪ {5}(
f(α(t))− f(β(t))

α(t)− β(t)

)
(t− β(t)) + f(β(t)), si t ∈ (2, 3)(

f(α(t))− f(β(t))

α(t)− β(t)

)
(t− β(t)) + f(β(t)), si t ∈ (4, 5)

=



f(t), si t ∈ [1, 2] ∪ [3, 4] ∪ {5}(
f(3)− f(2)

3− 2

)
(t− 2) + f(2), si t ∈ (2, 3)(

f(5)− f(4)

5− 4

)
(t− 4) + f(4), si t ∈ (4, 5)

=



t+ it2, si t ∈ [1, 2] ∪ [3, 4] ∪ {5}(
3 + 9i− (2 + 4i)

3− 2

)
(t− 2) + (2 + 4i), si t ∈ (2, 3)(

5 + 25i− (4 + 16i)

5− 4

)
(t− 4) + (4 + 16i), si t ∈ (4, 5)
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ι(f)(t) =


t+ it2, si t ∈ [1, 2] ∪ [3, 4] ∪ {5}

(1 + 5i) (t− 2) + (2 + 4i), si t ∈ (2, 3)

(1 + 9i) (t− 4) + (4 + 16i), si t ∈ (4, 5)

=


t+ it2, si t ∈ [1, 2] ∪ [3, 4] ∪ {5}

t− 2 + 5it− 10i+ 2 + 4i, si t ∈ (2, 3)

t− 4 + 9it− 36i+ 4 + 16i, si t ∈ (4, 5)

=


t+ it2, si t ∈ [1, 2] ∪ [3, 4] ∪ {5}

t+ 5it− 6i, si t ∈ (2, 3)

t+ 9it− 26i, si t ∈ (4, 5)

=


t+ it2, si t ∈ [1, 2] ∪ [3, 4] ∪ {5}

t+ (5t− 6)i, si t ∈ (2, 3)

t+ (9t− 26)i, si t ∈ (4, 5)

PROPOSICIÓN 2.1. Sean σ1 ⊂ σ2 subconjuntos compactos de R y f ∈ BV (σ2). En-

tonces ‖f |σ1‖BV (σ1) 6 ‖f‖BV (σ2) y así f |σ1 ∈ BV (σ1).

Demostración.

Es claro que ‖f |σ1‖∞ 6 ‖f‖∞, además el Teorema 2.3 nos garantiza que V ar(f |σ1, σ1) 6

V ar(f, σ2), en consecuencia:

‖f |σ1‖BV (σ1) = ‖f |σ1‖∞ + V ar(f |σ1, σ1)

6 ‖f‖∞ + V ar(f, σ2)

= ‖f‖BV (σ2).

Esto implica que f ∈ BV (σ1), como se deseaba demostrar.
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TEOREMA 2.7. Sea f ∈ BV (σ). Entonces V ar (f, σ) = V ar(ι(f), J).

Demostración.

Si P = {tj}nj=1 ∈ Λ(σ) entonces P ∈ Λ(J), en consecuencia

n−1∑
j=1

|f(tj+1)− f(tj)| =
n−1∑
j=1

|ι(f)(tj+1)− ι(f)(tj)| 6 V ar(ι(f), J).

Como esta desigualdad es válida para toda partición de σ se sigue que

V ar(f, σ) 6 V ar(ι(f), J). (2.5)

Por otra parte, si Q = {tj}nj=1 ∈ Λ(J), supongamos que sólo un punto tk ∈ J \ σ.

n−1∑
j=1

|ι(f)(tj+1)− ι(f)(tj)| =
k−2∑
j=1

|ι(f)(tj+1)− ι(f)(tj)|

+|ι(f)(tk)− ι(f)(tk−1)|+ |ι(f)(tk+1)− ι(f)(tk)|

+
n−1∑
j=k+1

|ι(f)(tj+1)− ι(f)(tj)|. (2.6)



1

( )kt

3 4 5

[\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\]                        J

1 2

                     (\\\\\\\\\\\)                     (\\\\\\\\\\\) 
                        

J 
3 4 5

kt ( )kt1kt  1kt 

Observe que

|ι(f)(tk)− ι(f)(tk−1)|+ |ι(f)(tk+1)− ι(f)(tk)|

6 |ι(f)(tk)− ι(f(β(tk)))|+ |ι(f(β(tk)))− ι(f)(tk−1)|

+|ι(f)(tk+1)− ι(f(α(tk)))|+ |ι(f(α(tk)))− ι(f)(tk)|
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=

∣∣∣∣(f(α(tk))− f(β(tk))

α(tk)− β(tk)

)
(tk − β(tk)) + f(β(tk))− f(β(tk))

∣∣∣∣
+|f(β(tk))− f(tk−1)|+ |f(tk+1)− f(α(tk))|

+

∣∣∣∣f(α(tk))−
(
f(α(tk))− f(β(tk))

α(tk)− β(tk)

)
(tk − β(tk))− f(β(tk))

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(f(α(tk))− f(β(tk))

α(tk)− β(tk)

)
(tk − β(tk))

∣∣∣∣
+|f(β(tk))− f(tk−1)|+ |f(tk+1)− f(α(tk))|

+

∣∣∣∣f(α(tk))−
(
f(α(tk))− f(β(tk))

α(tk)− β(tk)

)
(tk − β(tk))− f(β(tk))

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(f(α(tk))− f(β(tk))

α(tk)− β(tk)

)
(tk − β(tk))

∣∣∣∣
+|f(β(tk))− f(tk−1)|+ |f(tk+1)− f(α(tk))|

+

∣∣∣∣f(α(tk))−
(
f(α(tk))− f(β(tk))

α(tk)− β(tk)

)
(tk − β(tk))− f(β(tk))

∣∣∣∣
= |f(α(tk))− f(β(tk))|

tk − β(tk)

α(tk)− β(tk)

+|f(β(tk))− f(tk−1)|+ |f(tk+1)− f(α(tk))|

+

∣∣∣∣f(α(tk))− f(β(tk))− (f(α(tk))− f(β(tk)))
tk − β(tk)

α(tk)− β(tk)

∣∣∣∣
= |f(α(tk))− f(β(tk))|

tk − β(tk)

α(tk)− β(tk)

+|f(β(tk))− f(tk−1)|+ |f(tk+1)− f(α(tk))|

+ |f(α(tk))− f(β(tk))|
∣∣∣∣[1− tk − β(tk)

α(tk)− β(tk)

]∣∣∣∣
= |f(α(tk))− f(β(tk))|

tk − β(tk)

α(tk)− β(tk)

+|f(β(tk))− f(tk−1)|+ |f(tk+1)− f(α(tk))|

+ |f(α(tk))− f(β(tk))|
∣∣∣∣[α(tk)− β(tk)− tk + β(tk)

α(tk)− β(tk)

]∣∣∣∣
= |f(α(tk))− f(β(tk))|

tk − β(tk)

α(tk)− β(tk)
+ |f(β(tk))− f(tk−1)|

+|f(tk+1)− f(α(tk))|+ |f(α(tk))− f(β(tk))|
α(tk)− tk

α(tk)− β(tk)
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= |f(α(tk))− f(β(tk))|
tk − β(tk)

α(tk)− β(tk)
+ |f(α(tk))− f(β(tk))|

α(tk)− tk
α(tk)− β(tk)

+|f(β(tk))− f(tk−1)|+ |f(tk+1)− f(α(tk))|

= |f(α(tk))− f(β(tk))|
(

tk − β(tk)

α(tk)− β(tk)
+

α(tk)− tk
α(tk)− β(tk)

)
+|f(β(tk))− f(tk−1)|+ |f(tk+1)− f(α(tk))|

= |f(α(tk))− f(β(tk))|
(
α(tk)− β(tk)

α(tk)− β(tk)

)
+|f(β(tk))− f(tk−1)|+ |f(tk+1)− f(α(tk))|

= |f(α(tk))− f(β(tk))|+ |f(β(tk))− f(tk−1)|+ |f(tk+1)− f(α(tk))|

Sustituyendo en (2.6) esta última desigualdad, obtenemos que

n−1∑
j=1

|ι(f)(tj+1)− ι(f)(tj)| =
k−2∑
j=1

|ι(f)(tj+1)− ι(f)(tj)|

+|ι(f)(tk)− ι(f)(tk−1)|+ |ι(f)(tk+1)− ι(f)(tk)|

+
n−1∑
j=k+1

|ι(f)(tj+1)− ι(f)(tj)|

6
k−2∑
j=1

|f(tj+1)− f(tj)|

|f(α(tk))− f(β(tk))|+ |f(β(tk))− f(tk−1)|

+|f(tk+1)− f(α(tk))|

+
n−1∑
j=k+1

|f(tj+1)− f(tj)|

6 V ar(f, σ).

Ahora bien, una partición Q = {tj}nj=1 ∈ Λ(J) tiene a lo más una cantidad finita de

puntos en J − σ, este procedimiento se puede realizar una cantidad finita de veces, así,

obtenemos que

V ar(ι(f), J) 6 V ar(f, σ).

Así, de esta desigualdad y (2.5) se obtiene la igualdad deseada.
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PROPOSICIÓN 2.2. Sea f : σ −→ C. Entonces f ∈ BV (σ) si y sólo si ι(f) ∈ BV (J).

Demostración.

Sea f : σ −→ C con σ ⊂ R compacto.

En efecto

f ∈ BV (σ)⇐⇒ V ar(f, σ) <∞

⇐⇒ V ar(ι(f), J) <∞

⇐⇒ ι(f) ∈ BV (J)

Con lo que queda probada la proposición.

PROPOSICIÓN 2.3. La aplicación ι : BV (σ) −→ BV (J) es una Isometría lineal.

Demostración.

Para verificar la linealidad de ι consideremos λ ∈ C y f, g ∈ BV (σ). Luego, si t ∈ σ
se tiene que

ι(λf + g)(t) = (λf + g)(t) = λf(t) + g(t) = λι(f)(t) + ι(g)(t).

Por otra parte, si t ∈ J − σ se tiene que

λι(f) + ι(g)

= λ

(
f(α(t))− f(β(t))

α(t)− β(t)

)
(t− β(t)) + λf(β(t))

+

(
g(α(t))− g(β(t))

α(t)− β(t)

)
(t− β(t)) + g(β(t))

=

(
λf(α(t))− λf(β(t))

α(t)− β(t)
+
g(α(t))− g(β(t))

α(t)− β(t)

)
(t− β(t)) + λf(β(t)) + g(β(t))

=

(
(λf + g)(α(t))− (λf + g)(β(t))

α(t)− β(t)

)
(t− β(t)) + (λf + g)(β(t))

= ι(λf + g)(t).

Para demostrar que es una Isometría, note que

‖ι(f)‖BV (J) = ‖ι(f)‖∞ + V ar(ι(f), J) y ‖f‖BV (σ) = ‖f‖BV (∞) + V ar(f, σ), así en

virtud del teorema 2.7 es suficiente demostrar que ‖ι(f)‖∞ = ‖f‖BV (∞).
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En efecto, dado que σ ⊂ J se tiene que

‖f‖∞ = sup
t∈σ
|f(t)| = sup

t∈σ
|ι(f)(t)| 6 sup

t∈J
|ι(f)(t)| = ‖ι(f)‖∞.

De lo cual se tiene que ‖f‖∞ 6 ‖ι(f)‖∞.
Para obtener la otra desigualdad debemos estudiar los t ∈ J\σ. Note que, para

t ∈ J\σ, de acuerdo a (2.5), se tiene que β(t) 6 t 6 α(t), así

|f(β(t))− ι(f(t))|+ |f(α(t))− ι(f(t))|

=

∣∣∣∣(f(α(t))− f(β(t))α(t)− β(t)

)
(t− β(t))

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(f(α(t))− f(β(t))α(t)− β(t)

)
(t− β(t)) + f(β(t))− f(α(t))

∣∣∣∣
= |(f(α(t))− f(β(t)))| t− β(t)

α(t)− β(t)
+

∣∣∣∣(1− t− β(t)
α(t)− β(t)

)
(f(β(t))− f(α(t)))

∣∣∣∣
= |f(α(t))− f(β(t))| t− β(t)

α(t)− β(t)
+

∣∣∣∣(α(t)− β(t)− t+ β(t)

α(t)− β(t)

)
(f(β(t))− f(α(t)))

∣∣∣∣
= |f(α(t))− f(β(t))| t− β(t)

α(t)− β(t)
+

α(t)− t
α(t)− β(t)

|f(β(t))− f(α(t))|

= |f(α(t))− f(β(t))| t− β(t)
α(t)− β(t)

+
α(t)− t

α(t)− β(t)
|f(β(t))− f(α(t))|

= |f(α(t))− f(β(t))| .

En consecuencia,

|ι(f(t))| 6 máx {|f(α(t))|, |f(β(t))|} 6 ‖f‖∞. (2.7)

Como esto es válido para todo t ∈ J − σ, además de cada t ∈ σ, por lo tanto se tiene

que ‖ι(f)‖∞ = ‖f‖∞.

LEMA 2.1. Para toda f ∈ BV (σ), |f(t)| 6 ‖f‖BV (σ)

Demostración.

Sea t ∈ σ, entonces

‖f‖BV (σ) = ‖f‖∞ + V ar(f, σ) > sup
x∈σ
|f(x)| > |f(t)|.

Por lo tanto, |f(t)| 6 ‖f‖BV (σ).
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LEMA 2.2. Supongamos que {fn}∞n=1 es una sucesión de Cauchy en BV (σ). Entonces

F = ĺım
n→∞

ι(fn) ∈ BV (J) existe y F = ι(F |σ).

Demostración.

Sea {fn}∞n=1 es una sucesión de Cauchy en BV (σ), entonces dado ε > 0 existe N > 0

de manera que

n,m > N =⇒ ‖fn − fm‖BV (σ) <
ε

2
< ε. (2.8)

Así, para cada n,m > N , en virtud de la proposición 2.3 y (2.8), se tiene que

‖ι(fn)− ι(fm)‖BV (J) = ‖ι(fn − fm)‖BV (J) = ‖fn − fm‖BV (σ) <
ε

2
< ε. (2.9)

Esto significa que {ι(fn)}∞n=1 es una sucesión de Cauchy en BV (J), el cual es un

espacio de Banach (ver sección 1.2 ) por lo tanto esta sucesión converge, digamos a

una función F ∈ BV (J). Para completar la demostración necesitamos demostrar que

F = ι(F |σ), lo cual es equivalente a demostrar que:

1. ĺım
n→∞

fn(t) = F |σ(t) para cada t ∈ σ,

2. Para cada t ∈ J\σ se cumple al igualdad

F (t) =

(
F (α(t))− F (β(t))

α(t)− β(t)

)
(t− β(t)) + F (β(t)).

Dado que ι(fn)→ F cuando n→∞ se tiene que, dado ε > 0 podemos elegir N1 ∈ N
de manera que

‖ι(fn)− F‖BV (J) <
ε

2
siempre que n > N1. (2.10)

Además, observe que de (2.9) se desprende, para t ∈ σ y ε > 0,

|fn(t)− fm(t)| = |ι(fn(t))− ι(fm(t))| 6 ‖ι(fn)− ι(fm)‖BV (J) <
ε

2
< ε. (2.11)

Esto es, las sucesiones {fn(t)}n y {ι(fn)(t)}n son sucesiones de Cauchy en C, por lo
tanto convergentes. De hecho, de (2.10) y (2.11) obtenemos para t ∈ σ, y n > M :=

máx{N,N1}.

|fn(t)− F |σ(t)| = |ι(fn(t))− F (t)|

6 |ι(fn(t))− ι(fM(t))|+ |ι(fM(t))− F (t)|

6
ε

2
+ ‖ι(fM)− F‖BV (J) < ε.
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Esto implica que fn → F |σ para cada t ∈ σ.
Para finalizar la demostración del lema hacemos uso de esta convergencia puntual.

En efecto, sea t ∈ J\σ

F (t) = ĺım
n→∞

ι(fn(t))

= ĺım
n→∞

((
fn(α(t))− fn(β(t))

α(t)− β(t)

)
(t− β(t)) + fn(β(t))

)
=

(
ĺım
n→∞

fn(α(t))− ĺım
n→∞

fn(β(t))

α(t)− β(t)

)
(t− β(t)) + ĺım

n→∞
fn(β(t))

=

(
F (α(t))− F (β(t))

α(t)− β(t)

)
(t− β(t)) + F (β(t))

= ι(F |σ)(t).

Como se deseaba demostrar.

TEOREMA 2.8. (BV (σ), ‖.‖BV (σ)) es un álgebra de Banach

Demostración.

Es suficiente demostrar la completitud de BV (σ), dado que el Teorema 2.6 nos

garantiza que BV (σ) es un álgebra normada. Para ellos consideramos {fn}∞n=1 una

sucesión de Cauchy en BV (σ), luego el lema 2.2, nos garantiza que {ι(fn)}∞n=1 también

es una sucesión de Cauchy en BV (J) y F = ι(F |σ). Además, ι(F |σ) es una función en

BV (σ) en virtud de la Proposición 2.1. Luego,

ĺım
n→∞

‖fn − F |σ‖BV (σ) = ĺım
n→∞

‖ι(fn)− ι(f)‖BV (J) = ĺım
n→∞

‖ι(fn)− F‖BV (J) = 0.

Por lo tanto, la sucesión {fn}∞n=1 converge a F |σ y así el espacio es completo con lo

que se obtiene la demostración del teorema.

§2.1. Comparación con otros espacios conocidos.

Es claro que esta clase de funciones generaliza la dada en el primer capítulo cuan-

do σ = [a, b]. Entonces existen preguntas como ¿Las funciones Lipschitz permanecen
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en esta clase, cuando están definidas sobre un subconjunto compacto cualquiera?. La

repeusta es positiva, como se muestra a continuación.

TEOREMA 2.9. Sea f : σ → R una función Lipschitziana, entonces f es de variación

acotada en σ.

Demostración.

Sean f una función que satisface la condición Lipschitz, y M > 0 la constante de

Lipschitz, es decir, que satisface

|f(x1)− f(x2)| 6M |x1 − x2| para todo x1, x2 ∈ σ.

Luego, para ξ = {sj}nj=1 ∈ Λ(σ), se tiene que

n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)| 6
n−1∑
j=1

M |sj+1 − sj|

= M
n−1∑
j=1

|sj+1 − sj|

= M(b− a),

donde a, b son los extremos del intervalo más pequeño que contiene a σ (Ver definición

2.1).

En consecuencia, tomando el supremo de sobre todas las particiones de σ se tiene

que V ar(f, σ) 6M(b− a) <∞.

TEOREMA 2.10. La restricción de cualquier función de C∞ a σ es una función de

variación acotada en σ.

Demostración.

En efecto, sean f ∈ C∞ y {sj}nj=1 ∈ Λ(J). Note que f satisface las hipótesis del

teorema del valor medio en cada intervalo [sj, sj+1] ⊆ [a, b], con [a, b] como en la defini-

ción 2.1. Luego, para cada j ∈ {1, 2, ..., n − 1} existe cj ∈ (sj, sj+1) de manera que

f ′(cj) =
f(sj+1)− f(sj)

sj+1 − sj
.
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En consecuencia,

n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)| =
n−1∑
j=1

|f ′(cj)||sj+1 − sj|

6 ‖f ′‖∞
n−1∑
j=1

|sj+1 − sj|

= ‖f ′‖∞(b− a).

Esto demuestra que f ∈ BV (J) y por lo tanto se tiene que f ∈ BV (σ).

Este teorema implica que las funciones polinómicas a trozos son de variación acota-

da. Es válido preguntarse entonces si todas las funciones son de variación acotada. El

siguiente ejemplo muestra una función que es continua pero no es de variación acotada.

Ejemplo 2.4. La función f definida sobre σ := [0, 1] ∪ {2} por:

f(x) :=


x cos(π

x
) si x ∈ (0, 1] ∪ {2}

0 si x = 0.

Solución.

Consideremos la siguiente partición 0 <
1

n
<

1

n− 1
< ... <

1

3
<

1

2
< 1 < 2.

Note que

cos(mπ) :=


1 si m es par

−1 si m es impar.

Esto es, cos(mπ) = (−1)m, en consecuencia,
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n−1∑
m=1

∣∣∣∣xm+1 cos

(
π

xm+1

)
− xm cos

(
π

xm

)∣∣∣∣
=

n−1∑
m=1

∣∣∣∣ 1

m+ 1
cos((m+ 1)π)− 1

m
cos(mπ)

∣∣∣∣
=

n−1∑
m=1

∣∣∣∣(−1)m
(
−1

m+ 1
− 1

m

)∣∣∣∣
=

n−1∑
m=1

∣∣∣∣( −1

m+ 1
− 1

m

)∣∣∣∣
=

n−1∑
m=1

(
1

m+ 1
+

1

m

)

=
n−1∑
m=1

1

m+ 1
+

n−1∑
m=1

1

m

>
n−1∑
m=1

1

m
.

Ahora bien, si hacemos que n → ∞ entonces
n−1∑
m=1

1

m
es una serie divergente, de lo

cual se concluye que f no es de variación acotada.



Capı́tulo 3
Funciones Absolutamente Continuas sobre

subconjuntos compactos de R

En 1905 es Vitali quien introduce un primer concepto de las funciones absolutamente

continuas. Hay propiedades de dichas funciones que guardan una estrecha relación con

las funciones de variación acotada.

DEFINICIÓN 3.1. Sea f : σ → C. Se dice que f es absolutamente continua si dado

ε > 0, existe un δ > 0, tal que para cualquier número finito de intervalos disjuntos

{[si, ti]}ni=1 con si, ti ∈ σ para todo i, se cumple que si
n∑
i

|ti− si| < δ entonces tenemos

que
n∑
i

|f(ti)− f(si)| < ε.

Al conjunto de todas las funciones absolutamentes continuas definidas sobre σ lo

denotaremos por AC(σ).

PROPOSICIÓN 3.1. Sea f : σ → C. Entonces f ∈ AC(σ) si y sólo si para todo ε > 0,

existe un δ > 0tal que para toda sucesión finita de intervalos disjuntos {[si, ti]}ni=1 con
n∑
i=1

|ti − si| < δ entonces
n∑
i=1

V ar(f, [si, ti] ∩ σ) < ε.

Demostración.

Sean f ∈ AC(σ) y ε > 0. Por hipótesis, existe un δ > 0 de forma que para toda sucesión

finita {[si, ti]}ni=1 de intervalos disjuntos que satisfacen

31
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n∑
i=1

|ti − si| < δ implica que
n∑
i

|f(ti)− f(si)| <
ε

2
. (3.1)

Sea {[si, ti]}ni=1 una colección finita de intervalos disjuntos tales que
n∑
i=1

|ti− si| < δ.

En virtud del Teorema 2.4, f ∈ BV ([si, ti] ∩ σ) para cada i = 1, · · · , n. Esto es, para
cada i = 1, · · · , n, sup

ξ∈Λ([si,ti]∩σ)

V ar(f, [si, ti] ∩ σ) < +∞. En consecuencia, en virtud de

la caracterización 1.2, podemos elegir una partición ξi = {uji}
mi
j=1 ∈ Λ([si, ti] ∩ σ) de

manera que

V ar(f, [si, ti] ∩ σ)−
ε

2(n− 1)
<

mi−1∑
j=1

|f(uj+1
i )− f(uji )| (3.2)

Note que, cada partición ξi (i = 1, · · · , n) genera una colección de intervalos finitos

no solapados contenidos en [si, ti], que satisfacen

n−1∑
i=1

mi−1∑
j=1

|uj+1
i − uji | 6

n−1∑
i=1

|ti − si| < δ,

en consecuencia, de (3.1) se sigue que

n−1∑
i=1

mi−1∑
j=1

|f(uj+1
i )− f(uji )| <

ε

2
.

Así, de esta última desigualdad y (3.2) obtenemos

n−1∑
i=1

V ar(f, [si, ti] ∩ σ)−
n−1∑
i=1

ε

2(n− 1)
<

n−1∑
i=1

mi−1∑
j=1

|f(uj+1
i )− f(uji )| 6

ε

2
.

Lo cual es equivalente a

n−1∑
i=1

V ar(f, [si, ti] ∩ σ) <
ε

2
+

n−1∑
i=1

ε

2(n− 1)
= ε.

Queda así demostrada la primera parte del teorema.

Para demostrar el recíproco, consideremos ε > 0, por hipótesis podemos elegir un

δ > 0 tal que para toda sucesión finita de intervalos disjuntos {[si, ti]}ni=1 con
n∑
i=1

|ti − si| < δ y además por el Teorema 2.2(ii) se tiene que
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|f(ti)− f(si)| 6 V ar(f, [si, ti] ∩ σ)

Luego, sumando en ambos lados de la desigualdad se tiene que
n∑
i=1

|f(ti)− f(si)| 6
n∑
i=1

V ar(f, [si, ti] ∩ σ) < ε.

Esto es, f ∈ AC(σ).

Con lo que queda demostrada la proposición.

LEMA 3.1. Sea σ1 ⊆ σ2 ambos compactos de R y f ∈ AC(σ2). Entonces f |σ1 ∈
AC(σ1).

Demostración.

Supongamos que f ∈ AC(σ2) y sea ε > 0. Del supuesto que f ∈ AC(σ2) podemos

garantizar la existencia de δ > 0 tal que para una sucesión de intervalos {[sj, tj]}nj=1

que satisface

n∑
j=1

|tj − sj| < δ implica que
n∑
j=1

|f(tj)− f(sj)| < ε. (3.3)

Luego, para una sucesión de intervalos {[sj, tj]}nj=1 con
n∑
j=1

|tj−sj| < δ con sj, tj ∈ σ1 ⊆

σ2 se satisface (3.3) , con lo cual concluye la demostración.

LEMA 3.2. Sea a = s1 6 s2 6 s3 = b y sea f ∈ C([a, b]) donde f |[si, si+1] ∈
AC([si, si+1]) para todo i, Entonces f ∈ AC([a, b]).

Demostración.

Consideremos a = s1 6 s2 6 s3 = b y sea f ∈ C([a, b]) donde f |[si, si+1] ∈
AC([si, si+1]) para todo i, debemos probar que f ∈ AC([a, b]).

Dado ε > 0, como f |[si, si+1] ∈ AC([si, si+1]) con i = 1, 2 existe δ1, δ2 > 0 tal que

para cualquier colección finita de intervalos no solapados {[ski , tki ]}
nk
k=1 satisfacen

nk∑
k=1

|tki − ski | < δi =⇒
nk∑
k=1

V ar(f, [ski , t
k
i ] ∩ [si, si+1]) <

ε

2
,
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para cada i = 1, 2.

Tomando δ = mı́n{δ1, δ2} y una colección finita de intervalos no solapados {[pi, qi]}mi=1

tal que
m∑
i=1

|qi − pi| < δ, entonces

m∑
i=1

V ar(f, [pi, qi]) =
m∑
i=1

V ar(f, [pk, qk]) + V ar(f, [pk, s2])︸ ︷︷ ︸
ε/2

+V ar(f, [s2, qk])︸ ︷︷ ︸
ε/2

6
ε

2
+
ε

2
= ε.

Por lo tanto, f ∈ AC([a, b]).

TEOREMA 3.1. Sea a1 < b1 6 a2 < b2 6 ... 6 an < bn. Supongamos que σ =⋃n
i=1[ai, bi], f : σ → C es continua y para cada i, f |[ai, bi] ∈ AC([ai, bi]). Entonces

f ∈ AC(σ).

Demostración.

Consideremos a J = [a, b] el intervelo más pequeñoo que contiene a σ. Entonces

usando el Lema 3.2 tenemos que ι(f) ∈ C([a, b]) con ι(f)|[ai, bi] = f |[ai, bi] ∈ AC[ai, bi]

para cada i. Ahora, sabemos que ι(f) es lineal en cada [bi, ai+1] para cada i, entonces

ι(f)|[bi, ai+1] ∈ AC[bi, ai+1]. El virtud del Lema 3.2 se tiene que ι(f) ∈ AC([a, b]) y

finalizamos la demostración haciendo uso del Lema 3.1 que nos garantiza que f =

ι(f)|σ ∈ AC(σ).

Ahora, daremos una versión de la Proposición 2.2 para funciones absolutamente

continuas definidas sobre un subconjunto compacto de R.

TEOREMA 3.2. Sea f : σ → C. Entonces f ∈ AC(σ) si y sólo si ι(f) ∈ AC(J).

Demostración.

(⇐) Supongamos que ι(f) ∈ AC(J), entonces usando el Lema 3.1 se tiene que

f = ι(f)|σ ∈ AC(σ).

(⇒) Supongamos ahora que f ∈ AC(σ). Puesto que σ es compacto, entonces J\σ
es abierto y además puede ser escrito como la unión numerable de intervalos abiertos

disjuntos ∪On. Por otra parte, para cada n sea In el mayor intervalo cerrado que satisface
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que On ⊂ In ⊂ On ∪ σ. Además, sea σn = I1 ∪ I2 ∪ ... ∪ In, es claro que σn puede ser

escrito como la unión finita de intervalos cerrados disjuntos. Consideremos J ′ uno de

estos intervalos y si hacemos V1 = σ ∩ J ′ y V2 = J ′\σ, entonces tanto V1 como V2 son

uniones disjuntas de intervalos cerrados. Ahora bien, ι(f)|V1 = f |V1, así por el Lema 3.1

se obtiene que ι(f)|V1 ∈ AC(V1). Por otra parte, sabemos que ι(f) es lineal en cada uno

de los componentes de V2, así podemos decir que ι(f)|V2 ∈ AC(V2). En consecuencia,

haciendo uso del Lema 3.2 y el Corolario 3.1 podemos concluir que ι(f)|σn ∈ AC(σn).

Ahora; para cada n, sea τn = J\σn. Entonces τn es unión finita de intervalos cerrados

disjuntos. Sea J = ∪σn, entonces para algún δ > 0, existe N tal que para todo n > N

la medida de τn es menor que δ.

Dado ε > 0, por Definición 3.1 , existe δ1 > 0 tal que si {[si, ti]}mi=1 es un conjunto

finito de intervalos no - solapados con si, ti ∈ σ para todo i y
m∑
1

|ti − si| < δ1 entonces
m∑
1

|f(ti)− f(si)| < ε/2. Y además debemos elegir un n de tal manera que la medida de

τn < δ1 y escribimos τn como la unión de intervalos disjuntos J1, ..., Jl.

Dado que ι(f)|σn ∈ AC(σn) podemos encontrar un δ2 > 0 tal que si {[si, ti]}mi=1 es un

conjunto finito de intervalos no - solapados con si, ti ∈ σn para todo i y
m∑
1

|ti−si| < δ2,

entonces
m∑
1

|ι(f)(ti)− ι(f)(si)| < ε/2.

Tomamos δ = mı́n{δ1, δ2}. Entonces, supongamos que {[ci, di]}mi=1 es un conjunto

finito de subintervalos no - solapados de J con
m∑
1

|di − ci| < δ. En vista de que σn

sólo tiene un número finito de componentes, el conjunto (∪mi=1[ci, di]) ∩ σn puede ser

escrito como una unión finita de intervalos cerrados disjuntos ∪m1
i=1[c1

i , d
1
i ]. Similarmente,

escribimos (∪mi=1[ci, di]) ∩ τn = ∪m2
i=1[c2

i , d
2
i ]. Ahora, haciendo uso de la Proposición 2.1,

la Proposición 3.1 y el Teorema 2.7 tenemos

m1∑
i=1

V ar
(
ι(f), [c1

i , d
1
i ]
)

6
l∑

i=1

V ar (ι(f), Ji) =
l∑

i=1

V ar (f, Ji) < ε/2.

Por otro lado,
m2∑
i=1

V ar (ι(f), [c2
i , d

2
i ]) < ε/2 y así
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m∑
i=1

V ar (ι(f), [ci, di]) =

m1∑
i=1

V ar
(
ι(f), [c1

i , d
1
i ]
)

+

m2∑
i=1

V ar
(
ι(f), [c2

i , d
2
i ]
)

< ε/2 + ε/2

= ε.

Por lo tanto, ι(f) ∈ AC(J).

COROLARIO 3.1. Si f ∈ AC(σ) entonces f ∈ BV (σ).

Demostración.

Sea f : σ → C y σ ⊂ R compacto.

Supongamos que f ∈ AC(σ) entonces por el Teorema 3.2 tenemos que ι(f) ∈ AC(J).

Además sabemos que si ι(f) ∈ AC(J) entonces ι(f) es de variación acotada, es decir

ι(f) ∈ BV (J) y usando la Proposición 2.1 obtenemos que f = ι(f)|σ ∈ BV (σ).

Como se deseaba probar.

TEOREMA 3.3. Sea σ ⊂ R compacto. Entonces AC(σ) es una subálgebra de Banach

de BV (σ).

Demostración.

Sean f, g ∈ AC(σ) y k ∈ C. En primer lugar, demostremos que AC(σ) es subálgebra.

En efecto, para s, t ∈ σ probaremos a continuación que AC(σ) es cerrado bajo la

suma, el producto por un escalar y el producto.

1.

|(f + g)(t)− (f + g)(s)| = |(f(t) + g(t))− (f(s)− g(s))|

= |(f(t) + f(s)) + (g(t)− g(s))|

6 |f(t)− f(s)|+ |g(t)− g(s)|.

2.

|kf(t)− kf(s)| = |k(f(t)− f(s))|

= |k||f(t)− f(s)|
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3.

|(fg)(t)− (fg)(s)| = |f(t).g(t)− f(s).g(t) + f(s).g(t)− f(s).g(s)|

= |[f(t)− f(s)]g(t) + f(s)[g(t)− g(s)]|

6 |[f(t)− f(s)]g(t)|+ |f(s)[g(t)− g(s)]|

= |f(t)− f(s)||g(t)|+ |f(s)||g(t)− g(s)|

6 ‖f‖∞|g(t)− g(s)|+ ‖g‖∞|f(t)− f(s)|.

La última desigualdad ocurre puesto que |f(t)| 6 ‖f‖∞.
Así, tomando ε y δ de la definición de AC(σ) se deduce que AC(σ) es subálgebra

de BV (σ).

Ahora probemos la completitud, para ello debemos probar que toda sucesión de

Cauchy es convergente.

Sea {fn}∞n=1 una sucesión de Cauchy en AC(σ) y usando el mismo argumento que se

usó en el Lema 2.2 se tiene que {ι(fn)}∞n=1 también es una sucesión de Cauchy en AC(J)

que además converge a un F ∈ AC(J). Por el Lema 3.1 tenemos que F |σ ∈ AC(σ).

En consecuencia, volviendo a hacer uso del Lema 2.2 se tiene que ι(F |σ) = F .

Entonces,

ĺım
n→∞

‖fn − F |σ‖BV (σ) = ĺım
n→∞

‖ι(fn − F |σ)‖BV (J)

= ĺım
n→∞

‖ι(fn)− ι(F |σ))‖BV (J)

= ĺım
n→∞

‖F − F‖BV (J)

= 0

Por lo tanto, la sucesión {fn}∞n=1 converge a F |σ y así el espacio es completo con lo

que se obtiene la demostración del teorema.

TEOREMA 3.4. El conjunto de polinomios P es denso en AC(σ).

Demostración.

Sea f ∈ AC(σ). Ya que P es denso en C(J) y además AC(J) ⊆ C(J) entonces P
también es denso en AC(J).
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Por otro lado, haciendo uso del Teorema de Weierstrass (1.10) se tiene que:

Dado ε > 0, existe p ∈ P tal que ‖ι(f)− p‖BV (J) < ε.

Entonces

‖f − p‖BV (σ) = ‖(ι(f)− p)|σ‖BV (σ)

= ‖ι(f)− p‖BV (J)

< ε

Ahora, daremos un ejemplo de una función uniformemente continua pero no es

absolutamente continua en el compacto.

Ejemplo 3.1. La función f definida sobre [0, 1] ∪ {2} = σ por:

f(x) :=


x sin(

1

x
) si x ∈ (0, 1] ∪ {2}

0 si x = 0.

Solución.

En efecto, haciendo uso del mismo argumento del Ejemplo 2.4 tenemos que f no es

de variación acotada y por el contrarrecíproco del Corolario 3.1 se tiene que f no es

absolutamente continua.

Sin embargo, esta función es uniformemente continua. En efecto, sabemos que f

es continua en el compacto, entonces haciendo uso del Teorema 1.11 se tiene que f es

uniformemente continua en ese mismo compacto.

Ejemplo 3.2. La función f(x) =
√
x es absolutamente continua en el compacto [0, 1],

pero f no es Lipschitziana en ese compacto.

Solución.

Primeramente veamos que
√
x es Absolutamente continua.

En Efecto, Dado ε > 0, existe δ = ε2 > 0 y sea {[ci, di]}ni=1 una colección finita de

intervalos no - solapados en [0, 1] tal que
n∑
i=1

|di−ci| < ε2 entonces
n∑
i=1

|f(di)−f(ci)| < 2ε.
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Por otro lado, sea a =
ε2

4
y dividamos la suma

n∑
i=1

|f(di)− f(ci)| en dos partes: los

intervalos que se encuentran en [0, a] y los que están en [a, 1].

Consideremos la suma sobre los intervalos que se encuentran en [0, a]

m∑
i=1

|f(di)− f(ci)| =
m∑
i=1

|
√
di −

√
ci|

6
√
a

=

√
ε2

4

=
ε

2

Ahora consideremos la suma de los intervalos que se encuentran en [a, 1].

n∑
i=m+1

|f(di)− f(ci)| =
n∑

i=m+1

|
√
di −

√
ci|

=
n∑

i=m+1

|
√
di −

√
ci|.

∣∣∣∣∣
√
di +
√
ci√

di +
√
ci

∣∣∣∣∣
=

n∑
i=m+1

|di − ci|√
di +
√
ci

6
n∑

i=m+1

|di − ci|
2
√
a

=
1

2
√
a

n∑
i=m+1

|di − ci|

<
1

2

√
ε2

4

.ε2

=
1

ε
ε2

= ε.

Combinando esas dos sumatorias tenemos que:
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n∑
i=1

|f(di)− f(ci)| 6
m∑
i=1

|f(di)− f(ci)|+
n∑

i=m+1

|f(di)− f(ci)|

<
ε

2
+ ε

< 2ε.

Por lo tanto, f(x) =
√
x es una función absolutamente continua en el compacto

[0, 1].

Ahora, veamos que f(x) =
√
x no es Lipschitziana en ese compacto.

En efecto, diremos que f no satisface la condición de Lipschitz si no existe una

constante M > 0 tal que |f(x)− f(y)| 6M |x− y| para todo x, y ∈ [0, 1] entonces:

|f(x)− f(y)| = |
√
x−√y|

=

∣∣∣∣∣(√x−√y)
(
√
x+
√
y)

(
√
x+
√
y)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ x+ y√
x+
√
y

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1√
x+
√
y

∣∣∣∣.|x+ y|

6
1√
x
.|x+ y|

Como
1√
x
→ ∞ cuando x → 0, se concluye que no existe la constante M que

satisfaga la condición de Lipschitz.

TEOREMA 3.5. Toda función absolutamente continua es continua.

Demostración.

Sea f una función absolutamente continua entonces por la definición 3.1 se tiene lo

siguiente: dado ε > 0, existe δ > 0, tal que para cualquier número finito de intervalos



Yennys Yosmar Cárdenas Nadal . 41

disjuntos {[si, ti]}ni=1 con si, ti ∈ σ para todo i, se cumple que si
n∑
i

|ti−si| < δ entonces
n∑
i

|f(ti)− f(si)| < ε.

Ahora, tomando en particular un sólo intervalo digamos [s, t], para todo s, t ∈ σ se

tiene que |t− s| < δ entonces |f(t)− f(s)| < ε.

Así f es uniformemente continua y por tanto continua, como se quería demostrar.

TEOREMA 3.6. Sea f : σ → R una función Lipschitziana, entonces f es absolutamente

continua en σ.

Demostración.

Sean f una función que satisface la condición Lipschitz, y M > 0 la constante de

Lipschitz, es decir, que satisface

|f(x1)− f(x2)| 6M |x1 − x2| para todo x1, x2 ∈ σ.

Por otro lado, dado ε > 0, existe δ > 0, tal que para cualquier número finito de

intervalos disjuntos {[si, ti]}ni=1 con si, ti ∈ σ para todo i, se cumple que si
n∑
i

|ti−si| < δ

entonces
n∑
i=1

|f(ti)− f(si)| =
n∑
i=1

|f(ti)− f(si)| ·
|ti − si|
|ti − si|

=
n∑
i=1

|f(ti)− f(si)|
|ti − si|

· |ti − si|

6
n∑
i=1

M · |ti − si|

= M

n∑
i=1

|ti − si|

< Mδ

Basta tomar δ = ε/M . Entonces

n∑
i=1

|f(ti)− f(si)| < Mδ = M · ε/M = ε.

Como deseabamos probar.



Capı́tulo 4
Funciones de p - Variación Acotada sobre

subconjuntos compactos de R

En 1.924 Wiener introdujo el concepto de funciones de p -variación acotada (p > 0)

como una generalización del concepto de variación acotada dado por Jordan.

DEFINICIÓN 4.1. Sea f : σ → C, con σ ⊂ R compacto, 1 6 p < ∞ y {sj}nj=1 una

partición de σ; definimos la Variación de f por:

V arp(f, σ) = sup
{sj}nj=1∈Λ(σ)

( n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)|p
)1/p

. (4.1)

Diremos que una función f : σ → C es de p - Variación finita o de p - Variación

acotada si V arp(f, σ) < +∞. Al conjunto de todas las funciones de p -variación

acotada lo denotaremos por BVp(σ).

TEOREMA 4.1. Sean f, g ∈ BVp(σ), k ∈ C. Entonces

i. V arp(f + g, σ) 6 V arp(f, σ) + V arp(g, σ).

ii. V arp(kf, σ) = |k|V arp(f, σ).

Demostración.

(i) Sea {sj}nj=1 una partición de σ y usando la desigualdad de Minkowski se tiene

que:

42
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( n−1∑
j=1

|(f + g)(sj+1)− (f + g)(sj)|p
)1/p

=

( n−1∑
j=1

|f(sj+1) + g(sj+1)− f(sj)− g(sj)|p
)1/p

=

( n−1∑
j=1

|
(
f(sj+1)− f(sj)

)
+
(
g(sj+1)− g(sj)

)
|p
)1/p

6

( n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)|p
)1/p

+

( n−1∑
j=1

|g(sj+1)− g(sj)|p
)1/p

Así, tomando el supremo sobre todas las particiones del subconjunto compacto σ

se tiene que

V arp(f + g, σ) 6 V arp(f, σ) + V arp(g, σ)

.

(ii) Sea k ∈ C y sea {sj}nj=1 una partición de σ, entonces
n−1∑
j=1

|(kf)(sj+1)− (kf)(sj)|p = |λ|p
n−1∑
j=1

|f(sj+1)− f(sj)|p,

Entonces( n−1∑
j=1

|(kf)(sj+1)− (kf)(sj)|p
)1/p

= |λ|
( n−1∑

j=1

|f(sj+1)− f(sj)|p
)1/p

Así, tomando el supremo sobre todas las particiones del subconjunto compacto σ

se tiene que

V arp(kf, σ) = |k|V arp(f, σ)

.

Note que una consecuencia inmediata de este teorema es que podemos garantizar

que BVp(σ) es un espacio vectorial dotados de las operaciones de suma y producto por

un escalar de funciones: Para f, g ∈ BV (σ) y c ∈ C se tiene que

(f + g)(x) := f(x) + g(x) y (cf)(x) := cf(x).

Además, ‖f‖BVp(σ) = ‖f‖∞ + V arp(f, σ) es una norma para BVp(σ).
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