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RESUMEN

En este trabajo consideramos el sistema competitivo n dimensional Lotka-Volterra,

(1) = (1) (bxt) - Z%(t)o:j(t)) S M
j=1

donde las funciones a;;(t) y b;(t) son continuas, T-periddicas, a;(t) > 0 para i =
L.+ ,n.ya;(t) >0parai#j,t e R. Ademds el promedio de las funciones b; viene

dado por:

1

T
b:—/ bi(s)ds > 0, i=1,--,n. (2)
T 0

Y para cada entero k, k > 1, existe un entero iy, i, < k tal que para cualquier j, 7 < k

se satisface la siguiente desigualdad:
Bkaik]‘(t) — Bikakj(t) < 0. (3)

El objetivo de este trabajo es desarrollar el articulo [1] donde muestran que bajo las
condiciones antes dadas cualquier soluciéon z(t) = (zy,...,x,) del sistema (1) cumple
la propiedad de que para cada j, con j = 2,...,n, x;(t) se extingue exponencialmente
cuando t — 400 y x1(t) se estabiliza a 2*(t) cuando t — 400, donde z*(t) es

solucién de la ecuacion logistica:

’

(1) = 2(t)[br(t) — ana (D) (t)].
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INTRODUCCION

Una de las caracteristicas més notables de la vida en nuestro planeta es la gran di-
versidad de aspectos y habitos que tienen los organismos que la componen. Sin embargo,
es bastante dificil observar que esta manifestacion de diversidad no se da de una forma
arbitraria, sino todo lo contrario. Los organismos viven en comunidades, formando es-
trechas relaciones de interaccion, donde cada especie depende directa o indirectamente
de la presencia de las otras. Una de las tareas de la Ecologia es el desarrollo de una
teoria de la organizacién de las comunidades que permita entender las causas de la

diversidad y los mecanismos de interaccion.

A lo largo de las tltimas décadas se ha visto un incremento de publicaciones y
articulos en revistas internacionales abordando el tema de los sistemas positivos; sin
embargo, el andlisis se ha volcado fundamentalmente al estudio del comportamiento
dinamico de dichos sistemas pudiéndose apreciar la falta de resultados concluyentes re-
lacionados con aspectos de control de estos sistemas. Por tal motivo el objetivo central
del trabajo es precisamente el estudio de los aspectos de control, y en particular, en
el problema de la seleccion de la ley de control de una clase particular de lo sistemas

positivos no lineales: el llamado sistema de Lotka-Volterra.

Un sistema positivo muy estudiado debido a su impacto en diferentes areas de aplica-
ciones es el bien conocido sistema de Lotka-Volterra (L-V), propuesto por el matematico
Italiano Vito Volterra y el bidlogo americano Alfred Lotka estudiado de manera inde-
pendiente algunas décadas atras. Este estudio, reflejado en una considerable parte de
la literatura sobre sistemas de L-V ha sido dedicada a cuestiones relacionadas con el
andlisis de su dindmica y de la estabilidad de sus puntos de equilibrio. Otros conceptos
como permanencia, coexistencia de especies y persistencia de las soluciones parecen
también dominar la literatura del tema. Es también importante acotar que, debido a su
complejidad, con frecuencia se encuentran casos de estudio de subsistemas particulares
de la més general ecuacion de Lotka-Volterra siendo comin, por ejemplo, asumir que
el sistema es competitivo, cooperativo, o de tipo depredador-presa pues, la matriz que

define la interaccion entre las variables del sistema tiene propiedades especificas.
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Por otra parte, solo algunos resultados relacionados con el control de estos sistemas
ha sido abordado hasta la fecha por otros autores. Si un sistema fisico determinado se
modela utilizando las ecuaciones de Lotka-Volterra, y de su analisis se concluye que el
sistema no es estable o no es robusto ante perturbaciones, entonces, si se quiere poner
en practica, el control de los mismos es de suma importancia. Hay ejemplos practicos de
ecosistemas estudiados a través de las ecuaciones de L-V en los cuales nada se concluye
sobre qué hacer en caso de desviaciones en su comportamiento habitual (perturbaciones
motivadas por plagas no previstas, entre otras.) y que necesitan ser estudiados. También
es bueno destacar que al abordar el control de los sistemas de L-V se estd también
tratando el estudio del control de sistemas no lineales mas generales que pueden ser
representados a través de dichas ecuaciones, pudiéndose aportar nuevas herramientas
para su control. En adelante se usara la siguiente notacion.

Dada una funcién g definida en R, sean g' y ¢g* definidas como:

l 7 u
— inf g(t — t).
g tlgle( ), g 3311)39( )

En [2] Montes De Oca y Zeeman consideran el sistema n dimensional

zi(t) = m;(t) (bz'(t) - Zaij(t)l’j(t)> ; =1 ,m; (4)

J=1

donde x;(t) representa el tamano de la poblacién de esa especie en el tiempo t, z}(t)

es la razon de cambio del crecimiento de la especie ¢ con respeto al tiempo y denota

dei
dt

el grado de inhibicion de la especie ¢ sobre si misma, b; es la tasa de crecimiento de la

, a;; es el grado de inhibicién de la especie ¢ por la presencia de la especie j, a;; es

especie i y todas las funciones a;j(t) y b;(t) son continuas y acotados por constantes
positivas en (—oo, +00).

Ellos demostraron que si para cada k,k > 1 existe 7, < k tal que para cualquier
j < k se satisface la desigualdad:

bray . — blikaf,cj <0, (5)

(%]

entonces cada solucién col(xy(t),--- ,x,(t)) de (4) con z;(ty) > 0, ¢ = 1,--- ,n, para

algiun ¢y € R tiene la siguiente propiedad:
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Paratodo j, j = 2,...,n, z;(t) = 0 exponencialmente cuando ¢t — +ooy x1(t) — 2*(t) — 0

cuando t — 400 donde z*(t) es la unica solucién de la ecuacion diferencial logistica:

' (t) = x(t) (bl(t) — au(t)x(t)),

la cual es acotada superior e inferiormente por constantes estrictamente positivas. El
sistema (4) ha sido estudiado también por Ahmad en [6] y Ahmad y Lazer en [7].

En nuestro caso consideremos el sistema no auténomo Lotka-Volterra (4) donde las
funciones a;;(t) y b;(t) son continuas, T-periddicas, a;(t) > 0 para i = 1,--- ,n. y

a;;(t) > 0 parai# j,t € R. Ademés el promedio de las funciones b; viene dado por:

1

T
l_):—/ bi(s)ds > 0, i=1--,n. (6)
T Jo

Aca se prueba que bajo las hipétesis anteriores y el hecho de que para cada entero k,

k > 1, existe un entero i, 7, < k tal que para cualquier j, 7 < k se satisface la siguiente

desigualdad:

Draj(t) — bipar(t) <0, (7)
entonces para cualquier solucién x(t) = (z1(t),...,z,(t)) del sistema (4), se satisface
que para cada j, con j = 2,...,n, x;(t) — 0 exponencialmente cuando ¢ — 400 y

x1(t) — 2*(t) — 0 cuando t — +o0, donde x*(¢) es solucién de la ecuacién logistica:

/

v () = ()1 () — ann () (1)].






CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo se desarrollaran algunos resultados preliminares necesarios para la

prueba de nuestro resultado principal.

Definicién 1.1. sea f : R — R una funcién continua y acotada denotaremos por:

fr=mf{f(t):t € Dom(f)} y f*=sup{f(t) : t € Dom(f)}.

Definicién 1.2. Sea f(t) una funcién continua T-periédica. Se define el promedio de

f como:

T
=g | s

Observacién 1.1. Si f es una funcién T-periddica y continua en R, entonces
frsfsre

En efecto, por ser f continua y T-periédica, es acotada esto es, f! < f(z) < f, para

todo = € R. Luego integrando desde 0 hasta 7"y multiplicando por T nos queda que:

1t 1 /r I

— de < = de < = “d

e W O R
5
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1 [T
como f'y f* son constantes con respecto a z obtenemos f! < T/ fz)dz < f* lo
0

cual es equivalente a f! < f < f.

Definicién 1.3. Sea z*(t) una solucién de la ecuacién logistica:

donde b(t) y a(t) son funciones continuas y T-periddicas, se dice que z*(t) es asintoti-
camente estable si tligrn (x(t) — 2*(t)) = 0 para cualquier solucién z(t) de la ecuacién
—+00

logistica.

Lema 1.1. Sea b(t) una funcién continua y T-periédica. Si b(t) = b(t) — b, entonces

b =0, ademds la funcion

es T-periodica.

= 1 T
Demostracion. Por la definicién (1.2) se tiene que b = f/ b(s)ds, y por hipétesis
0
~ _ = 1 T _
b(t) = b(t) — b, por tanto, b = T / (b(s) — b)ds, utilizando la linealidad se obtiene que
0

= 1 T 1 T_
b:T/O b(s)ds—f/o bds.

_ _ 1 (T
Ahora, por el hecho de que b es una constante y que b = T / b(s)ds se tiene que:
0

~

=b—b=0.

S|

Por otro lado, probemos que B(t) es T-periddica. En efecto,
T ¢ T
B(t+T)= / b(s)ds = / b(s)ds +/ b(s)ds.
0 0 t

t+T -
Primero estudiemos / b(s)ds. Sabemos que b(s) = b(s) — by por la linealidad se
t

tiene que:
t+T t+T T
/ b(s)ds —/ b(s)ds —/ bds.
t ¢ t
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Haciendo el cambio de variable s = u — ¢ se obtiene:

+T T 4T -
/ b(s)ds = / b(u — t)du — b/ ds=Tb—Tb=0.
t 0 t

Por tanto,

B(t+T) =

Por tanto, B(t) es T periddica. |

t
Lema 1.2. S$i P(t) = ¢B® y B(t) = / b(s)ds entonces, P(t) es T-periddica y
X 0
P'(t) = b(t)P(t).

Demostracion. Probemos que P(t) es T-periédica, por lema (1.1) tenemos que B(t) es
T-peridédica. Asi,

P(t+T) = BHT) = BO — p(4).
Con esto queda demostrado que P(t) es T-periddica.

Ahora mostremos que P'(t) = b(t)P(t).
En efecto, derivando la funcién P(t), se obtiene que P'(t) = B'(t)eP®.

Por hipoétesis se tiene que / s)ds y por el teorema fundamental del calculo
0

~

se cumple que B'(t) = b(t). Y en consecuencia tenemos que:

P'(t) = b(t)P(t). (1.1)
|

Lema 1.3. Sea z(t) solucion de la ecuacion logistica x'(t) = x(t) [b(t) — a(t)z(t)]
donde las funciones a(t) y b(t) son continuas, T-periddicas y positivas, con x(0) > 0,

entonces x(t) > 0 para todo t € R.

Demostracion. Sea z'(t) = x(t) [b(t) — a(t)z(t)] = z(t)Q(t), donde
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de acd tenemos que z'(t) — z(t)Q(t) = 0, multiplicando en ambos lados por el factor
integrante e~ Jo Q)45 obtenemos que e~ Jo Qs ! (#) — e~ ls Qs (1)Q(t) = 0, donde
el primer miembro es % {6_ Is Q(S)dsx(t)}. Asi nos queda que % {e_ fotQ(s)dsx(t)} = 0.
Luego, integrando desde 0 hasta ¢ se tiene la siguiente ecuacién e~ Is Qs 1 (t)—(0) = 0,

de donde obtenemos x(t) = x(O)efot @4 debido a que e > 0 para todo ¢ y el hecho

de que z(0) > 0, se tiene que z(t) > 0. |

Lema 1.4. Si z(t) = col(z1(t), x2(t),...,x.(t)) es solucion de la ecuacion diferencial

n dimensional z(t) = x;(t) <bi(t) - i aij (t)xj(t)> y b;(t) = bi(t) — b, entonces
L)

y(t) = col(yr(t),y2(t), ..., yn(t)) con y;(t) = y Pi(t) estd dado como en el lema

(1.2) es solucion de

yilt) = ui(t) [51'(75) - Z aij(t)Pj(t)yj(t)] : (1.2)

Demostracion. Sea x(t) solucién de zi(t) = x;(t) <bi(t) - Zaij (t)a:j(t)> . Haciendo
j=1
el cambio de variable x;(t) = P;(t)y;(t), en la ecuacién diferencial:

zi(t) = i(t) (bi(t) - Z a;(t)x; (ﬂ) ,
obtenemos:

(Pi(t)yi(t)) = Pi(t)yi(t) [bi(t> - Z g (t)Pj(t)yj(t)] ,

utilizando la derivada del producto y el hecho de que P/(t) = b(t)P(t), se tiene que:
Pi(t)yi(t) = Pi(t)yi(t) [bi(t) —bi(t) =) aij(t)Pj(t)yj<t>] :
j=1

Como por hipétesis b; = b;(t) — b;(t), obtenemos:

yi(t) = vi(t) [Bi(t) - Zaz’j (t) P (t)y; (t)] :
Pi(t)

En consecuencia, y;(t) = es solucién de (1.2). [
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Lema 1.5. Sea y(t) = col(y1(t), ya(t), . . ., yn(t)) una solucion de la ecuacion diferencial

)
b
n-dimensional (1.2), y M; > mzix{méx (WZR@)) ,yi(to)}, 1 <i<n. Se cumple

teR
que para t cercanos a ty, con t > to, y;(t) < M; parai=1,...,n; con y;(ty) < M;.
Demostracion. En efecto, supongamos por absurdo que no se cumple para ¢t > tg, es
decir, existe un entero k y un nimero tq, t; > ty tal que y;(t) < M;, paraty <t <ty
yk(t1) = My. Por un lado, por la definicién de derivada por la izquierda se cumple que:

t) — yr(t
t—t, t— tl

y como por hipétesis tenemos que yg(t1) = My, se tiene que:

t) — M,
D ya(ty) = tim 260 = M

tot; t— 1t

Por ser yx(t) < My, para todo t € [to,t), obtenemos que yx(t) — My < 0. Ademds, como
t — t; se garantiza que t < ty, esto es t — t; < 0. Por lo que se obtiene que y;.(t1) > 0.
Por otro lado, de la ecuacion diferencial se obtiene que:

n

ve(t) = ye(ty) [br — > ai; () P(0)y; (1) |

Jj=1

n

y como Y _ ar;(t1)Pi(t1)y;(t1) > ar(ty) Pe(t)yr(t1) se cumple:
j=1

y(t1) < yr(ty) [br — ar(ty) Pe(t)ye(t1)] -
Luego, sustituyendo yx(t1) = My en la ecuacién anterior, se obtiene:
Yi(t1) < My, [br, — ape(t1) Pe(t1) My -

Sacando factor comin agg(t1)Pk(t1), nos queda:

br
'(t1) = M ¢ T . . Vs
Yi(t1) Kk ()P (1) e (t1) Pe(th) k
Ah M, > bt ] b M, < 0. Asi t
ora, = or 10 que —_—— — . S1 TENEMoOos que
E7 amt) Pt) PO )Pty b

Yy (t1) < 0, lo cual es una contradiccion.
Asi,paral <i<ny t >ty y(t) < M;. [ |
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Lema 1.6. Si z(t) = Col(xy(t), -+ ,z,(t)) es solucion del sistema n-dimensional (4)
con x;(t) >0 parai=1,--- ,n,y b(t)=0bi(t)—b, entonces existen § y A constantes
positivas tal que 6 < Z x;i(t) < A para todo t > to y algin to € R.

i=1

t

Demostracion. Sean Pi(t) = e con i = 1,...,n; y Bi(t) = / b;(s)ds. Haciendo
0

z;(t) = P;i(t)y;(t) para 1 < i < n, donde y;(t) son las componentes de la solucién y(t)

de la ecuacién diferencial (1.2). Por la derivada del producto se tiene que:

w;(t) = Pi(t)yi(t) + Pi(t)y;(t).

~

Ademas del lema (1.2) tenemos que P/(t) = b;(t)P;(t), sustituyendo esta ecuacion en

la anterior se concluye que z(t) = [b;(£)Ps(t)]y:(t) + P,(t)y.(t). Esto implica que:

sustituyendo la ecuacién diferencial }(t) = x;(t) [bi(t) - Z a;;(t)x; (t)] , obtenemos:

_ Z aij(t):vj(t)] — Bi(t)yi(t), (1.3)

T
/
(1) =
yz() P

Bi(t)

como se tiene que x;(t) = P;(t)y;(t), se cumple que y;(t) = , en consecuencia la

ecuacién (1.3) nos queda como sigue:

3

yi(t) = wilt) |b ai;(t )] — bi(t)y,(t)

J=1

= ilt) |balt) = bi(t) — Zaz‘j(t)Pj(t)yj(t)] :

Por hipétesis se tiene que b; = b;(t) — b;(t), por lo que:

yz =i |bi Zaw )] )
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y por el lema (1.5) se cumple que para 1 <7 < n,yt> to, y;(t) < M;. Considerando
> max{P, ..., P*} y t >ty tenemos que sz ZP yi(t). Y como y;(t) <
i=1
M; obtenemos la siguiente desigualdad: Zmz(t) < Z P;(t)M;. Por ser P;(t) < P* se
i=1 i=1
cumple que Zx,(t) < Z P!(t)M;. Ahora como § > max{Py,..., P'} tenemos que

7,1 i=1

ixz( < BZM Haciendo A = 52 M; nos queda:
i=1

=1 =1

zn:%(t) <A. (1.4)

n

Por otro lado, considerando §; < min Z yi(to), e

b
i=1 28) _al 28 al,
i=1 j=1

Demostremos que 0; < Z y;(t) para todo t > t.
i=1
En efecto, supongamos por reduccion al absurdo que existe un nimero ty, t; >ty tal
n n

by

que 6; < Zyi(t), para to <t <t; y 6 = Zyi(tl). Por la derivada lateral por
' i=1
la izquierda, se prueba facilmente que Zy’(tl) < 0 para todo 7, 1 < i < n. De la

i=1
definicién de la ecuacion diferencial se obtiene:

yi(t) = vi(th) [b_i - Zaz’j(tl)P(tl)%(fl)] )

j=1

Pi(t) < P* y & = Zyi(tl) se tiene que:
i=1

yz<t1> > Y; tl [ Zaljpuél

Debido a que max{Py,...,P*} < [ obtenemos y.(t1) > y;(t1) [ Zﬁamél
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sacando factor comun BZ aj;, nos queda y;(t;) > yi(tl)ﬁz al, nbz' — 0
j=1 j=1 BZ a?j
j=1
b;
Sabemos que §; < ————, por lo que se cumple que:
262 ag;
j=1

yitt)) = y(t)B) al | —— -

oyt
= 5 > 0.

En consecuencia, se obtiene una contradiccion. Por lo tanto, para todo t > t
0 < iyi(t). (1.5)
i=1
Como z;(t) = P;(t)y;(t) para 1 <i<mn, y Pi(t) > P! se cumple que:
S Pty < 3 i),
i=1 i=1

Tomemos 0 < o < min{ P!, ..., P.} por lo que obtenemos:
@) yit) =Y ap(t) <Y wi(t).
i=1 i=1 i=1

Por la desigualdad (1.5) se tiene que ad; < Zayi(t) < le(t) Tomando § = ady,
i=1 i=1
se cumple que:

5< 3 at) (1.6)
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De las desigualdades (1.4) y (1.6), se concluye:

0 < sz(t) < A para todo t > tg.

[

Lema 1.7. Eziste una unica solucion z*(t) de la ecuacion diferencial
2 (t) + bz(t) = a(t)P(t), (1.7)
con la propiedad (a?)l < z2H(t) < (a ]_D)u, para todo t en R. Ademds, si z(t) es cualquier

solucion de (1.7) con z(ty) = zo # zo = z*(to), entonces

lim (z(t) — 2*(¢t)) = 0.

t—+o00
Demostracion. Hagamos el cambio de variable ¢ = s en la ecuacién (1.7). Multiplicando
J7, b

por el factor integrante e ? obtenemos que:

z'(s)effz br | Bz(s)eﬁo bdo _ a(s)P(s)effz bdo

donde el primer miembro es la derivada de z(s)eftz Bda, por lo que queda:

i ftso bdo | ftso bdo
s {z(s)e } = a(s)P(s)e :

Integrando esta ecuacion desde ty hasta ¢ obtenemos:

z@ﬁﬁzwg—z@@::/¢<mﬁﬂ%@emﬁw)d&

to

t 7 t t=
Despejando a z(t) nos queda z(t) = z(to)e Jigbdo 4 / (a(s)P(s)e Js bd“),
t
Por otro lado, analicemos la expresion: ’

[;(dQP@kﬁyw)@. (1.8)

Sabemos que para cualquier s € R tenemos que a(t) es T-periddica y continua, asi a(t)

es acotada es decir, a! < a(s) < a* Como P(t) = eJo b)ds egta integral es T-periédica
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b(s)ds

y continua, por lo que podemos concluir que elo es acotada. Luego el producto

de funciones continuas y acotadas es acotada por lo que a(s)P(s) es acotada. Asi se

cumple que:
(ap)’ < a(s)P(s) < (ap)".

Ahora multiplicando por e~ S 60 los lados de la desigualdad anterior, se obtiene:
(aP)le” Jibdo < a(s)P(s)e” Jibdo < (ap)te” J: b
¢
Por ser b contante con respecto a o tenemos que — / bdo = b(t — s). Asf sustituyendo

tenemos:

(aP)'e =9 < q(s)P(s)e” J: b < (qP)ueb(=9),

integrando desde —oo hasta ¢ se tiene:

t ~ t ‘- t -
(ap)l/ e tt=9) s g/ (a(s)P(s)efs bd“)ds < (aP)“/ e tt=9)gs.

t —
Ahora estudiemos / e 0t=9) g,

—0oQ
Sabemos que la integral impropia esta definida por:

t t
/ e =% ds = 1im e_b(t_s)ds.

oo a——0o0
Haciendo v = —b(t — s), resolviendo la integral indefinida / *)ds. Obtenemos que
5 e —b(t—s)
/ e tt=3) s = T devolviendo el cambio nos queda que e b= gg = . Con
t —b(t—t) “b(t—a)
esto tenemos que/ et t=)ds = 1im ¢ _ lim ¢
— 00 a——00 a—r o0
e—B(t—a) t ; 1
Como lim = 0, entonces obtenemos que / e =9 s = 7 y de esta manera:
a—+00 oo
P l t - P\
<ab ) < / (a(s)P(s)efs bd”) ds < (ab) .

aP)
Por lo que la expresion (1.8) estd acotada inferiormente por % y superiormente por

(aP)"
7
Definamos z*(t) como sigue:
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Si en la expresion que define a z(t) sumamos y restamos la funcién z*(t) obtenemos que

— to t t 5
2(t) = zoe Pt 4 2 (¢) — / (a(s)P(s)e‘ Js bd") ds, sacando els €' en la integral se

—0o0

_ t = to .
tiene que z(t) = zpe Pt10) 4 2 (t) — e o bdff/ (a(s)P(s)e flo bdcr) ds.

Como z*(to):/

—0o0

to

<a(t)P(t)e_ S Ed“) ds, se sigue que:

Z(t) _ Zoefb(tfto) + Z*(t> . efb(tfto)zak7

agrupando las funciones exponenciales se tiene que z(t) = (2o — 2 )e *¢70) 4+ 2*(¢). Més

aln, la ecuacion se puede expresar como:
25(t) = 2(t) + (25 — z9)e ), (1.9)

Donde z(t) es solucién de la ecuacién no homogénea (1.7). Veamos que:

2y = (28 — z9)e P10,
es solucion de la homogénea asociada a (1.7).

En efecto, derivando zy(t) = (25 — z9)e 2~ con respecto a t nos queda:
2 (t) = —b(zf — zg)e 210,
Asi sustituyendo en la ecuacién homogénea (1.7), tenemos:
/ 7 P —b(t—to) | F(.* _ —b(t—to) _
2 (t) + bzp(t) = —b(zy — z0)e + b(z5 — 20)€ =0.

En consecuencia, zy(t) es solucién de la ecuacién homogénea asociada a la ecuacién
(L.7).

Por otro lado, de (1.9) se tiene que |z(t) — 2*(t)| = |z — z&|e 00— t0)

. Por lo tanto,

, ok _ 15 ok —B(t—to):
i [+(0) = =" (0)] = lim_|z0 — e 0.

Esto es, para todo € > 0 existe T > 0 tal que, para todo t > T, |z(t) — z*(t)]| < e,
asi tomando a € suficientemente pequeno tenemos que z(t) = z*(t), por tanto z*(t) es

nico. [ |
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Teorema 1.1. (Alvarez-Lazer) Existe una unica solucion no trivial, T-periddica posi-

tiva x*(t) de la ecuacion logistica:

2'(t) = z(t)[a(t) — b(t)z(t)]. (1.10)

Ademds, si x(t) es cualquier otra solucidn de (1.10) con x(0) > 0,

entonces x(t) —z*(t) = 0 conforme t — +oo.
Demostracion. Ver [4] y [5]. |

Lema 1.8. Si los coeficientes a(t) y b(t) son continuas, T-periddicas con a(t) > 0 para
todo t y b(t) = b(t) — b, entonces existe una Unica solucion T-periddica z*(t) de la

ecuacion logistica:

#(t) = 2(6)b(t) — a(t)a(t)] (1.11)
tal que ((i)i;" <z*(t) < % en (—oo, +00), donde P(t) estd definido como en el lema

(1.2). Ademds, si z(t) es una solucion de (1.11) con x(0) > 0, entonces x(t) —x*(t) — 0

cuando t — +00.

Demostracion. Sea z(t) solucién de la ecuacion logistica (1.11). Por el teorema (1.1) se
garantiza que existe una tnica solucién x*(t) T-periddica y positiva. Trabajando como

t
en la prueba del lema (1.4). Se tiene que y(t) = % es solucion de la ecuacién

Y (t) = y(t)[b— a(t)P(t)y(1)]. (1.12)

Mads ain y(t) > 0, debido a que z(t) > 0 pues lo garantiza el lema (1.3) y ademés P(t)

es positiva por como esta dada.

Haciendo z(t) = ——, la cual estd bien definida por ser y(t) > 0. Derivando z(t) se
Y

—y'(t)

(y(2))*

la ecuacion (1.12), se obtiene:

obtiene que Z/(t) = despejando de esta ultima ecuacién a /' (t) e igualando con

Z'(t) + bz(t) = a(t)P(t) (1.13)

Por el lema (1.7) existe una tnica solucién z*(t) de (1.13) tal que

(af_:) < 2M(t) < ——y lim (2(¢t) — 2*(t)) = 0.
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1 P)! 1 P
Devolviendo el cambio z*(t) = ——, nos queda (a_ ) < —= < (a_) la cual es
y*(t) b y*(t) b

equivalente a:

2 ()

) . bP(1)
Plt) =

pero y*(t) = , por lo que la desigualdad (1.14) nos queda @ ]g)
bP! < bP"
x

(aP)* —
Nuevamente por teorema (1.1) se cumple que z(t) — 2*(t) — 0 cuando t - +oc0. W

Como P(t) es acotada, superior e inferiormente, se cumple que

Lema 1.9. Sea g(t) una funcion diferenciable en [0, +00). Si eziste un nimero positivo

M tal que |¢'(t)| < M para todot >0 y

+o0
/ lg(t)|dt < +o0,
0

entonces t£+moog(t) 0.

Demostracion. ver [8]. [






CAPITULO 2

EXTINCION DE UN SISTEMA DE LOTKA-VOLTERRA

En este capitulo estudiaremos la extincion de especies T-periddicas en el sistema

competitivo no auténomo de Lotka-Volterra
w;i(t) = xi(t) (bi(t) - ZCM’;‘(@%@)) , i=1m (2.1)
j=1

donde las funciones a;;(t) y b;(t) son continuas, T-periédicas, a;(t) > 0 para i =

L.+ ,n.ya;(t) > 0parai#j,teR. Ademés el promedio de las funciones b; viene
dado por:
-1 (T
b:—/ b;(s)ds > 0, i=1,---,n. (2.2)
T Jo

Y para cada entero k, k > 1, existe un entero i, 7 < k tal que para cualquier j, j < k

se satisface la siguiente desigualdad:

Bkaik]’(t) — Bikakj(t) < 0. (23)

Teorema 2.1. Si se satisfacen las ecuaciones (2.2), (2.3) y bi(t) = b;i(t) — b;, enton-
ces para cualquier solucion x(t) = (z1(t),...,z,(t)) del sistema (2.1) se cumple que
z;(t) = 0 cuando t — 400 para i =2,...,n., mientras que x1(t) —x*(t) — 0, donde
x*(t) es una solucion T-periddica de la ecuacion logistica:

/

7 (8) = 2(B)[br (1) — ans (Da(B)] (2.4)

19
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Demostracion. En primer lugar, probemos que z;(t) — 0 exponencialmente cuando
t — 400 para 1 = 2,...,n. Procedamos por induccién. En efecto; sustituyendo

b;(t) = bi(t) — b; en el sistema (2.1) obtenemos que:

zi(t) =z ((b + bi(t Zaw )az; (t ) i=1,...,n.

Demostraremos primero que z,(t) — 0 exponencialmente cuando ¢t — +00. Sea i = i,

dado como en la desigualdad (2. 3) Observemos que:

/t !
x_() b+b Zam Y (t x() b+b Zaw ) (t

Tn(t) xz(t)

Multiplicando la prlmera ecuacién por b;, la segunda por b y restandolas se obtiene:

Ll GOy b 05— S () ()5~ {bibn PO -3 a0, (t)bn} |

J=1

Por otro lado,

sustituyendo esta iltima ecuacién en (2.5), tenemos que:

ap (jg)] (05— (o), +Z s ()6, — 1y (1)B,) 350

Por la desigualdad (2.3) se tiene que b,a;;(t) — b;a,;(t) es negativo, entonces
b_naw(t) — I;Zam(t) < —o; < 0 j = 1, N (N

para algin nimero positivo ;. Sea a = min{ay, ..., a,}. Asi,

o (9] < 005 -3

;" () j=1
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t
Como B,(t) = / b, (s)ds, por teorema fundamental del célculo, se cumple
0

B (t) = b,(t) y ademés por lema (1.6) tenemos que § < le(t)

n
j=1

n
En consecuencia, —Z x;i(t) < —9. Asi,
j=1

4 [m ( g)} < BB, (1) — 5 B(t) — o,

integrando esta ultima desigualdad desde ¢y hasta ¢ obtenemos:

/ % <1“ (;b—g»ds < / : (b:B,(5) — b Bi(s) — ad)ds.

Por la linealidad de las integrales y teorema fundamental del célculo tenemos que:

mi(0)) [ #lt) N N v
m(:ci’"(t)) 1 <x§n<to>> = /tosz% )d /toanx )d / ds,

< b;Bn(t) — b;B,(to) — b Bi(t) + b, Bi(to) — ad(t — to).

S
<

Esta desigualdad es equivalente a:

IS &

3

n (%) < b; B (t) — biBu(to) — baBi(t) + by By(to) — ad(t — to) + In (xb"(to)> |

Por ser B,(t) < B* y —B;(t) < —Bl, se tiene que:

IRl

3

In (%) < b;BY — b; B, (to) — by BL(t) + b, B;(ty) — ad(t — t) + In (-Ti (to)) ‘

_ _ _ _ bi (¢
Haciendo H = b; B* — b;B,,(tg) — b, BL(t) + b, Bi(to) + In (JC"—(O)> , nos queda:

=

;" (to

In (Ié(t)> < H — ad(t — ty).

40

" (1)

H —ad(t—tg)
b e b,

< eflemadt=t)  despejando x,(t) de esta

Aplicando exponencial tenemos que

o

)

bn

desigualdad obtenemos ,(t) <z, (

(&

~—
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Por lema (1.6) sabemos que sz(t) < A, lo cual implica que z;(t) < A para todo
i=1

\‘m

H —oad(t—tg)
E

e b . Haciendo k,, = A

C"‘\‘v\
a-‘: \

i=1,...,n,obtenemos que x,(t) < A% eb nos queda:

—ad(t—tg)
Balt) < hpe B = )

donde 4,, = b_ en consecuencia z,(t) — 0 exponencialmente cuando t — +o0.
7

Ahora suponemos por hipdtesis inductiva que, para r < j < n, z;(t) < kje” i (t=to)
Probaremos ahora que z,(t) < ke %(=%) En efecto, sea i = i, dada como en la

desigualdad (2.3) entonces usando el mismo razonamiento tenemos que:

ai(t) . . _ _
5 = bzbr(t) — bTbl(t) + Z (b,,aij (t) — b,»am- (t))l’J(t)
;" (t) j=1
= Db (8) = bubi(8) + D (Brasi (8) = biars (8)) 5 (8) + > (braaij(£) — bians () 5(2)
j:l j=r+1
= b;B.(t) = bBl(t) + Z (bpaj (t) = bian; ()2 (8) + Y (brag; (1) — biay;(£))a;(2).
j=r+1
Para j =1,...,7, se cumple b.a;;(t) — ba.;(t) <0, asi bya;(t) — ba.;(t) < —a; <0,
donde «; es un nimero positivo. Sea & = min{ay, ..., . }. Entonces,

T

D (brasg(£) = biny (1)) 5(8) < —a D (1)

=1

Ahora por lema (1.6), se cumple que § < Z x;(t), por tanto
i=1

§< in(t) + ) @i(t). (2.6)

i=r+1

Por la hipdtesis inductiva se garantiza Z x;(t) — 0 exponencialmente cuando t —
1=r+1
~+00, por lo que se cumple que dado ¢ > 0, existe t; > 0 tal que t > t;, implica que:

> a(t)| <

i=r+1

(2.7)

|
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T 6 T
De (2.6) y (2.7) se cumple que 6 < Z x;(t) + 5 lo cual es equivalente a que Z x;(t) >
i=1

=1

)
3 para todo t > t;.

- _ J
Por tanto, Z (brag;(t) — bia;(1))z;(t) < —ay para todo ¢ > t;. Ahora acotemos

=1
n

Z (bras;(t) — bia,;(t))z;(t). Observemos que:

j=14r
D (braii(t) = biar;(£)a;(t) < > (braly — bial);(t).
j=r+1 J=r+1

4]
Ahora tomemos g > 0 tal que p < agy.

Dado que Z z;(t) = 0 cuando t — 400, se tiene que Z (bray; — bial;)z;(t) — 0
j=r+1 j=r+1
cuando t — +00, esto es que dado p > 0, existe un ¢y, tal que para t > to, implica que:

Z zi(t)] < p. (2.8)
Jj=14r
Asi,
Z (braij(t) — biar;(t))z;(t) < Z (braj; — biay)z;(t) < p,
Jj=r+1 Jj=r+1

por lo tanto, para t > max{ty, s} = ¢, tenemos:

alm (5]

Integrando desde ¢ hasta ¢, t > ¢, obtenemos:

[ 4] o= | frr-sm- ()

utilizando el razonamiento anterior tenemos que:

n (m) —In (”“"b—@) < b;B,(t) = b; B, (t) — b, By(t) + b, Bi(f) — (5—0‘ - u) (t—1),

2 (1) 2 (D) 2

que es equivalente a:

b0s) 6.5~ ().

IN

; (‘”—g) < BB (0) = 5,0~ 6,50 + 5,50 - (% — ) (10 - 1n (%)
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y debido a que: B,(t) < B*y B;(t) > B!, nos queda que

7

_ _ _ _ bi (F
Haciendo G = b;B* — b;B,(t) — b, B! + b, B;() — In (%) Obtenemos:
x; (¢

N

bi(t )
In (x;'_i ))> < G- (g — u) (t — t). Aplicando exponencial nos queda:
;" (T

b7 n

_1
despejando a x,.(t) se tiene que x,.(t) <z, (t)ebie (2 7m0 oy lema(1.6), Z xi(t

B =1
G 1
bn ?(i

A, esto es, z;(t) < A para todo i. Asi z,(t) < Abieh WD Haciendo K, =
A%e% y 0, = b%(%a — ), obtenemos z,.(t) < Kre_‘sr(t_f). Esto prueba que para
j=2,...,n, zj(t) = 0 exponencialmente cuando ¢t — +o0.

Ahora mostremos que z1(t) — z*(t) — 0 cuando t — 400, donde z*(t) es la unica
solucién no trivial T-periddica de la ecuacién (2.4) dada en el lema (1.8).
Consideremos los siguientes casos:

Casol: Supongamos que x1(t) > z*(t) para todo t > ty. En este caso,
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Como z1(t) > x*(t) entonces 1(t) — x*(t) > 0. En consecuencia, tenemos que:

0

VAN
Q
iy

-
&
a
S
~
SN—
|
&
*
—
~
S~—
N—

IN
e
—
—
+
~—
—~
8
=
~~
~~
~—
|
8
*
—~
~+
~—
~—

: %[m(Z@Q}

Integrando desde ty hasta t, tenemos:

os/lkumg—ﬂw»@

to

A
5*\“
S
| — |

=8
VRN
88
— *
==
N——
| I

b P} -
Por lema (1.8) tenemos que ﬁ < z*(t) y como z*(t) < x(t) < 5 ri(t) < A
a
i=1

para todo t > t,, se garantiza que x*(t) y x1(t) son acotados superior e inferiormente

z*(t)z1(to)

por constantes positivas. Por tanto, In P ORI

< M, donde M es una constante
positiva. En consecuencia,
¢
/ (z1(s) — x*(s))ds < +00.

to
Mas aun, dado que z4(t) — 2*(t) es una funcién diferenciable no negativa tal que
zy(t) — 2*(t) es acotado en [ty,+00), entonces por lema (1.9) tenemos que
x1(t) — 2*(t) — 0 cuando t — +oo0.

Caso 2: Ahora supongamos que existe t; > to tal que x1(t1) < z*(t1).

Afirmacién 2.1. z,(t) < x*(t), Vt > t.

En efecto, para cada entero positivo n, sea y,(t) la solucién del problema:

2() = 28 by () — an (b)) + %; (1) = ().
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Claramente y,(t) — z*(t), cuando n — +o0.

Ahora dado que x1(t1) < z*(t1) = y.(t1) probemos que z1(t) < y,(t) para t cercano a
t; y t > t1. Supongamos por absurdo que no se cumple.

Entonces existe un entero k y un nimero t, > t; tal que x1(t) < yi(t) para t; <t <ty
y 1(ta) = y(ta).

Por un lado, tenemos que:

2y (ta) —yp(t2) = w1(ta) (bl(ta) - Zala‘(tz)%(b)) — yk(t2) (b1(t2) — ann(ta)yx(tz)) + %

= () Y ay (i) () — - <0,

=2
Por otro lado, por definicion de derivada por la izquierda tenemos:

(z1(t) — yx(t)) — (z1(t2) — y(t2))

D™ (z1(t2) — yr(t2)) = tlftrl t—1ty
— lim M
t—ty =1y

Como t — ty, t —ty <0y ademds z;(t) — yx(t) < 0.
t) — t
Por tanto, D™ (z1(t2) — yk(t2)) = lim 21(t) = yi(t)

t—ty — 12

Por tanto, para todo n y t > t; se tiene que x1(t) < y,(t).

> (. Lo cual es una contradiccion.

Ahora por la continuidad de las soluciones con respecto a los parametros y tomando
limite tenemos que z;(t) < 2*(t) para todo t > t;.

Asi usando el mismo argumento del caso 1 obtenemos:

0<d, /t(x*(s) — 21(s))ds < In (m’:gi;) - ia;; /: 2;(s)ds < In (M) < foo

t z*(t)x z*(t)z1(t)

En consecuencia,

/Oo(x*<5) —11(8))ds < +o0.

t1

Asi, nuevamente po lema (1.9) se tiene que z*(t) — z1(t) — 0, cuando t — +00. N
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