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“Extinción de especies T-periódicas en el sistema
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Luego de realizada la Defensa y en los términos que imponen los Lineamientos para
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dió a discutirlo con el interesado habiéndose emitido el veredicto que a continuación se
expresa:

1

Con una calificación de puntos.
En fe de lo expuesto firmamos la presente Acta en la Ciudad de Barquisimeto a los

d́ıas del mes de de .

TUTOR FIRMA

PRINCIPAL FIRMA

PRINCIPAL FIRMA

OBSERVACIONES:

1 Aprobado ó Reprobado
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RESUMEN

En este trabajo consideramos el sistema competitivo n dimensional Lotka-Volterra,

x′i(t) = xi(t)

(
bi(t)−

n∑
j=1

aij(t)xj(t)

)
, i = 1, · · · , n; (1)

donde las funciones aij(t) y bi(t) son continuas, T-periódicas, aii(t) > 0 para i =

1, · · · , n. y aij(t) ≥ 0 para i 6= j , t ∈ R. Además el promedio de las funciones bi viene

dado por:

b̄ =
1

T

∫ T

0

bi(s)ds > 0, i = 1, · · · , n. (2)

Y para cada entero k, k > 1, existe un entero ik, ik < k tal que para cualquier j, j ≤ k

se satisface la siguiente desigualdad:

b̄kaikj(t)− b̄ikakj(t) < 0. (3)

El objetivo de este trabajo es desarrollar el articulo [1] donde muestran que bajo las

condiciones antes dadas cualquier solución x(t) = (x1, . . . , xn) del sistema (1) cumple

la propiedad de que para cada j, con j = 2, . . . , n, xj(t) se extingue exponencialmente

cuando t → +∞ y x1(t) se estabiliza a x∗(t) cuando t → +∞, donde x∗(t) es

solución de la ecuación loǵıstica:

x
′
(t) = x(t)[b1(t)− a11(t)x(t)].





ÍNDICE

Agradecimientos i

Resumen iii

Introducción 1

1. Preliminares 5

2. Extinción de un sistema de Lotka-Volterra 19

Referencias Bibliográficas 27
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INTRODUCCIÓN

Una de las caracteŕısticas más notables de la vida en nuestro planeta es la gran di-

versidad de aspectos y hábitos que tienen los organismos que la componen. Sin embargo,

es bastante dif́ıcil observar que esta manifestación de diversidad no se da de una forma

arbitraria, sino todo lo contrario. Los organismos viven en comunidades, formando es-

trechas relaciones de interacción, donde cada especie depende directa o indirectamente

de la presencia de las otras. Una de las tareas de la Ecoloǵıa es el desarrollo de una

teoŕıa de la organización de las comunidades que permita entender las causas de la

diversidad y los mecanismos de interacción.

A lo largo de las últimas décadas se ha visto un incremento de publicaciones y

art́ıculos en revistas internacionales abordando el tema de los sistemas positivos; sin

embargo, el análisis se ha volcado fundamentalmente al estudio del comportamiento

dinámico de dichos sistemas pudiéndose apreciar la falta de resultados concluyentes re-

lacionados con aspectos de control de estos sistemas. Por tal motivo el objetivo central

del trabajo es precisamente el estudio de los aspectos de control, y en particular, en

el problema de la selección de la ley de control de una clase particular de lo sistemas

positivos no lineales: el llamado sistema de Lotka-Volterra.

Un sistema positivo muy estudiado debido a su impacto en diferentes áreas de aplica-

ciones es el bien conocido sistema de Lotka-Volterra (L-V), propuesto por el matemático

Italiano Vito Volterra y el biólogo americano Alfred Lotka estudiado de manera inde-

pendiente algunas décadas atrás. Este estudio, reflejado en una considerable parte de

la literatura sobre sistemas de L-V ha sido dedicada a cuestiones relacionadas con el

análisis de su dinámica y de la estabilidad de sus puntos de equilibrio. Otros conceptos

como permanencia, coexistencia de especies y persistencia de las soluciones parecen

también dominar la literatura del tema. Es también importante acotar que, debido a su

complejidad, con frecuencia se encuentran casos de estudio de subsistemas particulares

de la más general ecuación de Lotka-Volterra siendo común, por ejemplo, asumir que

el sistema es competitivo, cooperativo, o de tipo depredador-presa pues, la matriz que

define la interacción entre las variables del sistema tiene propiedades espećıficas.

1



2 Introducción

Por otra parte, solo algunos resultados relacionados con el control de estos sistemas

ha sido abordado hasta la fecha por otros autores. Si un sistema f́ısico determinado se

modela utilizando las ecuaciones de Lotka-Volterra, y de su análisis se concluye que el

sistema no es estable o no es robusto ante perturbaciones, entonces, si se quiere poner

en práctica, el control de los mismos es de suma importancia. Hay ejemplos prácticos de

ecosistemas estudiados a través de las ecuaciones de L-V en los cuales nada se concluye

sobre qué hacer en caso de desviaciones en su comportamiento habitual (perturbaciones

motivadas por plagas no previstas, entre otras.) y que necesitan ser estudiados. También

es bueno destacar que al abordar el control de los sistemas de L-V se está también

tratando el estudio del control de sistemas no lineales más generales que pueden ser

representados a través de dichas ecuaciones, pudiéndose aportar nuevas herramientas

para su control. En adelante se usará la siguiente notación.

Dada una función g definida en R, sean gl y gu definidas como:

gl = ı́nf
t∈R

g(t), gu = sup
t∈R

g(t).

En [2] Montes De Oca y Zeeman consideran el sistema n dimensional

x′i(t) = xi(t)

(
bi(t)−

n∑
j=1

aij(t)xj(t)

)
, i = 1, · · · , n; (4)

donde xi(t) representa el tamaño de la población de esa especie en el tiempo t, x′i(t)

es la razón de cambio del crecimiento de la especie i con respeto al tiempo y denota
dxi
dt

, aij es el grado de inhibición de la especie i por la presencia de la especie j, aii es

el grado de inhibición de la especie i sobre si misma, bi es la tasa de crecimiento de la

especie i y todas las funciones aij(t) y bi(t) son continuas y acotados por constantes

positivas en (−∞,+∞).

Ellos demostraron que si para cada k, k > 1 existe ik < k tal que para cualquier

j ≤ k se satisface la desigualdad:

buka
u
ikj
− blika

l
kj < 0, (5)

entonces cada solución col(x1(t), · · · , xn(t)) de (4) con xi(t0) > 0, i = 1, · · · , n, para

algún t0 ∈ R tiene la siguiente propiedad:
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Para todo j, j = 2, . . . , n, xj(t)→ 0 exponencialmente cuando t→ +∞ y x1(t)− x∗(t)→ 0

cuando t→ +∞ donde x∗(t) es la única solución de la ecuación diferencial loǵıstica:

x′(t) = x(t)
(
b1(t)− a11(t)x(t)

)
,

la cual es acotada superior e inferiormente por constantes estrictamente positivas. El

sistema (4) ha sido estudiado también por Ahmad en [6] y Ahmad y Lazer en [7].

En nuestro caso consideremos el sistema no autónomo Lotka-Volterra (4) donde las

funciones aij(t) y bi(t) son continuas, T-periódicas, aii(t) > 0 para i = 1, · · · , n. y

aij(t) ≥ 0 para i 6= j , t ∈ R. Además el promedio de las funciones bi viene dado por:

b̄ =
1

T

∫ T

0

bi(s)ds > 0, i = 1, · · · , n. (6)

Acá se prueba que bajo las hipótesis anteriores y el hecho de que para cada entero k,

k > 1, existe un entero ik, ik < k tal que para cualquier j, j ≤ k se satisface la siguiente

desigualdad:

b̄kaikj(t)− b̄ikakj(t) < 0, (7)

entonces para cualquier solución x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) del sistema (4), se satisface

que para cada j, con j = 2, . . . , n, xj(t) → 0 exponencialmente cuando t → +∞ y

x1(t)− x∗(t)→ 0 cuando t→ +∞, donde x∗(t) es solución de la ecuación loǵıstica:

x
′
(t) = x(t)[b1(t)− a11(t)x(t)].





CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

En este caṕıtulo se desarrollaran algunos resultados preliminares necesarios para la

prueba de nuestro resultado principal.

Definición 1.1. sea f : R→ R una función continua y acotada denotaremos por:

f l = ı́nf{f(t) : t ∈ Dom(f)} y fu = sup{f(t) : t ∈ Dom(f)}.

Definición 1.2. Sea f(t) una función continua T-periódica. Se define el promedio de

f como:

f̄ =
1

T

∫ T

0

f(s)ds.

Observación 1.1. Si f es una función T-periódica y continua en R, entonces

f l ≤ f̄ ≤ fu.

En efecto, por ser f continua y T-periódica, es acotada esto es, f l ≤ f(x) ≤ fu, para

todo x ∈ R. Luego integrando desde 0 hasta T y multiplicando por
1

T
nos queda que:

1

T

∫ T

0

f ldx ≤ 1

T

∫ T

0

f(x)dx ≤ 1

T

∫ T

0

fudx,

5



6 Caṕıtulo1. Preliminares

como f l y fu son constantes con respecto a x obtenemos f l ≤ 1

T

∫ T

0

f(x)dx ≤ fu, lo

cual es equivalente a f l ≤ f̄ ≤ fu.

Definición 1.3. Sea x∗(t) una solución de la ecuación loǵıstica:

x′(t) = x(t)[b(t)− a(t)x(t)],

donde b(t) y a(t) son funciones continuas y T-periódicas, se dice que x∗(t) es asintóti-

camente estable si ĺım
t→+∞

(x(t)− x∗(t)) = 0 para cualquier solución x(t) de la ecuación

loǵıstica.

Lema 1.1. Sea b(t) una función continua y T-periódica. Si b̂(t) = b(t) − b̄, entonces
¯̂
b = 0, además la función

B(t) =

∫ t

0

b̂(s)ds,

es T-periódica.

Demostración. Por la definición (1.2) se tiene que
¯̂
b =

1

T

∫ T

0

b̂(s)ds, y por hipótesis

b̂(t) = b(t)− b̄, por tanto,
¯̂
b =

1

T

∫ T

0

(b(s)− b̄)ds, utilizando la linealidad se obtiene que

¯̂
b =

1

T

∫ T

0

b(s)ds− 1

T

∫ T

0

b̄ds.

Ahora, por el hecho de que b̄ es una constante y que b̄ =
1

T

∫ T

0

b(s)ds se tiene que:

¯̂
b = b̄− b̄ = 0.

Por otro lado, probemos que B(t) es T-periódica. En efecto,

B(t+ T ) =

∫ t+T

0

b̂(s)ds =

∫ t

0

b̂(s)ds+

∫ t+T

t

b̂(s)ds.

Primero estudiemos

∫ t+T

t

b̂(s)ds. Sabemos que b̂(s) = b(s) − b̄ y por la linealidad se

tiene que: ∫ t+T

t

b̂(s)ds =

∫ t+T

t

b(s)ds−
∫ t+T

t

b̄ds.
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Haciendo el cambio de variable s = u− t se obtiene:∫ t+T

t

b̂(s)ds =

∫ T

0

b(u− t)du− b̄
∫ t+T

t

ds = T b̄− T b̄ = 0.

Por tanto,

B(t+ T ) =

∫ t

0

b̂(s)ds+

∫ t+T

t

b̂(s)ds

=

∫ t

0

b̂(s)ds = B(t).

Por tanto, B(t) es T periódica. �

Lema 1.2. Si P (t) = eB(t) y B(t) =

∫ t

0

b̂(s)ds entonces, P (t) es T-periódica y

P ′(t) = b̂(t)P (t).

Demostración. Probemos que P (t) es T-periódica, por lema (1.1) tenemos que B(t) es

T-periódica. Aśı,

P (t+ T ) = eB(t+T ) = eB(t) = P (t).

Con esto queda demostrado que P (t) es T-periódica.

Ahora mostremos que P ′(t) = b̂(t)P (t).

En efecto, derivando la función P (t), se obtiene que P ′(t) = B′(t)eB(t).

Por hipótesis se tiene que B(t) =

∫ t

0

b̂(s)ds y por el teorema fundamental del cálculo

se cumple que B′(t) = b̂(t). Y en consecuencia tenemos que:

P ′(t) = b̂(t)P (t). (1.1)

�

Lema 1.3. Sea x(t) solución de la ecuación loǵıstica x′(t) = x(t) [b(t)− a(t)x(t)]

donde las funciones a(t) y b(t) son continuas, T-periódicas y positivas, con x(0) > 0,

entonces x(t) > 0 para todo t ∈ R.

Demostración. Sea x′(t) = x(t) [b(t)− a(t)x(t)] = x(t)Q(t), donde

Q(t) = b(t)− a(t)x(t),
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de acá tenemos que x′(t) − x(t)Q(t) = 0, multiplicando en ambos lados por el factor

integrante e−
∫ t
o Q(s)ds, obtenemos que e−

∫ t
o Q(s)dsx′(t)− e−

∫ t
o Q(s)dsx(t)Q(t) = 0, donde

el primer miembro es
d

dt

{
e−

∫ t
o Q(s)dsx(t)

}
. Aśı nos queda que

d

dt

{
e−

∫ t
o Q(s)dsx(t)

}
= 0.

Luego, integrando desde 0 hasta t se tiene la siguiente ecuación e−
∫ t
o Q(s)dsx(t)−x(0) = 0,

de donde obtenemos x(t) = x(0)e
∫ t
0 Q(s)ds, debido a que et > 0 para todo t y el hecho

de que x(0) > 0, se tiene que x(t) > 0. �

Lema 1.4. Si x(t) = col(x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) es solución de la ecuación diferencial

n dimensional x′i(t) = xi(t)

(
bi(t)−

n∑
j=1

aij(t)xj(t)

)
y b̂i(t) = bi(t)− b̄, entonces

y(t) = col(y1(t), y2(t), . . . , yn(t)) con yi(t) =
xi(t)

Pi(t)
y Pi(t) está dado como en el lema

(1.2) es solución de

y′i(t) = yi(t)

[
b̄i(t)−

n∑
j=1

aij(t)Pj(t)yj(t)

]
. (1.2)

Demostración. Sea x(t) solución de x′i(t) = xi(t)

(
bi(t)−

n∑
j=1

aij(t)xj(t)

)
. Haciendo

el cambio de variable xi(t) = Pi(t)yi(t), en la ecuación diferencial:

x′i(t) = xi(t)

(
bi(t)−

n∑
j=1

aij(t)xj(t)

)
,

obtenemos:

(Pi(t)yi(t))
′ = Pi(t)yi(t)

[
bi(t)−

n∑
j=1

aij(t)Pj(t)yj(t)

]
,

utilizando la derivada del producto y el hecho de que P ′(t) = b̂(t)P (t), se tiene que:

Pi(t)y
′
i(t) = Pi(t)yi(t)

[
bi(t)− b̂i(t)−

n∑
j=1

aij(t)Pj(t)yj(t)

]
.

Como por hipótesis b̄i = bi(t)− b̂i(t), obtenemos:

y′i(t) = yi(t)

[
b̄i(t)−

n∑
j=1

aij(t)Pj(t)yj(t)

]
.

En consecuencia, yi(t) =
xi(t)

Pi(t)
es solución de (1.2). �
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Lema 1.5. Sea y(t) = col(y1(t), y2(t), . . . , yn(t)) una solución de la ecuación diferencial

n-dimensional (1.2), y Mi > máx

{
máx
t∈R

(
b̄i

aii(t)Pi(t)

)
, yi(t0)

}
, 1 ≤ i ≤ n. Se cumple

que para t cercanos a t0, con t > t0, yi(t) < Mi para i = 1, . . . , n; con yi(t0) < Mi.

Demostración. En efecto, supongamos por absurdo que no se cumple para t > t0, es

decir, existe un entero k y un número t1, t1 > t0 tal que yi(t) < Mi, para t0 ≤ t < t1 y

yk(t1) = Mk. Por un lado, por la definición de derivada por la izquierda se cumple que:

D−yk(t1) = ĺım
t→t−1

yk(t)− yk(t1)

t− t1
,

y como por hipótesis tenemos que yk(t1) = Mk, se tiene que:

D−yk(t1) = ĺım
t→t−1

yk(t)−Mk

t− t1
.

Por ser yk(t) < Mk para todo t ∈ [t0, t), obtenemos que yk(t)−Mk < 0. Además, como

t→ t−1 se garantiza que t < t1, esto es t− t1 < 0. Por lo que se obtiene que y′k(t1) ≥ 0.

Por otro lado, de la ecuación diferencial se obtiene que:

y′k(t1) = yk(t1)

[
b̄k −

n∑
j=1

akj(t1)Pj(t1)yj(t1)

]
,

y como
n∑
j=1

akj(t1)Pj(t1)yj(t1) ≥ akk(t1)Pk(t1)yk(t1) se cumple:

y′k(t1) ≤ yk(t1)
[
b̄k − akk(t1)Pk(t1)yk(t1)

]
.

Luego, sustituyendo yk(t1) = Mk en la ecuación anterior, se obtiene:

y′k(t1) ≤Mk

[
b̄k − akk(t1)Pk(t1)Mk

]
.

Sacando factor común akk(t1)Pk(t1), nos queda:

y′k(t1) = Mkakk(t1)pk(t1)

[
b̄k

akk(t1)Pk(t1)
−Mk

]
.

Ahora, Mk >
b̄k

akk(t1)Pk(t1)
, por lo que

b̄k
akk(t1)Pk(t1)

−Mk < 0. Aśı tenemos que

y′k(t1) < 0, lo cual es una contradicción.

Aśı, para 1 ≤ i ≤ n y t ≥ t0, yi(t) < Mi. �
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Lema 1.6. Si x(t) = Col(x1(t), · · · , xn(t)) es solución del sistema n-dimensional (4)

con xi(t) > 0 para i = 1, · · · , n, y b̂(t) = bi(t)− b̄, entonces existen δ y ∆ constantes

positivas tal que δ ≤
n∑
i=1

xi(t) ≤ ∆ para todo t ≥ t0 y algún t0 ∈ R.

Demostración. Sean Pi(t) = eBi(t) con i = 1, . . . , n; y Bi(t) =

∫ t

0

b̂i(s)ds. Haciendo

xi(t) = Pi(t)yi(t) para 1 ≤ i ≤ n, donde yi(t) son las componentes de la solución y(t)

de la ecuación diferencial (1.2). Por la derivada del producto se tiene que:

x′i(t) = P ′i (t)yi(t) + Pi(t)y
′
i(t).

Además del lema (1.2) tenemos que P ′i (t) = b̂i(t)Pi(t), sustituyendo esta ecuación en

la anterior se concluye que x′i(t) = [b̂i(t)Pi(t)]yi(t) + Pi(t)y
′
i(t). Esto implica que:

y′i(t) =
x′i(t)

Pi(t)
− b̂i(t)yi(t),

sustituyendo la ecuación diferencial x′i(t) = xi(t)

[
bi(t)−

n∑
i=1

aij(t)xj(t)

]
, obtenemos:

y′i(t) =
xi(t)

Pi(t)

[
bi(t)−

n∑
j=1

aij(t)xj(t)

]
− b̂i(t)yi(t), (1.3)

como se tiene que xi(t) = Pi(t)yi(t), se cumple que yi(t) =
xi(t)

Pi(t)
, en consecuencia la

ecuación (1.3) nos queda como sigue:

y′i(t) = yi(t)

[
bi(t)−

n∑
j=1

aij(t)Pj(t)yj(t)

]
− b̂i(t)yi(t)

= yi(t)

[
bi(t)− b̂i(t)−

n∑
j=1

aij(t)Pj(t)yj(t)

]
.

Por hipótesis se tiene que b̄i = bi(t)− b̂i(t), por lo que:

y′i(t) = yi

[
b̄i −

n∑
j=1

aij(t)Pj(t)yj(t)

]
,
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y por el lema (1.5) se cumple que para 1 ≤ i ≤ n, y t ≥ t0, yi(t) < Mi. Considerando

β > máx{P u
1 , . . . , P

u
n } y t ≥ t0 tenemos que

n∑
i=1

xi(t) =
n∑
i=1

Pi(t)yi(t). Y como yi(t) <

Mi obtenemos la siguiente desigualdad:
n∑
i=1

xi(t) ≤
n∑
i=1

Pi(t)Mi. Por ser Pi(t) ≤ P u
i se

cumple que
n∑
i=1

xi(t) ≤
n∑
i=1

P u
i (t)Mi. Ahora como β > máx{P u

1 , . . . , P
u
n } tenemos que

n∑
i=1

xi(t) ≤ β

n∑
i=1

Mi. Haciendo ∆ = β

n∑
i=1

Mi nos queda:

n∑
i=1

xi(t) ≤ ∆. (1.4)

Por otro lado, considerando δ1 < mı́n


n∑
i=1

yi(t0),
b̄1

2β
n∑
j=1

au1j

, . . . ,
b̄1

2β
n∑
j=1

aunj

 .

Demostremos que δ1 <
n∑
i=1

yi(t) para todo t ≥ t0.

En efecto, supongamos por reducción al absurdo que existe un número t1, t1 > t0 tal

que δ1 <
n∑
i=1

yi(t), para t0 ≤ t < t1 y δ1 =
n∑
i=1

yi(t1). Por la derivada lateral por

la izquierda, se prueba fácilmente que
n∑
i=1

y′(t1) ≤ 0 para todo i, 1 ≤ i ≤ n. De la

definición de la ecuación diferencial se obtiene:

y′i(t1) = yi(t1)

[
b̄i −

n∑
j=1

aij(t1)P (t1)yj(t1)

]
,

como aij(t) ≤ auij, Pj(t) ≤ P u
j y δ1 =

n∑
i=1

yi(t1) se tiene que:

y′i(t1) ≥ yi(t1)

[
b̄i −

n∑
j=1

auijP
u
j δ1

]
.

Debido a que máx{P u
1 , . . . , P

u
n } < β obtenemos y′i(t1) ≥ yi(t1)

[
b̄i −

n∑
j=1

βauijδ1

]
. Y
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sacando factor común β
n∑
j=1

auij, nos queda y′i(t1) ≥ yi(t1)β
n∑
j=1

auij

 b̄i

β
n∑
j=1

auij

− δ1

 .

Sabemos que δ1 ≤
b̄i

2β
n∑
j=1

auij

, por lo que se cumple que:

y′i(t1) ≥ yi(t1)β
n∑
j=1

auij

 b̄i

β
n∑
j=1

auij

− b̄i

2β
n∑
j=1

auij



= yi(t1)β
n∑
j=1

auij

 b̄i

2β
n∑
j=1

auij


=

yi(t1)b̄i
2

> 0.

En consecuencia, se obtiene una contradicción. Por lo tanto, para todo t ≥ t0

δ1 <
n∑
i=1

yi(t). (1.5)

Como xi(t) = Pi(t)yi(t) para 1 ≤ i ≤ n, y Pi(t) ≥ P l
i se cumple que:

n∑
i=1

P l
i yi(t) ≤

n∑
i=1

xi(t).

Tomemos 0 < α < mı́n{P l
i , . . . , P

l
n} por lo que obtenemos:

α
n∑
i=1

yi(t) =
n∑
i=1

αyi(t) ≤
n∑
i=1

xi(t).

Por la desigualdad (1.5) se tiene que αδ1 <
n∑
i=1

αyi(t) ≤
n∑
i=1

xi(t). Tomando δ = αδ1,

se cumple que:

δ ≤
n∑
i=1

xi(t). (1.6)
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De las desigualdades (1.4) y (1.6), se concluye:

δ ≤
n∑
i=1

xi(t) ≤ ∆ para todo t ≥ t0.

�

Lema 1.7. Existe una única solución z∗(t) de la ecuación diferencial

z′(t) + b̄z(t) = a(t)P (t), (1.7)

con la propiedad
(aP )l

b̄
≤ z∗(t) ≤ (aP )u

b̄
, para todo t en R. Además, si z(t) es cualquier

solución de (1.7) con z(t0) = z0 6= z∗0 = z∗(t0), entonces

ĺım
t→+∞

(z(t)− z∗(t)) = 0.

Demostración. Hagamos el cambio de variable t = s en la ecuación (1.7). Multiplicando

por el factor integrante e
∫ s
t0
b̄dσ

obtenemos que:

z′(s)e
∫ s
t0
b̄dσ

+ b̄z(s)e
∫ s
t0
b̄dσ

= a(s)P (s)e
∫ s
t0
b̄dσ
,

donde el primer miembro es la derivada de z(s)e
∫ s
t0
b̄dσ
, por lo que queda:

d

ds

{
z(s)e

∫ s
t0
b̄dσ

}
= a(s)P (s)e

∫ s
t0
b̄dσ
.

Integrando esta ecuación desde t0 hasta t obtenemos:

z(t)e
∫ t
t0
b̄dσ − z(t0) =

∫ t

t0

(
a(s)P (s)e

∫ s
t0
b̄dσ

)
ds.

Despejando a z(t) nos queda z(t) = z(t0)e
−

∫ t
t0
b̄dσ

+

∫ t

t0

(
a(s)P (s)e−

∫ t
s b̄dσ

)
.

Por otro lado, analicemos la expresión:∫ t

−∞

(
a(s)P (s)e−

∫ t
s b̄dσ

)
ds. (1.8)

Sabemos que para cualquier s ∈ R tenemos que a(t) es T-periódica y continua, aśı a(t)

es acotada es decir, al ≤ a(s) ≤ au. Como P (t) = e
∫ t
0 b̂(s)ds, esta integral es T-periódica
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y continua, por lo que podemos concluir que e
∫ t
0 b̂(s)ds es acotada. Luego el producto

de funciones continuas y acotadas es acotada por lo que a(s)P (s) es acotada. Aśı se

cumple que:

(ap)l ≤ a(s)P (s) ≤ (ap)u.

Ahora multiplicando por e−
∫ t
s b̄dσ todos los lados de la desigualdad anterior, se obtiene:

(aP )le−
∫ t
s b̄dσ ≤ a(s)P (s)e−

∫ t
s b̄dσ ≤ (ap)ue−

∫ t
s b̄dσ.

Por ser b̄ contante con respecto a σ tenemos que −
∫ t

s

b̄dσ = b̄(t− s). Aśı sustituyendo

tenemos:

(aP )le−b̄(t−s) ≤ a(s)P (s)e−
∫ t
s b̄dσ ≤ (aP )ue−b̄(t−s),

integrando desde −∞ hasta t se tiene:

(ap)l
∫ t

−∞
e−b̄(t−s)ds ≤

∫ t

−∞

(
a(s)P (s)e−

∫ t
s b̄dσ

)
ds ≤ (aP )u

∫ t

−∞
e−b̄(t−s)ds.

Ahora estudiemos

∫ t

−∞
e−b̄(t−s)ds.

Sabemos que la integral impropia está definida por:∫ t

−∞
e−b(t−s)ds = ĺım

a→−∞

∫ t

a

e−b(t−s)ds.

Haciendo v = −b̄(t−s), resolviendo la integral indefinida

∫
e−b(t−s)ds. Obtenemos que∫

e−b̄(t−s)ds =
ev

b̄
, devolviendo el cambio nos queda que

∫
e−b̄(t−s)ds =

e−b(t−s)

b̄
. Con

esto tenemos que

∫ t

−∞
e−b̄(t−s)ds = ĺım

a→−∞

e−b̄(t−t)

b̄
− ĺım

a→∞

e−b̄(t−a)

b̄
.

Como ĺım
a→∞

e−b̄(t−a)

b̄
= 0, entonces obtenemos que

∫ t

−∞
e−b̄(t−s)ds =

1

b̄
. y de esta manera:

(aP )l

b̄
≤
∫ t

−∞

(
a(s)P (s)e−

∫ t
s b̄dσ

)
ds ≤ (aP )u

b̄
.

Por lo que la expresión (1.8) está acotada inferiormente por
(aP )l

b̄
y superiormente por

(aP )u

b̄
.

Definamos z∗(t) como sigue:

z∗(t) =

∫ t

−∞

(
a(s)P (s)e−

∫ t
s b̄dσ

)
ds.
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Si en la expresión que define a z(t) sumamos y restamos la función z∗(t) obtenemos que

z(t) = z0e
−b̄(t−t0) + z∗(t)−

∫ t0

−∞

(
a(s)P (s)e−

∫ t
s b̄dσ

)
ds, sacando e

∫ t
s e

b̄dσ en la integral se

tiene que z(t) = z0e
−b̄(t−t0) + z∗(t)− e−

∫ t
t0
b̄dσ

∫ t0

−∞

(
a(s)P (s)e−

∫ t0
s b̄dσ

)
ds.

Como z∗(t0) =

∫ t0

−∞

(
a(t)P (t)e−

∫ t0
s b̄dσ

)
ds, se sigue que:

z(t) = z0e
−b̄(t−t0) + z∗(t)− e−b̄(t−t0)z∗0 ,

agrupando las funciones exponenciales se tiene que z(t) = (z0−z∗0)e−b̄(t−t0) +z∗(t). Más

aún, la ecuación se puede expresar como:

z∗(t) = z(t) + (z∗0 − z0)e−b̄(t−t0). (1.9)

Donde z(t) es solución de la ecuación no homogénea (1.7). Veamos que:

zH = (z∗0 − z0)e−b̄(t−t0),

es solución de la homogénea asociada a (1.7).

En efecto, derivando zH(t) = (z∗0 − z0)e−b̄(t−t0) con respecto a t nos queda:

z′H(t) = −b̄(z∗0 − z0)e−b̄(t−t0).

Aśı sustituyendo en la ecuación homogénea (1.7), tenemos:

z′H(t) + b̄zH(t) = −b̄(z∗0 − z0)e−b̄(t−t0) + b̄(z∗0 − z0)e−b̄(t−t0) = 0.

En consecuencia, zH(t) es solución de la ecuación homogénea asociada a la ecuación

(1.7).

Por otro lado, de (1.9) se tiene que |z(t)− z∗(t)| = |z0 − z∗0 |e−b̄(t−t0). Por lo tanto,

ĺım
t→+∞

|z(t)− z∗(t)| = ĺım
t→+∞

|z0 − z∗0 |e−b̄(t−t0) = 0.

Esto es, para todo ε > 0 existe T > 0 tal que, para todo t > T, |z(t) − z∗(t)| < ε,

aśı tomando a ε suficientemente pequeño tenemos que z(t) = z∗(t), por tanto z∗(t) es

único. �
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Teorema 1.1. (Alvarez-Lazer) Existe una única solución no trivial, T-periódica posi-

tiva x∗(t) de la ecuación loǵıstica:

x′(t) = x(t)[a(t)− b(t)x(t)]. (1.10)

Además, si x(t) es cualquier otra solución de (1.10) con x(0) > 0,

entonces x(t)− x∗(t)→ 0 conforme t→ +∞.

Demostración. Ver [4] y [5]. �

Lema 1.8. Si los coeficientes a(t) y b(t) son continuas, T-periódicas con a(t) > 0 para

todo t y b̂(t) = b(t) − b̄, entonces existe una única solución T-periódica x∗(t) de la

ecuación loǵıstica:

x′(t) = x(t)[b(t)− a(t)x(t)] (1.11)

tal que
b̄P l

(aP )u
≤ x∗(t) ≤ b̄P u

(aP )l
en (−∞,+∞), donde P (t) está definido como en el lema

(1.2). Además, si x(t) es una solución de (1.11) con x(0) > 0, entonces x(t)−x∗(t)→ 0

cuando t→ +∞.

Demostración. Sea x(t) solución de la ecuación loǵıstica (1.11). Por el teorema (1.1) se

garantiza que existe una única solución x∗(t) T-periódica y positiva. Trabajando como

en la prueba del lema (1.4). Se tiene que y(t) =
x(t)

P (t)
es solución de la ecuación

y′(t) = y(t)[b̄− a(t)P (t)y(t)]. (1.12)

Más aún y(t) > 0, debido a que x(t) > 0 pues lo garantiza el lema (1.3) y además P (t)

es positiva por como está dada.

Haciendo z(t) =
1

y(t)
, la cual está bien definida por ser y(t) > 0. Derivando z(t) se

obtiene que z′(t) =
−y′(t)
(y(t))2

, despejando de esta última ecuación a y′(t) e igualando con

la ecuación (1.12), se obtiene:

z′(t) + b̄z(t) = a(t)P (t) (1.13)

Por el lema (1.7) existe una única solución z∗(t) de (1.13) tal que

(aP )l

b̄
≤ z∗(t) ≤ (aP )u

b̄
y ĺım
t→∞

(z(t)− z∗(t)) = 0.
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Devolviendo el cambio z∗(t) =
1

y∗(t)
, nos queda

(aP )l

b̄
≤ 1

y∗(t)
≤ (aP )u

b̄
la cual es

equivalente a:

b̄

(aP )u
≤ y∗(t) ≤ b̄

(aP )l
, (1.14)

pero y∗(t) =
x∗(t)

P (t)
, por lo que la desigualdad (1.14) nos queda

b̄P (t)

(aP )u
≤ x∗(t) ≤ b̄P (t)

(aP )l
.

Como P (t) es acotada, superior e inferiormente, se cumple que
b̄P l

(aP )u
≤ x∗(t) ≤ b̄P u

(aP )l
.

Nuevamente por teorema (1.1) se cumple que x(t)− x∗(t)→ 0 cuando t→ +∞. �

Lema 1.9. Sea g(t) una función diferenciable en [0,+∞). Si existe un número positivo

M tal que |g′(t)| ≤M para todo t ≥ 0 y∫ +∞

0

|g(t)|dt < +∞,

entonces ĺım
t→+∞

g(t) = 0.

Demostración. ver [8]. �





CAPÍTULO 2

EXTINCIÓN DE UN SISTEMA DE LOTKA-VOLTERRA

En este caṕıtulo estudiaremos la extinción de especies T-periódicas en el sistema

competitivo no autónomo de Lotka-Volterra

x′i(t) = xi(t)

(
bi(t)−

n∑
j=1

aij(t)xj(t)

)
, i = 1, · · · , n; (2.1)

donde las funciones aij(t) y bi(t) son continuas, T-periódicas, aii(t) > 0 para i =

1, · · · , n. y aij(t) ≥ 0 para i 6= j , t ∈ R. Además el promedio de las funciones bi viene

dado por:

b̄ =
1

T

∫ T

0

bi(s)ds > 0, i = 1, · · · , n. (2.2)

Y para cada entero k, k > 1, existe un entero ik, ik < k tal que para cualquier j, j ≤ k

se satisface la siguiente desigualdad:

b̄kaikj(t)− b̄ikakj(t) < 0. (2.3)

Teorema 2.1. Si se satisfacen las ecuaciones (2.2), (2.3) y b̂i(t) = bi(t)− b̄i, enton-

ces para cualquier solución x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) del sistema (2.1) se cumple que

xi(t)→ 0 cuando t→ +∞ para i = 2, . . . , n. , mientras que x1(t)− x∗(t)→ 0, donde

x∗(t) es una solución T-periódica de la ecuación loǵıstica:

x
′
(t) = x(t)[b1(t)− a11(t)x(t)]. (2.4)

19
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Demostración. En primer lugar, probemos que xi(t) → 0 exponencialmente cuando

t → +∞ para i = 2, . . . , n. Procedamos por inducción. En efecto; sustituyendo

b̂i(t) = bi(t)− b̄i en el sistema (2.1) obtenemos que:

x
′

i(t) = xi(t)

(
b̄i + b̂i(t)−

n∑
j=1

aij(t)xj(t)

)
, i = 1, . . . , n.

Demostraremos primero que xn(t)→ 0 exponencialmente cuando t→ +∞. Sea i = in

dado como en la desigualdad (2.3). Observemos que:

x
′
n(t)

xn(t)
= b̄n + b̂n(t)−

n∑
j=1

anj(t)xj(t) y
x
′
i(t)

xi(t)
= b̄i + b̂i(t)−

n∑
j=1

aij(t)xj(t).

Multiplicando la primera ecuación por b̄i, la segunda por b̄n y restándolas se obtiene:

x
′
n(t)

xn(t)
b̄i−

x
′
i(t)

xi(t)
b̄n = b̄nb̄i+ b̂n(t)b̄i−

n∑
j=1

anj(t)xj(t)b̄i−
[
b̄ib̄n+ b̂i(t)b̄n−

n∑
j=1

aij(t)xj(t)b̄n

]
.

Esta ecuación es equivalente a:

x
′
n(t)

xn(t)
b̄i −

x
′
i(t)

xi(t)
b̄n = b̂n(t)b̄i −

n∑
j=1

anj(t)xj(t)b̄i − b̂i(t)b̄n +
n∑
j=1

aij(t)xj(t)b̄n. (2.5)

Por otro lado,

d

dt

[
ln

(
xb̄in (t)

xb̄ni (t)

)]
=
b̄ix

′
n(t)

xn(t)
− b̄nx

′
i(t)

xi(t)
;

sustituyendo esta última ecuación en (2.5), tenemos que:

d

dt

[
ln

(
xb̄in (t)

xb̄ni (t)

)]
= b̂n(t)b̄i − b̂i(t)b̄n +

n∑
j=1

(
aij(t)b̄n − anj(t)b̄i

)
xj(t).

Por la desigualdad (2.3) se tiene que b̄naij(t)− b̄ianj(t) es negativo, entonces

b̄naij(t)− b̄ianj(t) < −αj < 0 j = 1, . . . , n;

para algún número positivo αj. Sea α = mı́n{α1, . . . , αn}. Aśı,

d

dt

[
ln

(
xb̄in (t)

xb̄ni (t)

)]
≤ b̂n(t)b̄i − b̂i(t)b̄n −

n∑
j=1

αxj(t).
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Como Bn(t) =

∫ t

0

b̂n(s)ds, por teorema fundamental del cálculo, se cumple

B
′
n(t) = b̂n(t) y además por lema (1.6) tenemos que δ ≤

n∑
j=1

xi(t).

En consecuencia, −
n∑
j=1

xi(t) ≤ −δ. Aśı,

d

dt

[
ln

(
xb̄in (t)

xb̄ni (t)

)]
≤ b̄iB

′

n(t)− b̄nB
′

i(t)− αδ,

integrando esta última desigualdad desde t0 hasta t obtenemos:∫ t

t0

d

dt

(
ln

(
xb̄in (s)

xb̄ni (s)

))
ds ≤

∫ t

t0

(
b̄iB

′

n(s)− b̄nB
′

i(s)− αδ
)
ds.

Por la linealidad de las integrales y teorema fundamental del cálculo tenemos que:

ln

(
xb̄in (t)

xb̄ni (t)

)
− ln

(
xb̄in (t0)

xb̄ni (t0)

)
≤

∫ t

t0

b̄iB
′

n(s)ds−
∫ t

t0

b̄nB
′

i(s)ds−
∫ t

t0

αδds,

≤ b̄iBn(t)− b̄iBn(t0)− b̄nBi(t) + b̄nBi(t0)− αδ(t− t0).

Esta desigualdad es equivalente a:

ln

(
xb̄in (t)

xb̄ni (t)

)
≤ b̄iBn(t)− b̄iBn(t0)− b̄nBi(t) + b̄nBi(t0)− αδ(t− t0) + ln

(
xb̄in (t0)

xb̄ni (t0)

)
.

Por ser Bn(t) ≤ Bu
n y −Bi(t) ≤ −Bl

i, se tiene que:

ln

(
xb̄in (t)

xb̄ni (t)

)
≤ b̄iB

u
n − b̄iBn(t0)− b̄nBl

i(t) + b̄nBi(t0)− αδ(t− t0) + ln

(
xb̄in (t0)

xb̄ni (t0)

)
.

Haciendo H = b̄iB
u
n − b̄iBn(t0)− b̄nBl

i(t) + b̄nBi(t0) + ln

(
xb̄in (t0)

xb̄ni (t0)

)
, nos queda:

ln

(
xb̄in (t)

xb̄ni (t)

)
≤ H − αδ(t− t0).

Aplicando exponencial tenemos que
xb̄in (t)

xb̄ni (t)
≤ eHe−αδ(t−t0), despejando xn(t) de esta

desigualdad obtenemos xn(t) ≤ x
b̄n
b̄i
i (t)e

H
b̄i e

−αδ(t−t0)

b̄i .
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Por lema (1.6) sabemos que
n∑
i=1

xi(t) ≤ ∆, lo cual implica que xi(t) ≤ ∆ para todo

i = 1, . . . , n, obtenemos que xn(t) ≤ ∆
b̄n
b̄i e

H
b̄i e

−αδ(t−t0)

b̄i . Haciendo kn = ∆
b̄n
b̄i e

H
b̄i nos queda:

xn(t) ≤ kne
−αδ(t−t0)

b̄i = kne
−δn(t−t0),

donde δn =
αδ

b̄i
, en consecuencia xn(t)→ 0 exponencialmente cuando t→ +∞.

Ahora suponemos por hipótesis inductiva que, para r < j ≤ n, xj(t) ≤ kje
−δj(t−t0).

Probaremos ahora que xr(t) ≤ kre
−δj(t−t0). En efecto, sea i = ir dada como en la

desigualdad (2.3) entonces usando el mismo razonamiento tenemos que:

xb̄ir (t)

xb̄ri (t)
= b̄ib̂r(t)− b̄rb̂i(t) +

n∑
j=1

(
b̄raij(t)− b̄iarj(t)

)
xj(t)

= b̄ib̂r(t)− b̄rb̂i(t) +
r∑
j=1

(
b̄raij(t)− b̄iarj(t)

)
xj(t) +

n∑
j=r+1

(
b̄raij(t)− b̄iarj(t)

)
xj(t)

= b̄iB
′
r(t)− b̄rB′i(t) +

r∑
j=1

(
b̄raij(t)− b̄iarj(t)

)
xj(t) +

n∑
j=r+1

(
b̄raij(t)− b̄iarj(t)

)
xj(t).

Para j = 1, . . . , r, se cumple b̄raij(t)− b̄iarj(t) < 0, aśı b̄raij(t)− b̄iarj(t) < −αj < 0,

donde αj es un número positivo. Sea α = mı́n{α1, . . . , αr}. Entonces,

r∑
j=1

(
b̄raij(t)− b̄iarj(t)

)
xj(t) < −α

r∑
j=1

xj(t).

Ahora por lema (1.6), se cumple que δ ≤
n∑
i=1

xi(t), por tanto

δ ≤
r∑
i=1

xi(t) +
n∑

i=r+1

xi(t). (2.6)

Por la hipótesis inductiva se garantiza
n∑

i=r+1

xi(t) → 0 exponencialmente cuando t →

+∞, por lo que se cumple que dado δ > 0, existe t1 > 0 tal que t > t1, implica que:∣∣∣∣∣
n∑

i=r+1

xi(t)

∣∣∣∣∣ < δ

2
. (2.7)
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De (2.6) y (2.7) se cumple que δ ≤
r∑
i=1

xi(t) +
δ

2
lo cual es equivalente a que

r∑
i=1

xi(t) ≥

δ

2
para todo t ≥ t1.

Por tanto,
r∑
j=1

(
b̄raij(t)− b̄iarj(t)

)
xj(t) < −αδ

2
para todo t ≥ t1. Ahora acotemos

n∑
j=1+r

(
b̄raij(t)− b̄iarj(t)

)
xj(t). Observemos que:

n∑
j=r+1

(b̄raij(t)− b̄iarj(t))xj(t) ≤
n∑

j=r+1

(b̄ra
u
ij − b̄ialrj)xj(t).

Ahora tomemos µ > 0 tal que µ < α
δ

2
.

Dado que
n∑

j=r+1

xj(t) → 0 cuando t → +∞, se tiene que
n∑

j=r+1

(b̄ra
u
ij − b̄ialrj)xj(t)→ 0

cuando t→ +∞, esto es que dado µ > 0, existe un t2, tal que para t > t2, implica que:∣∣∣∣∣
n∑

j=1+r

xj(t)

∣∣∣∣∣ < µ. (2.8)

Aśı,
n∑

j=r+1

(b̄raij(t)− b̄iarj(t))xj(t) ≤
n∑

j=r+1

(b̄ra
u
ij − b̄ialrj)xj(t) < µ,

por lo tanto, para t ≥ máx{t1, t2} = t̄, tenemos:

d

dt

[
ln

(
xb̄ir (t)

xb̄ii (t)

)]
≤ b̄iB

′
r(s)− b̄rB′i(s)−

(
αδ

2
− µ

)
.

Integrando desde t̄ hasta t, t ≥ t̄, obtenemos:∫ t

t̄

d

ds

[
ln

(
xbir (t)

xb̄ri (t)

)]
ds ≤

∫ t

t̄

[
b̄iB

′
r(s)− b̄rB′i(s)−

(
αδ

2
− µ

)]
ds,

utilizando el razonamiento anterior tenemos que:

ln

(
xb̄ir (t)

xb̄ri (t)

)
− ln

(
xb̄ir (t̄)

xb̄ri (t̄)

)
≤ b̄iBr(t)− b̄iBr(t̄)− b̄rBi(t) + b̄rBi(t̄)−

(
δα

2
− µ

)
(t− t̄),

que es equivalente a:

ln

(
xb̄ir (t)

xb̄ri (t)

)
≤ b̄iBr(t)− b̄iBr(t̄)− b̄rBi(t) + b̄rBi(t̄)−

(
δα

2
− µ

)
(t− t̄)− ln

(
xb̄ir (t̄)

xb̄ri (t̄)

)
,
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y debido a que: Br(t) ≤ Bu
r y Bi(t) ≥ Bl

i, nos queda que

ln

(
xb̄ir (t)

xb̄ri (t)

)
≤ b̄iB

u
r − b̄iBr(t̄)− b̄rBl

i + b̄rBi(t̄)−
(
δα

2
− µ

)
(t− t̄)− ln

(
xb̄ir (t̄)

xb̄ri (t̄)

)
.

Haciendo G = b̄iB
u
r − b̄iBr(t̄)− b̄rBl

i + b̄rBi(t̄)− ln

(
xb̄ir (t̄)

xb̄ri (t̄)

)
. Obtenemos:

ln

(
xb̄ir (t)

xb̄ri (t)

)
≤ G−

(
δα

2
− µ

)
(t− t̄). Aplicando exponencial nos queda:

xb̄ir (t)

xb̄ni (t)
≤ eGe−( δα

2
−µ)(t−t̄),

despejando a xr(t) se tiene que xr(t) ≤ x
b̄n
b̄i
i (t)e

G
b̄i e
− 1
b̄i

( δα
2
−µ)(t−t̄)

. Por lema(1.6),
n∑
i=1

xi(t) ≤

∆, esto es, xi(t) ≤ ∆ para todo i. Aśı xr(t) ≤ ∆
b̄n
b̄i e

G
b̄i e
− 1
b̄i

( δα
2
−µ)(t−t̄)

. Haciendo Kr =

∆
b̄n
b̄i e

G
b̄i y δr = 1

b̄i
( δα

2
− µ), obtenemos xr(t) ≤ Kre

−δr(t−t̄). Esto prueba que para

j = 2, . . . , n, xj(t)→ 0 exponencialmente cuando t→ +∞.

Ahora mostremos que x1(t) − x∗(t) → 0 cuando t → +∞, donde x∗(t) es la única

solución no trivial T-periódica de la ecuación (2.4) dada en el lema (1.8).

Consideremos los siguientes casos:

Caso1: Supongamos que x1(t) ≥ x∗(t) para todo t ≥ t0. En este caso,

d

dt

[
ln

(
x∗(t)

x1(t)

)]
=

1
x∗(t)
x1(t)

[
x′∗(t)x1(t)− x∗(t)x′1(t)

(x1(t))2

]
=

x′∗(t)

x∗(t)
− x′1(t)

x1(t)

= [b1(t)− a11(t)x(t)]− b1(t) + a11(t)x1(t) +
n∑
j=2

a1j(t)xj(t)

= a11(t)(x1(t)− x∗(t)) +
n∑
j=2

a1j(t)xj(t).
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Como x1(t) ≥ x∗(t) entonces x1(t)− x∗(t) ≥ 0. En consecuencia, tenemos que:

0 ≤ al11(x1(t)− x∗(t))

≤ a11(t)(x1(t)− x∗(t))

=
d

dt

[
ln

(
x∗(t)

x1(t)

)]
−

n∑
j=2

a1j(t)xj(t)

≤ d

dt

[
ln

(
x∗(t)

x1(t)

)]
.

Integrando desde t0 hasta t, tenemos:

0 ≤
∫ t

t0

al11(x1(s)− x∗(s))ds ≤
∫ t

t0

d

dt

[
ln

(
x∗(s)

x1(s)

)]
= ln

(
x∗(t)

x1(t)

)
− ln

(
x∗(t0)

x1(t0)

)
= ln

( x∗(t)
x1(t)

x∗(t0)
x1(t0)

)

= ln

(
x∗(t)x1(t0)

x1(t)x∗(t0)

)
.

Por lema (1.8) tenemos que
b̄1P

l
1

(aP )
≤ x∗(t) y como x∗(t) ≤ x1(t) ≤

n∑
i=1

xi(t) ≤ ∆

para todo t ≥ t0, se garantiza que x∗(t) y x1(t) son acotados superior e inferiormente

por constantes positivas. Por tanto, ln

(
x∗(t)x1(t0)
x1(t)x∗(t0)

)
< M , donde M es una constante

positiva. En consecuencia, ∫ t

t0

(x1(s)− x∗(s))ds < +∞.

Más aún, dado que x1(t) − x∗(t) es una función diferenciable no negativa tal que

x′1(t) − x′∗(t) es acotado en [t0,+∞), entonces por lema (1.9) tenemos que

x1(t)− x∗(t)→ 0 cuando t→ +∞.
Caso 2: Ahora supongamos que existe t1 ≥ t0 tal que x1(t1) < x∗(t1).

Afirmación 2.1. x1(t) ≤ x∗(t), ∀t ≥ t1.

En efecto, para cada entero positivo n, sea yn(t) la solución del problema:

x′(t) = x(t)(b1(t)− a11(t)x(t)) +
1

n
; x(t1) = x∗(t1).



26 Caṕıtulo2. Extinción de un sistema de Lotka-Volterra

Claramente yn(t)→ x∗(t), cuando n→ +∞.
Ahora dado que x1(t1) < x∗(t1) = yn(t1) probemos que x1(t) < yn(t) para t cercano a

t1 y t ≥ t1. Supongamos por absurdo que no se cumple.

Entonces existe un entero k y un número t2 > t1 tal que x1(t) < yk(t) para t1 ≤ t ≤ t2

y x1(t2) = yk(t2).

Por un lado, tenemos que:

x′1(t2)− y′k(t2) = x1(t2)

(
b1(t2)−

n∑
j=1

a1j(t2)xj(t2)

)
− yk(t2) (b1(t2)− a11(t2)yk(t2)) +

1

k

= −x1(t2)
n∑
j=2

aij(t2)xj(t2)− 1

n
< 0.

Por otro lado, por definición de derivada por la izquierda tenemos:

D−(x1(t2)− yk(t2)) = ĺım
t→t−2

(x1(t)− yk(t))− (x1(t2)− yk(t2))

t− t2

= ĺım
t→t−2

x1(t)− yk(t)
t− t2

.

Como t→ t−2 , t− t2 < 0 y además x1(t)− yk(t) < 0.

Por tanto, D−(x1(t2)− yk(t2)) = ĺım
t→t−2

x1(t)− yk(t)
t− t2

> 0. Lo cual es una contradicción.

Por tanto, para todo n y t ≥ t1 se tiene que x1(t) < yn(t).

Ahora por la continuidad de las soluciones con respecto a los parámetros y tomando

ĺımite tenemos que x1(t) ≤ x∗(t) para todo t ≥ t1.

Aśı usando el mismo argumento del caso 1 obtenemos:

0 ≤ al11

∫ t

t1

(x∗(s)− x1(s))ds ≤ ln

(
x1(t)x∗(t1)

x∗(t)x1(t1)

)
−

n∑
j=2

auij

∫ t

t1

xj(s)ds ≤ ln

(
x1(t)x∗(t1)

x∗(t)x1(t1)

)
< +∞

En consecuencia, ∫ ∞
t1

(x∗(s)− x1(s))ds < +∞.

Aśı, nuevamente po lema (1.9) se tiene que x∗(t)− x1(t)→ 0, cuando t→ +∞. �
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