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RESUMEN

En el presente trabajo, desarrollaremos en detalle una parte del articulo [1], donde se muestra
que para cada funcién lipschitz definida sobre una variedad Riemanniana M (posiblemente
infinito dimensional), para cada funcién continua e: M — (0, +00), y para cada numero positivo
r > 0, existe una funcién de clase C* lipschitz g: M — R tal que |f(p) — g(p)| < e(p) para
cada p € M y lip(g) < lip(f) + e.
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INTRODUCCION

La Mayoria de los métodos para el estudio del comportamiento de funciones sobre varie-
dades Riemanniana se aplican directamente solo a funciones las cuales tienen algin grado de
diferenciabilidad. Por otro lado muchas funciones las cuales se dan de manera natural por la
geometria de una variedad son a lo mas continuas. Por esto es importante tener a la mano
técnicas para construir aproximaciones regulares de funciones continuas. La manera estandar,
es el uso de particiones de la unidad combinado con regularizaciéon por convoluciones en una
localidad. El propdsito de este trabajo es presentar un método de aproximacion regular el cual
tiende a preservar propiedades geométricas, de nuestro interés en particular la propiedad de ser

K-lipschitz.

En este ambito Greene y Wu [8] estudiaron el problema para una variedad Riemanniana de
dimension finita utilizando la convolucién integral con un nicleo adecuado como herramienta
principal; pero este método no puede ser utilizado en dimensién infinita, pues en este caso no
se dispone de una medida adecuada para definir la convoluciéon. Debido a esto, es necesario
recurrir a una metodologia diferente, y en particular nosotros utilizamos tres técnicas distintas
para obtener el correspondiente resultado de aproximacion infinito dimensional. Por una parte
utilizamos las llamadas convolucién infimal y suprimal, una tecnica desarrollada por Lasry y
Lions en [5] que permite aproximar funciones lipschitzianas en espacios de Hilbert por funciones
de clase C! y lipschitzianas. Este método, sin embargo, no permite obtener mayor regularidad.
Para ello, utilizamos un resultado de Moulis [7] en espacios de Hilbert separables, sobre apro-
ximacién de funciones C' por funciones C* en la topologia fina de primer orden,es decir,
aproximacién de la funcién y su derivada. Finalmente, se requiere de una adecuada particion
diferenciable de la unidad para combinar estas aproximaciones locales y obtener un resultado

global.

En el primer capitulo, resumimos los conceptos basicos sobre variedades Riemannianas que
seran utilizados a lo largo de todo este trabajo, matizando muy especialmente aquellas cuestio-
nes fundamentales para el desarrollo de la teoria posterior. En este sentido son especialmente

importantes los conceptos de geodésicas y de funciéon exponencial y sus caracterizaciones.



En el capitulo 2, definiremos y desarrollaremos propiedades de los métodos de regularizacién

a utilizar, los cuales son: la convoluciéon infimal y suprimal, regularizacion de Moreau-Yosida.

Luego en el capitulo 3, utilizaremos los métodos anteriormente dados para probar que dada
una funcién f: H — R K-lipschitz y acotada, dado € > 0, existe una funciéon g: H — R K-
lipschitz C* tal que |f(p) — g(p)| < € para todo p € H y con lip(g) < lip(f) + €, donde H es
un espacio de Hilbert separable. Finalmente, mostraremos el hecho mencionado anteriormente

pero sobre una variedad Riemanniana Separable.



Capitulo 1
Nociones Basicas Sobre Variedades

En este capitulo presentamos las definiciones y resultados sobre variedades que seran uti-
lizados a lo largo de este trabajo, comenzando con la definicién de variedad topoldgica, y
generalizando de tal manera para dar el concepto de una Variedad Riemanniana modelada

sobre un espacio de Hilbert.

1.1. Variedades

Definicién 1.1. Un espacio topologico M se dice que es localmente euclideo de dimension n
st cada punto de M tiene una vecindad en M que es homeomorfa a un subconjunto abierto de

R™.

Supongamos que M es localmente euclideo de dimensién n. Si U C M es un conjunto abierto
que es homeomorfo a un subconjunto abierto de R", entonces U es llamado una vecindad de
coordenadas y cualquier homeomorfismo ¢ de U en un abierto en R"™ es llamado mapeo de

coordenadas. Al par (U, ¢) se le llama Sistema de coordenadas (o solo carta) de M.

Definicién 1.2. Una variedad topolégica n-dimensional es un espacio de Hausdorff sequndo

numerable que es localmente euclideo de dimension n.
Ejemplo 1.1. R" es una variedad, puesto que toda bola abierta de R™ es homeomorfa a R".

Ejemplo 1.2. Sea U C R" un abierto y f: U — R¥ un mapeo continuo, el gréifico de f es el
subconjunto I'(f) € R™** definido por

L(f) ={(z,y) = (x1, e, Tn, Y1, -, yx) :€ Uey = f(2)}

3



con la topologia de subespacio de R"** es una variedad.
En efecto, veamos que I'(f) es homeomorfo a U. Sea ®;: U — R™"* el mapeo continuo e

inyectivo

Op(z) = (z, f(x)).

Asi @ define un mapeo continuo biyectivo de U sobre I'(f), y la restriccién sobre I'(f) de
la proyeccién 7: R"™ — R™ es su inversa continua, luego ®; es un homeomorfismo; de donde
se sigue que I'(f) es una variedad n-dimensional.

Ahora bien, recordemos que un subconjunto S C R? es una superficie regular, si para cada

punto p € S, existe una vecindad V de p en R? y un mapeo x: U C R2 — VNS de un abierto
U C R? sobre VN S, tal que:

(a) x es un homeomorfismo diferenciable;

b) El diferencial (dx),: R? — R3? es inyectivo para todo g € S.
q

El mapeo x es llamado una parametrizacion de S en p. La consecuencia méas importante de
la definicion de superficie regular es el hecho de que el cambio de una parametrizacién a otra es
un difeomorfismo. Més preciso, si xo: Uy, = Sy x5: Ug — S son parametrizaciones tales que
x5(Us) NXa(Us) = W # 0, entonces los mapeos X' oX,: X, (W) = R? y x;'oxg: x5 (W) —

R2 son diferenciables.

Se extiende este concepto a un conjunto abstracto, como sigue.

Definicién 1.3. Una Variedad diferenciable de dimension n es un conjunto M y una familia

de funciones biyectivas x.: U, — M de conjuntos abiertos U, de R™ sobre M tales que:

(1) Uaxa(Ua) =M.

(2) Para cualquier par o, 3, con xg(Ug) Nxa(Us) = W # 0, los conjuntos x, (W) y x5 (W)

son abiertos en R™ y los mapeos X' o x,, son diferenciables.
B

(3) La familia {(Uy,X4)} es maximal relativo a las condiciones (1) y (2).

Al par (U,,X,) con p € X,(U,) es llamado parametrizacién o sistema de coordenadas de M
en p; Xo(U,) es llamada vecindad coordenada en p. Una familia {(U,,x,)} que satisface (1) y

(2) es llamada estructura diferenciable sobre M.



La condicién (3) esta incluida por pura razones técnicas. En efecto, dado una estructura
diferenciable sobre M, podemos facilmente completar esta a una maximal, tomando la union de
todas las parametrizaciones que, junto con las de la estructura diferencial satisfagan la condicién
(2). Por lo tanto una podemos decir que una variedad diferenciable es un conjunto dotado de

una estructura diferenciable.

Observacién 1.1. Una estructura diferenciable induce una topologia natural sobre M. Es
suficiente con definir A C M como un conjunto abierto en M si y solo si x.'(A N x,(U,)) es
un conjunto abierto en R" para todo a.

El espacio euclideo R"™, con la estructura diferenciable dada por la identidad, es un ejemplo
de una variedad diferenciable.

Ahora extenderemos la idea de diferenciabilidad de mapeos entre Variedades diferenciables,

y de vectores tangentes a una variedad.

Definicién 1.4. Sean My y M, variedades diferenciables un mapeo ¢: My — My es diferencia-
ble en p € M si dada un parametrizaciony: V C R™ — My en ¢(p) existe una parametrizacion

x: UCR" — My en p tal que p(x(U)) Cy(V) y el mapeo
y lopox: UCR"— R" (1.1)

es diferenciable en x (p). ¢ es diferenciable sobre un conjunto abierto de My, si esta es dife-

renciable en todos los puntos de este conjunto abierto.

Definicién 1.5. Sea M una variedad diferenciable. Sea o: (—€,€) — M una curva diferencia-
ble. Supongamos que a(0) = P € M, y sea D el conjunto de funciones diferenciables sobre M
en p. El vector tangente a la curva o en t =0 es una funcion o/(0): D — R dada por

’ d(f e} Oé)

Q=" fem (1.2)

Un vector tangente en p es el vector tangente en t = 0 de alguna curva a: (—€, ) - M
con (0) = p. El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p sera indicado por T,M y
llamaremos fibrado tangente al conjunto TM = Upe v LM,

Si elegimos una parametrizaciéon x: U — M y p = x(0), podemos expresar a la funcién f y

a la curva « en esta parametrizaciéon por

fox(q) = f(x1,..,xn) q=(x1,...,2T0), y
x toa(t) = (z1(t), ..., za(t))



respectivamente. Por lo tanto restringiendo f a «, se obtiene

d(foa
O/(O)f — (fdt ) o
0

0
— / _ /
= Z%(O)(a—xi) = (Z %(0)(8%)”-
El vector o/ (0) puede ser expresado en la parametrizacién por

@ (0) = 3O (1.9

Observe que (32)o es el vector tangente en p de la curva coordenada. La expresién (1.3)

muestra que el vector tangente a la curva « en p solo depende de la derivada de « en el sistema de
coordenadas. De esa expresion también se sigue que el conjunto 7, M, con las operaciones usuales
de funciones, forma un espacio vectorial de dimensién n, y que la eleccion de parametrizacion
determina una base asociada {(6%1)0, s (%)0} en T,M. El espacio vectorial T,,M es llamado
espacio tangente a M en p.

Con la idea de espacio tangente daremos una extensiéon a una variedad diferenciable de
el diferencial de un mapeo diferenciable entre variedades, junto con algunos teoremas cuya

demostraciones se pueden ver en el libro [2].

Proposicién 1.1. Sean My y Ms variedades diferenciables y p: My — My un mapeo diferencia-
ble. Para cada p € My y para cada v € T,M,, elegimos una curva diferenciable a: (—e€, €) — M
con a(0) = p, o'(0) = v. haciendo B = ¢ o a. El mapeo do,: T,M; — T, My dado por

dy,(v) = ('(0) es un mapeo lineal que no depende de la eleccion de c.

Definicién 1.6. El mapeo lineal definido por la proposicion 1.1 es llamado el diferencial de ¢

en p.

Definicién 1.7. Sean M, y M, wvariedades diferenciables. Un mapeo p: M; — My es un
difeomorfismo si este es diferenciable, biyectivo, y su inversa ' es diferenciable. se dice que @
es un difeomorfismo local en p € M si existen vecindades U de p y V' de ¢(p) tal que p: U —V

es un difeomorfismo.

Teorema 1.1. Sea ¢: My — My un mapeo diferencial y sea p € M; tal que dpy,: T,M; —

T,y My es un Isomorfismo. Entonces ¢ es un difeomorfismo local en p.

Ahora definiremos lo que es un campo vectorial o campo de vectores sobre una variedad

diferenciable, lo cual sera de gran uso para definir geodésicas, y luego el mapeo exponencial.



Definicién 1.8. Un campo vectorial o campo de vectores X sobre una variedad diferenciable
M es una correspondencia que asocia a cada punto p en M un vector tangente X(p) € T,M.
En términos de mapeos, X es un mapeo de M en el fibrado tangente T M. El campo X es

diferenciable si el mapeo X: M — T'M es diferenciable.

Considerando una parametrizacion x: U C R™ — M podemos escribir

= 0
X(p) = Z%(P)Tu (1.4)

i=1 Ti
donde cada a;: U — R es una funcién sobre U y {%} es la base asociada a x, i =1,...,n. Es
claro que X es diferenciable si y solo si las funciones a; son diferenciables para alguna (y por lo

tanto para cualquier) parametrizacién.

1.2. Variedades Riemanniana

Dada una superficie S C R? tenemos una manera natural de medir las longitudes de los
vectores tangentes a S, a saber: el producto interno (v, w) de dos vectores tangentes a S en
un punto p, es simplemente el producto interno des estos en R3. La manera de Calcular la
longitud de una curva es por definicién la integral de la longitud de su vector velocidad. La
definicién de (, ) permite medir no solo la longitud de curvas en .S, si no también todas la otras
ideas métricas usadas en geometria, esto nos lleva ahora a introducir en cada punto de M una

manera de medir la longitud de los vectores tangente como sigue.

Definicién 1.9. Una métrica Riemanniana (o estructura Riemanniana) sobre una variedad
diferenciable M es una correspondencia la cual asocia a cada punto p de M un producto interno
(,)p (que es, una forma bilineal, simétrica definida positiva) sobre el espacio tangente T, M, la
cual varia diferenciablemente en el siguiente sentido: st x: U C R™ — M es un sistema de
coordenadas alrededor de p, con X(x1,....,2,) =q € xX(U) y a%i(Q) = dx4(0, ...,1,...,0), entonces

(%(q}, 8%j(q)}Q = ¢;j(x1,...,x,) es una funcion diferenciable sobre U.

Es usual borrar el indice p siempre y cuando no exista posibilidad de confusién. La fun-
cién g; (= gj) es llamada la representacién local de la métrica Riemanniana en el sistema de
coordenadas x: U C R® — M. Una Variedad diferenciable con una métrica Riemanniana sera
llamada variedad Riemanniana.

Lo que haremos a continuacién es mostrar como una métrica Riemanniana puede ser usada

para el calculo de la longitud de curvas.



Definicién 1.10. Un mapeo diferenciable ¢c: I — M de un intervalo abierto I C R en una

variedad diferenciable M es llamada una curva (o curva parametrizada,).

Definicién 1.11. Un campo vectorial V' a lo largo de una curva c: I — M es un mapeo
diferenciable que asocia a cada t € I un vector tangente V(t) € T,y M. Decir que V' es dife-
renciable significa que para cualquier funcion diferenciable f sobre M, la funciont — V(t)f es

diferenciable sobre I.

de

7. es llamado campo de velocidad de c. La restriccion de una curva c a

El campo vectorial
un intervalo [a,b] C I es llamado segmento de curva. Si M es una variedad Riemanniana, se

define la longitud del segmento de curva por

b de de
b f— JE— JE—
lo(c) —/a (G gplewdt

Ahora daremos un teorema sobre la existencia de Métrica Riemannianas, vedse [2] para la

demostracidn.

Teorema 1.2. Una Variedad diferenciable Hausdorff con base enumerable tiene una métrica

Riemanniana.

1.3. Conexiones Afin

Sea S C R? una superficie regular y sea c¢: I — S una curva parametrizada en S, con

av

o (t),t € I, en general

V: I — R? un campo vectorial a lo largo de ¢ tangente a S. El vector
no pertenece a el plano tangente de S, T, S. El concepto de diferenciaciéon de un campo
vectorial no es por lo tanto una nocién de la geometria intrinseca de sobre S. Para remediar
este asunto consideramos, en cambio, de la derivada usual %(t), la proyeccion ortogonal de

4V () sobre T.)S. A este vector de la proyeccién ortogonal se le llama derivada covariante y es

dt
DV

denotado por =~(t). La derivada covariante es la derivada de V' vista desde o sobre la superficie

S.

Un punto bésico es que de la derivada covariante solo depende de la primera forma fun-
damental de S y por lo tanto un concepto que puede ser considerado dentro de la geometria
Riemanniana.

Sera indicado por X'(M) a el conjunto de todos los campos vectoriales de clase C*° sobre
M y por D(M) el conjunto de todas las funciones a valores reales de clase C*° definidas sobre
M.



Definicién 1.12. Una conexion afin V sobre una variedad diferenciable M es un mapeo

V: X(M) x X(M) = X(M)

la cual es denotada por (X,Y) — VxY y la cual satisface las siguientes propiedades.

Z) fo+gyz = fVXZ + ngZ
it)  Vx(Y+7Z)=VxY+ VxZ.
i)  VxfY = fVxY + X(f)Y,

en el las cuales X, Y, Z € X(M) y f,g € D(M).

Proposiciéon 1.2. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V. Fxiste una inica

correspondencia la cual asocia a un campo vectorial V' a lo largo de una curva diferenciable ¢

DV

5 @ lo largo de c, llamado la derivada covariante de V' a lo largo de c,

otro campo vectorial

tal que:
a) 2(V+W)=580+ 2%

b) %(fV) = %V + f%, donde W es un campo vectorial a lo largo de y f es una funcion

diferenciable sobre I.

¢) SiV es inducido por un campo vectorial Y € X (M), i.e, V(t) = Y(c(t)), entonces B =

VY.
dt

Demostracion. Supongamos que existe tal correspondencia la cual satisface a),b),c). Seax: U C
R™ — M un sistema de coordenadas con x(u) Ne(I) ¢ 0, luego la expresién local de ¢(t) =
(x1(t), ..., zp(t)) t € 1.

Por otro lado sea X; = g, asi podemos expresar localmente al campo vectorial V' = > y v X,
donde v/ = v’ (t) y X; = X;(c(t)).

Ahora bien, por a) y b)
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DV D -
- = JX.) — —_(qyJ
_ ZijX +dL
dt dt

Por ¢) e i) de la definicién 1.12,

DX;
dr Ve Xy = Vg X
d.Tl‘
= D Vx,
por lo tanto
DV dvﬂ dx;
— = X, + Z vV, X; (1.5)
J

La expresién (1.5) muestra que si existe tal correspondencia esta es unica, puesto que de-
pende de las funciones coordenadas del campo vectorial las cuales son tnicas.
DV

Para mostrar la existencia, se define == en x(U) por (1.5). Es fécil verificar que (1.5)

satisface las propiedades deseadas. Si y (W) es otra vecindad coordenada, con x(U) Ny (W) # ()
y definimos £ en y (W) por (1.5), las definiciones en x(U) Ny (W) son iguales por la unicidad

de 2Y en x(U). Se sigue que la definicién puede ser extendida sobre todo M. O

Definicién 1.13. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V. Un campo vec-

torial V' a lo largo de una curva c: I — M diremos que es paralelo cuando 2 7 = 0, para todo
tel.

Proposicién 1.3. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V. Sea c: I — M
una curva diferenciable en M y sea Vo un vector tangente a M en c(ty),tg € I (i.e. V, €
Te)M ). Entonces existen un tinico campo vectorial V' a lo largo de c, tal que V(ty = Vi),

(V(t) es llamado transporte paralelo de Vi a lo largo de c).

La demostracién de la proposicién anterior se puede ver en [2]



11

1.4. Conexién Riemanniana

Definicién 1.14. Sea M wuna variedad diferenciable con una conexion afin y una métrica
Riemanniana (,). Diremos que una conexion es compatible con la métrica (,), cuando para
cualquier curva diferenciable ¢ y cualquier par de campos de vectores P, P' a lo largo de ¢, se

tiene (P, P') = constante.

Proposicién 1.4. Sea M una variedad Riemanniana. Una conexion V sobre M es compatible
com la métrica si y solo si para cualquier par de campo vectorial V- y W a lo largo de una curva

diferenciable c: I — M tenemos

d DV DW

I ( >7> tel (1.6)

Corolario 1.1. Una conexion V sobre una variedad Riemanniana M es compatible con la

métrica si y solo si

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ) X,Y,Ze X(M).

Definicién 1.15. Una conexion afin sobre una variedad diferenciable M se dice que es simétrica

cuando

VxY — VyX = [X,Y]:=XY - YX X, Y € X(M).

Teorema 1.3. (Levi-Civita). Dada una variedad Riemanniana M, entonces existe una unica

conexion afin sobre M que satisface las condiciones:
a) V es simétrica.
b) V es compatible con la métrica Riemanniana.

A esta conexion se le llama conexion Levi-Civita o conexion Riemanniana.

1.5. Geodésicas

En lo que sigue M sera una variedad Riemanniana, junto con la conexién Riemanniana.

Definicién 1.16. Una curva parametrizada ~v: I — M es una geodésica enty € I si %(‘2—;’) =0

en el punto ty; st 7y es una geodésica en t, para todo t € I, diremos que v es una geodésica.



12

A veces, por abuso del lenguaje, nos referiremos a la imagen (/) de una geodésica, como
una geodésica.

Si~y: I — M es una geodésica, entonces
d dvy dvy D dvy, dvy
2L TN 9
dt<dt’ dt> <dt(dt> dt> ’
esto es, la longitud del vector tangente 5 d” es constante.

Ahora vamos a determinar la ecuaciones locales que satisface una geodésica v en un sistema

de coordenadas (U, x) alrededor de (). En U una curva 7 con coordenadas

Y(t) = (21 (t), - (1)),

es una geodésica, si y solo si

D dy, d’xy, g dv;dx; 0
_dt(dt)_z( dt? + 9t dt)axk

7.]

De aqui el sistema de segundo orden

dx; d
Z k4 xj:() k=1,..n,

(1) 9dt dt

dt2

Para estudiar el sistema (1), es conveniente usar el fibrado tangente T'M, el cual también
sera usado en situaciones futuras.

TM es el conjunto de pares (q,v) ¢ € M v € T,M. Si (U,x) es un sistema de coordenadas
sobre M, entonces cualquier vector en T,M ¢ € x(U), puede ser escrito como » ., yia%i.
Tomando (x1, ..., Ty, Y1, ..., Yn) como coordenadas del punto (¢q,v) en TU.

Observe que TU = U x R", esto es, el fibrado tangente es localmente un producto. Ademas
la proyeccién canénica w: T'M — M dada por 7(q,v) = ¢ es diferenciable.

Z—Z(t)) en TM.

Cualquier curva diferenciable ¢ — 7(t) en M determina una curva t — (y(t),

Si v es una geodésica entonces, sobre T'U, la curva

dxy(t) dx,(t)

E— (01(8), e T (8), s

)7

satisface el sistema

dx
1) {_ o

dy

o ==2 Fijiyj k=1,...n
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en términos de las coordenadas x1, ..., Z,, y1, ..., Y, sobre TU. Por tanto el sistema de segundo
orden (1) sobre U es equivalente a el sistema de primer orden (1’) sobre TU.

Recordemos el siguiente resultado de ecuaciones diferenciales.

Teorema 1.4. Si X es un campo vectorial C* sobre un conjunto abierto en la variedad M
y p € M entonces existe un abierto Vo C V.p € Vy, un numero 6 > 0, y un mapeo C*
p: (—6,0) x Vo = V tal que la curva t — ¢(t,q) t € (=9,0), es la unica trayectoria de X la

cual en el instante t = 0 para por el punto q, para cada q € Vj.
El mapeo ¢;: Vo — V dado por ¢;(q) = ¢(t, q) es llamado flujo de X sobre V.

Lema 1.1. Existe un unico campo vectorial G sobre T'M donde sus trayectorias son de la forma

t — (y(t),7 (1)), donde y es una geodésica sobre M.

Definicién 1.17. El campo de vectores dado en el lema anterior es llamado el campo geodésico

sobre TM y su flujo es llamado flujo geodésico sobre T M.

Proposicion 1.5. Dado p € M, entonces existe un conjunto abierto V- C M, con p € V,

numeros 6 > 0,¢; > 0 y un mapeo
v (=8,0)xU—->M U={(q,v);qeViveT,M|v|<el,

de clase C*, tal que la curva t — ~(t,q,v),t € (=0,9), es la unica geodésica de M la
cual en el instante t = 0 pasa por el punto q con velocidad v, para cada q € V y para cada

vel,M con |v|<e.

Lema 1.2. (homogeneidad de una geodésica). Si la geodésica (t,q,v) esta definida sobre el
intervalo (—6,0), entonces la geodésica y(t,q,av),a € R,a > 0, esta definida sobre el intervalo
(2.2 y

v(t, q,av) = v(at, q,v).

Proposicion 1.6. Dado p € M, existe una vecindad de p en M, un numero ¢ > 0 un mapeo C'*°
v (=2,2)xU - M, U=A{(qw);qeV,weT,M|w|<e} tal quet — ~(t,q,v),t € (-2,2),
es la unica geodésica de M la cual, en el instante t = 0 pasa por q con velocidad w, para cada

q eV ypara cada w € T,M con |w |<e.

La proposicién anterior permite introducir el concepto de mapeo exponencial en la siguiente

manera.
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Definicién 1.18. Sea p € M y sea U C TM el conjunto abierto dado en la proposicion (1.6).
Entonces el mapeo exp: U — M dado por

()

e:vp(q,v) = 7(17(]71}) = ’7(’ v ’7% m) (CL’U) € u7

es llamado el mapeo exponencial sobre U.

Es claro que exp es diferenciable. En mas aplicaciones, podemos utilizar la restriccion de

exp a un subconjunto abierto de T}, M, esto es, se define
exp,: B(0) C T,M — M

por exp,(v) = exp(q,v). Denotaremos por B(0) una bola con centro en el origen de T, My
de radio e. exp, es diferenciable por serlo v y ademas exp,(0) = q.
Geométricamente, exp,(v) es un punto de M obtenido por desplazarse una longitud | v |,

desde ¢, a lo largo de una geodésica la cual pasa por ¢ y con velocidad inicial igual a ﬁ

Proposicién 1.7. Dado q € M, existe € > 0 tal que exp,: B.(0) C T,M — M es un difeomor-

fismo de B(0) sobre un subconjunto abierto de M.

Demostracion. Consideremos la curva a(t) = tv, € T,M. Note que a(0) = 0 y /(0) = v. El

mapeo (exp, o a(t)) = exp,(tv) en t = 0 tiene el vector tangente

< erp(t)) o = (1(La, 1)) o

d
= %(’Y(tvcbv)) |t:0: v.

Se sigue que
d(expy)o(v) =v
por lo cual d(exp,)o es la identidad de T, M, asi resulta ser un isomorfismo local, por lo tanto

exp, es un difeomorfismo local en una vecindad de 0. O

A continuacion daremos una generalizacién de algunos conceptos dados anteriormente, basi-

camente tomadas del Lang [3] y del articulo de Fernando Lépez-Mesas Colomina [6]

Definicién 1.19. Una Variedad de clase CP modelada sobre un espacio de Hilbert E, es un

congunto M y una familia (Uy, p;) que satisfacen las siguientes condiciones:
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(1) Cada U; es un subconjunto de M, y los U; cubren a M.

(2) Cada p; es una biyeccion de U; sobre un subconjunto abierto p;(U;) de E, y para cualquier
i,J, wi(UiNU;) es un abierto en E.
(3) El mapeo
piow; ti(UiNU;) = ;Ui N ;)

es un CP-isomorfismo para cada par de indices i, j.

Definicién 1.20. Una variedad Riemanniana (M, g), es una variedad M de clase C*° modelada
sobre un espacio de Hilbert H (posiblemente infinito-dimensional), tal que para todo p € M
existe un producto escalar g(p) = g, = (.,.)p en el espacio tangente T,M ~ H, de modo que

x|, = ({(x,x),) define una norma equivalente en T,M para todo p € M.
p p p

Si una funcién f: M — R es diferenciable en p € M , la norma de la diferencial df (p) € T, M

en el punto p se define por

1df () |lp = sup{df (p)(v) : v € TMy, [Jv]l, < 1}.

Para un camino,y: [a,b] — M , de clase C' , definimos su longitud por

o) = [ 19 )l

Para dos puntos p,q € M , definimos la distancia d entre p y ¢ como
d(p,q) = mf{L(7) : v es un camino de clase C* que une py q en M},

cuando p y ¢ estdn en la misma componente conexa de M |y d(p,q) = oo en el caso
contrario. Entonces d es una métrica en M (denominada g-distancia en M ) la cual define la
misma topologia que la dada en M. Para esta métrica definimos la bola cerrada de centro p y

radio » > 0 como
B(p,7) = By(p,7) :={q € M :d(p,q) <r}.

Exponemos, a continuacion, algunas propiedades de la funcion exponencial, pero antes da-

remos la definicién de ser K-lipschitz.

Definicién 1.21. Sea E un espacio métrico, sea funcion f: E — R, llamaremos constante de

lipschitz de f y denotada por lip(f) a:
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lip(f) = mf{L>0:[f(p)— f(q)| < Ld(p,q),p,q € M}
Sup{\f(p) - f()l .

:p,q € M, .
i a) D, q p%q}

Si lip(f) es finita diremos que f es lipschitz, y si K > lip(f) diremos que K es una constante
de lipschitz de f o que f es K-lipschitz. Mas atn, si f es diferenciable con derivada acotada se
tiene que lip(f) = ||df||sup- Ver [6].

Lema 1.3. Sea M una variedad Riemanniana. Una funcion f: M — R es K-lipschitz, si y
solo si es localmente K-lipschitz, es decir, para cada p € M existe un entorno U, de p tal que

para todo pi,ps € U,
[f(p1) — f(p2)| < Kd(p1,p2)-

Vamos a finalizar este Capitulo con un resultado que nos sera ttil a lo largo de la memoria

y que nos proporciona una importante propiedad de la funciéon exponencial.

Teorema 1.5. Sea M wuna variedad Riemanniana, p € M. Ve > 0 existe r > 0 tal que st
0 < 0 < r tenemos que exp,: B(0,,6) — B(p,0) es un difeomorfismo (1 + €)-bilipschitz (es
decir, las aplicaciones exp,: B(0,,0) — B(p,d) y (exp,)~*: B(p,d) — B(0,0), son (1 + ¢€)-
lipschitz).

Véase [4] para una demostracion.



Capitulo 2
Métodos de Aproximacion

En este capitulo estudiaremos algunas herramientas que nos seran de utilidad para obtener

los resultados deseados de aproximacion.

2.1. Convoluciéon integral

En los espacios de dimension finita podemos definir las convoluciones integrales de dos fun-
ciones reales de la forma clasica y gracias a esta definiciéon podemos aproximar, uniformemente
en los acotados, a una funcién continua por una funcién de clase C! y que guarde varias de las

propiedades de la funcién original (como son la convexidad, la Lipschitzianidad, etc.).

Definicién 2.1. Dada una funcion f: R" — R y una funcion g: R™ — R se define la convo-

lucion integral f con g como la funcion:

frg@) = [gn FW)g(x —y)dy.
Por otro lado si para toda funcién continua f: R"™ — R definimos la sucesién { fi }rew por
fr(x) = frou(x) = [p. fy)er(z —y)dy,

donde las funciones ¢;: R” — R son de clase C*, [.. ¢r = 1y sop(¢r)C B(0, %) (estas
funciones ¢y, se conocen como nicleos de convolucién) se tiene que dado € > 0 existe un entero
N = N(e) > 0 tal que |fx(z) — f(x)| < € para todo x € R"™ y para todo k > N.

Este método de aproximacion diferenciable tiene muchas ventajas sobre otros, puesto que la

convolucién integral preserva muchas de las propiedades geométricas que f pueda tener, como

17
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por ejemplo la convexidad o la lipschitzianidad. Es decir, si f es K-Lipschitz entonces f; es
K-Lipschitz también.

Para variedades Riemannianas finito-dimensionales, Greene y Wu [8] usaron un refinamiento
de este procedimiento de convoluciéon integral para obtener resultados muy ttiles sobre aproxi-
macién diferencial de funciones lipschitz o convexas definidas sobre una variedad Riemanniana.
Desafortunadamente, el método de convolucion integral falla en dimencién infinita, debido a la
falta de una medida adecuada como la medida de Lebesgue, y en su lugar han sido empleados

otros métodos.

2.2. Convolucion infimal

A continuacién daremos la definicién y algunas propiedades bésicas de la convolucién infimal

de dos funciones.

Definicién 2.2. Sean f,g: E — R, donde E es un espacio normado. se define la convolucion

infimal o suma epigrdfica , de f y g por
[ *ing g(v) = inf{f(w) +g9(v—w):we E}
Andlogamente si f,g: E — R, se define la suma hipogrdfica de f y g por
f #hip 9(v) = sup{ f(w) + g(v = w) 1w € B},
Para una funcion f: E — R, se define el epigrafo de f por
epi(f) = {(v,t) € E x (—00,00] : t > f(v)}
y el epigrafo estricto de f por
epis(f) = {(v,t) € E x (—o00,00] : £ > f(v)}.
Por otro lado si C, D C E yA € R se denotan por:
C+D:{v+w:veC,w€D} y)\C:{)\v:veC}.
Para una funcion f: E — R, se define el argumento minimo como

argmin(f) = {U ceE:fv)= inff(E)}.
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A continuacién enunciaremos las propiedades més elementales de la convolucion infimal de

dos funciones.

Proposicién 2.1. Sean f,g,h: E — R, entonces:

(1) (f *ing 9) *ing h = [ *ing (g *ing h).
(3) €pi5(f *inf g) = 6p7:sf + episg'

(4) argmin(f) + argmin(g) C argmin(f *i,yg) , es decir, si v minimiza o f en E y w

minimiza a g en I, entonces v+ w minimiza a f *iny g.
(5) si [y g son convexas, entonces f x5 g es conveza.
(6) si f es concava, entonces f i, g es concava para toda g.
(7) si f es afin y g es conveza, entonces f *y,5 g €s afin.

Demostracion. Comenzamos con (1):

Seav € B

(f #ing 9) ing h(v) = it { f g gw) + h(v — w)}

= inf{inf{f(u) +g(w—u)} + h(v —w)}

weFE \uek

= {0 + g0 -0+ b - )}

= inf {7(w) +glw—w) +h(v—w)}

= inf {f(u) + g(w —u) + h(v —w)}

= a{lotn 10—} s}
= 522{51612@@) +h((v—u)—p)} + f(U)}

— il { () + g %ins W0 — )}
= [ *ins (g *ins h) (V).

Por lo tanto (f *inf 9) *inf b = f *ins (g *ins h).
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Ahora probaremos (2), tomemos v € F

[ g g(0) = il {F(w) + (o~ w)}

wek

= i {fv—u)+g(u)}

uek

= g*ing f(v).

Como v € F es arbitrario se cumple que la convolucién infimal es conmutativa.

Para probar (3) se hara por doble inclucién, esto es probaremos
(i) epis(f *ims g) C epis(f) + epis(g)
(i) epis(f) + epis(g) C epis(f *ins 9)-

Note primero que

epis(f) + epis(g) = {(U,t) € E x (—o0,00] : t > f(v)} +{(W',t') € E x (—o00,00] : t' > g(v')}
= {(v+7,t+t) € Ex(—00,00]:t> f(v),t' > g(v)}

epis(f *impg) = {(v,t) € E x (—00,00] :t > f #ins g(v)}
= {(v,t)eEx(—oo,oo]:t>£161]1;{f(u)+g(v—u)}}.

Sea (v1,11) + (v2, t2) € epis(f) + epis(g), luego (vi,t1) € epis(f) y (v2,t2) € epis(g); por lo que
t1 > f(v1) y ta > g(va).

Por otro lado f *i,f g(v1 + v2) = infweE{f(w) + g(v1 + vo — w)}, como f(vy) + g(ve) €
{f(w) + g(vy + vy — w)} se tiene que f(v1) + g(ve) > f *ins g(v1 + v2).

Asity +to > f(v1) + g(ve) > f*ing g(v1 +v2); por lo tanto (vq,t1) + (ve,ta) € epis(f *inf g),
con esto se cumple (ii).

Reciprocamente, sea (v,t) € epis(f *ins g), esto es t > f #;,p g(v). Existe t' tal que
t >t > [y g = Wigep{f(w) + glv — w)} = m. Asl existe wy € E tal que
m > f(wo)+g(v—wy) < t' < t. Entonces (v,t) = (wq,t' — g(v—1wp))+ (v —wp, t’ — g(v—wo+1),
donde (wog,t — g(v — wg)) € epis(f) v (v — wo,—t' + glv — wy + t) € epis(g) puesto que
flwy) < t'—g(v—wp) y comot’ >t —t'+g(v—wp)+t > glv—wy), luego (v,t) € epis(f)+epis(g),

con lo que se cumple (i). Por lo tanto (3) queda demostrada.
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Vamos a demostrar (4):
Si v minimiza a f y w minimiza a g en F, entonces para todo vy,vs € E tenemos que

f(v) + g(w) < f(vy) + g(ve), luego para todo u € E se tiene

fring g +w) = f{f(z) +g(w+v—2)}
f) +g(w) < uilré%{f(vl) +g(u—v1)}
f*z'nf g<u>

IN

Esto es Inf{ f *;,r g} > f*iny g(v+w) > Inf{f *;,r g}, po lo tanto v+ w minimiza a f *;,f g.

Ahora vamos a demostrar (5):

Para ello usaremos el siguiente lema.

Lema 2.1. Sea E un espacio normado, y sea G: E X E — R convera en E X E; definamos

v: E— R por(v) = inf,cp G(v,u). Entonces i) es convera en E.

Demostracion. Sean v,w € E, dado € > 0 existen uy,us € E tales que ¥(v) + € > G(v,u1) y
(w) + € > G(w, ug), ahora para todo ¢ € [0,1) se tiene

blto+ (1= thw) = fof Gltv+ (1 - Hw,u)
g(w + (1= tyw, tuy + (1 — t)up)
G(t(v,ur) + (1 = t)(w, uz))
tG(v,w) + (1 — £)G(w, uz)
t(w) +e)+ (1 —t)(¥(w) +¢)

= t(v) + (1 — p(w) +e

VAN | VAN

IA

Como € es arbitrario se tiene que ¥ (tv + (1 — t)w) < t1p(v) + (1 — t)(w) + €, por lo tanto ¥ es

convexa. O

Siguiendo ahora con la demostraciéon de (5), consideremos G: E x E — R definida por

G(v,w) = f(w) 4+ g(v — w). G es convexa en F x E, en efecto
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G(t(v,w) + (1 —=1)(v,wn)) = G(
= ftv+ (1 —t)vy)+gtv+ (1 —t)vy —tw — (1 —t)wy)
= flv+ (1 =t)v) +g(t(v —w) + (1 = t)(vy — wn))
tf(v) + (1 =1)f(v1) +tg(v —w) + (1 = )g(vr — wy)
tLf () + g(v —w)] + (1 = )[f (v1) + g(v1 — wr)]
tG(v,w) + (1 — t)G(vy.wy).

tv+ (1 —t)vy, tw + (1 — t)w,y)

IN

Entonces por el lema anterior tenemos que f *;,r g(v) = inf,,eg G(v, w) es convexa en E.

Ahora demostraremos (6):
Supongamos que f es concava y g cualquier funcién. Entonces para cadau € Ev — G, (v) =
g(u) + f(v —u) es céncava por serlo f, y como el infimo de funciones céncavas es una funcién

céncava, obtenemos que la funcién v — f #;,5 g(v) = inf,ep G, (v) es concava.

Por ultimo vamos a demostrar (7):
Si f es afin y g es convexa entonces por (5) f #;,7 g es convexa, y por (6) f ;s g es concava.

Luego f ;¢ g es convexa y a la vez céncava, es decir, f *;,¢ g es afin. [

Definicién 2.3. Sea f: F — R, donde E es un espacio normado. Se dice que [ estd minorada

cuadrdticamente si existe ¢ > 0, tal que f(v) > —£(1+ ||v||*) para todo v € E.

Definicién 2.4. Sea E un espacio normado, f: E — R y A > 0. Se define la reqularizacion

de Moreau-Yosida de f por:

fa(w) = it { f(u) + oollo — ulP}, Yo € B.

uelR

Es decir, fx = [ *ins %H 2.
Andalogamente, suponiendo que f: E — R y pu > 0 se define la reqularizacion hipografica

Moreau-Yosida de f por:

() = sup{ £ () - inv —ul} e k. (2.1)

Es decir, f* = f *pip QMH 2.
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Proposicién 2.2. . Sea (E, || -||) un espacio normado y f: E — R. Entonces

(1) fr < f, para todo \.
(2) Si0< X <\ entonces fr < fy < f.

(3) f*=—(—fu), para todo p > 0.

(4) nf,ep fr(v) = inf,ep f(v). De hecho cualquier minimo de f es minimo de fy; y si f es
semicontinua inferiormente, entonces cualquier minimo de f\ es también minimo de f;
es decir

argmin(fy) = argmin(f)
st f es semicontinua inferiormente.

(5) (f)\)u = f)‘ﬂi st A > 0.

(6) si [ es convexa, entonces f\ es conveza.
(7) si f es concava,entonces fy es concava.
(8) si f es afin, entonces fy es afin.

(9) si [ es invariante por un conjunto de isometrias de E, entonces fy también lo es. Es decir
si {T; : i € I} es un conjunto de isometrias de E tal que f(T;v) = f(v) para todo i € I,
entonces fr(Tiv) = fA(v) para todo i € I.

Demostracion. Las propiedades (1) (2) (3) son obvias,vamos a demostrar (4):
Sabemos que

inf fi(v) = inf inf{f(uv)+ %”U —ul*}

veEE veEFR uer

1
= nf {f(u)+ ﬁHv —ul|*}

v,uel

e 1 2
= inf 1nf{f(u)+ﬁ||v—u|| }

ueE veFE

= fuf f(u),

uekE

pues como f(u) < f(u) + s5llv — wul|® Yo € E, en particular cuando

v=u, f(u) € {f(u) + 5 /lv—ul*}.
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Luego el infycp fo(v) = inf,cp f(v). Sea v minimo de f; como 0 es minimo de g = 55| - ||?,
por la proposicién 2.1 (4) nos dice que v+0 = v es minimo de f*;,rg = fi. Luego argmin(f) C
argmin(fy).

Por otro lado supongamos que f es semicontinua inferiormente, sea v minimo de fy, veamos
que v es minimo de f:

Dado n € N existe u,, € E tal que

Ly
2\ '

Como n es arbitrario existe una secuencia {u, }n,cn tales que cada u, satisface

FA(0)+ % 2 flu) +

1
0< 3l =l < A+ - F)

< hlo)+ 2~ ii(f)

= Wf(f) + - — inf(f) = -

Asi cuando n — oo se tiene que ||[v —u,||* — 0, por lo que u,, — v y como f es semicontinua

inferiormente obtenemos que

flv) < liminf f(u,) < lixriinf(f,\(v) + %)

n—o0

= fi(v) = f(fy) = mf(f).

de aqui se sigue que f(v) = inf(f), por lo tanto v es un minimo de f.

Astargmin(fy) C argmin(f),si f es semicontinua inferiormente, y en consecuencia argmin(f) =

argmin(f)
Vamos a demostrar (5): Sea v € E luego

) 1 >
(Aulv) = {3 (w) + 57l = el

e 1 oy , 1 2
= Inf {fnf{f(u) + 55 llw - u] }+2MHU wl|"}

1 1
= () + grlhw ) + o — )
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= if {f(w)+ inw — P} + 5ol = wlP)
= f{f(u)+ mf{ Sl =l + —Hv —w|*}},

por lo que

(f)u(v) = I {f(u) + mf{ e —ul* + —Hv —w|[*}} (2.2)

Ahora veamos que I'waeE{ﬁHU —w|? + Fljw — uHQ} = lv — u||?. En efecto, sea

2)\+,u
w € F, dado € > 0 existe NV € N tal que

lw = wul[lw = vl < e(A+ p)N.

Ahora bien
1 2 _ 1 2
sl = o Jo+w—w—ul
_ _ 2
- mum w)+ (w = u)|

= 2A+M(Il(v —w)ll + | (w —u)})*

1
< —w)|I? + [[(w — u)||* +2|v — -
< oyl -l II(w w)|”+2[lv = wiflw — ul])
_ 1 2 2
= g+ 2A+ l(w ="+ 37 lo = willw =l
1 1
< —lw—w)|?+ =]|(w—w)|? A+ p)N.
< gm0l + 53litw =)+ e+ p)

1 1 1
Luego MI|U—UIIQ < ﬂll(v—w)l|2+5!\(w—U)H2+€N~

2X +

Como € es arbitrario se tiene que
1
2N+ 1

1 1
lv —ul* < ﬂll(v —w)|” + g ll(w =)l

1 1 1
g vl SinfweE{ﬂ||U_w||2+_||w_u”2}'

Como w € E es arbitrario se tiene que
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1
Por otro lado tomando w = ﬁ(,uu + \v) € E, se tiene que
L

gl =l + g5l —ul? = o= 5
AU+ pv — pu — Av
A+
1=l 1 =P
2 (A + p)? 20 (A +p)?

> N 2
= G Tl

Q4+ Avdu + pu I

12+
2\ A

L

S S FRTE
2\ ) '

Asi
1

220+

1 1
ggg{ﬂ\!v—w“ZﬂLﬁHw—uw} = lv —ulf*. (2.3)

Se sigue de (2.2) y (2.3)

(Fu(0) = in{f(u)+
= f/\+u<v)-

1
lv = ull*}
1

Como v € E es arbitrario se concluye que (f\) = fitu-

(6) (7) (8) son consecuencia de (5)(6)(7) de la proposicién 2.1, teniendo en cuenta que

g= %H . H2 es convexa y que f *j,r g = fi.

Vamos a demostrar (9): sea T; una isometria de E, luego

fTw) = b () + 55T ul?)
= inf (/(T) + o5 1T — )}
= i (/(T) + 5l — ulP)
= inf (/) + 5l — ul)
= fav).
En virtud de lo anterior f) es invariante por isometrias si f lo es. O

Proposicion 2.3. Sea E un espacio normado y X > 0 si f: E — R es K-lipschitz sobre E

entonces la funcion f(v) = fuep{f(u) + 5x|lv —ul[*} es K-lipschitz sobre E.
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Demostracion. Note que

, 1 N B LTI
it {f(w) + oo = ullP} = fuf {0 — )+ Jul’}

asi podemos redefinir a fy por

P = g 7w =+ o)

uel

Sea u € F fijo definamos g: ¥ — R por

1 2
9(v) = f(o = w) + 5

Veamos que g es K-lipschitz; sean v,w € E

|9(v) = g(w)]

= [flv—u) = flw—u)
Ko —u—(w—u)]|
Kllv —wl|,

IA

1 2
(o =) + S5 llufl” = (f(w - )

1 2
+ o< llulP?)

Se sigue de lo anterior que g es K-lipschitz; luego f\ es el infimo de funciones continuas y

K-lipschitz por lo tanto es K-lipschitz.

1

De manera similar se demuestra que para p > 0 f*(v) = sup,ep{f(u) — 2—||v — ul]*} es

continua K-lipschitz si f lo es.

[]



Capitulo 3

Aproximacion de Funciones Lipschitz

Definidas en una Variedad

3.1. Aproximacion en un espacio de Hilbert

Habiendo estudiado en la capitulo anterior las propiedades de la regulariozacién de Moreau-
Yosida procedemos a introducir ahora la regularizacién de Lasry y Lions. Esta técnica de
regularizacion es un método explicito que conserva la convexidad,concavidad o afinidad que
pretenden ser regularizada.

El resultado clave es que cualquier funcién minorada cuadraticamente, su sup-inf convolucién
con normas al cuadrado (f)* es una funcién de clase C*!. Una funcién es de clase C*! cuando
es de clase C! y su derivada es lipschitziana.

A continuaciéon enunciaremos el teorema de Lasry y Lions cuya demostracién puede verse
en [5]
Teorema 3.1. (Lasry y Lions) Sea H un espacio de Hilbert y sea f: H — R una funcion

continua tal que existe ¢ > 0, con f(v) > —g(l + ||v||?) para todo v € H. Entonces la funcion

(f\)*: H— R definida por:

1 1
(F2)"(0) = sup o { () + 55w =l = o = w}

weE u€
verifica que (fx)* € CYY(H), para 0 < p < X < % Ademdas si f es uniformemente continua y

acotada en H, se tiene que (fx)* converge uniformemente a f cuando 0 < p < X — 0.

Es importante notar que por la proposicién 2.3 tenemos que si f es k-lipschitz entonces

(fA)" es también k-lipschitz sobre H.

28
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En lo que sigue vamos a demostrar el resultado de aproximacion de una funcion lipschitz y
acotada en un espacio de Hilbert separable. Este resultado se obtiene utilizando la técnica de
regularizacion de Lasry y Lions de convoluciones sup-inf que acabamos de ver, con el siguiente

teorema de Moulis cuya demostraciéon puede verse en [7].

Teorema 3.2. (Moulis) Sea U un subconjunto de un espacio de Hilbert separable H. Sea
f: U — R una funcién de clase C', y sea e: U — (0,00) una funcién continua. Entonces
eziste una funcion g: U — R de clase C* tal que | f(v) — g(v)| < €(v) y ||df (v) —dg(v)]| < e(v)
para todo v € H.

Ahora se enuncia y demostra el resultado central de esta seccion.

Teorema 3.3. Sea (H,| -||) un espacio de Hilbert separable, sea f: H — R wuna funcion
lipschitz y acotada, y sea € > 0. Entonces existe una funcion g: H — R lipschitz de clase C'™

ta que | f(v) — g(v)| < € para todo v € H, y Lip(g) < Lip(f) + €

Demostracion. Denotaremos K = lip(f). Como f es lipschitz y acotada en particular es mino-
rada cuadraticamente, asi por el teorema de Lasry Lions se tiene que las funciones (f,)*: H — R

dada por:

1 1
B — . o2 12
()" (0) = sup fnf { £ () + 5ollw =l = o flo = wl* .

son de clase C1! sobre H y convergen a f uniformemente sobre H cuando 0 < u < A — 0.

A partir de esto podemos escoger p, A suficientemente pequeno con 0 < p < A < 0 tales que:

() (v) = fv)] < (3.1)

NN e

para todo v € H
De la proposicién 2.3 (fy)* es K-lipschitz. Por otra parte, en virtud de que (fy)* es de clase

C', podemos usar el teorema 3.2 para encontrar una funcién g: H — R de clase C™ tal que

lg(w) = (1 <5y lldg(v) —d(f)"] < (3.2)

NN e
N

para todo v € H.
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En consecuencia para todo v € H (utilizando (3.1) y (3.2)),

[f(v) = g(v)] = 1f(v)
f(v)
+

g(W) + (f2)"(v) = (f2)"(v)]
(1) = g(v)]

IN

N
NN e

€
2
€

Veamos por tltimo que lip(g) < lip(f) + €
Recordemos que lip(g) = sup,cy ||dg(v)||; ademds usando la proposicién 2.3 y por (3.2) se

puede verificar que ||dg(v)|| < lip(f) + €, de donde se obtiene el resultado deseado. O

3.2. Aproximacién de Funciones Lipschitz en Variedad Riemanniana

Separable

Definicién 3.1. Una particion de la unidad sobre un conjunto M subordinada a una familia
de conguntos abiertos {Uy}acs de M es una familia de funciones ,: M — [0,1] que satisface

lo siguiente:

(1) sop(vs) C Uy, para cada c.
(2) La familia {sop(ta)}acs es localmente finita
(8) Para cada punto x € M, tenemos que » 1, = 1.

Teorema 3.4. Sea M wuna variedad Riemanniana separable, sea f: M — R una funcion
lipschitz, sea e: M — (0,400) una funcién continua, y r > 0. Entonces existe una funcion

g: M — R de clase C* tal que |f(p) — g(p)| < e(p) para todo p € M, y lip(g) < lip(f) + 7.

Demostracion. Denotaremos por K = lip(f); sin perdida de generalidad podemos suponer que
e(p) < g para todo p € M. Ademas fijemos un numero real positivo € (p) = ¢ suficientemente
pequeno tal que

(K(1+¢)(1+é) <K+ g (3.3)

Por otra parte, para cada p € M, se toma (5; > 0, suficientemente pequeno tal que la funcién
exponencial exp,: B(0p,30,) — T,M sea un difeomorfismo (1 4 ¢)-bilipschitz de clase C> de
la bola B(0,,30;) sobre la bola B(p,3d}).
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e(p)

En virtud de la continuidad de f, y € en p, existe un §; de manera tal que | f(p)— f(q)| < —=

2
para todo ¢ € B(p, 307), y existe 62 tal que |e(p) —e(q)| < ig), para todo ¢ € B(p, 363) de esto

e(p)

ultimo se sigue que €(q) > —, para todo ¢ € B(p, 353).

Por lo antes expuesto podemos tomar &, = min{d;,d>,07}, y asi se cumple que

1. exp,: B(0p,30,) C T,M — B(p,36,) es un difeomorfismo bilipschitz de clase C°.

2. 17(0) ~ 1) < 2 para todo g € B(p,35,).

3. €(q) > @ para todo ¢ € B(p,30,).

En virtud de la separabilidad de M existe un subconjunto D = {p, : n € IN} denso

y numerable de M, asi consideremos a M = |,y B(pn,0n), donde denotamos d,, = d,, v

nelN
€, = €(p,) con 6, tales que se satisfacen 1.,2.,3 para cada p,.

Para cada n € IN, definamos una funcién f,,: B(0,,,36,,) — R por

fulv) = [f(expy, (v))

la cual es K (1 + €)-lipschitz. Podemos extender a f,, a todo T, M definiendo

fuw) = inf - {fo(w) + k(1 +)]Jo —wl,}

weB(0p,,,30p,, )

Luego fn es una extension lipschitz de f,, a todo T;,, M, la cual es acotada sobre conjuntos aco-
tados (por ser lipschitz), pero no es acotada sobre todo T}, M. Sin embargo podemos modificar
fn fuera de la bola B(0,,40,,) de manera tal que resulte acotada en todo T,,, M. Para ello, sea
C = sup{|fn(v)| +1:v € B(0,,)} vy definamos

—C s fn(v) <-C
fn(v) = fn(v) si —C S fn(v) S C
+C s C < fo(v)

Note que f, es acotada y tiene la misma constante de lipschitz de fn, la cual es menor o

igual a K (1 +¢), esto es f, es una extensién acotada K (1 4 €)-lipschitz de f, a todo T},, M.

A continuaciéon vamos a construir una particién de la unidad diferenciable de clase C'*
subordinada al cubrimiento {B(py, 26,) }new de M, y a estimar las constantes de lipschitz de

cada una de las funciones de la particion.
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Para cada n € IN tomemos una funcién diferenciable 6,,: R — [0,1] tal que #,, = 1 sobre

3
—00,0,] v 0, = 0 sobre [=d,,+00), y definamos ¢,,: M — |0, 1] por
2

On ([l exp,, (P)Ip.) sip € B(pn,30,)
©on(p) =
0 en otro caso

Cada una de la funciones ¢, son de clase C* y lipschitz, puesto que 6, y exp,, son de clase

C* vy lipschitz. Ademéds para cada n se ha de notar que:

(i) ¢n = 1 sobre la bola B(p,, d,) en efecto:

Sea p € B(pn, 0,) luego exp,!(p) € B(0,,,06,) de donde || exp, ! (p)llp, < 6, de aqui que
O(llexp,, (P)llp.) = 1, luego ¢n(p) = 1 para cada p € B(pn, on)

3 3
(ii) ¢, = 0 sobre M \ B(pp, §5n), puesto que si p € M\ B(p, §5n), entonces p € B(py, 36,) \

3 3 3
B(pn,één) 6 p ¢ B(pn,3d,); ahora si p € B(pn,3d,) \ B(pn,één) entonces §5n <
| expy, " (D), < 30w, asi (|| exp,, (p)llp,) = 0, de donde se sigue que ¢,(p) = 0. De
lo contrario si p ¢ B(pn, 30,) tenemos que ¢, (p) = 0, por definicién.

Definamos las funciones ¢: M — [0, 1] por

Y=o [J(1— )

Jj<k

con Y1 = p1; note que ¥, es Cy-lipschitz donde

Ci:= Y _lip(g))

J<k
pues se tiene que el producto de dos funciones lipschitz es m-lipschitz, donde m igual a la suma

de las respectivas constantes de lipschitz.

Ahora mostraremos que {1, },en es una particién de la unidad diferenciable de clase C'*°
subordinada al cubrimiento {B(py, 20,,) }new de M. Es claro que v, es de clase C* en M.

Note que

(1) sop(vn) C B(pn,2d,), para cada n, en efecto, si p,(p) = 0 entonces ¢, (p) = 0, esto es si
p € M\ B(pn, §5n) entonces ¥, (p) = 0 en consecuencia, 1, (p) # 0 implica que p € B(p,, 5571),

3
por lo que sop(¢n) C B(pn, 504) C B(pa, 20a), por lo tanto sop(¢n) C B(pn, 20,).
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(2) La familia {sop(iy,) }nen es localmente finita, en efecto, seap € M y k =min{j : p €
B(pj,9;)}, luego 1 — ¢, = 0, pues ¢y, = 1 sobre B(py, 0).

Supongamos que sop(¢,)NB(py, ) # 0 para algin I > k, luego existe x € sop(¢,)NB(px, o),
esto es © € sop(yr) y © € B(py, 0x) como x € B(py, dx), por lo antes mencionado 1 — ¢y (z) = 0,
pero como k < [ se sigue que ¢(z) = 0, asi x € sop(¢y) v ¥(x) = 0, pero B(pg,dx) es una
vecindad de x tal que B(pg,dx) N{y € M : ¢y(y) # 0} = 0, lo cual implica que x ¢ sop(¢), lo
cual contradice lo antes supuesto, por lo tanto sop(¢;) N B(pg, o) = () para todo [ > k.

De lo antes expuesto, se tiene que para cada p € M existe una vecindad de p que intercepta
a una cantidad finita de conjuntos de la familia {sop(1,,)}nen, por lo que dicha familia es
localmente finita.

Veamos que Y ¥, (p) = 1 para todo p € M, para ello demostremos por induccién la siguiente

propiedad:
N

i =1-JJ(1—¢) YN eN (3.4)

i=1
Es claro que ¢y = 1 — (1 — 1) = 91. Supongamos que (3.4) se cumple para k, veamos que

se cumple para k + 1

k41 k
Z Y = Z Vi + Yy
i=1 i=1

k k

~ - H(l — ) + P H(l )
k

= 1= H(l — @) (1 = $rp1)

= 1—H(1_90i)

i=1

por lo tanto la propiedad (3.4) es valida para todo N.
Recordemos que M = | J, ey B(Pn,0r). Sea p € M, luego existe N tal que p € B(py,dn) en

consecuencia se tiene que, 1 — pn(p) =0y ¢,(p) = 0 para n > N, por tanto

S = D i)
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Asi {¢, e s una particion de la unidad diferenciable de clase C*° subordinada al cubrimiento
{B(pn,20n) }nen de M.
Como consecuencia del teorema 3.3 existe una funcién diferenciable g,,: T},, M — R de clase

C* tal que

~ €n
lgn(v) — fu(v)| < 70, 1) para todo v € T, M (3.5)
Y
lip(gn) < lip(fa) +€ S K(1+¢)+¢ (3.6)

Ahora bien definamos nuestra aproximacion g: M — R por
= Z wn(p)gn(eXp;} (p)) paratodop € M.

Veamos que g esta bien definida, observe que si p € B(p,,3d,) para algun n, entonces
la exp, es un difeomorfismo de clase C* de B(0,,,3d,) sobre B(p,,36,) asi la expresion
Un(p)gn(exp, ! (p)) esta bien definida y es diferenciable de clase C> sobre B(py,3d,). Ademds,
si p ¢ B(pn,20,) para algin n, entonces 1, (p) = 0, pues sop(¢,) C B(pn, 26,) en consecuencia
para todo p & B(py, 30,) supondremos que la expresiones 1, (p)gn(exp,, (p)) se anulan. Por lo
tanto g esta bien definida y es diferenciable de clase C*° sobre M.

Procedamos ahora a verificar que ¢ y lip(g) aproximan a f y lip(f) respectivamente, como
es requerido.

Sea p € M (fijo), consideremos k = min{j : p € B(p;,0,)}, luego ¢, = 0 sobre B(py, Ji) para
[ > k. Estimemos |f — g|. Note que como p € B(pn, ) para m < k, justificamos la siguiente

notacion v,, = eXp;Wll (p) € T,,,, M, entonces tenemos que

l9(p) — f(p)| = an(p)gn(vm)—f(p)‘
~ Zwm@)gm(w—f(p)]

m<k

m<k m<k
= |3 tnw)lgm(on) f(p)]\

m<k

= [ @) gm(om) = Fonl)]

m<k
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< Z wm |gm Um f;n(vm>|

m<k
< Z:kd)m( m Z@/)m
< ) dmlp)e(p Zwm p) = €(p).
m<k

Finalmente, veamos que Lip(g) < K + r. Como g estd definida sobre una variedad Rie-
manniana, en virtud del lemal.3 es suficiente mostrar que g es localmente (K + 7)-lipschitz.
Tomemos a € M y consideremos k = k(a) = min{j ca € B(p;,0; } luego ¢y = 0 sobre
B(pg, 0x) para [ > k. Sea también

0y = min{&l, 09, ..oy Ok, O — d(a,pk)},

Fpq={m € {1,..k} : B(pm,20m) N {p,q} # 0}.

Note que si p,q € B(a,d,), entonces:

(i) Para todo m € {1,...,k}, tenemos que p € B(pm, 30,) si ¢ € B(pm, 20,), en efecto, pues

d(pm,p) < d(pm,q) +d(q,p)
< 20, + g
< 26, 48, =36,

Simétricamente ¢ € B(pm, 30m) si p € B(pm, 20,,); como consecuencia para cada m € F,,
tenemos que p,q € B(pm,30m); en particular si m € F,,, entonces v, = exp,’(p),
Wy, := exp, ' (¢) estan bien definidos y tenemos que

D)d(p,q) (3.7)

19 (Vi) = g (wi)] < (K + 5

en efecto, usando (3.6)

19 (0m) = G (W) < (K(1+€) 4 €)[[vm — Wllpn,
= (K(1+¢)+ )| exp; ! (p) — exp,, (0)]lon
< (K(1+€)+€)(1+€)d(p,q) < (K + )d(p, q)

2
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(i) m € IN\
sop(¢y) N B(pg, dx) = 0, para todo | > k

Fpq entonces ¥m(p) = 0 = ¥m(q); pues el sop(Ym) C B(pm,20m) y el

Por lo tanto para p,q € B(a,d,) (usando la notacién v,, = exp};}l (p), ¥y wm = exp;i (q) ), se

sigue que

» 9(P) = D omer,, In(Om)Um(P), 9(0) = X e, Im(Wmn)¥m(q),
. 1 = Zmer’q ,lvbm(p) = Zmeryq ¢m(Q)’ y
= |gm(vm) = gm(wm)| < (K + 5)d(p, q), sim € Fpq.

fijemos p, ¢ € B(a,d,). Puesto que Zmerq f(p)(Wm(q) — ¥Ym(p) = 0 se tiene

9(p) — 9(q)

En consecuencia,

l9(p) — 9(q)|

<

<

IN

IN

D I Wm)m®) = D gm(wm)m(

;qgmwm)wm(p) - XFjgm W)Y (g ij fp — P (p)
g,qgm(vm)@bm(@* ;qgm(vm)%@ )

(Z 9o (V) (0) Z 9o (0) o (0)) = > S ) = bulr)
( ;éqgm (Vi) ¥m(q ;qugm (W )V (g ) :
;p;mwm)wm ) ij fp — Y (p))

EXF:M(Qm(vm) = G (W) ¥m(q) :

;;’qwm(vm) — fon () (W (p) = ¥ (9)) + ZF (I (Vm) = Gon (1) )Y ()

usando (3.5) (3.7) y el hecho de que 1, es C,-Lipschitz se obtiene que

meFy 4 meFp.q
€m r
m;;q mcmd(p, q) + m;%q(K + §)d(p, Q) Um(q)
> %d(p, q) + (K + g)d(p, q)
meFy 4

e(a)d(p, q) + (K + =)d(p,q) < = + (K +

5 5 Z)d(p, q) = (K +r)d(p,q)
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como a € M es arbitrario, esto demuestra que g es localmente (K + r)-lipschitz, es decir que
Lip(g) < Lip(f) + . O
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