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RESUMEN

En este trabajo, proponemos un algoritmo de método de punto proximal inte-
rior basado en una casi-distancia tipo entrépica homogénea de orden p, con p > 2,
para la minimizaciéon de la funcién casi-convexa, acotada inferiormente y continua-
mente diferenciable, sujeta a restricciones de no-negatividad. Ademas se establece
la buena definicion de la sucesion generada por el algoritmo y obtenemos dos resul-
tados de convergencia importantes, una de estas es que la sucesiéon converge a un
punto estacionario y la otra son las condiciones suficientes para que el punto de con-

vergencia sea solucion del problema. Esto fue considerado por [12]| para el caso p = 2.

Palabras claves: Método punto proximal, programacion casi-convexa y casi-distancia.






Notaclones

(-,-): Denota el producto interno Euclideano en R™.
||I-||I: Denota la norma Euclideana en R™.
R} = {z € R" |z > 0}.

R}, ={z € R" |z > 0}.

Dada la funciéon f : R" — R diferenciable,
V f(z): Representa el gradiente de f con respecto a x.
(Vf(x)):: Denota la i-ésima derivada parcial de f con respecto a x.

Vidy(z,y): Denota la derivada parcial de dy con respecto a la primera compo-

nente.
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INTRODUCCION

El algoritmo de punto proximal para minimizacion de una funcién convexa f(x)

en R™ genera una sucesion {2*}reny € R", dada por el siguiente esquema iterativo:

. 2
s :argm1n{f(x)+)\kHa:—ka }, (1)
zeR™
donde \j, es una sucesion de nimeros positivos y ||.|| denota la norma euclideana en

R™ y es denominado niicleo cuadratico en este caso. El método fue originalmente
introducido por Martinet |7] y esta basado en la aproximacion proximal de Moreau
[8] (1965) de f, definida por

fu(2) :ilaf{f(u)—i—i||x—u\|2},,u>0. (2)

El método de punto proximal fue posteriormente estudiado y desarrollado por
Rockafellar [10, 11] (1976) estableciendo una relacién con los métodos del tipo la-
grangeano aumentado. En 1992, Teboulle [13] introdujo el método de punto proximal
entropico basado en la imitacion del mapeo proximal de Moreau, que sustituye a la
distancia cuadratica en (1) y (2) con la siguiente casi-distancia tipo-entrépica, tam-

bién llamada ¢-divergencia:

dy(z,y) = Z vip(@i/yi), (3)

donde ¢ : R — (—00, 0] es una funcion estrictamente convexa, propia y cerrada
que satisface ciertas condiciones. Una eleccion importante de ¢ es el caso en que
¢(t) = tin(t) — t + 1, la cual, con la correspondiente d, es conocida como la fun-
cion Kullback-Leibler entropica, que involucra el término t1n(¢), de alli el término
entrépico |9, 13].

El algoritmo tipo-proximal basado en ¢-divergencia fue originalmente usado para

minimizar una funcién convexa sujeto a restricciones no negativas x > 0, la cual
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genera una sucesion {z*}ey C R, definida como:
>0 @
k= argmin, . {f(x) + Aidy(, xk)} )

En [12] se enfocaron en una clase de algoritmo tipo-proximal de la forma (4) para
minimizar una funcién casi-convexa con una funciéon casi-distancia homogénea de

segundo orden, definida por:

Z?:l y12¢ (%) , Y € ]R:L__i_

400, en otro caso,

dg(z,y) := (5)
donde ¢ representa el nicleo y esta definida con uno de dos tipos especiales de
¢ y una funcién cuadrética. Esta funcion ¢ satisface ciertas propiedades que son

desarrolladas para la minimizacién y la convergencia del siguiente problema:

min f(x)

s.a. x>0,

(6)

donde f : R®™ — R es una funcién propia, casi-convexa, acotada inferiormente y
diferenciable. Puesto que no requerimos la convexidad de la funcién f el esquema

iterativo para el algoritmo es la siguiente:

{ 20 >0 )

"t € argming.o { f(2) + edy(z, 2%) }

donde A\ es una sucesiéon de ntimeros positivos. En este articulo se estableci6 la con-

vergencia total de la sucesion {z*}ren generada por (7).

Otros trabajos consideran ntucleos llamados distancias de Bregman, con diferentes
propiedades a las casi-distancias que aqui consideramos, sin embargo, solamente los
nombramos puesto que no seran objeto de nuestro estudio principal.

Finalmente, el problema a considerarse en el presente trabajo es el de estudiar
el algoritmo proximal de tipo-entrépico considerados en [12] pero ahora con una

casi-distancia homogénea de orden p, definida por:

Z?:l yzp(b (%) , conp Z 27 T,y € RiJr

400, en otro caso,

de(x,y) == (8)



la cual fue usada en [4] para programacion convexa y en este caso la usaremos para
minimizar en el primer ortante con una funcién casi-convexa.

El proposito de este trabajo es establecer la convergencia completa de la sucesion
{2*}rew generada por (7) con la casi-distancia definida en (8), bajo ciertas suposi-

ciones para el problema casi-convexo (6).

El resto de este trabajo esta organizado de la siguiente manera: en el capitu-
lo 1, presentamos algunas definiciones y resultados bésicos que seran usados en los
siguientes capitulos. En el capitulo 2, presentamos la definiciéon del nucleo ¢ y las
propiedades de la casi-distancia d,. Basado en la funcion casi-distancia homogénea
tipo-entrépica de orden p, dg, en el capitulo 3, se define el algoritmo tipo-proximal
interior y se prueba la convergencia completa de la sucesion generada por este algo-

ritmo. Finalmente, en el capitulo 4, presentamos las conclusiones y trabajo futuro.






CAPITULO 1
PRELIMINARES.

1.1. Conceptos basicos

En esta seccion, presentaremos algunos resultados preliminares que seran usados
en los siguientes capitulos.
Debido a que el algoritmo con que trabajaremos esta basado en una casi-distancia,

daremos la siguiente definicién de funcion casi-distancia en un conjunto no vacio X.

Definicién 1.1. [5] Sea X # 0, con X C R", una funciéon d : X x X — R, se

denomina casi-distancia en X si, y solo si, para todo x,y € X se cumplen:
(1) d(z,y) >0,
(i1) d(z,y) =0z =y.

Se dice que d es una casi-distancia en X', debido a que le falta satisfacer la simetria

y la desigualdad triangular, para que sea una distancia o métrica en X.

Ahora definimos cuando una sucesion es Fejér convergente asociada a una casi-

distancia.

Definicion 1.2. (ver [5]) Una sucesion {y*}ren es Fejér convergente en un conjunto
no vacio U C R"™ con respecto a una funcion casi-distancia d(-, -), si para cualquier
u € U tenemos que d(u, y*™) < d(u,y*). Cuando d es la distancia euclideana, {y"}

es llamada Fejér convergente en U.

Tenemos el siguiente resultado, el cual nos seré 1til para la demostraciéon de uno

de los teoremas importantes de analisis de convergencia.
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Proposicion 1.1. (ver [5]) Si {y*}ren es Fejér convergente en un conjunto no vacio
U C R™ entonces {y*}ren es acotado. Si un punto clausura y de {y*}, con y € U

entonces y = limy_, o0 y*.

Demostracion. Como {y*} e es Fejér convergente en U, entonces ||y* — ul| < [|y° — ul|
para cualquier u € U. Asf, {y*} estd contenida en una bola de centro u y radio
|y° — u||, por tanto es acotada.

Para la segunda parte, sea {7+ } una subsucesion de {y*}, tal que limy_,, 47 = y. Co-
mo y € U, por ser {y*}1en Fejér convergente en U, entonces la sucesion {||y* — y||}
es decreciente y no-negativo, y tiene una subsucesion {||y’* — y||} el cual converge a

; lo que implica

0. Entonces la sucesiéon converge a 0, es decir, 0 = limg_,, Hyk -y

y = limy_, o ¥ O

La siguiente definicién basica, serd usada en la mayoria de las definiciones y

resultados posteriores.

Definiciéon 1.3. |9] Dada la funcion de valor real extendida f : R" — (—o0, +00],

denotamos su dominio por:
domf :={zx e R": f(z) < 400}

y su epigrafo por:
epif = {(z,8) € R" x R: f(x) < A},

Entonces, f se dice propia si domf # 0y f(z) > —oo, Vo € domf, y [ es una

funcién cerrada o semicontinua inferior si epif es un subconjunto cerrado de R™ x R.
Como en este trabajo se va a trabajar con problemas de minimizacion diferen-
ciable, necesitamos la siguiente definicion.

Definiciéon 1.4. [9] Supongamos que f : R" — R una funcién diferenciable. En-

tonces,

(a) Para un problema de optimizacion irrestricta de minimizacion de f(x) con

z € R", 2* es llamado un punto estacionario si V f(z*) = 0.



(b) Para un problema de optimizacion restricta de minimizacion de f(z) con z €
C, donde C es un subconjunto no vacio y convexo de R", es llamado punto

estacionario si

Vf(x*)(z —2*) >0,Vz € C.

En lo que sigue presentamos la definiciéon de un funcién casi-convexa, el cual es

el principal objeto de estudio de nuestro trabajo.

Definicion 1.5. [6] Sea f : R" — R una funciéon propia. Entonces f es llamada

casi-convexa si y solo si, para cualquier z,y € domf y 5 € (0,1), se cumple:

f(Bz+ (1= B)y) <méx{f(x), f(y)}.

Figura 1.1: Gréafica de una funcién casi-convexa.
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Con el proximo resultado, tenemos una caracterizacion de una funcién casi-
convexa mediante sus conjuntos de nivel. Este resultado seré utilizado para demostrar

que le conjunto U usado en el analisis de convergencia, sea convexo.

Proposicion 1.2. [1] La funcion propia f : R — R es casi-conveza si y sdlo si el

conjunto de nivel S¢(a) :={x € R": f(z) < a} es convero para cualquier a € R.

Demostracion. (=) Supongamos que f es casi-convexa, y sean z,y € Sy(a) entonces,

para a € R se tiene que, f(z) < ay f(y) < a. Asi, como z,y € domf entonces:

fBr+ (1 =Py) < miax{f(z), f(y)}, V€ (0,1),

< a.

Por lo tanto, S¢(a) es convexo.

(<) Ahora supongamos que S¢(«) es convexo para cualquier o € R. Sean z,y €
domf entonces z,y € S¢(a), tomando o = méax{f(x), f(y)}, luego Sz + (1 — By €
S¢(a), VB € (0,1) (por ser Sy(ar) es convexo), entonces f(fz + (1 —fB)y) < a =
max{ f(z), f(y)}, VB € (0,1). Asi, f es casi-convexa en R". O

Figura 1.2: Grafica de una funcién casi-convexa y sus conjuntos de nivel.



Ahora presentamos otras caracterizaciones, pero para funciones casi-convexas di-
ferenciables, el cual seran usadas para demostrar el Lema 1.1 (este lema es importante

para el anlisis de convergencia del algoritmo).

Teorema 1.1. Sea ¢ una funcion diferenciable en un intervalo T C R. Entonces

es casi-convexra en L si y solo si la siguiente implicacion se cumple:
ti,t9 € I, gO(tg) < (,D(tl) = @,(tl)(tg — tl) < 0. (].].)

Demostracion. Ver demostracion en [3] pagina 42. O

Proposicion 1.3. /3] Supongamos que f : R" — R es diferenciable. Entonces f

es casi-convexa sty solo si para cualquier x,y € R™ tal que,

flx) < fly) = (Vfly),z—y) <0. (1.2)

Demostracion. (=) Supongamos que f es casi-convexa y sean z,y € R" con f(z) <
f(y). Consideremos la restriccion ¢(t) = f(y + t(x — y)), t € [0,1]. Tenemos que
¢'(t) = VI(y +tlz —y)'(z —y) y ademas p(1) = f(z) < f(y) = ¢(0), asi por
Teorema 1.1 implica que

¢'(0)(1-0)<0 = Vf(y)'(z—y) <0,
= (Vf(y),z—y) <0.

Por lo tanto (1.2) se cumple.

(<) Supongamos por absurdo que f no es casi-convexa, entonces existe una restric-
cion ¢(t) = f(y + t(x — y)), xz,y € R™, t € [0,1], la cual no es casi-convexa (por
Teorema 2.2.10 de [3]) y en consecuencia del Teorema 1.1, existe t1,%o € [0,1], tal
que, ©(t2) < @(t1) y @'(t1)(f2 —11) > 0. Seay =y +t1(z —y) y T =y + t2(z — y),
entonces, f(7) = f(y +t2(z —y)) = o) < o(t) = fly +ti(z —y)) = f(H) ¥

ademas,

T = W) - W he )
- ()
= (v—y),

tQ—tl
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luego,

¢t) = (z - ¥)'V @),
= o @-DVI@)

En consecuencia,

¢'(t)(ta—t) = (T-7)'Vf(H) >0

lo cual es una contradiccion (ya que contradice a (1.2)). O

Lema 1.1. [12] Supongamos que f : R — R es casi-convexa y diferenciable. Si

V() # 0y fly) < f(x), entonces (Vf(x),y —x) <0.

Demostracion. Como f es continua y casi-convexa, entonces existe 0 > 0, tal que
z € B(y,d) implica f(z) < f(z), donde B(y,0) = {w € R™ : |ly —w| < d}.

Tomando

8 Vi)
TYTN@I
Luego,
il 8 Vi SIVI@I 5 _
=21 = v S5 | = 2w~ 3 <

Asi, Z € B(y, d) lo cual implica que f(2) < f(z), por la Proposicion 1.3 se tiene que:
§ Vf(z)

(Vi@ 2= <0 = (VI)y+ 3ron o) <o,
- Vo >+5‘=|vvj;(8>|=\ .

= (Vf(x),y —x)+ —||Vf(33)||<0

= (Vf(x),y—x) < -3 ||Vf(x)|| <0.

Para finalizar este capitulo, presentamos los siguientes resultados que son usados
para probar que las funciones definidas en el capitulo siguiente, sean estrictamente

convexas o fuertemente convexas.
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Proposicion 1.4. [2]/ Sea C C R"™ un conjunto convezo, sea f : R" — R una
funcion dos veces continuamente diferenciable en C' y o un escalar positivo, se tiene

que

(i) Si V2f(x) es definida positiva para cualquier x € C, entonces [ es estricta-

mente conveza en C.

(ii) f es fuertemente convexa si y sélo si V2f(x) — al es semidefinido positivo,

Vo € R", donde I es la matriz identidad.

Demostracion. (i) Porla Proposicion A.23 (b) del apéndice A de [2], para cualquier

x,y € C' tenemos

F) = F@) + (g~ ) V() + 5y~ 2V f (@ + aly — 2))y o),

para algin a € [0, 1]. Luego usando la hipotesis que V2 f(x) es definida positiva

para cualquier x € (', tenemos que,

fy) > f@) + (y — 2)'Vf(z), Yo,y € C.
Por lo tanto f es estrictamente convexa en C, (Por Proposicion B.3 (a) de [2]).

(1) Ver prueba de la Proposicién B.4 de [2].






CAPITULO 2

FUNCION CASI-DISTANCIA d¢ Y SUS
PROPIEDADES.

En este capitulo presentaremos la definiciéon del ntcleo ¢ y estudiaremos las

propiedades de la funcién de dos variables dy inducida por ¢ usando la férmula:

Z?:l(yi)pgb (%) , conp 2 27 z,y S Ri-{-

400, en otro caso.

d¢(3§, y) =

Ahora presentamos la definicion de las clases de funciones @ y algunas propiedades
que son usadas en el contexto de optimizacion. Esto es debido a que nuestra funcion

casi-distancia depende de una funcion ¢ € .

Definicién 2.1. [12]
Sea ¢ : R —(—00, +00] una funcion propia convexa cerrada y dome C [0, 400).

Asumimos que
(1) ¢ es dos veces continuamente diferenciable en int(domy) = (0, +00),
(i7) ¢ es estrictamente convexa en su dominio,
(422) lHmy o+ ¢'(t) = —o0,
(i) ¢(1) = (1) =0y ¢"(1) > 0.

Denotaremos por ® las clases de funciones que satisfacen (i) — (iv).

Dado ¢ € @, definimos las siguientes subclases de ®:
o={ped:d(NA-1/) <) <L Wm(E), ¥i>0p  (21)
b= {ped: (N1 -1/) <) <G E-1), V=01  (22)
Como In(¢) < (t—1), Vt>0y ¢"(1) >0, claramente, &; C &, C P

13
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Ejemplo 2.1. |9] Bajo suposicion que 0 In(0) = 0 definimos las siguientes funciones

propias, convexas y cerradas:
e1(t) =tln(t) —t+1, domy, =[0,+00), (2.3)

po(t) = —In(t) +t—1, domps = (0,+00), (2.4)

Ahora demostraremos que ¢, o € Py
P1(t) =In(t) +1 -1 =1In(t) y ¢{(t) = 1/t. Luego, ¢1 es dos veces continuamen-
te diferenciable en int(domy;) = (0,4+00), ademas es estrictamente convexa en su

dominio, lim; o+ ¢)(t) = —c0y ©1(1) = (1) =0y {(1) =1>0. Asi, p € Dy
P 1/t) = (1= 1/t) < G4(t) = In(t) = (1) In(t), Ve >0

Luego, ¢ € &1 C &s.

Figura 2.1: Grafica de la funcion ¢;.

Por otro lado
oh(t) = =1/t + 1y py(t) = 1/t%. Luego, ¢y es dos veces continuamente diferen-
ciable en int(domeps) = (0, +00), ademés es estrictamente convexa en su dominio,
limy o+ p5(t) = =00y ¢a(1) = ¢5(1) =0y 5(1) =1 > 0. Ast, pp € Py
wo(1)(1=1/1) = (1 = 1/1) = @5(t) < In(t) = £Y(1) In(t), VE>0

Por lo tanto, @, € & C P,
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Figura 2.2: Gréfica de la funcion ¢,.

A continuacién presentamos la definicion del nucleo ¢, definida como la suma de
una funciéon ¢ € ® y una funciéon cuadratica. Luego en las propiedades de ¢, tenemos

que ¢ € ® y ademas bajo algunas condiciones es fuertemente convexa en su dominio.

Definiciéon 2.2. [12] Dado ¢ € ® y los pardmetros > 0 y v > 0. Se define como

ntucleo, a la funciéon convexa propia cerrada dada por:

Blt) = pplt) + S (t = 1)% (2.5)

Observacion 1. (Propiedades de ¢)

(a) ¢ € D.

En efecto, veamos que se cumple las condiciones (i) — (iv) de la definicion 2.1

(i) ¢ es dos veces continuamente diferenciable en int(dom¢) = (0, +00), ya
que ¢ € Py g(t) = (t — 1)? son dos veces continuamente diferenciable en

(0, +00).

(17) ¢ es estrictamente convexa en su dominio, ya que ¢ y ¢ son estrictamente

convexa en el domao.
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(7i1) Como ¢'(t) = uy'(t) + v(t — 1), entonces,

lin /(1) =l (ug'(t) +w(t — 1)

t—0t+

= —o00, (yaquep>0y lim ¢'(t)=—0c0).
t—0t

(1) ¢(1) =¢'(1) =0y ¢"(1) > 0,
En efecto

Como ¢(1) = 0 = ¢'(1), entonces:
6(1) = pp(1) + 5 (1= 1 =0 = u (1) + v(1 = 1) = ¢(1),
y ademas, ¢"(1) = p”"(1) +v > v > 0, (ya que pp”(1) > 0).

(b) ¢ es fuertemente convexa en su dominio, si v > 0.
En efecto,
Sabemos que ¢”(t) > 0, Vt € domy = dome, entonces, ¢"(t) = ue"(t) + v >
v > 0, Vt € dom¢. Asi, ¢ es fuertemente convexa en su dominio (por la

proposicion 1.4).

Los siguientes lemas estan demostrados para p = 2 en [9] y [12], y nosotros lo
generalizamos para p > 2.
En el siguiente resultado mostraremos las propiedades de la funcion casi-distancia d,

las cuales seran empleadas en el capitulo siguiente para el anélisis de convergencia.

Lema 2.1. Dado ¢ € ® y los parametros ;n > 0 y v > 0, y sea ¢ el nicleo definido
como en (2.5) y

Z:’L:l(yi)pgb (%) , con'p Z 27 T,y € ]Rr-:-—i-

400, en otro caso.

dy(z,y) = (2.6)

Entonces,
(a) dg es una funcion homogénea de orden p en R, .

(b) Para cualquier y € R%, fijo, la funcion dy(.,y) es estrictamente conveza en

R% . Si, adicionalmente, v > 0, entonces dy(.,y) es fuertemente convexa en

n
R™, .
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(c) Para cualquier (z,y) € R, x R}, do(x,y) > 0, y dy(x,y) = 0 si y sdlo si
xr=1.

(d) Si o € &1 0 Py y {y*}rew C R, una sucesion que converge a j € R,

entonces para cualquier x € R, la sucesion {dy(z,y")}ren es acotada.

Demostracion. (a) Sean z,y € R}, y Para o > 0, se tiene:

dy(ow, ay) = Zn:(ayi)pcb (ax)

QY
N po [ Li

a Zapy’¢<y~)’
= apny¢(ﬁ),

i=1 Yi

= aPdy(z,y).

(b) Sean z,z € R’y arbitrarios, y € R’ fijo y para Va € (0,1) y como ¢ es
estrictamente convexa entonces, se tiene que:

n

doloz+(1-a)sy) = 3 ()0 (

=1

< Z anto (2) + - ants (2],

= oo (D) v e (2),
i=1 ' i=1 '

= Oéd¢(x,y) + (1 - Oé)d¢(l’, y)

ax; + (1 — a)zi>
Yi ’

Ahora veamos que si v > 0 entonces dy(.,y) es fuertemente convexa, lo cual es
lo mismo probar que he(t) := &P¢(t/€), para & > 0 es fuertemente convexa en
Ryy.

En efecto,

) = e (é) 1oy (é)

3
h(t) = 729" (é) =2 (/up” (é)) + P72 > P2 > 0.
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Como h¢(t) > &2y > 0, Vt € Ry, entonces h es es fuertemente convexa en

R4+ (por la proposicion 1.4).

(¢) Como ¢ es estrictamente convexa en su dominio y ¢'(1) = 0 (ya que ¢ € )

entonces ¢ alcanza un minimo global en ¢ = 1, entonces:
o(t) > o(1) =0, Vte dom ¢.

Asi, dy(z,y) >0, Y(z,y) € R xRY,.

Por otro lado,

ds(w,y) =0 & > oo (Zj—) =0, Vi
i=1 v

& Y (x—> =0, Vi

Yi
= qs(ﬁ):o,vz
Yi
& ﬁ: , (yaque p(t) =0 & t=1)
& gz—yi,Vz
S =y

(d) Por definicion de ¢ y dy tenemos que:

o) = S (—) |

i=1 Yi

-y lmyf)% (5) = 300 (5 - 1)] |

=1
= ST e () + S (- o)
i=1 Yi 2
Asi,

n

do(z,y¥) =) {u(yf)”so (%) + g(yf)”‘2 (i — yf)z} : (2.7)

i=1 i

Si p(t) es acotado para cualquier ¢t > 0 entonces la conclusion es obvia. Discu-

timos los siguientes casos:
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Caso (i) : ¥; > 0 para cada i € {1,...,n}. Como {y*}reny — ¥; para cada i,
lim dy(x,y*) = lim En: n(ybPe (S8} + 22 (o — ob)?
k—+o00 At k—+00 1 ! yzk 27" ‘ ! ’
- _ L Vi, \p— _
= 3 umre (2) + 5 -
i=1 i

Luego, {d¢,(x, yk)}ke]N es convergente, y por tanto acotada.

Caso (i1) : Existe un indice ig € {1,...,n}, tal que, 7, = 0. Dadas las suposicio-
nes y el Caso (i) es suficiente probar que la sucesion {(yf )Po(x;/yk )} es
acotada. Para cualquier £ € IN, usando la convexidad de ¢ y el hecho de

que (1) = 0, tenemos que:

() e (2) (2 )

(yi‘;) e ) \yk

= () =2 () (1)

ye ) =7 \yE ) \yk ’

T T;
< (yh )Py (—) (—Z — 1),

( > K v/ \ui,
Z; _ X
S by (—) < (i (—) (e — o).

= (yf )Py

yio yio
X _ X
T s\w o (2) -]
yio yiO
Luego,
kyp=1 0 [ Li By S (P [ 28
()P | = ) (@i =) > Wi )Po (| = | (2.8)
yio yi()
o)

e () -y <-uhre (). o)
Si ¢ € ®y entonces
(L= 1/t) <¢'(t) < "(1)(t = 1), VE>0.

Sustituyendo t = z;/ yf; en la inecuacion anterior

k
" yio / X Vi Z;
¢"(1) (1——> < (—) < (1)(——1),

k
Y; Z;
= 8- o) < (3) S e @10
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De la desigualdad derecha de (2.10), suponiendo que z; —yfo > 0y usando

(2.8),
Z;
o' (W) —yt) > yby (y_k)
io
_ _ Z;
()P 2" (D) (2 —yl ) > (yh)yp 'y (y_k) (2 — b)),
io
T
> (yF )P <—)
Asi,
Z; _
A (y—) < WE P2 (1) (s — o). (2.11)
io

Ahora, de la desigualdad derecha de (2.10), suponiendo que x; — yf;’) <0
y usando (2.9),

AN
|

N

S

=

S
VR

|
N——

lo cual es una contradiccién.

De la desigualdad izquierda de (2.10), suponiendo que z; — yfo >0y
usando (2.9),

lo cual es una contradiccion.
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Ahora de la desigualdad izquierda de (2.10), suponiendo que x; — yfo <0
y usando (2.8),

k

Yi Z;
"1 ﬂxi_ k < k | v 7
©"( )xi( Yie) < Ui "

k
— Yi _
(w2 (D=2 e = wiy)* = ()¢

1

2
Yi
(g P! x;
%0'/(1);—i($i—yﬁ))2 > (WEyPe |+ )
Asi,
(yh !
T

AL (y—) < ')

10

(z — yp)% (2.12)

Combinando las inecuaciones (2.11) y (2.12) se tiene:
E\p Ly [ " E\p—2 kN2 (yzko)p_l k2
(Vi)' " < mdx 4 " (1) (5, )" (i = )7 0" (D)= (i = i) -
20 1
Por lo tanto, {(y)Pe(x;/yt)} es acotada para cualquier ¢ € @5 y en con-
secuencia la sucesion {dy(z,y")}rew es acotada. Como ®; C @y, la sucesion

{ds(z,y*)}rew también es acotada para ¢ € ;.
[

Observacion 2. Por el Lema 2.1 (a) — (¢) se tiene que dy definido por (2.6) es una

funciéon casi-distancia convexa homogénea de orden p, con p > 2.
Finalmente, presentaremos una propiedad favorable de dy, el cual juega un papel
importante en el analisis de convergencia en el proximo capitulo.

Lema 2.2. Para cualquier a,b € R, yc € R}, con ¢ € 2 y ¢ definido como en
(2.5), entonces,

(¢ = b, Vidy(b,a)) < méx {(a;)""*} [0(llc — al|* — lle = bII*) = 7 [[b — al*],

con 0:= (v + ug"(1))/2 y 7= (v — pg" (1)) /2

Demostracion. Como ¢ € ®q, entonces de (2.2) se tiene que:

¢ (t) < @"(1)(t —1),Vt > 0.
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Sustituyendo ¢ = b;/a; en la inecuacién anterior y multiplicando por ¢;(a;)P~

_ bj _ :
cja;)P ¢! <_]) < ()P " ()b —a;), 5 =1,...,n.

aj

Ademas también por (2.2) se tiene que:

—J(t) < —"(1)(1 = 1/1), ¥t > 0.

(2.13)

Sustituyendo ¢ = b;/a; en la inecuacion anterior y multiplicando por (a;)?~! obtene-

mos que:

e (2) <ty (2-1) =

~(wr ! () £ P W - ) = Len

a;

Por otro lado definimos:

Viah) = (@r e (2) o (”_)) Va,be R,

a1

Luego, usando (2.7), con y* = y, tenemos,

do(,y) = i lu(yz-)ps@ <z—) + g(%)p‘Q (z; — yz-)z] .

i=1 !

En consecuencia,

V1d¢(xa ?J) =V

:
= Ve () +
)

= (u(yl)p‘ld <%

n

n

=y (2) e (?)) (@ @ =) ) (- 0)

n

(2.14)

(2.15)

)2 =)ot e () 4 ) = ).

v
Fry)P 2 (@ = y), e () (%) + v (ya)'7? (wn — yn))t 7

Usando la igualdad anterior, con x = b, y = a y usando también (2.15), se tiene lo

siguiente:

t

Vids(b,a) = p¥'(a,b) + v ((a1)P (b1 — ar), - . ., (an)" 2 (by — @) .

(2.16)
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Ahora sumando las dos inecuaciones (2.13) y (2.14), con j = 1,...,n se obtiene,

o)l ("—) bty (b—) < o) (b — ay)
+ (a;)P " (1) (a5 — by),

p(c; —bj)(a)' 'y (b_]> +v(a)P (e = b)) (b —a;) < " (1)[(a)P % (c;(b; — ay)

a;

+aj(a; —b;))] + v(a;)P"*(¢; — b;)(b; —

= (a)"?[ue" (1) (¢; — a;)(b; — aj))
+ v(¢; — bj)(bj — aj)].

Asi,

@;

(¢; — b)) {u(aj)f"lgo’ (b—J) +u(a)P (b —ay)| < d g (1)(e; — a;)(b; — ay))

+ V(Cj - b])(bj - aj)], j = ]_, o, .

Luego, sumando sobre j = 1,...,n la tultima desigualdad y usando (2.16), obte-
nemos:
(= b,Vidg(b,a)) < Y (a;)P 2" (1)(cj — a;)(b; — 7)) + v(c; — b;)(b; — ay)),
j=1
< méx {(a;)""} Z;[/w”(l)(cj — a;)(bj — a;)) + v(¢; = b;)(b; — a;)],
J:
= (00 g (Dl — b — )+ e — b0 — ).
<j<n
Entonces,

(c—b,Vidy(b,a)) < méx{(a;)P*} [up"(1){c —a,b—a) +v{c—b,b—a)].

1<j<n

Usando las identidades,

1
{c=a,b—a)= (e~ all* = lle = blf* + b — al*)

1
(e=bb—a)=(llc- all* = fle = blI* = flo = al®),

a;)
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en la inecuacion anterior se tiene que,

(¢ =0, Vidy(b,a)) < % meix {(a;)" Hpe" (1 D(lle = all* = fle = blI* + [Ib — al*)

T v(lle = all* = lle = blI* = [Ib = al*)],

5 i {(a;)" H (" (1) +v)(le —all® — e = blf*)
—ne" (D) [ = all’],

= méx {(a;)" }O(lle — all”* — le = bl") = 7o — a|]”],

1<5<n

- (v

donde 0 = (v + p¢"(1)) /2y 7 = (v — " (1)) /2.



CAPITULO 3
METODO TIPO-PROXIMAL INTERIOR.

3.1. Algoritmo

En este capitulo, consideraremos un algoritmo tipo-proximal basado en la funcién
homogénea de orden p, con p > 2, d, para el siguiente problema de optimizacién

casl-convexa:

3.1
s.a. x > 0, (3.1)

{ min f(x)
donde f: R"™ — R es una funcién propia y casi-convexa.
El algoritmo RIPM basado en una casi-distancia homogénea de orden p = 2,
fue propuesto en [12] para problemas de minimizacion casi-convexa diferenciable con
restricciones de no negatividad y también fue propuesto por [9] pero para problemas

de minimizacion casi-convexa que no necesariamente son diferenciables, con restric-

ciones de no negatividad.

Método Proximal Interior Regularizado (RIPM)
Sea ¢ definida como en (2.5) con v > pp”(1) > 0, p € @3 y dy definida como en

(2.6). Generando la sucesion {z*},en € R’} dada en el siguiente esquema iterativo,
% >0
(3.2)
2 € argmings o { f(z) + Medo(z, 2%)}

donde f : R" — R es una funcién propia y casi-convexa; y {\;} una sucesion de

ntimeros reales positivos que satisfacen 0 < \; < \, para algan A > 0.

Para establecer la convergencia de RIPM, a lo largo de este capitulo, tomaremos

las siguientes hipotesis para el problema de optimizaciéon casi-convexa (3.1):

25
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(Hy) f:R" — R es acotada inferiormente en R}, esto es existe 8 € R, tal que,
B < flx), Vo e RY .

(Hs) f es continuamente diferenciable.

A continuacion, se estudian las propiedades de la sucesién {2*}ren generadas por

RIPM. Para este fin, se define el siguiente conjunto,
U:=={zeRl: flx)<f@=", k=0,1,...}. (3.3)

Veamos que el conjunto U es convexo y cerrado (ya que para el anélisis de conver-
gencia del algoritmo RIPM necesitamos que este conjunto sea convexo y cerrado).
En efecto,

Si U = () entonces U es convexo en R’}

Ahora supongamos que U # (), como la funcién propia f es casi-convexa si y s6-
lo si el conjunto de nivel S¢(a) = {x € domf | f(z) < a} es convexo pa-
ra cualquier @ € R, (por Proposicién 1.2). Tomando a = f(z*) se tiene que:
U:={zeRY: f(zx) < f(z*)} es convexo en R.

Para probar que U es cerrado, basta con tomar una sucesion cualquiera {y™ },,en en

U, que converge a y y demostrar que y € U.

Demostracion. Como f es continua y y™ € U para cada m € IN, se obtiene,

fly™ < f@@*) = lim f(y™) < lm f(a"),

m——+00 m——+o00
= fly) < (o),
= yel.
Por lo tanto, U es un conjunto cerrado y convexo en R . 0

En lo que sigue nos concentraremos en la convergencia del RIPM. El resultado
siguiente en la parte (a) establecemos la buena definicion del algoritmo RIPM vy las
partes (b) y (c) seran usados en el analisis de convergencia. Las demostraciones de
los items (a), (b) v (c) son extraidos de [12], pero la parte (¢) la modificamos para
p =2

Proposicion 3.1. Suponiendo que Hy y Hy se cumplen y sea la sucesion {x*} ge-

nerada por el algoritmo RIPM entonces:



(a)
(b)
(c)
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La sucesion {x*} e estd bien definida.
{f (@) }rew es una sucesion decreciente y convergente.

Si U # () entonces {x*}ren es Fejér convergente en el conjunto U.

Demostracion. (a) La prueba se procede por induccion. Para k& = 0, se cumple,

(yva que 2° > 0 por la inicializacién del algoritmo RIPM). Asumimos que z*

esta bien definida, como z* > 0 entonces por H; existe S € R, tal que,

f(x) > B,Vr € RL & Fi(x) == f(z) + Mdy(z,2%) > B+ Mdy(x,2F), Vo € R

Por la definicién de dy en (2.6) y (z¥); > 0, tenemos,
Ardg(z, 2%) = 400, cuando x — IR, (3.4)
De (3.4) y como f es acotada inferiormente y se tiene que:
Fy(x) — 400, cuando x — OR" (3.5)

Como Fj es continua, acotada inferiormente y cumple (3.5), Fj alcanza un
minimo en un punto w > 0. Por lo tanto, existe z¥*1 € argmin{F,(x)} con

¥t = w > 0, el cual no es tnico debido a la no convexidad de f.

De (3.2), 2**! es una solucién 6ptima global del problema:

min {£(z) + Audo(@,2)}

y en consecuencia, para cualquier z € R}, se tiene lo siguiente:
FEF) 4 Nedy (2T 2F) < f(2) + Aedg (v, 2F). (3.6)
Sustituyendo x = z* en (3.6) y usando el lema 2.6 (c), entonces obtenemos
que:
FEM) 4 Med (27 2%) < f(aF) + Medg (¥, 2) = f(2b),

=0 < Ado (2", 2F) < f(z) — flat),

= 0< f(a¥) — f(a"™), vk € IN.
Por lo tanto, {f(2*)}ren es una sucesion decreciente, entonces ésta sucesion
tiene cota superior. Por la suposiciéon H; garantizamos que f estda acotada

inferiormente. Luego, {f(2*)}ren es mondtona y acotada y por lo tanto con-

vergente.
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(¢) Dado z € U entonces f(x) < f(z*™), Vk € IN donde {z*} es generado por

RIPM. Por la suposiciéon H, y la Proposicion 1.3, obtenemos que:
(Vf(z"), 2 =) <0 (3.7)

Por otro lado, si z € argmin{ Fy(x)}, con z > 0. Por lo tanto por las condiciones
de optimalidad de este problema, resulta que VFj(z) = 0y asi Vf(z) =
—\eVidy(z,2%), Vk € N. Particularmente,

V(") = A\ Vidy (a2 2%), vk e N (3.8)
Por (3.7), (3.8) y el Lema 2.2, con b = 2*t1 a = 2% y c=x, tenemos

<Vf< k+1) $k+1> — <—)\kV1d¢(ZEk+1,ZEk),ZL‘ . xk+1>

_>\k<v d¢($k+1 xk),x Ik+1>

> =N i (@)Yl — o~ [l = )
_T”ﬁﬂ_xwz
= e i (O (o — 2 ~ o — 2t

4T ka+1 o .I'k”

> e i (@) 0o — 2P~ o — 2)

como A, > 0,0 > 0, 7 > 0y méxicj<n{(2})?"*} > 0, para cada k € N, se

tiene,

2 2
lz = 2" < [l — "

, Vk e NN.

Asi, se concluye que {z*}ren es Fejér convergente en U.

3.2. Analisis de Convergencia.

En esta secciéon demostraremos los resultados importantes de convergencia. En
la primera, se establece la convergencia a un punto estacionario del problema (3.1),
cuando U # (). Este teorema fue demostrado por [12] usando la casi-distancia con

p = 2, y nosotros la generalizamos para p > 2.
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Teorema 3.1. Si las hipdtesis H, y Hy se cumplen y U # (), entonces la sucesion

{x*} generada por el algoritmo RIPM converge a un punto estacionario del problema

(3.1).

Demostracion. Primero, demostraremos que {2*} generada por el algoritmo RIPM
es convergente. Sea T un punto de clausura de {2} y {%} una subsucesion de {x*}
que converge a Z. De la continuidad de f y la Proposicion 3.1 (b) tenemos que

f(@) = lim f(a") = mf{f(a")}rew < f(2*), Yk €N,

J—+oo

por la definicién de U, implica que T € U.
Luego usando la Proposicién 3.1 (¢) y la Proposicién 1.1, tenemos que {z*} es con-
vergente.
Ahora mostraremos que T es un punto estacionario del problema 3.1, esto es por

Definiciéon 1.4:
V@) (x—17) >0,
lo que en nuestro caso seria lo mismo probar que:
z>0, Vf@) >0y 7(Vf(T)):; =0, Vi=1,...,n. (3.9)

La primera condiciéon en (3.9) es inmediata, ya que limy_, o 2% = Ty 2F > 0,
para cada k € IN. Para la prueba de las otras dos condiciones de (3.9) consideramos

los siguientes conjuntos:
IZ)={ie{l,...;n}:7; =0} y J@)={ie{l,...,n}:7; >0}

Caso 1 Sii € I(T), supongamos por absurdo que (Vf(Z)); < 0 . Por ser f continua-
mente diferenciable tenemos que, (Vf(z**1)); — (Vf(Z)); < 0. Por lo tanto
(Vf(z*1)); < 0 para k suficientemente grande. Por la ecuacion (3.8) y la

definicién de dy en (2.6) tenemos

(VF(@*1))i = =Ae(Vids (", 2"); = = Ne(f)" 1o (%) - (3.10)

ZT;

Luego,
L
0> (VH) = -Mley e (T ).

1
:L"L
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Caso 2

CAPITULO 3. Método tipo-proximal Interior.

k+1
asi, ¢/ <x ) > 0 (va que A\, > 0y (z¥)P~! > 0) para k suficientemente grande.

%
i

Lo cual implica que para k suficientemente grande se tiene,

k+1
)

k
%

k+1

%

>1==x

>k >0,

con el resultado anterior hemos probado que {zF} es estrictamente creciente y
positiva. Luego, como esta sucesion es convergente, se tiene que limk_>+oo{x§} =
sup{z¥} > 0, lo cual contradice el hecho que {z¥} converge a ; = 0. Por lo
tanto (Vf(Z)); > 0, Vi € I(T).

Sii € J(T), entonces

luego usando Hy, (3.10) y ademés como {\;} es acotada y {z*} es convergente,

tenemos,

(V") = (Vf(T)): =0, Vie J(T).

De los Casos 1 y 2 se concluye que,

Asi,

>0, Vi@ >0y 7(Vf(@); =0, Vi=1,...,n.

Vi@ (z—-7)>0, x>0.

Por lo tanto, T es un punto estacionario del problema (3.1). O

Con la hipoétesis del teorema anterior, el nuevo resultado establece dos condiciones

suficientes para que T sea una solucion del problema 3.1. De aqui en adelante T =

1imy,_, 1o 2, donde {xk}kem es una sucesion generada por RIPM.

Teorema 3.2. [12] Si las hipdtesis Hy y Hy se cumplen, U # 0 y sea la sucesion

{x*} generada por el algoritmo RIPM que converge a T entonces,

(a)
(b)

Si Vf(T) # 0 entonces T es solucion del problema (3.1).

Si A\, — 0 entonces T es solucion del problema (3.1).
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Demostracion. (a) Supongamos por absurdo que T no es un minimizador de f,

entonces existe * > 0 tal que f(Z) < f(T) y con Vf(Z) # 0 por Lema 1.1,

tenemos que,
(Vf(@),r—7) <0.
En consecuencia y usando el Teorema 3.1,
0>(Vf(7),z—-1) =(Vf(Z),7) +(Vf(@),T) = (V@) )

Lo cual es una contradiccion ya que Vf(Z) > 0y @ > 0 (Por Teorema 3.1).

Por lo tanto T es solucion del problema (3.1).

1 es el minimizador de f(z) 4+ Agdy(x, 2¥), tenemos:

Como z
f(ka) + )\kdd,(xkﬂ, xk) < f(x) + Akd¢(x,xk),Vx e R,

tomando el limite k£ — 400 en la ultima inecuacién, usando la continuidad de
f, el Lema 2.1 (¢)-(d) y Ax — 0 se tiene,

f(@) < f(z),Vo e RY . (3.11)

Ahora consideramos una sucesion {y*} en R" | que converge a y € R y usando

(3.11) se concluye que,
f(@) < f(y"), vk € N, (3.12)

tomando el limite & — 400 en la inecuacion (3.12), usando la continuidad de

f, tenemos,

f(@) < fy),vy € R

Por lo tanto T es solucion del problema (3.1).

Finalmente, consideramos el caso cuando U = ).

Proposicion 3.2. [12] Supongamos que Hy y Hy se cumplen. Si U = () entonces

limy 100 f(2%) = inf,s0 f(z) y {2"} no es acotada, donde {x*} es generada por

RIPM.
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Demostracion. Por la Proposiciéon 3.1, { f(2*)} es una sucesién decreciente y conver-
gente. Luego, sea o 1= limy_, o f(2%) = If{f(2*)}ren ¥ supongamos por absurdo

que o # inf,>¢ f(z). Entonces existe * € R, tal que, f(z*) < o. Asi,

fla*) < lm f(2*) = mf{f(2")}rew < f(z"), VEEN,

T k—+oo

lo que implica que x* € U, lo cual es una contradiccion con U = (), en consecuencia,

lim f(2*) = inf f(2). (3.13)

k——+o0 x>0
Por otro lado, supongamos por absurdo que {z*} es acotada, entonces existe una

subsucesion {z*i} de {z*}, tal que,

lim 2% =w > 0.
j—+oo

De la continuidad de f,

lim (%) = f(w).

Jj—+oo

Por otro lado, de (3.13) tenemos,

lim f(2%) = inf f(x).

Jj—+oo x>0

Luego por la unicidad del limite se tiene que,

f(w) = fnf f(a) = lm f(a*) = mf{f(2")}en < fla¥), VEEN,

x>0

entonces w € U, lo cual es una contradiccién (ya que U = (). Por lo tanto {z*} no

es acotada. O



CAPITULO 4
CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO.

Hemos generalizado el algoritmo RIPM definido en (3.2) asociado a la funciéon
casi-distancia homogénea de orden p, con p > 2, definida en (2.6), para la minimi-
zacion de funciones casi-convexas, continuamente diferenciables y acotadas inferior-
mente en el ortante no negativo, que fue estudiado originalmente en [12] para p = 2
y a su vez algunos resultados de [12] y [9] fueron generalizados para p > 2. También
mostramos que la sucesion generada por el algoritmo RIPM converge a un punto
estacionario T del problema 3.1. Ademas probamos que, si Vf(Z) # 0 o si el paré-
metro proximal )\, satisface la condiciéon que A\, — 0, entonces T es una solucién
del problema 3.1. Como investigacion futura, estamos interesados en extender este
trabajo, considerando que la funcién objetivo sélo sea casi-convexa y semicontinua
inferiormente y ademas se realizaran experimentos numéricos que validen el uso de

los algoritmos.
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