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Capitulo 1

Introduccion

En general, un sistema dindmico consiste de un ambiente con estados iniciales,
junto a una ley que indica el paso de un estado a otro. De forma ma&s precisa, si
consideramos T : X — X, una funciéon continua, dicha funcién se interpreta como la
ley de evolucion del sistema; y los elementos z € X, los estados iniciales del sistema. La
dindmica de un sistema, es el comportamiento futuro (pasado) de los estados iniciales
luego que la ley es aplicada muchas veces. Por ejemplo, dotando al conjunto X de una
métrica, entender la dindmica del sistema (X, T'), se refiere a entender las propiedades
asintéticas de las 6rbitas O(x) = {T™(x) : n € N}; para un conjunto significante de
estados iniciales x € X.

La Teoria Ergddica, en términos sencillos, es el estudio de medidas invariantes de
sistemas dindmicos (por medida invariante entiéndase una funcién u : B — [0, oo] tal
que u(T~Y(B)) = u(B) para todo B € B, siendo B una o- algebra definida en X ). Para
el caso de sistemas dindmicos unidimensionales (X = R), trabajos realizados en [R]; nos
proporcionan tres condiciones suficientes para que una transformaciéon en el intervalo,
admita una medida invariante, finita, ergdédica y absolutamente continua respecto a la
medida de Lebesgue. Dichas condiciones son: una condicién de Markov, una condicién

de distorsiéon limitada y una condicion de expansion.



Iguales resultados son obtenidos en [AD], donde la hipétesis de distorsién limitada
es presentada de forma mas simple; obteniéndose asi, una versién final de lo que se
conoce como el Teorema del folklore o Teorema de Adler. El enunciado de éste Teorema

es el siguiente.
f”(Z)
f'()?

A = Mnf [(f")(z)| > 1 para algiin n, entonces f admite una medida finita dy = p(x)dz,

TEOREMA 1.1 Sea f : [ — I una funcién de Markov, M = sup sup
I, y,z€I}

<0y

invariante, ergodica y absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue, donde

p(z) es una funcién medible positiva, acotada lejos de cero y de infinito.

El presente trabajo, siguiendo [B], muestra que cuando las condiciones sobre la
expansividad de las transformaciones fallan de cierta manera, la conclusién del Teorema
del Folklore se sigue cumpliendo; obteniendo asi, una mayor generalizacién de dicho
teorema y unificando una mayor cantidad de ejemplos.

Dividimos, el siguiente trabajo, en tres capitulos. En el capitulo 2 se establecen
definiciones bésicas, asi como el contexto general para el entendimiento del capitulo
siguiente. En el capitulo 3 enunciaremos el teorema principal de este trabajo, mostrare-
mos algunos ejemplos ilustrativo y haremos su demostracion. Por ultimo, construiremos
la medida invariante, ergdédica y absolutamente continua equivalente a la medida de Le-

besgue.



Capitulo 2
Preliminares

Consideremos una funcién h : I — I, con I = [a,b], medible en un espacio de
probabilidad (I, B, 1); donde, B es la o- dlgebra de Borel definida en I y 1 una medida

definida en B. Denotaremos por A la medida de Lebesgue en [.

DEFINICION 2.1 Diremos que la medida p es h-invariante (o simplemente invariante)
si, u(h~Y(B)) = u(B) para todo B € B.

DEFINICION 2.2 Diremos que la funcién h es p-ergddica (o simplemente ergédica)
si, h"}(B) =B, BeB = u(B) = 0; o bien, u(B°) = 0.

DEFINICION 2.3 Diremos que ju es absolutamente continua (respecto a la medida de
Lebesgue) si, A(B) =0, BeB = u(B) =0.

A continuacién presentaremos la definicion de transformacion de Markov, la cual sera hi-

potesis fundamental en el presente trabajo.

DEFINICION 2.4 Una transformacién f : I — I es llamada una transformacion de
Markov, si existe una familia finita o numerable {I;} de intervalos abiertos, disjuntos

dos a dos, tal que:



i) f esté definida en Ul y el conjunto en I \ U ), tiene medida (de Lebesgue) cero.
ii) fl;, es estrictamente mondtona y se extiende a una funcién C2 en I, para cada k.

iii) Si f(Ix) N I; # 0, entonces f(I;) D I; para todo k y j.

R
iv) Existe un entero R tal que U f"(I) D I; para todo k y j.

n=1

La familia {I;} es llamada una particién de Markov asociada a f.

A lo largo de éste y los posteriores capitulos, supondremos lo siguiente:

(1) f:I— I, conI=]0,1], denotard una funcién de Markov e {I }¢_, la particién de

Markov asociada a f.

(2) Denotando por Iy = (ax,by), donde a; = 0, by = 1y by = ax,1 para cada k €
{1,...,d — 1}, obtenemos que los intervalos asociados a la particiéon de Markov,

mencionados anteriormente, quedan expresados de la siguiente manera:
I = (a1,b1), I = (ag,b3), . .., Is = (aa, ba).

(3) Si x no estd en ningin I, 1 < k < d, entonces 6 © = 0, 6 x = 1; o bien x
es un extremo final de algun I e inicial para Iyyq con k € {1...d — 1}. En este
sentido podemos imaginar a 2 como dos puntos distintos: ™+, x_, y en consecuencia,
f(zt) := lim f(z) y f(z7) := lim f(z). Dichos limites existen por la segunda

z—at z—x~

condicidon en la definicién de transformacion de Markov.

(4) Teniendo presente los comentarios del item anterior, denotaremos por S al conjunto
de todos los puntos extremos de los intervalos de la particion de Markov; esto es,
S = {a1,b1,a9,by,...,a4,b5}, y debido a la tercera condicién en la definicién de
Markov, tiene sentido definir la funcién f : S — S. Asi, cuando buscamos f(z), con
x € S, estamos pensando en limites laterales: f(x1), f(x7). Claro estd, para k = 1
v k = d la imagen f(0) = f(a;) lo pensarfamos como f(af)y f(1) = f(bg); como,
f(b;)- El conjunto S es llamado conjunto singular y los puntos = € S son llamados

puntos singulares.



DEFINICION 2.5 Un punto periddico, de periodo k > 1, de f es cualquier punto x € I,
tal que f¥(x) = x y que para cada 0 < i,j <k — 1 con i # j vale fi(z) # fI(x).

DEFINICION 2.6 Un punto x es eventualmente periédico, de perfodo m, si x no es
periédico, pero existe m > 0 tal que f""(z) = f'(x) para todo ¢ > m. Esto es, f'(x)

es periddico para ¢ = m.

En el contexto de transformaciones de Markov, y debido a que el conjunto singular S

es finito e invariante por f, todo punto p € S es peridédico o eventualmente periddico.

El parrafo anterior justifica la siguiente definicién.

DEFINICION 2.7 El peso H(p) con p € S, es el entero mas pequenio n > 0 de manera
que f™(p) es periddico.

Asi, en nuestro contexto, cuando el peso H(p) = 0 el punto p € S es periédico, mientras

que si H(p) > 0 el punto p € S es eventualmente periédico.

DEFINICION 2.8 Una funcién f : [zg,21] — R se dice no plana en xg, si existe r > 1
tal que f(x9) #0y f € C™* en [zg, 21].

LEMA 2.1 Supongamos que f : [xg,x1] — R es no plana cerca de x,, entonces para

U = (xg,z0 + €), con € pequeno, se cumple que:

_ e | @) (@ = o) f(@)(f(z) — f(zo)
A= o —T@ | 7" Y T e |5
Demostracion. Ver [B] y para mayores detalles revisar [P]. ]

DEFINICION 2.9 Sea f : [zg,21] — [0, %2]. Diremos que el punto zy es una fuente
reqular para f si, f(xg) = oy f'(zo) = 1. En el caso f'(z¢) = 1 pedimos que f'(z)
decresca estrictamente a 1 cuando x — xy. El punto x( es llamado una fuente reqular

periddica, de periodo k > 2, si zy es fuente regular para f*.



La demostracién de la siguiente proposicion estd contenida en [P].

PROPOSICION 2.1 Sea x, una fuente regular para f. Entonces existe un intervalo
abierto V- = (xg,x0+¢), € > 0, de manera quesix € V y x # g, existe k = k(x) € N
tal que f*(z) ¢ V.

Esta tltima proposicién le otorga validez a la siguiente notacion.

Sea U = (xg, o + €) con xo una fuente regular y x € U. Denotaremos por:
my(z) =mf{m >0: f"(z) ¢ U}.

LEMA 2.2 Sea xy un punto fuente regular para f y U = (xg,z + €), con € suficien-

temente pequeno, entonces existe una constante B(U) > 0 de manera que

B(U
(fro@) () > BU) para todo z € U.
|z — o
Demostracion. Ver [B] y para mayores detalles revisar [P]. ]

La siguiente definicion, que involucra los dos lemas anteriores, jugara un rol im-

portante en el enunciado de nuestro teorema principal.

DEFINICION 2.10 Un intervalo regular U = U, para un punto singular p con H(p) >
0, es un intervalo que satisface las condiciones del Lema 2.1. En este caso xg =py U =
(0, z0+¢); 0 bien U = (zg—¢, xg), dependiendo si p = ay 0 p = bg. Un intervalo regqular
U = U, para un punto singular p con H(p) = 0, y teniendo periodo r, es un intervalo
tal que f7|y es una funcién continua y (f7) > 1 en U,\{p}, kh_)rrolo(f_r)k(x) = p para
x € U y tal que el lema 2.2 se cumple para U,. Aqui o = p, f" es usada en lugar de f
y U = (zg,20 +¢€); 0 bien, U = (z9 — €, z9).



Capitulo 3
Teorema Principal

A continuacién enunciaremos el resultado principal de este trabajo.

TEOREMA 3.1 Supongamos que f : I — I es una funcion de Markov la cual no es
plana en puntos p € S con H(p) > 0, y todos los puntos p € S con H(p) = 0 son

fuentes regulares periodicas. Supongamos un intervalo regular U,, p € S, tal que:

a) f(Up,) C Uy cuando H(p) >0, peS.

b) long(Up) < A(Up)A(Uf(p)) c 'A(UfH(p)—lp)B(UfH(p)p), cuando H(p) > O, pE S.

Ademas supongamos que:

x 2 ’ n\/ . TT ,
c) \y = mf{lglagv\(f )(z)| + x & U U,} > 1 para algin N > 1.
peES
Entonces f admite una medida invariante p ergodica y absolutamente continua respecto
a la medida de Lebesgue. La medida p es finita si y solo si todos los puntos periédicos

en S son expansores.

Los siguientes ejemplos ilustran la aplicacion del teorema anterior. En el primero,
se debilita la hipdtesis de expansividad de la manera mas simple; es decir, en el caso
que la derivada de la funcion alcance el valor de 1. En el segundo ejemplo, se pierde la

expansividad de una manera mas drastica al considerar un punto critico.



Ejemplo 3.1. En [AW] se muestra que la transformacién de Boole: f(z) = x — 1 es

ergbdica. Utilizando argumentos de compactificacién (ver [S] y para mayor explicacion

revisar [N]), el cambio de variable u = arctanz € [5F, §] nos conduce a la siguiente
funcién auxiliar f(u) = arctan(tanu — ——). En este caso S = {=F,07,07, Z}. Ahora

bien, realizando algunos calculos obtenemos lo siguiente

J?/(u) = 1 ! !

sin

u—cos?usin®u+costu  3sin*u—3sin?u+1

s

Es claro que fv’(u) > 1 para u ¢ S, ademas los puntos fuentes regulares en S son 7 y

ambos con pendiente igual a 1. Por lo tanto f (y en consecuencia f) admite una

—r
2
medida invariante equivalente a la medida de Lebesgue.

Ejemplo 3.2. Consideremos la funcién cuadrética f(z) = 4x(1 — z) en [0, 1]. Dicha

funcién no es uniformemente expansora, puesto que el punto % es un punto critico. Sin

embargo, la funcién f satisface las hipdtesis del teorema principal (Teorema 3.1). En
12
resto de los puntos son eventualmente periédicos. Considerando los intervalos regulares

primer lugar S = {0, % , 1} cuyo tnico punto fijo (y por tanto periddico) es el 0. El

como sigue:
1 31 15 15
Z]) U%* - [§7 5]7 U+ = [ia g]v U1 - [1_67

entonces f(U,-) C Uy, f(U.+) C Uy, f(Ur) C Up; comprobandose asi, la condicién a).
2 2

Por otra parte, las constantes que aparecen en el lema 2.1 y en el lema 2.2, estan dadas

1],

1
2

por:

13

AU 16’

1
2
En consecuencia la condicién b) también se satisface. Por tltimo, (f?)'(x) > 1 para

todo = & U U, y por tanto A5 > 1. En conclusién, la funcién cuadratica f admite una

peES
medida invariante absolutamente continua respecto a Lebesgue.



3.1. Demostraciéon del Teorema Principal

En lo que sigue, f satisface las hipétesis del Teorema 3.1. Para K C [a,b] y
x € K definimos la funcién ng : K — N por ng(z) = min{n >0 : f"(z) € K}, y
fx : K — K dada por fx(z) = f"<@z. La transformacién fx es conocida como la
transformacion inducida por f.

De manera general, la estrategia para la demostracién del teorema principal (Teo-
rema 3.1) es la siguiente: Construir el mencionado conjunto K y definir sobre él, la
funcién inducida fg; luego, probar que dicha funcién inducida satisface las hipdtesis
del Teorema del Folklore. Una vez logrado estos objetivos, contruir (a partir de la me-
dida obtenida para la inducida), la medida invariante para la funcién f.

Si suponemos la existencia de K, el siguiente resultado es véalido

LEMA 3.1 Si SNK =0, existe M > 1, A\ > 1 de manera que |(f) (z)| > ), siempre
que (fM)(z) = (fx)™(x) esté definida.

Demostracion. Ver [B], y para mayores detalles revisar [P]. n

El siguiente Lema nos ayudara en la construccion del mencionado conjunto

LEMA 3.2 Sea V un intervalo abierto pequeno con fuente periédica p € S como punto
o

extremo, entonces V' contiene puntos del conjunto S = U ks,

k=0
Demostracion. Ver [B], y para mayores detalles revisar [P]. n
3.1.1. Construcion del Conjunto K

Denotemos por s al nimero de orbitas periddicas en S. Sean rq1,79,...,7rs Sus
periodos; y escojamos puntos pq, po, . . ., ps e€n cada una de dichas érbitas. Por el Lema

3.2, se pueden encontrar puntos y; € SN U,, arbitrariamente cerca de p;. Fijemos
yi €SN U,,, y denotemos:
Z(f*(p:) = [ (yi) € Up,, para 0<k <y
Z(p) = fHOZ(fHP)p) c U, para pe S, H(p) >0
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Luego, definamos
W, =(Z(p).p] (obien W, =I[p,Z(p))) parapeS.
Sea j(i) el mayor entero j > 0 de manera que f/y; € S; y sea
T= (/') 10<t< (i), 0<i<s}

Entonces S, Ty Z = {Z(p) : p € S} son disjuntos dos a dos; ademés podemos suponer,
sin perder generalidad que T N UyesW, = () usando f~M"iy; para M grande, en lugar
de los y; de ser necesario.

El conjunto S = SUT U Z determina una particién, {Ji, Jo, ..., J; }, del intervalo
[0, 1].

AFIRMACION 3.1 f es una funcién de Markov respecto a la coleccion {Jy, Jo, . .., J; }.

Demostracion. Seay € f(S’). Entonces existe x € S’ de manera que y = f(z). Como

xr €S =SUTUZ consideremos los siguientes casos:

Si x € S, por ser S invariante, entonces f(x) € S; y por lo tanto f(x) € S'. Si
xz € T, entonces f(z) € S 6 f(x) € T, en ambos casos f(z) € S'. Si x € Z, entonces
flz)e Z 6 f(x) €T, en consecuencia f(z) € S’. En conclusién f(S") C S".

Usando este ultimo hecho, y por ser f una funcién de Markov respecto a {11, ..., I3},
se cumple que f esta definida en U;zle y el conjunto I\ Ug-zl J; tiene medida (de Le-
besgue) cero. Es claro que f es estrictamente monétona en cada J; y se extiende a una
funcién C? en J;. asimismo si f(J;,) N J; # 0, entonces f(J) D J;.

Por tltimo, existe @ = j(i) + 1 de manera que f@(S’) C S y en consecuen-
R+Q
cia U f"(Jx) D J; donde R es el nimero que aparece en la ultima condicién de la

n=1
definicién de Markov para lo coleccién {/Iy,. .., I4}. n
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Los intervalos W, p € S son algunos de los J;, como lo son los intervalos V; =
(yi, 2(p;)]. Ahora bien, denotando por ¢; = f"!p;, se tiene que f(W,,) = V;UW,, v
f(W,) =Wy, parape S —{aq,...,q}

El conjunto K deseado es el siguiente:

K = [a,0)\ | W,

peS

Observemos que K es la unién de ciertos J;.

AFIRMACION 3.2 Todo punto z € K, regresa infinitas veces a K a excepcién de una

cantidad finita.

Demostracién. Observemos en primer lugar que los puntos f*(y;), con y; € K,k >0
no regresan a K; puesto que para M > 0, M grande, f*y;, € S v S es invariante.
Ahora bien, tomemos z € K que no se encuentre en la érbita de un y;, 0 < i < sy
supongamos que f™(z) ¢ K, para algin m > 0. Entonces f(z) € W,.

Sea W, con p; periédico de perfodo r;. En este caso f"~'(f™z) € W,, donde
¢; = f""'p;, pero por lo expresado anteriormente f(W,,) = V;UW,,; y en consecuencia,
2z = fri(f™z) € V,UW,,. Luegosi z; € V;, entonces dicho punto esta en K. Supongamos
que f"(z1) € Wiry, para k € {0...7; — 1} y n > 0. Entonces obtenemos r; sucesiones

mondétonas dadas de la siguiente manera:

[L’:L = fn”(Zl) & Wpi,
xp = [P (2) € Wigy,

alt = frrrreD () € Wiy,

tales que:
vt = Ly, 22— Ly ... 27— L,

n
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cuandon — ooy L; € K para todo i € {1...7;}. Pero por la continuidad de f tenemos

que:

Y por la unicidad de los limites

f(Ll) = Ly, f(L2) =L3... f(Ln) = Iy

y en consecuencia f"i(Ly) = L; lo cual es una contradiccién; puesto que los tnicos
puntos periddicos se encuentran en S. En consecuencia todo punto z € K, que no

estd en las orbitas de los y;, retornan siempre al conjunto K. ]

La afirmacion anterior garantiza retornos en el conjunto K y por lo tanto, tiene

sentido definir la funcién inducida fx.

LEMA 3.3 fx : K — K es una funcién de Markov.

Demostracién. Notemos en primer lugar que fx esta definida en K\f~!S. Para
r;—1

1 <i < ssea WZ = U Wk, Entonces f /VIV/Z — WZ U V; es un homeomorfismo;
k=0
usando la rama de f~! definimos L; ; = f~7V; N W, para j > 1. En consecuencia para

0 < k < r; tenemos
= k . - —_—
Wik, = {0y ULy <5+ = 0(modry)}.

Puesto que f es de Markov respecto a los intervalos {.Ji, ..., J;}, también lo es
con respecto a los intervalos {J,, = J, N f~'J, :1 < u,v < t}. Si J,, # 0 entonces
f(Juw) = Jy. Cuando J, es algin W, (p € S), entonces J,, # 0 para solo un v y
Juo = Ju = W),

)
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Para p € S, sea i(p) el entero i de manera que fZ®)p estd en la drbita de p;. Si
Juw 0y Jy =W, (p € 5), se define Jyp; = Juo N f1f 7P L, . Estos intervalos
seran no vacios para aquellos j que son congruentes mod r;,) para algun entero fijo

i(p). Afirmamos que fx es de Markov usando los intervalos de la coleccién
J={Jyy: ningin J, ni J, esun W,} U{Jyp;:J, noes W, J, esun Wy}

En primer lugar nétese que J cubre a K excepto a lo mas una cantidad numerable
de puntos. También ng = 1 en un intervalo .J,, del primer tipo en J y entonces
fx(Juw) = f(Juw) = Ju. En el intervalo J,,; € J uno tiene ng = 5+ 1+ H(p) y
fi(Juwi) = Vi)

Para cualquier J € J, fx|J = f*|J con f*J un intervalo y f|f*J es monétona de
clase C? para cada 0 < k < n. Se sigue que fx|J es monétona y C2. Finalmente, fx(J)

contiene algun J, y asi

R+Q+1 R+Q

U 7 > U rMmu)nk =K
n=1 m=1

LEMA 3.4 Sean U un intervalo regular y xo un punto fuente regular para f. Existen
constantes C'(U), D(U) de manera que si x,y € U con my(x) = my(y), entonces:
[z — 2ol S CU)ly — xol,
(f*) (@) < DO W)l para 1 <k < my(z)

Demostracion. Supongamos, sin perder generalidad, que xg es un extremo a la iz-
quierda de U. Debido a que my(z) = my(y) tenemos que 6 y < = < f(y), o bien
/7'y < z < y. En el primer caso tenemos que si 7y < t <y < z y debido a que f'(x)

decrece monétonamente a 1 conforme z — x( entonces, f'(t) < f'(y) y en consecuencia

() — flao)] = / “rwa < [ pwa

o

< W)y — ol < |y — o Sup 1 (2)].
zE
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Pero zy es punto fijo y f(y) > x por lo tanto |z — xo| < |f(y) — f(x0)| y asi

|z — xo| < |y — wo| sup | f'(2)]
zeU

Para el segundo caso, siguiendo un argumento similar, obtenemos |zg — x| < |y — zo].
Probemos la segunda parte del Teorema.

En primer lugar supongamos que f'(zy) > 1. Escojamos € > 0 de manera que
f//(s
f'(s)

Ademds, por el Teorema del Valor Medio |g(z) — g(y)| < {|r — y| para todo
z,y € U, donde ¢ = sup |f"(s)].
seU

A= 125 f'(s) > 1y definamos g(x) = log f'(x). Entonces ¢'(s) =

Ahora bien, sean x,y € U con my(z) = my(y) = m, entonces para 0 < j < k se
tiene que [f7(z), f/(y)] C U. Por otra parte, f|y expande distancias en un factor \, y las
m—j—1iteradas de [f7(z), f/(y)] estén en U; y por tanto |f7(z) — f7(y)| < eA"(m=7=1,
Luego

[ log(f*)'(x) — log(f*) ()| < l9(f7(x)) — g(f ()]

/AN
>0
=
-

<
=

|
—

<
—~
s

7=0
c k—1
- —(m—j-1)
< e
7=0
k—1
ce 1
< -~ —\ym—j—1
A 4 (A)
7=0
ce
<
A—1

En consecuencia

ce

[log(£*)'(x) =log(f*Y ()| < T— = A_—_Cgl <log(f1) () = log(f*) (v) < 37—

= (/@) <exp(y =) (1) ()

N
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Tomando D(U) = exp (/\c__el

Supongamos ahora que f'(zg) = 1.

), obtenemos lo deseado.

Si y > x, entonces para 0 < j < k se tiene que f7(y) > f/(x) y en consecuencia

F'(fry) = f'(fx).

Luego
) =TTy > T = ).

Siy < x, entonces f(y) > z ya que my(z) = my(y) y por tanto

k—1 k—1

(el =11rw = 111 )
= SUT @S @) @)
FU @D @) P2 @) (7 (@)

= @)
k—1
Fta [T (P

(1 ()
Con esto tenemos:

sup f'(2)
(@) < DO () donde D) = s,

zeU

con lo cual termina la demostracion. [



16

LEMA 3.5 Sea xq una fuente regular con vecindad regular U. Entonces
(/)" ()]
SUp 4§ T~ (T €U n=my(zr) < oo
{ () ()]?
Demostracion. Sea y € U de manera que my(y) = my(x) = n. Definamos g(z) =

log(f'(x)) y denotemos por d = sup |¢'(§)| < oo.
¢eU

Por el Teorema del Valor Medio aplicado a g en (z,y) C U, se tiene que existe
€ € (z,y) tal que |g(x) — g(y)| = ¢'(§)|x — y| < d|z — y|. Ahora bien, por la regla de la
cadena, propiedades del logaritmo y lo dicho anteriormente tenemos que

n—

[log(f") () —log(f") ()l < ) _dIf* (=) — f*(y)l

k=

Sea U = [zy, #]. Entonces z,y € (f‘"ﬁ,f‘(”‘l)ﬁ] y

) — )] :‘/ﬂuﬂ%wut

<y —a sup |(f7)(1)]

tefey]
<y =2 DU)(F) ()
n+1ﬁ I
< DUy [ Y6

. DUy —a]
Fr15 = Fp

(f= 1B = F8),
En consecuencia
dD(U)ly —

f n+1ﬁ f

< dD(U)|y — =
frig— fp

[Tog (™) (x) —log(f")'(y)| < _ 52 (ffHp = )

(B—f7"P).
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Por otro lado, B — f718 = (f™" B8 — f"8)(f" ') (w) para algiin w de manera que

ny(w) = n. Luego, para algin w tal que my(w) = n se tiene que

(FY@) = (Y@ = e — st )

< (M) (@) og(f*) (x) — log(f™) (y)]
< UM (@)dDU)|y = =[(B = f"B)
S Fg —
o U @NdDW)]y = x|(8 = fB) () w
S 5715
Luego, del Lema 3.4 y teniendo en cuenta que (f"')'(w) < (f*)(w), pues f' > 1 en
U, resulta
(/") () = (f")'(y) v ety (BB
LI < apwyiy @iyl (5= )
n\/ [/~ n\/ B B f_nﬁ
< @Iyl (55

< KO)DO))P|(f")

5—f‘”5)
B—f18)

Tomando el limite cuando y — x obtenemos lo deseado:

Donde K (U) = d (

("Y' (@) < KO)YDU) (Yl = % < KU) (D)),

LEMA 3.6 La funcion h = fx : K — K satisface las hipotesis del Teorema del folklore

Demostracion. En primer lugar, debido al lema 3.1, tenemos que inf |h(z)| > 0.

Por el lema 3.3, la funcién es de Markov. Ademads, h es C? en cualquier J, J € J y en
h//(z)
h'(y)

consecuencia (.J) = sup
y,z€J

‘ < oo para cualquier J € J. Asi que solo resta mostrar

que sup 3(J) < oc.
Jel
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Si f no es plana cerca de zg, entonces la formula de Taylor muestra que para
cualquier constante Cy > 0, existe una contante C; de manera que, para x,y cercanos

a ro se cumple:

|f(z) = f(xo)| < Colf(y) — f(wo)] =[x — 20| < Cily — z0.

Siz,y € Jy,;, entonces por esta tltima igualdad junto el lema 3.4, se tiene una sucesién

finita de constante C,Cs, ... de tal manera que

[ (fe) = fF)l < Gilf*(fy) — f*(p)] para 0 <k < H(p). (3.1)
En el lema 2.1 probamos que % es acotado lejos de cero para z cercano a un
punto no plano xy usando la formula de Taylor. EI mismo argumento prueba que esta
cantidad es acotada lejos de oo; esto significa que, |f'(z)| difiere de ‘%ﬁgx“) por un

factor multiplicativo lejos de 0 y de co. Luego, del lema 3.4 y la desigualdad 3.1 muestra

que

k\/
‘Ejﬁ%/g; < E paratodo 1<k <ng(z), 2,y € Juwy,

donde E es una constante que no depende de z,y, u, v, j. En consecuencia esto es una

cota para 3(.J) = 325) Z/(SJ))Q
Si H = F o (G, entonces
H"(z)(H(x) — H(xzo)) _ F'(Gx)(F(Gr) — F(Gxo))
H'(z)? F'(Gx)?
F(Gz) — F(Gxy) G"(x)(Gz — Gxo)
(Gx — Gxo) F'(Gx) (G'x)? '

Para puntos cercanos a puntos no planos, el lema 2.1 nos da una cota para

F(Gzx) — F(Gxo)
(Gx — Gxo) F'(Gx)

+

y por tanto, una cota para la expresion de la derecha de H = F o G en términos de
estos F'y G.
El lema 2.1 dice que este tipo de expresiones son acotadas cerca de un punto plano

y el lema 3.5 dice esto para f™(*) cerca de una fuente regular.
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Todo esto se combina para tener una cota universal en

B! (@)(h(x) — FHH10+1p)
h/(SC)z

para x € Jy 5, J, = W)p.

Como |h(z) — fIHAEH(p)| > inglz(p) — p| > 0, obtenemos que 3(J) tiene una cota
pe

uniforme para todo los J, , ;. Esto es suficiente cuando existe solamente una cantidad
finita de J € J. [

3.1.2. Construccion de la Medida Invariante

El Teorema de Adler nos da una medida dji = p(z)dz invariante y ergddica, en K,
para la funcién inducida h = fx, con ¢; < p(z) < cp para algunas constantes positivas
c1, ¢2. Construyamos ahora una medida p para la funcion de Markov f como sigue. Para
E C [a,b] \ K definamos:

E={zxe K : flax € F paraalgin 0 <n < ng(x)}.
DEFINICION 3.1 Diremos que el conjunto E es visitado simple si
t€E, ffaeE, m>0 = ffre K paraalgin0 <k < m.

Los conjuntos L; ; y W, con H(p) > 0 son ambos visitados simples. Ahora bien, existe

una unica medida p en [0, 1] de manera que

plK =g, p(E) = (k)
para conjuntos visitados
EcC[0, 1]\ Ky p(0,1\ U, f"K) =0

Esta medida es o-finita, equivalente a Lebesgue, invariante y ergodica para f, y finita

en cualquier conjunto visitado simple.
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Finalmente, notemos que p es finita si y solo si Z p(L; ;) < oo para cada i. Ahora
J
L; ; es la union de ciertos u, v de intervalos
J*

u7v7]

= U{Juwi : k=7, k= j(modr;)}.

Si J, = W, entonces J;; , ; es mapeado por fA@H sobre [f~Iy;, fp;) donde 0 < a < 7
satisface j+a = 0(modr;). Puesto que f#®)*1 no es plana cerca de los puntos extremos

q de J,,, con f(q) = p, existen constantes positivas dy, ds y un entero n de manera que

| — fop]
|z —q["

€ [dy, ds],

para z cercano a ¢. De aqui J; , . tiene longitud en el intervalo | f~7y;— fp; |/ [d;l/", dl_l/n]

y a(J; ;) difiere de | f~y; — fp;|"/" por un factor en [dy "1, d; /" c5]. En consecuencia
(L) = ﬁ(zw) es una combinacién lineal Zcuﬂ,|f’jyi — fopi|Vm

u,v

donde ¢, , es una

funcién no nula y acotada lejos de cero e infinito. Aca Z p(L; ;) < oo siy solo sila

J
fuente periddica p; es expansora, lo cual se sigue del siguiente Lema.

LEMA 3.7 Sea xy una fuente regular para f, y consideremos un punto y cercano de

_ 1
Zo; y n > 1. Entonces Z [y — olw < 00 <= [f'(x0)| > 1.
=0
Demostracion. Supongamos que f es de clase C? cerca del punto xg. Si |f/(zo)] > 1,
entonces |f'(z)| > A > 1 para x cerca de zo y | f ¥y — x| < A7*. El resultado se cumple
puesto que Z()\_l/”)j converge.
=0

Supongamos por absurdo que |f'(xy)| = 1. Considere ademéds n = 1, f'(xg) =1y

7o = 0. Entonces desarrollando la formula de Taylor para f~! obtenemos que f~!(z) =

z + e(z)z? donde lim e(x) < oo.
T—>
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Sea y; = f~7y. Entonces

Por otro lado,

k-1 k—1
Yji+1

w [[A+ew)u) = w]][E)

j=0 j=o Ui

Y1 Y2 Yk
= Yo——...——
Yo Yk—1

= Yk

Ademss y, = f*y. Debido a que y; — 0 cuando k — oo, se tiene que

lim (1+e(y;)y;) =0 = lim e(y;)y;) = —1
j—00 j—00

[e.9] (o.9]
en consecuencia g le(y;)y;| = oco. Pero como lim (£(y;)) < oo, entonces E ly;| = o0
j—o00
J=0 J=0

lo cual es una contradiccién. n
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