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TRABAJO ESPECIAL DE GRADO

Presentado ante la Ilustre

Universidad Centroccidental “Lisandro Alvarado”

como requisito final para optar al grado de

Magister Scientiarum - Mención Matemáticas.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En general, un sistema dinámico consiste de un ambiente con estados iniciales,

junto a una ley que indica el paso de un estado a otro. De forma más precisa, si

consideramos T : X → X, una función continua, dicha función se interpreta como la

ley de evolución del sistema; y los elementos x ∈ X, los estados iniciales del sistema. La

dinámica de un sistema, es el comportamiento futuro (pasado) de los estados iniciales

luego que la ley es aplicada muchas veces. Por ejemplo, dotando al conjunto X de una

métrica, entender la dinámica del sistema (X,T ), se refiere a entender las propiedades

asintóticas de las órbitas O(x) = {T n(x) : n ∈ N}; para un conjunto significante de

estados iniciales x ∈ X.

La Teoŕıa Ergódica, en términos sencillos, es el estudio de medidas invariantes de

sistemas dinámicos (por medida invariante entiéndase una función µ : B −→ [0,∞] tal

que µ(T−1(B)) = µ(B) para todo B ∈ B, siendo B una σ- álgebra definida en X ). Para

el caso de sistemas dinámicos unidimensionales (X = R), trabajos realizados en [R]; nos

proporcionan tres condiciones suficientes para que una transformación en el intervalo,

admita una medida invariante, finita, ergódica y absolutamente continua respecto a la

medida de Lebesgue. Dichas condiciones son: una condición de Markov, una condición

de distorsión limitada y una condición de expansión.
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Iguales resultados son obtenidos en [AD], donde la hipótesis de distorsión limitada

es presentada de forma más simple; obteniéndose aśı, una versión final de lo que se

conoce como el Teorema del folklore o Teorema de Adler. El enunciado de éste Teorema

es el siguiente.

TEOREMA 1.1 Sea f : I → I una función de Markov, M = sup
Ik

sup
y,z∈Ik

∣∣∣∣ f ′′(z)

f ′(y)2

∣∣∣∣ <∞ y

λn = ı́nf
x
|(fn)′(x)| > 1 para algún n, entonces f admite una medida finita dµ = p(x)dx,

invariante, ergódica y absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue, donde

p(x) es una función medible positiva, acotada lejos de cero y de infinito.

El presente trabajo, siguiendo [B], muestra que cuando las condiciones sobre la

expansividad de las transformaciones fallan de cierta manera, la conclusión del Teorema

del Folklore se sigue cumpliendo; obteniendo aśı, una mayor generalización de dicho

teorema y unificando una mayor cantidad de ejemplos.

Dividimos, el siguiente trabajo, en tres caṕıtulos. En el caṕıtulo 2 se establecen

definiciones básicas, aśı como el contexto general para el entendimiento del caṕıtulo

siguiente. En el caṕıtulo 3 enunciaremos el teorema principal de este trabajo, mostrare-

mos algunos ejemplos ilustrativo y haremos su demostración. Por último, construiremos

la medida invariante, ergódica y absolutamente continua equivalente a la medida de Le-

besgue.



Caṕıtulo 2

Preliminares

Consideremos una función h : I → I, con I = [a, b], medible en un espacio de

probabilidad (I,B, µ); donde, B es la σ- álgebra de Borel definida en I y µ una medida

definida en B. Denotaremos por λ la medida de Lebesgue en I.

DEFINICIÓN 2.1 Diremos que la medida µ es h-invariante (o simplemente invariante)

si, µ(h−1(B)) = µ(B) para todo B ∈ B.

DEFINICIÓN 2.2 Diremos que la función h es µ-ergódica (o simplemente ergódica)

si, h−1(B) = B, B ∈ B =⇒ µ(B) = 0; o bien, µ(Bc) = 0.

DEFINICIÓN 2.3 Diremos que µ es absolutamente continua (respecto a la medida de

Lebesgue) si, λ(B) = 0, B ∈ B =⇒ µ(B) = 0.

A continuación presentaremos la definición de transformación de Markov, la cual será hi-

pótesis fundamental en el presente trabajo.

DEFINICIÓN 2.4 Una transformación f : I → I es llamada una transformación de

Markov, si existe una familia finita o numerable {Ik} de intervalos abiertos, disjuntos

dos a dos, tal que:
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i) f está definida en ∪Ik y el conjunto en I \ ∪ Ik tiene medida (de Lebesgue) cero.

ii) f |Ik es estrictamente monótona y se extiende a una función C2 en Ik para cada k.

iii) Si f(Ik) ∩ Ij 6= ∅, entonces f(Ik) ⊃ Ij para todo k y j.

iv) Existe un entero R tal que
R⋃
n=1

fn(Ik) ⊃ Ij para todo k y j.

La familia {Ik} es llamada una partición de Markov asociada a f .

A lo largo de éste y los posteriores caṕıtulos, supondremos lo siguiente:

(1) f : I → I, con I = [0, 1], denotará una función de Markov e {Ik}dk=1 la partición de

Markov asociada a f .

(2) Denotando por Ik = (ak, bk), donde a1 = 0, bd = 1 y bk = ak+1 para cada k ∈
{1, . . . , d − 1}, obtenemos que los intervalos asociados a la partición de Markov,

mencionados anteriormente, quedan expresados de la siguiente manera:

I1 = (a1, b1), I2 = (a2, b2), . . . , Id = (ad, bd).

(3) Si x no está en ningún Ik, 1 6 k 6 d, entonces ó x = 0, ó x = 1; o bien x

es un extremo final de algún Ik e inicial para Ik+1 con k ∈ {1 . . . d − 1}. En este

sentido podemos imaginar a x como dos puntos distintos: x+, x−, y en consecuencia,

f(x+) := ĺım
z→x+

f(z) y f(x−) := ĺım
z→x−

f(z). Dichos ĺımites existen por la segunda

condición en la definición de transformación de Markov.

(4) Teniendo presente los comentarios del item anterior, denotaremos por S al conjunto

de todos los puntos extremos de los intervalos de la partición de Markov; esto es,

S = {a1, b1, a2, b2, . . . , ad, bd}, y debido a la tercera condición en la definición de

Markov, tiene sentido definir la función f : S → S. Aśı, cuando buscamos f(x), con

x ∈ S, estamos pensando en ĺımites laterales: f(x+), f(x−). Claro está, para k = 1

y k = d la imagen f(0) = f(a1) lo pensaŕıamos como f(a+1 ) y f(1) = f(bd); como,

f(b−d ). El conjunto S es llamado conjunto singular y los puntos x ∈ S son llamados

puntos singulares.
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DEFINICIÓN 2.5 Un punto periódico, de peŕıodo k > 1, de f es cualquier punto x ∈ I,

tal que fk(x) = x y que para cada 0 6 i, j 6 k − 1 con i 6= j vale f i(x) 6= f j(x).

DEFINICIÓN 2.6 Un punto x es eventualmente periódico, de peŕıodo n, si x no es

periódico, pero existe m > 0 tal que fn+i(x) = f i(x) para todo i > m. Esto es, f i(x)

es periódico para i > m.

En el contexto de transformaciones de Markov, y debido a que el conjunto singular S

es finito e invariante por f , todo punto p ∈ S es periódico o eventualmente periódico.

El párrafo anterior justifica la siguiente definición.

DEFINICIÓN 2.7 El peso H(p) con p ∈ S, es el entero más pequeño n > 0 de manera

que fn(p) es periódico.

Aśı, en nuestro contexto, cuando el peso H(p) = 0 el punto p ∈ S es periódico, mientras

que si H(p) > 0 el punto p ∈ S es eventualmente periódico.

DEFINICIÓN 2.8 Una función f : [x0, x1]→ R se dice no plana en x0, si existe r > 1

tal que f (r)(x0) 6= 0 y f ∈ Cr+1 en [x0, x1].

LEMA 2.1 Supongamos que f : [x0, x1] → R es no plana cerca de x0, entonces para

U = (x0, x0 + ε), con ε pequeño, se cumple que:

A(U) = ı́nf
x∈U

∣∣∣∣f ′(x)(x− x0)
f(x)− f(x0)

∣∣∣∣ > 0 y sup
x∈U

∣∣∣∣f ′′(x)(f(x)− f(x0)

f ′(x)2

∣∣∣∣ <∞
Demostración. Ver [B] y para mayores detalles revisar [P].

DEFINICIÓN 2.9 Sea f : [x0, x1] → [x0, x2]. Diremos que el punto x0 es una fuente

regular para f si, f(x0) = x0 y f ′(x0) > 1. En el caso f ′(x0) = 1 pedimos que f ′(x)

decresca estrictamente a 1 cuando x → x0. El punto x0 es llamado una fuente regular

periódica, de peŕıodo k > 2, si x0 es fuente regular para fk.
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La demostración de la siguiente proposición está contenida en [P].

PROPOSICIÓN 2.1 Sea x0 una fuente regular para f . Entonces existe un intervalo

abierto V = (x0, x0 + ε), ε > 0, de manera que si x ∈ V y x 6= x0, existe k = k(x) ∈ N
tal que fk(x) 6∈ V .

Esta última proposición le otorga validez a la siguiente notación.

Sea U = (x0, x0 + ε) con x0 una fuente regular y x ∈ U . Denotaremos por:

mU(x) = ı́nf{m > 0 : fm(x) 6∈ U}.

LEMA 2.2 Sea x0 un punto fuente regular para f y U = (x0, x0 + ε), con ε suficien-

temente pequeño, entonces existe una constante B(U) > 0 de manera que

(fmU (x))′(x) >
B(U)

|x− x0|
para todo x ∈ U .

Demostración. Ver [B] y para mayores detalles revisar [P].

La siguiente definición, que involucra los dos lemas anteriores, jugará un rol im-

portante en el enunciado de nuestro teorema principal.

DEFINICIÓN 2.10 Un intervalo regular U = Up, para un punto singular p con H(p) >

0, es un intervalo que satisface las condiciones del Lema 2.1. En este caso x0 = p y U =

(x0, x0+ε); o bien U = (x0−ε, x0), dependiendo si p = ak o p = bk. Un intervalo regular

U = Up para un punto singular p con H(p) = 0, y teniendo peŕıodo r, es un intervalo

tal que f r|U es una función continua y (f r)′ > 1 en Up\{p}, ĺım
k→∞

(f−r)k(x) = p para

x ∈ U y tal que el lema 2.2 se cumple para Up. Aqúı x0 = p, f r es usada en lugar de f

y U = (x0, x0 + ε); o bien, U = (x0 − ε, x0).



Caṕıtulo 3

Teorema Principal

A continuación enunciaremos el resultado principal de este trabajo.

TEOREMA 3.1 Supongamos que f : I → I es una función de Markov la cual no es

plana en puntos p ∈ S con H(p) > 0, y todos los puntos p ∈ S con H(p) = 0 son

fuentes regulares periódicas. Supongamos un intervalo regular Up, p ∈ S, tal que:

a) f(Up) ⊂ Uf(p) cuando H(p) > 0, p ∈ S.

b) long(Up) < A(Up)A(Uf(p)) · · ·A(UfH(p)−1p)B(UfH(p)p), cuando H(p) > 0, p ∈ S.

Además supongamos que:

c) λ∗N = ı́nf{ máx
16n6N

|(fn)′(x)| : x 6∈
⋃
p∈S

Up} > 1 para algún N > 1.

Entonces f admite una medida invariante µ ergódica y absolutamente continua respecto

a la medida de Lebesgue. La medida µ es finita si y solo si todos los puntos periódicos

en S son expansores.

Los siguientes ejemplos ilustran la aplicación del teorema anterior. En el primero,

se debilita la hipótesis de expansividad de la manera más simple; es decir, en el caso

que la derivada de la función alcance el valor de 1. En el segundo ejemplo, se pierde la

expansividad de una manera más drástica al considerar un punto cŕıtico.
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Ejemplo 3.1. En [AW] se muestra que la transformación de Boole: f(x) = x − 1
x

es

ergódica. Utilizando argumentos de compactificación (ver [S] y para mayor explicación

revisar [N]), el cambio de variable u = arctanx ∈ [−π
2
, π
2
] nos conduce a la siguiente

función auxiliar f̃(u) = arctan(tanu − 1
tanu

). En este caso S = {−π
2
, 0−, 0+, π

2
}. Ahora

bien, realizando algunos cálculos obtenemos lo siguiente

f̃ ′(u) =
1

sin4 u− cos2 u sin2 u+ cos4 u
=

1

3 sin4 u− 3 sin2 u+ 1
.

Es claro que f̃ ′(u) > 1 para u 6∈ S, además los puntos fuentes regulares en S son π
2

y
−π
2

, ambos con pendiente igual a 1. Por lo tanto f̃ (y en consecuencia f) admite una

medida invariante equivalente a la medida de Lebesgue.

Ejemplo 3.2. Consideremos la función cuadrática f(x) = 4x(1 − x) en [0, 1]. Dicha

función no es uniformemente expansora, puesto que el punto 1
2

es un punto cŕıtico. Sin

embargo, la función f satisface las hipótesis del teorema principal (Teorema 3.1). En

primer lugar S = {0, 1
2

−
, 1
2

+
, 1} cuyo único punto fijo (y por tanto periódico) es el 0. El

resto de los puntos son eventualmente periódicos. Considerando los intervalos regulares

como sigue:

U0 = [0,
1

4
], U 1

2

− = [
3

8
,
1

2
], U 1

2

+ = [
1

2
,
5

8
], U1 = [

15

16
, 1],

entonces f(U 1
2

−) ⊂ U1, f(U 1
2

+) ⊂ U1, f(U1) ⊂ U0; comprobándose aśı, la condición a).

Por otra parte, las constantes que aparecen en el lema 2.1 y en el lema 2.2, están dadas

por:

A(U 1
2
) > 2, A(U1) >

13

16
, B(U0) > 0,09.

En consecuencia la condición b) también se satisface. Por último, (f 2)′(x) > 1 para

todo x 6∈
⋃
p∈S

Up y por tanto λ∗2 > 1. En conclusión, la función cuadrática f admite una

medida invariante absolutamente continua respecto a Lebesgue.
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3.1. Demostración del Teorema Principal

En lo que sigue, f satisface las hipótesis del Teorema 3.1. Para K ⊂ [a, b] y

x ∈ K definimos la función nK : K → N por nK(x) = mı́n{n > 0 : fn(x) ∈ K}, y

fK : K → K dada por fK(x) = fnK(x)x. La transformación fK es conocida como la

transformación inducida por f .

De manera general, la estrategia para la demostración del teorema principal (Teo-

rema 3.1) es la siguiente: Construir el mencionado conjunto K y definir sobre él, la

función inducida fK ; luego, probar que dicha función inducida satisface las hipótesis

del Teorema del Folklore. Una vez logrado estos objetivos, contruir (a partir de la me-

dida obtenida para la inducida), la medida invariante para la función f .

Si suponemos la existencia de K, el siguiente resultado es válido

LEMA 3.1 Si S ∩K = ∅, existe M > 1, λ > 1 de manera que |(fMK )′(x)| > λ, siempre

que (fMK )(x) = (fK)M(x) esté definida.

Demostración. Ver [B], y para mayores detalles revisar [P].

El siguiente Lema nos ayudará en la construcción del mencionado conjunto

LEMA 3.2 Sea V un intervalo abierto pequeño con fuente periódica p ∈ S como punto

extremo, entonces V contiene puntos del conjunto S̃ =
∞⋃
k=0

f−kS.

Demostración. Ver [B], y para mayores detalles revisar [P].

3.1.1. Construción del Conjunto K

Denotemos por s al número de órbitas periódicas en S. Sean r1, r2, . . . , rs sus

peŕıodos; y escojamos puntos p1, p2, . . . , ps en cada una de dichas órbitas. Por el Lema

3.2, se pueden encontrar puntos yi ∈ S̃ ∩ Upi arbitrariamente cerca de pi. Fijemos

yi ∈ S̃ ∩ Upi , y denotemos:

Z(fk(pi)) = fk−ri(yi) ∈ Ufkpi para 0 6 k < ri

Z(p) = f−H(p)Z(fH(p)p) ∈ Up para p ∈ S,H(p) > 0
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Luego, definamos

Wp = (Z(p), p] (o bien Wp = [p, Z(p))) para p ∈ S.

Sea j(i) el mayor entero j > 0 de manera que f jyi 6∈ S; y sea

T = {f t(yi) : 0 6 t 6 j(i), 0 6 i 6 s}.

Entonces S, T y Z = {Z(p) : p ∈ S} son disjuntos dos a dos; además podemos suponer,

sin perder generalidad que T ∩ ∪p∈SWp = ∅ usando f−Mriyi, para M grande, en lugar

de los yi de ser necesario.

El conjunto S ′ = S∪T ∪Z determina una partición, {J1, J2, . . . , Jt}, del intervalo

[0, 1].

AFIRMACIÓN 3.1 f es una función de Markov respecto a la colección {J1, J2, . . . , Jt}.

Demostración. Sea y ∈ f(S ′). Entonces existe x ∈ S ′ de manera que y = f(x). Como

x ∈ S ′ = S ∪ T ∪ Z consideremos los siguientes casos:

Si x ∈ S, por ser S invariante, entonces f(x) ∈ S; y por lo tanto f(x) ∈ S ′. Si

x ∈ T , entonces f(x) ∈ S ó f(x) ∈ T , en ambos casos f(x) ∈ S ′. Si x ∈ Z, entonces

f(x) ∈ Z ó f(x) ∈ T , en consecuencia f(x) ∈ S ′. En conclusión f(S ′) ⊂ S ′.

Usando este último hecho, y por ser f una función de Markov respecto a {I1, . . . , Id},
se cumple que f está definida en ∪tj=1Jj y el conjunto I\ ∪tj=1 Ji tiene medida (de Le-

besgue) cero. Es claro que f es estrictamente monótona en cada Ji y se extiende a una

función C2 en Ji. asimismo si f(Jk) ∩ Ji 6= ∅, entonces f(Jk) ⊃ Ji.

Por último, existe Q = j(i) + 1 de manera que fQ(S ′) ⊂ S y en consecuen-

cia

R+Q⋃
n=1

fn(Jk) ⊃ Jj donde R es el número que aparece en la última condición de la

definición de Markov para lo colección {I1, . . . , Id}.
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Los intervalos Wp p ∈ S son algunos de los Jj, como lo son los intervalos Vi =

(yi, z(pi)]. Ahora bien, denotando por qi = f ri−1pi, se tiene que f(Wqi) = Vi ∪Wpi y

f(Wp) = Wfp para p ∈ S − {q1, . . . , qs}.
El conjunto K deseado es el siguiente:

K = [a, b]\
⋃
p∈S

Wp.

Observemos que K es la unión de ciertos Jj.

AFIRMACIÓN 3.2 Todo punto x ∈ K, regresa infinitas veces a K a excepción de una

cantidad finita.

Demostración. Observemos en primer lugar que los puntos fk(yi), con yi ∈ K, k > 0

no regresan a K; puesto que para M > 0, M grande, fkMyi ∈ S y S es invariante.

Ahora bien, tomemos z ∈ K que no se encuentre en la órbita de un yi, 0 6 i 6 s y

supongamos que fm(z) 6∈ K, para algún m > 0. Entonces fm(z) ∈ Wp.

Sea Wpi con pi periódico de peŕıodo ri. En este caso f ri−1(fmz) ∈ Wqi donde

qi = f ri−1pi, pero por lo expresado anteriormente f(Wqi) = Vi∪Wpi ; y en consecuencia,

z1 = f ri(fmz) ∈ Vi∪Wpi . Luego si z1 ∈ Vi, entonces dicho punto esta en K. Supongamos

que fn(z1) ∈ Wfkpi para k ∈ {0 . . . ri − 1} y n > 0. Entonces obtenemos ri sucesiones

monótonas dadas de la siguiente manera:

x1n = fnri(z1) ∈ Wpi,

x2n = fnri+1(z1) ∈ Wf(pi),

...

xrin = fnri+(ri−1)(z1) ∈ Wfri−1pi .

tales que:

x1n → L1, x2n → L2 . . . xrin → Lri
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cuando n→∞ y Li 6∈ K para todo i ∈ {1 . . . ri}. Pero por la continuidad de f tenemos

que:

x2n = f(x1n)→ f(L1),

x3n = f(x2n)→ f(L2),

...

x1n = f(xrin )→ f(Lri).

Y por la unicidad de los ĺımites

f(L1) = L2, f(L2) = L3 . . . f(Lri) = L1

y en consecuencia f ri(L1) = L1 lo cual es una contradicción; puesto que los únicos

puntos periódicos se encuentran en S. En consecuencia todo punto z ∈ K, que no

está en las órbitas de los yi, retornan siempre al conjunto K.

La afirmación anterior garantiza retornos en el conjunto K y por lo tanto, tiene

sentido definir la función inducida fK .

LEMA 3.3 fK : K → K es una función de Markov.

Demostración. Notemos en primer lugar que fK esta definida en K\f−1S. Para

1 6 i 6 s sea W̃i =

ri−1⋃
k=0

Wfkpi . Entonces f : W̃i → W̃i ∪ Vi es un homeomorfismo;

usando la rama de f−1 definimos Li,j = f−jVi ∩ W̃i para j > 1. En consecuencia para

0 6 k < ri tenemos

Wfkpi = {fkpi} ∪
⋃
{Li,j : j + k ≡ 0(modri)}.

Puesto que f es de Markov respecto a los intervalos {J1, . . . , Jt}, también lo es

con respecto a los intervalos {Ju,v = Ju ∩ f−1Jv : 1 6 u, v 6 t}. Si Ju,v 6= ∅ entonces

f(Ju,v) = Jv. Cuando Ju es algún Wp (p ∈ S), entonces Ju,v 6= ∅ para solo un v y

Ju,v = Ju = Wp.
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Para p ∈ S, sea i(p) el entero i de manera que fH(p)p está en la órbita de pi. Si

Ju,v 6= ∅ y Jv = Wp (p ∈ S), se define Ju,v,j = Ju,v ∩ f−1f−H(p)Li(p),j. Estos intervalos

serán no vaćıos para aquellos j que son congruentes mod ri(p) para algún entero fijo

i(p). Afirmamos que fK es de Markov usando los intervalos de la colección

J = {Ju,v : ningún Ju ni Jv es un Wp} ∪ {Ju,v,j : Ju no es Wp, Jv es un Wp}.

En primer lugar nótese que J cubre a K excepto a lo más una cantidad numerable

de puntos. También nK = 1 en un intervalo Ju,v del primer tipo en J y entonces

fK(Ju,v) = f(Ju,v) = Jv. En el intervalo Ju,v,j ∈ J uno tiene nK = j + 1 + H(p) y

fK(Ju,v,j) = Vi(p).

Para cualquier J ∈ J, fK |J = fn|J con fkJ un intervalo y f |fkJ es monótona de

clase C2 para cada 0 6 k < n. Se sigue que fK |J es monótona y C2. Finalmente, fK(J)

contiene algún Ju y aśı

R+Q+1⋃
n=1

fnKJ ⊃
R+Q⋃
m=1

fm(Ju) ∩K = K.

LEMA 3.4 Sean U un intervalo regular y x0 un punto fuente regular para f . Existen

constantes C(U), D(U) de manera que si x, y ∈ U con mU(x) = mU(y), entonces:

|x− x0| 6 C(U)|y − x0|, y

(fk)′(x) 6 D(U)|(fk)′(y)| para 1 6 k 6 mU(x)

Demostración. Supongamos, sin perder generalidad, que x0 es un extremo a la iz-

quierda de U . Debido a que mU(x) = mU(y) tenemos que ó y < x < f(y), o bien

f−1y < x < y. En el primer caso tenemos que si x0 < t < y < x y debido a que f ′(x)

decrece monótonamente a 1 conforme x→ x0 entonces, f ′(t) < f ′(y) y en consecuencia

|f(y)− f(x0)| =
∫ y

x0

f ′(t)dt 6
∫ y

x0

f ′(y)dt

6 f ′(y)|y − x0| 6 |y − x0| sup
z∈U
|f ′(z)|.
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Pero x0 es punto fijo y f(y) > x por lo tanto |x− x0| < |f(y)− f(x0)| y asi

|x− x0| < |y − x0| sup
z∈U
|f ′(z)|

Para el segundo caso, siguiendo un argumento similar, obtenemos |x0 − x| 6 |y − x0|.
Probemos la segunda parte del Teorema.

En primer lugar supongamos que f ′(x0) > 1. Escojamos ε > 0 de manera que

λ = ı́nf
s∈U

f ′(s) > 1 y definamos g(x) = log f ′(x). Entonces g′(s) =
f ′′(s)

f ′(s)
.

Además, por el Teorema del Valor Medio |g(x) − g(y)| 6 c
λ
|x − y| para todo

x, y ∈ U , donde c = sup
s∈U
|f ′′(s)|.

Ahora bien, sean x, y ∈ U con mU(x) = mU(y) = m, entonces para 0 6 j < k se

tiene que [f j(x), f j(y)] ⊂ U . Por otra parte, f |U expande distancias en un factor λ, y las

m−j−1 iteradas de [f j(x), f j(y)] están en U ; y por tanto |f j(x)−f j(y)| 6 ελ−(m−j−1).

Luego

| log(fk)′(x)− log(fk)′(y)| 6
k−1∑
j=0

|g(f j(x))− g(f j(y))|

6
c

λ

k−1∑
j=0

|(f j(x)− f j(y)|

6
c

λ

k−1∑
j=0

ελ−(m−j−1)

6
cε

λ

k−1∑
j=0

(
1

λ
)m−j−1

6
cε

λ− 1
.

En consecuencia

| log(fk)′(x)− log(fk)′(y)| 6 cε

λ− 1
⇒ −cε

λ− 1
6 log(fk)′(x)− log(fk)′(y) 6

cε

λ− 1

⇒ (fk)′(x) 6 exp(
cε

λ− 1
)(fk)′(y).
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Tomando D(U) = exp

(
cε

λ− 1

)
, obtenemos lo deseado.

Supongamos ahora que f ′(x0) = 1.

Si y > x, entonces para 0 6 j 6 k se tiene que f j(y) > f j(x) y en consecuencia

f ′(f jy) > f ′(f jx).

Luego

(fk)′(y) =
k−1∏
j=0

f ′(f jy) >
k−1∏
j=0

f ′(f j)(x) = (fk)′(x).

Si y < x, entonces f(y) > x ya que mU(x) = mU(y) y por tanto

|(fk)′(y)| =
k−1∏
j=0

f ′(f jy) >
k−1∏
j=0

f ′(f j−1x)

= f ′(f−1(x))f ′(x) · · · f ′(fk−2(x))

=
f ′(f−1(x))f ′(x) · · · f ′(fk−2(x))(fk−1(x))

f ′(fk−1(x))

=

f ′(f−1x)
k−1∏
j=0

f ′(f jx)

f ′(fk−1(x))

=
f ′(f−1x)(fk)′(x)

f ′(fk−1(x))
.

Con esto tenemos:

|(fk)′(x)| 6 D(U)(fk)′(y) donde D(U) =

sup
z∈U

f ′(z)

ı́nf
z∈U

f ′(z)
,

con lo cual termina la demostración.
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LEMA 3.5 Sea x0 una fuente regular con vecindad regular U . Entonces

sup

{
|(fn)′′(x)|
|(fn)′(x)|2

: x ∈ U n = mU(x)

}
<∞

Demostración. Sea y ∈ U de manera que mU(y) = mU(x) = n. Definamos g(x) =

log(f ′(x)) y denotemos por d = sup
ξ∈U
|g′(ξ)| <∞.

Por el Teorema del Valor Medio aplicado a g en (x, y) ⊂ U , se tiene que existe

ξ ∈ (x, y) tal que |g(x)− g(y)| = g′(ξ)|x− y| 6 d|x− y|. Ahora bien, por la regla de la

cadena, propiedades del logaŕıtmo y lo dicho anteriormente tenemos que

| log(fn)′(x)− log(fn)′(y)| 6
n−1∑
k=0

d|fk(x)− fk(y)|

.

Sea U = [x0, β]. Entonces x, y ∈ (f−nβ, f−(n−1)β] y

|fk(y)− fk(x)| =

∫ y

x

|(fk)′(t)|dt

6 |y − x| sup
t∈[x,y]

|(fk)′(t)|

6 |y − x|D(U)(fk)′(y)

6 D(U)|y − x| 1

f−n+1β − f−nβ
.

∫ f−n+1β

f−nβ

|(fk)′(s)|ds

6
D(U)|y − x|

f−n+1β − f−nβ
(fk−n+1β − fk−nβ).

En consecuencia

| log(fn)′(x)− log(fn)′(y)| 6
dD(U)|y − x|
f−n+1β − f−nβ

n−1∑
k=0

(fk−n+1β − fk−nβ)

6
dD(U)|y − x|
f−n+1β − f−nβ

(β − f−nβ).



17

Por otro lado, β − f−1β = (f−n+1β − f−nβ)(fn−1)′(w) para algún w de manera que

nU(w) = n. Luego, para algún w̃ tal que mU(w̃) = n se tiene que

|(fn)′(x)− (fn)′(y)| = |elog(fn)′(x) − elog(fn)′(y)|
6 |(fn)′(w̃)|| log(fn)′(x)− log(fn)′(y)|

6
|(fn)′(w̃)|dD(U)|y − x|(β − f−nβ)

f−n+1β − f−nβ

6
|(fn)′(w̃)|dD(U)|y − x|(β − f−nβ)(fn−1)′w

β − f−1β

Luego, del Lema 3.4 y teniendo en cuenta que (fn−1)′(w) 6 (fn)′(w), pues f ′ > 1 en

U , resulta∣∣∣∣(fn)′(x)− (fn)′(y)

x− y

∣∣∣∣ 6 dD(U)|(fn)′(w̃)||(fn−1)′w|
(
β − f−nβ
β − f−1β

)
6 dD(U)|(fn)′(w̃)||(fn)′w|

(
β − f−nβ
β − f−1β

)
6 K(U)(D(U))3|(fn)′x|2

Donde K(U) = d

(
β − f−nβ
β − f−1β

)
.

Tomando el ĺımite cuando y → x obtenemos lo deseado:

(fn)′′(x) 6 K(U)(D(U))3|(fn)′x|2 =⇒ |(fn)′′(x)|
|(fn)′(x)|2

6 K(U)(D(U))3.

LEMA 3.6 La función h = fK : K → K satisface las hipótesis del Teorema del folklore

Demostración. En primer lugar, debido al lema 3.1, tenemos que ı́nf |h(x)| > 0.

Por el lema 3.3, la función es de Markov. Además, h es C2 en cualquier J, J ∈ J y en

consecuencia β(J) = sup
y,z∈J

∣∣∣∣h′′(z)

h′(y)

∣∣∣∣ <∞ para cualquier J ∈ J. Aśı que solo resta mostrar

que sup
J∈J

β(J) <∞.
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Si f no es plana cerca de x0, entonces la formula de Taylor muestra que para

cualquier constante C2 > 0, existe una contante C1 de manera que, para x, y cercanos

a x0 se cumple:

|f(x)− f(x0)| 6 C2|f(y)− f(x0)| ⇒ |x− x0| 6 C1|y − x0|.

Si x, y ∈ Ju,v,j, entonces por esta última igualdad junto el lema 3.4, se tiene una sucesión

finita de constante C1, C2, . . . de tal manera que

|fk(fx)− fk(p)| 6 Ck|fk(fy)− fk(p)| para 0 6 k 6 H(p). (3.1)

En el lema 2.1 probamos que
∣∣∣f ′(x)(x−x0)f(x)−f(x0)

∣∣∣ es acotado lejos de cero para x cercano a un

punto no plano x0 usando la formula de Taylor. El mismo argumento prueba que esta

cantidad es acotada lejos de ∞; esto significa que, |f ′(x)| difiere de
∣∣∣f(x)−f(x0)x−x0

∣∣∣ por un

factor multiplicativo lejos de 0 y de∞. Luego, del lema 3.4 y la desigualdad 3.1 muestra

que ∣∣∣∣(fk)′(x)

(fk)′(y)

∣∣∣∣ 6 E para todo 1 6 k 6 nK(x), x, y ∈ Ju,v,j,

donde E es una constante que no depende de x, y, u, v, j. En consecuencia esto es una

cota para β̃(J) = sup
y∈J

∣∣∣∣ h′′(y)

h′(y)2

∣∣∣∣.
Si H = F ◦G, entonces

H ′′(x)(H(x)−H(x0))

H ′(x)2
=

F ′′(Gx)(F (Gx)− F (Gx0))

F ′(Gx)2

+
F (Gx)− F (Gx0)

(Gx−Gx0)F ′(Gx)

G′′(x)(Gx−Gx0)
(G′x)2

.

Para puntos cercanos a puntos no planos, el lema 2.1 nos da una cota para

F (Gx)− F (Gx0)

(Gx−Gx0)F ′(Gx)

y por tanto, una cota para la expresión de la derecha de H = F ◦ G en términos de

estos F y G.

El lema 2.1 dice que este tipo de expresiones son acotadas cerca de un punto plano

y el lema 3.5 dice esto para fmU (x) cerca de una fuente regular.
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Todo esto se combina para tener una cota universal en∣∣∣∣h′′(x)(h(x)− f j+H(p)+1p)

h′(x)2

∣∣∣∣ para x ∈ Ju,v,j, Jv = Wp.

Como |h(x) − f j+H(p)+1(p)| > ı́nf
p∈S
|z(p) − p| > 0, obtenemos que β̃(J) tiene una cota

uniforme para todo los Ju,v,j. Esto es suficiente cuando existe solamente una cantidad

finita de J ∈ J.

3.1.2. Construcción de la Medida Invariante

El Teorema de Adler nos da una medida dµ̃ = p(x)dx invariante y ergódica, en K,

para la función inducida h = fK , con c1 6 p(x) 6 c2 para algunas constantes positivas

c1, c2. Construyamos ahora una medida µ para la función de Markov f como sigue. Para

E ⊂ [a, b] \K definamos:

E = {x ∈ K : fnx ∈ E para algún 0 < n < nK(x)}.

DEFINICIÓN 3.1 Diremos que el conjunto E es visitado simple si

x ∈ E, fmx ∈ E, m > 0 ⇒ fkx ∈ K para algún 0 < k < m.

Los conjuntos Li,j y Wp con H(p) > 0 son ambos visitados simples. Ahora bien, existe

una única medida µ en [0, 1] de manera que

µ|K = µ̃, µ(E) = µ̃(Ẽ)

para conjuntos visitados

E ⊂ [0, 1] \K y µ([0, 1]\ ∪∞n=0 f
nK) = 0

Esta medida es σ-finita, equivalente a Lebesgue, invariante y ergódica para f , y finita

en cualquier conjunto visitado simple.
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Finalmente, notemos que µ es finita si y solo si
∑
j

µ(Li,j) <∞ para cada i. Ahora

L̃i,j es la unión de ciertos u, v de intervalos

J∗u,v,j = ∪{Ju,v,k : k > j, k ≡ j(modri)}.

Si Jv = Wp, entonces J∗u,v,j es mapeado por fH(p)+1 sobre [f−jyi, f
αpi) donde 0 6 α < ri

satisface j+α ≡ 0(modri). Puesto que fH(p)+1 no es plana cerca de los puntos extremos

q de Ju,v con f(q) = p, existen constantes positivas d1, d2 y un entero n de manera que

|fH(p)+1x− fαpi|
|x− q|n

∈ [d1, d2],

para x cercano a q. De aqúı J∗u,v,j tiene longitud en el intervalo |f−jyi−fαpi|1/n[d
−1/n
2 , d

−1/n
1 ]

y µ̃(J∗u,v,j) difiere de |f−jyi−fαpi|1/n por un factor en [d
−1/n
2 c1, d

−1/n
1 c2]. En consecuencia

µ(Li,j) = µ̃(L̃i,j) es una combinación lineal
∑
u,v

cu,v|f−jyi − fαpi|1/n donde cu,v es una

función no nula y acotada lejos de cero e infinito. Aca
∑
j

µ(Li,j) < ∞ si y solo si la

fuente periódica pi es expansora, lo cual se sigue del siguiente Lema.

LEMA 3.7 Sea x0 una fuente regular para f , y consideremos un punto y cercano de

x0; y n > 1. Entonces

∞∑
j=0

|f−jy − x0|
1
n <∞⇐⇒ |f ′(x0)| > 1.

Demostración. Supongamos que f es de clase C2 cerca del punto x0. Si |f ′(x0)| > 1,

entonces |f ′(x)| > λ > 1 para x cerca de x0 y |f−ky−x0| 6 λ−k. El resultado se cumple

puesto que
∞∑
j=0

(λ−1/n)j converge.

Supongamos por absurdo que |f ′(x0)| = 1. Considere además n = 1, f ′(x0) = 1 y

x0 = 0. Entonces desarrollando la formula de Taylor para f−1 obtenemos que f−1(x) =

x+ ε(x)x2 donde ĺım
x→0

ε(x) <∞.
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Sea yj = f−jy. Entonces

yj+1

yj
=

f−1(f−jyj)

yj

=
f−1(yj)

yj

=
yj + ε(yj)y

2
j

yj
= 1 + ε(yj)yj.

Por otro lado,

y0

k−1∏
j=0

(1 + ε(yj)yj) = y0

k−1∏
j=0

(
yj+1

yj
)

= y0
y1
y0

y2
y1
. . .

yk
yk−1

= yk.

Además yk = f−ky. Debido a que yk → 0 cuando k →∞, se tiene que

ĺım
j→∞

(1 + ε(yj)yj) = 0 ⇒ ĺım
j→∞

ε(yj)yj) = −1

en consecuencia
∞∑
j=0

|ε(yj)yj| = ∞. Pero como ĺım
j→∞

(ε(yj)) < ∞, entonces
∞∑
j=0

|yj| = ∞

lo cual es una contradicción.
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temáticas. UCLA, (2012).

[V1] M. Viana. Lecture notes on attractors and physical measure. XII Escuela
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