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Sistemas Diferenciales y Simetrias.

RESUMEN
Sea F(x,u,u,--- u™) = 0 una ecuacién diferencial ordinaria de orden n.
Al hacer los cambios de variables p; = u,--- p, = u™, se obtiene la ecuacién
F(x,u,p1, -+ ,pn) = 0. Desde el punto de vista geométrico, esta ecuacién la podemos

interpretar como una hipersuperficie £ en el espacio R""2. Sobre este espacio, asocia-
remos un sistema diferencial n 4+ 1-dimensional que denotaremos por D. Este sistema
diferencial es conocido como la distribucion de Cartan, que es la estructura geométrica
que distingue de una manera natural, la clase de curvas correspondientes a las soluciones
de la ecuacion diferencial dada.

De este modo, las soluciones de una ecuacion diferencial, pueden ser interpretadas
como curvas integrales de la distribucién D que pertenecen a la hipersuperficie £ y que
se se proyectan en el eje x sin degeneracion.

Investigaremos las condiciones necesarias y suficientes, desde el punto de vis-
ta geométrico para que el sistema de ecuaciones tenga solucién. Mostraremos que la
teoria geométrica de las simetrias, hace posible entender y generalizar el procedimiento
estandar de integracién de ecuaciones diferenciales ordinarias. Mostraremos también,
como extender estos resultados al caso de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
de primer orden, interpretando tales sistemas como variedades inmersas en la variedad

de jet de orden 1.
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Capitulo 1
Introduccion

En 1895, el matematico noruego Sophus Lie (1842 — 1899) hace un aporte muy
importante a las matematicas en el area de las ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales, con la contribucion de nuevas lineas de estudio bajo el enfoque de algebra y
de geometria diferencial.

Esta investigacion estd dedicado a la teoria geométrica de ecuaciones diferenciales
ordinarias y ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de orden 1.

Empezaremos estudiando las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
desde el punto de vista geométrico. Veremos que dado un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de primer orden, F(z,u,u’) = 0, tomando M = R?, podemos asociar
una distribucién 2-dimensional D, de codimension 1 diferenciable, o una 1-forma dife-
rencial llamada distribucion de Cartan, que resulta ser la estructura geométrica la cual
distingue de una manera natural, la clase de curvas correspondientes a las soluciones
de la ecuacion diferencial dada.

Asi, las soluciones de una ecuacién diferencial £ C R3, pueden ser interpretadas
como curvas integrales de D, que pertenecen a £ y que se proyectan en el eje x, sin
degeneracion.

Investigaremos las condiciones necesarias y suficientes, desde el punto de vista
geométrico, para que el sistema de ecuaciones, tenga soluciones. Mostraremos, que la

teoria geométrica de las simetrias, hace posible entender y generalizar el procedimiento



estandar de integracion de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Seguidamente, por analogia con el caso de orden 1, abordaremos la teoria geométri-
ca de integrabilidad de ecuaciones diferenciales de orden superior y la teoria de simetria
de distribuciones, relativa a tales ecuaciones. Mostraremos, como extender los resul-
tados sobre integrabilidad de soluciones, de un sistema de ecuaciones diferenciales de
orden superior, al caso de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de primer or-
den, definidas sobre una variedad diferenciable M. Para tal efecto, interpretaremos tales
sistemas como variedades inmersas en la variedad de jet de orden 1. En este lenguaje,
daremos las condiciones de integrabilidad y analizaremos algunas de las simetrias de la
distribucion.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Variedades Diferenciables

DEFINICION 2.1 Una wvariedad topoldgica n-dimensional M (M"™) es un espacio to-
polégico Hausdorff (i.e. separado o T5), segundo numerable (i.e. con una base topoldgica
numerable de conjuntos abiertos) y localmente euclideo (i.e. para cada = € M, existe
un subconjunto abierto U, conteniendo a x homeomorfo a un subconjunto abierto del

espacio euclideo R™).

DEFINICION 2.2 Si ¢ : U — ¢(U) C R™ es uno de los homeomorfismos de la defini-
cién 2.1 siendo U un abierto conexo, ¢ recibe el nombre de homeomorfismo coordenado,
U abierto coordenado, al par (U, ) se le denomina sistema coordenado o carta local,

cada aplicacién continua x; = 1o : U C M — R se denomina funcién coordenada y



a la n-tupla (z1,...,x,) se dice que es el sistema de funciones coordenadas asociado a

la carta (U, p).

DEFINICION 2.3 Sean (U,p) y (V,4) dos cartas de una variedad topoldgica M™.
Diremos que las cartas estan C* — relacionadas si UNV =0 6 si UNV # 0, entonces

las funciones
1. Yoo t:pUNV)—=y(UNV)
2. pop L p(UNV) = oUNV)

son de clase C*.

Estas funciones son llamadas cambios de coordenadas.

DEFINICION 2.4 Un atlas para un espacio topolégico M es una coleccién de cartas
A= {(Uon Qpa)}aeA de M tal que

M= UUQ.

acA

DEFINICION 2.5 Un atlas A de una variedad topoldgica se dice que es de clase C* si

cualquier par de cartas de A estdn C*-relacionadas.

DEFINICION 2.6 Una estructura diferenciable de clase C* sobre una variedad to-
polégica M es un atlas maximal (i.e. ésta atlas no puede estar contenida propiamente

en otro atlas).



PROPOSICION 2.1 Si A es un atlas de clase C* de un a variedad topolégica M,

entonces existe un tnico atlas maximal A’ de clase C* que contiene a A

Demostracion. Ver [J].

DEFINICION 2.7 Una wvariedad diferenciable de clase C* y dimensién n es un par
(M, A) donde M es una variedad topolégica de dimensién n y A es una estructura

diferenciable de clase C* sobre M.

EJEMPLO 2.1 Para M = R", tomamos la carta (R", ) donde I es la funcién iden-
tidad. Luego A = {(R™, 1)} es un atlas de clase C'™, ya que posee s6lo una carta y
el cambio de coordenadas es trivial. Sea U el atlas maximal que contiene a A, luego
(R™,U) es una variedad diferenciable de clase C*°.

En virtud de la proposicién (2.1), para determinar una estructura diferenciable de
una variedad, basta presentar un atlas, no necesariamente maximal que esté contenido

en la estructura diferenciable.

EJEMPLO 2.2 Sea M un conjunto no vacio y N una variedad diferenciable de clase
C* y dimensién n. Si f : M — N es una funcién biyectiva, entonces M tiene una
estructura diferenciable de la misma clase y dimensiéon que N.

Basta considerar sobre sobre M la topologia
T ={V C M/f(V) es abierto en N}

2d0

la cual hace a f un homeomorfismo y a M Hausdorff y numerable. Luego, un atlas

A= {(f_l(Ua)a Pa © f)}aeA

para M, donde B = {(Uy,, ¥a)}aca €s un atlas para N™.

2.2. Funciones Diferenciables

DEFINICION 2.8 Sean M™ y N™ dos variedades diferenciables de clase C* y r < k.

Diremos que la funcién f : M — N es diferenciable de clase C" en un punto p, si existen



(U, ) una carta de M alrededor de p y (V,%) una carta de N alrededor de f(p), tales
que f(U) C V y la funcién representativa

fop =wo fop 1 oU) = ¢(V)

es diferenciable de clase C" en el punto p(p) € o(U) C R™.

fcpw

OBSERVACION 2.1 En esta definicién es fundamental el hecho de que la diferencia-
bilidad de f es independiente de la representacién de f.

DEFINICION 2.9 La funcién f: M — N es de clase C" si f es de clase C" en todo
punto de M.

Por otra parte, si f: D C M — N y D es abierto, diremos que f: D — N es de
clase C" si y solo si f es de clase C" considerando a D con la estructura de variedad
abierta. En el caso de D un subconjunto cualquiera de M, diremos que f: D — N es

de clase C" si y solo si f puede extenderse a una funcién de clase C" sobre una vecindad
abierta de D.

DEFINICION 2.10 Sean M y N dos variedades diferenciables de clase C*, vy 0 < r < k.
La funcién f : M — N es un difeomorfismo de clase C" si f es biyectiva y si f y f~*

son de clase C". En este caso M y N son difeomorfas.

DEFINICION 2.11 Un grupo de Lie es un grupo G que ademds es una variedad dife-

renciable, tal que las siguientes funciones son diferenciables

1)GxG—G 2)G —» G

(a,b) — ab a+— a



EJEMPLO 2.3 R" con la operacién adicion y el grupo lineal general GL(n,R) con la

operacion de multiplicacién de matrices, es un grupo de Lie.

2.3. Espacio Tangente

Sea p € M y denotemos por C(p) el conjunto formado por todas las funciones
reales, de clase C'* cuyos dominios son vecindades abiertas del punto p. Sobre C'*(p)
definimos la relacién de equivalencia f ~ g < existe una vecindad U de p, tal que
flo = g|U Con la adicién y multiplicacion de escalares por funciones usuales se induce

(p) C>(p)

sobre £ sus operaciones correspondientes, las cuales hacen de un algebra sobre

R, llamada Algebra de los Gérmenes de Funciones Diferenciables en el punto p.

o (p)

Denotaremos por C*(p) a <=® y por f a [f] € para simplificar la notacion.

Analogamente definimos C*(U) y C*(M) donde U C M.

DEFINICION 2.12 Un Vector Tangente a M en el punto p es una funcién v : c%(m —
R que cumple V[f],[g] € ©=2 y VA € R:

1) v([f1+ Algl) = v([f]) + do([g]) (Linealidad)
2) v([Alg]) = [gl(p)o([f]) + [f1(p)v(lg]) - (Derivacion).

Denotaremos por T,M el espacio lineal de vectores tangentes a M en p, el cual es

llamado espacio tangente a M en p. Observemos que si definimos

(v +w)([f]) = v(lf]) + w(lf])
(W) ([f1) = Alw([f1))

Vv,w € T,M y VA € R, entonces T,M es un espacio vectorial real.

" A



Nota 2.0. En la practica trataremos los vectores tangentes como operaciones sobre fun-
ciones mas que sobre sus gérmenes. Si f es una funcién diferenciable definida sobre una
vecindad de p, y v € T,M, definimos

v(f) = v((f])-

Asi v(f) = v(g) siempre y cuando f y g coincidan en una vecindad de p y claramente
se preservan las operaciones definidas sobre T}, M.

Consideremos una carta (U, ¢) de M™ alrededor del punto p con funciones coor-
denadas z!,...,2™ y f una funcién de clase C* definida en una vecindad V de p. La
funcién fop™!: (U NV) C R™ — R es diferenciable y por tanto existen las deriva-
das parciales D;(f o oY) (¢(p)), i = 1,...,m, lo cual se cumple para todo elemento de

C*(p). Asi, para i = 1,...,m podemos definir las siguientes funciones

0
8@-

( 0 ) :C*(p) = R dada por (
825‘2' D

) (1) =Dis 0wt
p
Es facil demostrar que éstas funciones son vectores tangentes de M en p.

TEOREMA 2.1 Si (U, p) es una carta de M™ alrededor del punto p, entonces

(%) ()

es una base para T,M.

Demostracion. Ver [J].
PROPOSICION 2.2 dim(T,M) = dim(M™)

Demostracion. Ver [J].

2.4. Derivada de una Funcion

Sean M y N dos variedades diferenciables y ¢ : M — N una funcién diferenciable.
Notemos que sip € M y f € C*(p(p)), entonces tenemos que f o p € C(p). De esta



forma podemos definir la siguiente funcion.

dgop . TpM — T@(p)N
v — dp,(v)

donde dp,(v) es la funcién

dpy(v) : C®(p(p)) — R
f o= dpp(v)(f) =v(fowp)

A la funcién dyp, la llamaremos la derivada de ¢ en el punto p (o Push Forward). Es
facil ver que ésta funcion definida de esa forma es una aplicacién lineal. De manera

analoga tenemos la aplicacién dual llamada Pullback

5(pp : Tgo(p)N* — TpM*
w > 0pp(w)

donde 0y, (w) es la funcién

dpp(w) : T,M — R
v = 0pp(w)(v) = wldpp(v))

Donde T,y N* y T,M* son los espacios duales de T,y N y T, M respectivamente.

OBSERVACION 2.2 Para simplificar la notacién, utilizaremos ¢, para la derivada y

©* para la aplicacion dual.

OBSERVACION 2.3 Si (U, 1, ..., T,,) es un sistema coordenado de M alrededor de p,

en virtud del teorema (2.1) tenemos que {dz'}, es una base de T,M* dual a {%}
i)i=1

2.5. Fibrado Tangente y Fibrado Cotangente

En esta seccién definiremos dos conjuntos muy importantes sobre las variedades

junto con sus propiedades y estructura diferencial.
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Sean M una variedad diferenciable de clase C*° con estructura A. Sean los con-
juntos
™ = | T,M, M = ] T,M"
pEM peEM

con las proyecciones naturales

7m:TM — M, m(v) = p, siveT,M
7 TM* — M, (1) = p, siTeT,M*

Sea (U, ¢) € A con coordenadas x1, 3, ..., Tp,. Definimos
o1 Y U) = R*™ y ot Y U) — R*™

Dadas por

o(v) = (21(7(V)), ..., T (7 (V)), d2t (V), ..., dz™(v)) ¥

5 ) = @ () (7)), )75 )

Para toda v € 7= Y(U) y 7 € 7 }(U). Notemos que @ y @* son ambas aplicaciones
inyectivas en un abierto de R?™.

Ahora, para T'M tenemos lo siguiente (andlogamente para T M*)
1. Si (U, )y (V) € A, entonces 1 o g~ es ¢

2. La coleccion {@p~1(W) : W es abierto en R?*™, (U, ¢) € A} forman una base pa-
ra la topologia sobre T'M, lo cual lo hace un espacio localmente euclideo 2m-

dimensional y segundo numerable.

3. Sea A la coleccién maximal que contiene
{(r71(V), ), (U, p) € A}

Entonces A es una estructura diferenciable en 7M.

TM y TM* con estas estructuras diferenciables son llamadas Fibrado Tangente y
Fibrado Cotangente respectivamente. Algunas veces sera conveniente escribir los puntos
de T'M como pares (p,v) donde p € M y v € T,M (Similarmente para T'M*).
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SiY: M — N es una aplicacién de clase C*°; entonces la diferencial de ¢ define

una aplicacién entre los fibrados tangentes
dip : TM — TN
donde dy(p,v) = dy,(v), v € T,M y p € M. Es facil ver que esta aplicacion es de clase

c*=.

2.6. Subvariedades

DEFINICION 2.13 Sea ¢ : M — N de clase C*.
1. ¢ es una Inmersion si dy, es no singular para cada p € M.
2. El par (M, ¢) es una Subvariedad de N si ¢ es una inmersién inyectiva.

3. ¢ es un Imbedding si ¢ es una inmersion inyectiva la cual también es un homeo-

morfismo en su imégen, esto es, ¢ es abierta en (M) con la topologia relativa.

Inmersmn pero Subvarledad pero Imbedding
No es Subvarledad No Imbedding

Supongamos que (U, ) es un sistema coordenado sobre M con funciones coorde-

nadas x1,Za, ..., T yc € N con 0 < c < m. Sea a € p(U), y sea

S={qeU/xi(q) =aj,i=c+1,..,m}.
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El subespacio S de M junto con el sistema

{als 5 =1,0c)

forman una variedad la cual es subvariedad de M llamada SLICE (tajada) del sistema
de coordenadas (Uy).

EJEMPLO 2.4 Consideremos en R* a M = {(z,y,2) : 2* + y?> + 22 < 1} con carta
¢ : M — R3? dada por

p(acos(0)sen(d), asen(f)sen(p), acos(d)) = (a,d, )
Un slice para (M, @) es S = {q € M/z(q) = ¢ette }-

¥
/R
</ >

A L

TEOREMA 2.2 Supongamos que 1) : M™ — N™ es C*®, que g € N y P = ¢¥~*({q})
es no vacio y que di : T,M — Ty, N es sobreyectiva para todo p € P. Entonces P

tiene una tnica estructura de variedad tal que (P, i) es una subvariedad de M, donde i
es la aplicacion inclusiéon. Mas aun, i : P — M es un imbedding, y la dimension de P

esm—n.

Demostracion. Ver [J].

2.7. Campos Vectoriales

En el capitulo anterior hemos introducido el concepto de vector tangente a una
variedad M en un punto p, esto es, un elemento X, de 7),M. Ahora vamos a extender

este concepto.
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DEFINICION 2.14 Un campo vectorial X a lo largo de una curva o : [a,b] — M es

una aplicacion X : [a,b] — T'M la cual levanta a o en T M, esto es, o X = 0.
M

LR

M

DEFINICION 2.15 Un campo vectorial X es llamado campo vectorial suave (C™) a
lo Largo de o si la aplicacién X : [a,b] — T M es C™.

OBSERVACION 2.4 Un campo vectorial X sobre un conjunto abierto U en M es un
levantamiento de U en T'M, esto es, una aplicacién X : U — TM tal que mo X = I.
Para este campo ser suave, significa que X € C*°(U,TM). El conjunto de los campos

vectoriales suaves sobre U forman un R-espacio vectorial y un modulo sobre el anillo
C>°(U) de funciones C* sobre U.

Si X es un campo vectorial sobre U y p € U, entonces X (p) (a menudo denotado
por X,,) es un elemento de T,M. Si f € C*°(U), entonces X (f) (denotado también por
X f) es la funcién sobre U la cual evaluada en p es X, (f).

Si (U, x1,...,x,) es un sistema de coordenadas locales de M, para cada punto
p € U, X puede ser escrito como

Xp = a;(p) aii

i=1

v XD =X = A

p i=1

()

donde a; y A; son funciones definidas en U. Diremos que X, es de clase C*° si a; € C*°.
X f es llamada la derivada de f por el campo vectorial X. Cualquier campo vec-

torial X, cumple:
1. X(af +0bg) =aX(f)+bX(9) Va,beR,f,geC®M)

2. X(fg)=X(f)g+ fX(g)
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En general, una aplicacion C>*(M) — C°°(M) satisfaciendo estas condiciones, es lla-
mada una algebra de derivacion C*°(M) sobre R.

Denotaremos por X(M) el conjunto de todos los campos vectoriales sobre M.
X(M) con las operaciones (X +Y), = X, +Y, y (aX), = aX, para cada X,Y € X(M)
vy a € R es un R-espacio vectorial, méds atn, cuando f € C*(M), Xf € X(M) es
definida por (fX), = f(p)X,, entonces X (M) tiene estructura de modulo no solo sobre
R, sino también sobre C*(M).

2.7.1. Corchete de Lie

Una consecuencia interesante de la interpretacion discutida en la seccion anterior
es que nos permite considerar las derivaciones iteradas, esto es, Si X y Y son dos
campos de vectores diferenciables y f es una funcién diferenciable, entonces X (Y (f)) y
Y (X(f)) son funciones diferenciables. Sin embargo, este tipo de operaciones no conduce
en general a nuevos campos de vectores diferenciables, ya que envuelven derivadas de
orden superior a la primera. No obstante, la diferencia de ambas iteraciones si produce

a un nuevo campo de vectores.

PROPOSICION 2.3 Sean X y Y dos campos de vectores diferenciables sobre M. En-
tonces existe un tnico campo Z € X(M) tal que

Z(f) = XY [f) =Y (Xf)
para toda funcién f € C°.
Demostracion. Ver [F].

DEFINICION 2.16 El campo vectorial definido en la proposicién (2.3) es llamado Cor-
chete de Lie de X y Y y se denota por

[X, Y]p(f) = Xp(Yf) - Y;;(Xf)
dondepe My f e C®(M).

El Corchete de Lie tiene las siguientes propiedades:
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PROPOSICION 2.4 Sean X,Y,Z € X(M), a,be€ Ry f,g € C*(M), entonces
1. [X,Y] es realmente un vectorial diferenciable sobre M.
2. [X,Y] = —[Y, X]. (Antisimetria)
3. [aX +bY, Z] = a[X, Z] + b[Y, Z]. (R — Linealidad)
4. [fX,gY] = fg[X, Y]+ [(Xg)Y —g(Y)X.
5. XYL, Z1+ 1Y, Z), X| + [[Z, X],Y] = 0. (Identidad de Jacobi)

Demostracion. Ver [F].

Un espacio vectorial con la operacién de corchete [-, -] satisfaciendo las condiciones
(3) y (5) de la proposicién (2.4) es un Algebra de Lie. Asi, X(M) es un Algebra de Lie
sobre R

DEFINICION 2.17 Sea N una subvariedad de M y X € X(M). Se dice que X es
tangente a N si X, € T,N para todop € N

PROPOSICION 2.5 Sea N una subvariedad de M.

1. Si X € X(M) es un campo de vectores tangentes a N, entonces su restriccion a

N es un campo de vectores diferenciables sobre N.

2.51Y € X(M) es otro campo de vectores tangente a N, entonces [X,Y]||y =
[X|N’Y|N]'

Demostracion. Ver [F|.

2.7.2. Curvas Integrales

En el estudio de los campos de vectores hemos interpretado éstos de dos formas
distintas. En primer lugar hemos visto los campos como aplicaciones (diferenciables)
de la variedad en su fibrado tangente y, en segundo lugar, hemos visto que podian

considerarse como derivaciones en el algebra de las funciones diferenciables. En esta
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seccién se interpretan los campos de vectores como ecuaciones diferenciales sobre la

variedad.

DEFINICION 2.18 Sea X un campo vectorial suave sobre M. Una curva o sobre M
es un Curva Integral de X si el vector velocidad ¢(t) € T, )M coincide con el valor de

X en cada punto, es decir,

para cada t € Dom(o).

En base a esta definicién, nos planteamos la siguiente interrogante. Si X es un
campo vectorial C'™° sobre M y p € M, ;Existird una curva integral de X a través de
p?, vy si existe ;Es tnica?. Para esto, veamos lo siguiente.

Consideremos X un campo vectorial C* sobre M y p € M. Una curva v : (a,b) —

M es una curva integral de X si y solo si

i = (| )=x60)  te@.

Ahora, supongamos que 0 € (a,b) con v(0) = p y sea (U, ¢) una carta con funcio-

nes coordenadas x4, ..., x,, alrededor del punto p.

Luego
N
X, = — 2.1
v ;:1 i3 (2.1)
donde f; € C*(U), més atn, para cada t tal que y(t) € U se tiene
d " d(z;oy)| 0

& <_ ) _y den) (22)

dr|, ; dr , 01 )

Asi, por (2.1) y (2.2), tenemos que

" d(z; 0
Z (dr“Y)

i=1

0
t 825‘2

= > A1) -
)=l ¢

Luego, v es una curva integral de X sobre y~1(U) si y solo si

(¢ 7(¢)

dy;
dr

= fioeT (), s ym(t),  i=1l.m,  teyT(U)

t
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donde v; = z; o . Las ecuaciones anteriores forman un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de primer orden para el cual, el teorema de existencia y unicidad de
soluciones es valido. Ese teorema trasladado a la terminologia de variedades es de la

forma:

DEFINICION 2.19 Para cada t € R, definimos la transformacién X; con dominio
D: = {p € M/t € (ap,by)}, por Xi(p) = 7(t)

TEOREMA 2.3 Sea X un campo vectorial C'*° sobre una variedad diferenciable M.

Para cada p € M existe un a, y b, en RU {oo}, y una curva diferenciable
Yo 1 (ap,by) = M

tal que:
(a) 0 € (ap, bp) ¥y 71(0) = p.
(b) v, es una curva integral de X.
(c) Si p: (c,d) — M es una curva satisfaciendo las condiciones anteriores, entonces
(c,d) C (ap,bp) y = '7p|(c,d)-
(d) Para cada p € M, existe una vecindad abierta Vde p y une > 0 tal que la aplicacion
(t,p) — Xi(p) es definida y es C* de (—e,e) x V en M.
(e) ©; es abierto para cada t > 0.
() Upso @1 = M.
(g) Xy : ©, — ®_,; es un difeomorfismo con inversa X _;.
(h) Sean s y t niimeros reales. Entonces el dominio de X, o X, estd contenido en Dy
(Pero generalmente no son iguales). Sin embargo, el dominio de X; o X es ©;. en el
caso en quet y s tengan el mismo signo. Mas atin, sobre el dominio de X; o X, tenemos
que

Xio Xy =Xy

Demostracion. Ver [F].

DEFINICION 2.20 Un campo vectorial diferenciable X sobre M es completo, si ®, =
M para todo t (esto es, el dominio de 7, es R para todo p € M). En este caso las
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transformaciones X; forman un grupo de transformaciones de M parametrizadas por

los ntimeros reales llamado el grupo 1-pardametro de X.

OBSERVACION 2.5 Si X no es completo, las transformaciones X; no forman un grupo
ya que sus dominios dependen de t. En este caso, nos referiremos a la coleccion de

transformaciones X; como el grupo 1-parametro local de X.



Capitulo 3
Formas Diferenciables

El objeto de este capitulo es definir campos de formas alternadas sobre variedades
diferenciables.
Un Campo de Vectores en R? es una aplicacién v que a cada punto p € R3 le

asocia un tnico elemento v, € T,R?; el cual puede ser escrito de la forma

0 0
v, = a1(p) o, + as(p) G +a
p

p
Este campo vectorial se dice diferenciable cuando sus funciones a; : R® — R para
1 =1,2,3 son diferenciables.

Para cada espacio tangente T,R3, consideramos su espacio dual T,R?", que en
virtud del teorema (2.1) el conjunto {(dx;),, 1 < @ < 3} forma una base para este

espacio. Ahora

DEFINICION 3.1 Un campo de formas lineales o forma exterior de grado 1 en R? es
una aplicacién w que a cada p € R? asocia un tnico w(p) € T,R*"; w puede ser escrito

de la forma
w(p) = ai(p)(dr1), + az(p)(drz), + as(p)(dws),

3
w = E a;dz;
i=1

19
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donde a; son funciones definidas en R? y tomando valores en R. Si las a; son continuas, w
en llamada forma exterior continua, si las a; son funciones diferenciables, w en llamada

una forma diferencial de grado 1.

Sea A’T,R*" el conjunto de las aplicaciones ¢ : T,R? x T,R? — R bilineales y
alternantes. Con las operaciones usuales de funciones, este conjunto se torna un espacio
vectorial.

Si @1 ¥ 9 son formas lineales de grado 1, podemos obtener un elemento ¢; A @

en A*T,R*" definido de la siguiente forma

P1 A pa(v1,v2) = det(pi(v;)) =

El elemento (dz;), A (dz;), € \*T,R*" sera denotado por (dz; A dx;), v el conjunto
{(dz; A dx;),, 1 <i < j <3} forma una base para A\*T,R**. Ademas

(d.ﬁ(:l VAN dl‘j)p = —(dSL’j VAN dl‘l>p
DEFINICION 3.2 Un campo de formas bilineales alternante o forma exterior de grado

2 en R? es una aplicacién w que a cada p € R? asocia un tnico w(p) € A*T,R*"; w

puede ser escrito de la forma

w:Zaijdxi/\d:Ej, i,j:1,2,3

1<j

donde a;; son funciones definidas de R? en R. Si las a;; son funciones diferenciables, w

en llamada una forma diferencial de grado 2.

Pasaremos ahora a generalizar la nocién de formas diferenciales a R".

PROPOSICION 3.1 El conjunto B = {(dx;; A -+ ANdxy),}, in < -+ < iy, donde
i; €{1,2,---,n}, forma una base para /\k T,R™.
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Demostracion. Veamos primero que B es linealmente independiente. Consideremos

la siguiente ecuacion

Z ai1<...<ikdl','1 /\"/\dIZk :O7zl [ {1’2’.../)1}

1< <ig
la cual aplicaremos a (a%, cee a%), J1<Jjo<- - <jryjs €{1,2,---,n}, obtenemos
J1 Ik
que
0 0
Aj <<, = Z a,-1<...<ikda?i1 VANERIVAY dl’,k(gx sttt O ) (31)
i1 <o+ < a1 Ik

y por lo anterior, tenemos que a;,<...;, = 0 para todo ji,- -, ji.

Veamos que B es generador. Sea f € /\k T,R™ y consideremos la k-forma

0 0
i< <i,
Si g es aplicado a (83 R a%), por (3.1) tendremos que
71 Tk
0 0 0 0
g( R ):f(—,"',—)
th ank ale axjk
para todo i1, -+ , 1, y por ser {%} una base de 7T,R™ tenemos que f = g. Haciendo
i)i=1
Ay <oy, = f(a:?- e ,%) tenemos que f puede ser escrita como
i1 ik
f = Z ai1<___<ikd:ci1 VANRERIVAY dl‘lk
i <<

DEFINICION 3.3 Una k-forma exterior en R™ (k > 1) es una aplicacién w que a cada
p € R™ asocia un unico w(p) € /\k T,R™; Por la proposicién (3.1) w puede ser escrito

de la forma
'LU(p) = Z ai1<-~~<ik(p)(dxi1 JARRRFA dxik)jn 7;l € {1a 27 e ,TL}
i1 <--<ip
donde a;, <...<;, son funciones definidas de R" en R. Si las a;,<..<;, son funciones dife-

renciables, w en llamada una k-forma diferencial.
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Para simplificar la notacién, indicaremos por I a la k-tupla (i1, -« , i), i1 < -+ <ix y

i; €4{1,2,---,n} quedando w de la siguiente manera
w = Z ardxr.
I
Acordaremos que una 0-forma en R™ es una funcién diferenciable f : R* — R.

EJEMPLO 3.1 En R? tenemos los siguientes tipos de formas exteriores (donde a;, a;;, a;jp,

etc, son funciones en R?).

0 — formas - funciones en R?

1— formas - aidx; + asdrs + azdxs

2 — formas - ajpdry A dro + ajzdry A drs + asgdxs A dxs
3 — formas - ajazdry A dro N dxs

De ahora en adelante, sélo hablaremos de formas diferenciales.

DEFINICION 3.4 Sean w,f k-formas tal que w = Y ,asdx; y 0 = >, bydx; y sea
¢ una s-forma tal que p = Y, cydry, donde I = (iy, -+ ,ig), i1 < - < ixgy J =
(J1,°++ ,Js), J1 <+ < Js. Definimos:

La suma de k-formas

w4+ 0= Z(al + by)dx;
T

es una k-forma.

El producto exterior de una k-forma con una s-forma

w/\gOIZCL[CJdLL’[/\dSL’J
1,J

es una (k + s)-forma.

PROPOSICION 3.2 Siw es una k-forma, 0 es una s-forma y ¢ es una r-forma, enton-

ces:
a) (WAO)Ap=wA(OAp);

b) wAO = (-1 Aw;
c) wAO+¢p)=wAO+wA ey, cuando r = s.



23

OBSERVACION 3.1 Aunque dz; A dx; = 0, puede ocurrir que para alguna forma dife-
rencial w se puede cumplir w A w # 0. Por ejemplo, si w = z1dzy A drg + xodxs A dy,
entonces

wAw = 2x1x9dx1 N dry Adrs A dry.

Veamos un ejemplo que es muy importante para nuestro trabajo.

EJEMPLO 3.2 Sea f : R" — R™ una funcién diferenciable. La aplicacién lineal df, :
T,R™ — T, R™ induce una transformacion lineal

k k
fr s ATy R™ — N\ T,R™
que para cada w € /\k Ty R™ asocia un f(w), definida de la siguiente manera
f;(’LU)(Ul, T >'Uk) = w(dfp(vl)’ T >dfp(vk))> Ui, -,V € TP]RH'

Haciendo variar el punto p en R", obtenemos una aplicacién f* que lleva k-formas de

R™ en k-formas de R". Esta aplicacion en el capitulo anterior fue llamada Pullback

Convendremos que
f*(g)=gof, si g es una O-forma
Veamos algunas propiedades de f*.

PROPOSICION 3.3 Si f: R® — R™ es diferenciable y sean w, w;,w, formas en R™ y

g una O-forma. Entonces

a

) [T wy) = f*(wr) + f*(ws)
b)

fr(wy

f*(g ) f(g) f*(w)

fr(wr Awa) = f*(wi) A f*(w)
(fog)w=g"(fw)

c)
d)

Vamos a mostrar que la operacién f* es equivalente a una sustitucién de variables.



24

Sea f : R" — R™ una aplicacién diferenciable que a cada (zq1,---,x,) € R"
asocia una (yq,- -, Ym) € R™ de forma
I fl(xl>"' axn)
o= : (3.2)

Ym = fm(Ila e >$n)
Si w =), ardy; es una k-forma en R™, Usando la proposicién anterior, tenemos que
Frw =" fan)f*(dy) A A F(dys,).
I

Por otra parte,

S (dys)(v) = dyi(df (v)) = d(y; o f)(v) = dfi(v).
Asi

Frw=>ar(f(xy,- ) (dfi,) A= A(dfs,).

I

donde las f; y df; son funciones de (xy,---,x,). En conclusién, aplicar f* a w, es
equivalente a sustituir en w las variables y; junto con sus diferenciales dy; por las
funciones de z y dxj obtenidas de (3.2).

OBSERVACION 3.2 Es conveniente resaltar que las definiciones y propiedades ante-

riores son validas si nos restringimos a un subconjunto U abierto de R".

EJEMPLO 3.3 Sea f: U C R? — R?, la aplicacién dada por f(r,0) = (rcosf, rsenf)
donde r > 0, 0 < § < 27, y sea la 1-forma w = —%5dr + —%~dy en R? — {(0,0)}.

x24y? 22 4y?
Luego f*w = db.

DEFINICION 3.5 Si w = ) ;adz; es una k-forma, definimos la diferencial exterior

de w como la siguiente (k 4 1)-forma

dw = Z da; A dx;
I

Veamos algunas propiedades de la derivada exterior.
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PROPOSICION 3.4 Sean w;,w, k-formas, w una s-forma y f una funcién diferencia-

ble. Entonces

a) d(w; + ws) = dw;y + dws
b) d(wl VAN ’LUQ) = dw1 N wo + (—1)kw1 N d’LUQ
¢) d(dw)=d*w =0

(

\%\_/

El item (d) nos dice que la aplicacién d es independiente de las variables escogidas

para representar a w.

Ahora extenderemos nuestros conceptos y propiedades al estudio sobre variedades.

DEFINICION 3.6 Sea M una variedad de dimensién n y de clase C* con {(Uy, pa)}
una atlas para esta. Una k-forma sobre M es una familia {w,} de k-formas w, sobre
abiertos ¢,(U,) C R™ tal que para « y ( arbitrarios con U, N Uz # 0, w, y ws se
transforman el uno al otro por el cambio de coordenadas.

Generalizaremos esta definicién desde el punto de vista de independencia de las

coordenadas, es decir.

DEFINICION 3.7 Sea M una variedad C*°. Diremos que w es una k-forma sobre M
si esta asigna w, € /\k T,M* para cada punto p € M y w, es de clase C'° con respecto

de p.
Como w, € /\k T,M* tenemos que
wy : T,M x - xT,M =R
y en virtud del teorema (2.1), w, se puede escribir como

i< <ig
La expresién (3.3) es llamada la ezpresion local de la k-forma sobre M. Cuando las
fiy<..<i, son diferenciables, diremos que la k-forma es diferenciable. De esta manera
ambas definiciones estan relacionadas.
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Usando la terminologia de fibrados, podemos definir

k k
NTM = \T,Mm.
peM
El cual también es un fibrado. Notemos que /\l T,M* =T,M*. En estos términos, las
k-formas sobre M no son nada mas que secciones de /\k TM* de clase C'*°
Otro punto de vista de las formas diferenciables es el siguiente.
Sea w una k-forma sobre M. Entonces el valor de w, de w en cada punto p
determina una forma alternante T, M x --- x T, M — R de grado k. Sobre la coleccién

de todos los p, w induce una aplicacion multilineal alternante
w:X(M) X x X(M)— C®(M) (3.4)

Recordando que X(M) no solo es un espacio vectorial sobre R, sino que también
es un moédulo sobre C*°(M). Entonces el significado de (3.4) siendo multilineal, es que
también es lineal con respecto a la multiplicaciéon de campos vectoriales por funciones.

Mas precisamente
w(X17”' anZ_‘_g)?Z? an) = fw(Xla 7Xi7"' >Xk)+gw(Xla 7552'7'” 7Xk)

Vemos que cualquier aplicacién de la forma (3.4) con esas dos propiedades definen una

forma diferencial.

OBSERVACION 3.3 Todas las propiedades anteriores definidas para k-formas sobre
U C R™ son validas para k-formas sobre M.

Caracterizaremos la diferencial exterior sin el uso de la expresion local.

TEOREMA 3.1 Sea M una variedad C™ y w € /\k TM*. Entonces, para campos
arbitrarios Xy, -+ , X1 € X(M) tenemos

dw(Xl’ T ’Xk+1) = Zf:ll(_l)“_lXi(w(Xl? T 7551'7 U 7Xk+1))
+ Zz<j(_1)l+]w([Xl>X]]7 e 7Xi7 e 7Xj e 7Xk+l)

Aqui el simbolo X, significa que X; es omitido.



27

Particularmente, el caso mas utilizado es cuando k = 1 y nos queda de la siguiente

manera

dw(X,Y) = Xw(Y) — Yw(X) — w([X,Y])

DEFINICION 3.8 Llamaremos derivada de Lie en relacién con el campo vectorial X €
%(M) al operador lineal Ly : A* TM* — A" TM* dado por

Lyc(w)(X1, -+, Xi) = Xw(Xy, -, Xp) = Y w(Xy, -, [X, X, Xa).

i=1
L xw es una forma diferencial.

La definicién anterior es netamente algebraica. no es claro su significado geométri-
co, pero esto lo resolveremos mas adelante.

Veamos algunas de las propiedades de la derivada de Lie.

PROPOSICION 3.5

i) Lx(wAO)=Lx(w)A0+wALx(®), weA\N'TM*0eN\NTM
ii) Lydw=dLxw, we \'TM*
iii) LxY — LyX = Lixy}, X,Y € X(M).

Para dar una definicion geométrica de la derivada de Lie utilizaremos el grupo
1-paramétrico {¢,} de transformaciones locales de M generadas por X.

Supongamos que X € X(M). Podemos considerar X como una asignacién de una
direccién X, € T, M en cada punto p € M. Si f € C*°(M) podemos derivar a f en la
direccion de X. Esto no es mas X f. Ya que una funcion es un caso particular de formas
diferenciales (el caso de formas de grado 0), esto sera natural para tratar de diferenciar
también a una forma diferencial general w en la direccion de X.

Primero, la relacion entre la diferencial X f de una funcién f € C*°(M) por X y

el grupo 1-paramétrico de transformaciones locales. El resultado es

(X1)(p) = i ED@ =) pr); ~ f(p)

t—0 t t—0

=Xpf.
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Lo préximo es, el corchete de Lie [X, Y] de campos vectoriales puede ser considerado

como la derivada de Lie de Y por X (es decir LxY'), esto es

)Y =Y
[X,Y] = lfm ()Y -V
t—0 t
De esta manera, la derivada de Lie para formas diferenciales esta dada en la siguiente

proposicién.

PROPOSICION 3.6 Sean X un campo vectorial sobre una variedad M de clase C*
v {@:} el grupo 1-paramétrico de transformaciones locales de M generadas por X.

Entonces para una k-forma w € /\k T M arbitraria, tenemos que

*
. piw—w

Lyw=l{m™>~2—
t—0 t

3.1. Distribuciones o Sistemas Diferenciales

Sea M una variedad C'*°. Dado un campo vectorial X sobre M, a través de cada
punto p en M es determinada una curva integral. Las curvas integrales maximales no se
cruzan entre si y cubren a todo M. Entonces en el caso donde dos campos vectoriales
sobre M son dados, ;Como hacer? es posible construir, por asi decir, superficies inte-
grales mediante su integracion. ;Como seria el caso con 3, 4 o més campos vectoriales?.

Cuando consideramos estas interrogantes, surge naturalmente la siguiente definicion

DEFINICION 3.9 Sea M una variedad C*. Una distribucion o sistema diferencial D
de dimensién r sobre M es una asignacién de un subespacio r-dimensional D, de T,,M

en cada punto p € M tal que D, es de clase C* con respecto a p.

Aqui D, se dice de clase C*° con respecto a p si existen Xi,---,X, campos
vectoriales definidos en una vecindad del punto p (por supuesto de clase C*°) tal que

{X1,---,X,} sea una base para D, en todo punto ¢ de la vecindad.

EJEMPLO 3.4 Si X € X(M), sin singularidades, definimos D, = [X,] para todo p €

M. La distribucién D es de dimension 1 y es llamado campo de direcciones.
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p\ pM

EJEMPLO 3.5 Si consideramos a D, = T,M, para cada p € M, obviamente D es

diferenciable y su dimension es igual a la de la variedad.
EJEMPLO 3.6 Sea V C R? abierto. Consideremos la ecuacién diferencial
P(x,y)dz + Q(z,y)dy = 0,

donde P,Q € C*°(V'), no nulas simultdneamente sobre V. Definimos la siguiente apli-
cacion
p— D,

_ P(zy)
Qz,y) "

D define una distribucién 1-dimensional sobre V. Una base para D, estd determi-

donde D, es la recta que pasa por el punto p con pendiente igual a tan o =

nada por el campo X = Q(z, y)a% — P(x, y)a%, el cual es de clase C*

Reciprocamente, si para todo p € V' se asigna una recta que varia diferenciable-

mente, esto es, dar una ecuacién diferencial del tipo % = f(z), con f € C®(V), se

dx
obtiene f(z,y)dx — dy = 0.

EJEMPLO 3.7 Sea M = R?® — {0}. Definimos la siguiente aplicacién
p+— D,

donde D, es el plano que pasa por p y es perpendicular a la recta que pasa por 0y p.
D es una distribucién 2-dimensional sobre M.

Veamos que es de clase C'™
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Sea p = (z,y,2z) € M, supongamos que = # 0 (p ¢ PlanoY Z). Sea v = (x,y,2)
vector director de la recta que pasa por p y por el origen.

Xl = (ya_zao) = y%_x%
Xy = (2,0,—2) = 22 -2l

Son vectores L.I. y ortogonales a K y por tanto forman una base local para D en
M — PlanoY Z.

Siz=0,p=(0,y,2) # 0, tomamos U = (0,y,z) y vemos que los vectores

- g2
Xl = a’é)x

- _,9 9
X2 = zay+yaz

Son vectores L.I. y ortogonales a v y por tanto forman una base local para D en M.
Luego, D es de clase C*° sobre M.
D

EJEMPLO 3.8 Sea V C R3 abierto. Consideremos la ecuacién diferencial

donde P,Q,R € C°(V), no nulas simultdneamente sobre V. Definimos la siguiente
aplicacion
p — D, = Plano perpendicular al vector definido por v = (P,Q, R) que pasa por el punto p.

D es un sistema diferencial 2-dimensional y de clase C'*°. El ejemplo anterior es de este

tipo con M = R®—{®} y su ecuacién diferencial correspondiente es zdx+ydy+zdz = 0.

DEFINICION 3.10 Una subvariedad N*® de M™ es llamada wvariedad integral de D si
D, C T,N para cada punto p € N. Si existe una variedad integral en cada punto de M,

se dice que D es completamente integrable.
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EJEMPLO 3.9 De los ejemplos anteriores tenemos:

En el ejemplo (3.5), haciendo N = M, N es una variedad integral con dimensién
s =n.

En el ejemplo (3.6), las curvas integrales de la ecuacién diferencial son variedades
integrales de dimensién s = 1.

En el ejemplo (3.7), N = Las superficies esféricas de centro en el origen (r = 2 = s)
y cualquier curva regular contenida en las superficies esféricas (s = 1 < 2 = r). Son
variedades integrales.

En el ejemplo (3.8), N = Las superficies regulares contenidas en V' tal que en
cada punto p € V se tenga T, N perpendicular al vector v = (P(p),Q(p), R(p)).

DEFINICION 3.11 Diremos que un campo vectorial X sobre M pertenece a D si
X, € D, para cualquier punto p € M.

PROPOSICION 3.7 Sea D una distribucién sobre un variedad M de clase C*. Si D
es completamente integrable, entonces para cualesquiera dos campos vectoriales X,Y

pertenecientes a D, el corchete [X,Y] también pertenece a D.

Basados en esta proposicion definimos lo siguiente

DEFINICION 3.12 Una distribucién D sobre una variedad C'™ se dice involutiva, si el
corchete [ X, Y] de dos campos vectoriales arbitrarios X e Y pertenecientes a D, también
pertenece a D.

TEOREMA 3.2 (Teorema de Frobenius) Una condicién necesaria y suficiente para
que una distribucién D sobre una variedad C* sea completamente integrable es que D

sea involutiva.

Demostracion. Ver [F].

También daremos una versién de este teorema en términos de formas diferencia-
bles.

El problema que estamos tratando es motivado por la consideracién de ciertos

sistemas diferenciales. En el ejemplo (3.5)vimos como la ecuacién diferencial (E.D.)
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Pdx + Qdy = 0 determinaba un sistema diferencial 1-dimensional. Notemos que esta
E.D. no es mas que la 1-forma diferencial w = Pdx + Qdy = 0. Anédlogamente ocurre
con el ejemplo (3.8) sobre V' C R? donde la E.D. Pdx + Qdy + Rdz = 0 determina un
sistema diferencial 2-dimensional que puede ser expresado por la 1-forma w = Pdx +
Qdy + Rdz = 0.

Esta situaciones las generalizaremos en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 3.8 Dado una distribucién D" de dimensién r sobre una variedad M™
de dimension n, existen para cada punto p € M, n — r formas diferenciales lineales

1

linealmente independientes w", --- ,w™ ", definidas en una vecindad coordenada V del

punto p, tal que
wi(X,) =0, (i=1,2,--- ,n—r)e X, €D, VqgeV

Una familia de formas diferenciales lineales como en la proposicién anterior es

llamada una representacion local de D en p.

PROPOSICION 3.9 Sea D" una distribucién completamente integrable sobre una va-
riedad M™, y {w',--- ,w" "} una representacién local en p € M de D", entonces existen
(n —r)? formas diferenciales lineales o', (j = 1,--- ,n — r) definidas en una vecindad
coordenada V' del punto p, tal que

dwl:ij/\a;, (=12, ,n—r)
=1

Colocaremos esta condiciéon de una manera equivalente mas conveniente.

LEMA 3.1 Dadas n — r formas diferenciales lineales w',--- ,w"™" definidas en una

vecindad coordenada V' de un punto en M. Son equivalentes las siguientes condiciones:

1. Existen (n —r)? formas a;- en 'V tales que

n—r
dw' = E w? A a;-
j=1
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2. Parat=1,---,n—r
dw' Awt A Aw™TT = 0.

Ahora si podemos enunciar el Teorema de Frobenius en términos de formas.

TEOREMA 3.3 (Teorema de Frobenius) Una distribucién D definida en una varie-
dad M con representacién local w',--- ,w™™" en una vecindad coordenada V dep € M,
es completamente integrable si y solo si

dw' Aw' A AW =0, (t=1,---,n—r).

Demostracion. Ver [F|.



Capitulo 4

Ecuaciones Diferenciales

4.1. E.D.O. de Primer Orden

Como vimos en uno de los ejemplos del capitulo anterior, una ecuacion diferencial

ordinaria de primer orden que se pueda escribir de la forma

u' = f(x,u) (4.1)

puede ser interpretada geométricamente como un campo vectorial en el plano-(z,u),
es decir, en cada punto (xg,ug) consideramos a (1, f(xg,up)) junto con el operador
a% + f(zo, uo)a% de derivacion en la direccién de este vector. Las trayectorias de este
campo son llamadas curvas integrales de (4.1), que no son méas que los graficos de las

soluciones de la ecuacién en estudio.

EJEMPLO 4.1 Para la ecuacién diferencial v’ = wu el campo correspondiente es X =
3 0
oz T Uou

Ahora, interpretaremos el caso donde la ecuacion diferencial es de la forma

F(z,u,u’) =0. (4.2)

Para utilizar el método anterior, es necesario resolver la ecuacién para u’, pero al hacer

esto nos encontramos con algunas dificultades como: u' puede corresponder a varios

34
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valores de x y u por (4.2). La funcién expresando u’ en términos de x y u, aunque
esté bien definida, puede que no sea diferenciable.

EJEMPLO 4.2 Sea F(x,u,u’) = (uv/)* + u® + 2* — 1. Para la ecuacién F(z,u,u') =0
tenemos que v = +v/1 — 22 — u2. Esta funcién estd definida en el disco 22 +u? < 1 en
donde es bi-valuada y no es diferenciable sobre la circunferencia 2% 4+ u? = 1.

Para superar estas dificultades, procedemos de la siguiente manera. Consideremos
en R? con las coordenadas z,u,p y la superficie £ dada por F(z,u,p) = 0. Para cada
solucién u = f(z) de la ecuacién (4.2) corresponde la curva

u=f(z), p=u"=f(). (4.3)

La coordenada z es tomada como un parametro, es decir, la proyeccién de esta curva

al eje x es un difeomorfismo. Mas atin, las funciones u y p expresadas en términos de x
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no son arbitrarias. Consecuentemente, no cualquier curva en R? puede ser escrita de la
forma (4.3).

Como p = f'(x), el vector tangente a la curva (4.3) en el punto ag = (xg, ug, po)
toma la forma 5 9 5
I +p0% + f//(xo)a—p.

Este vector vive en el plano v —ug = po(x — ) el cual es el unico plano que contiene a
los vectores a% + pO% + f” (:L"o)a% y % + poa%, en otras palabras, pertenecen al Kernel

de la 1-forma en el punto a dada por

w = du — pdx (4.4)
u—ug = po(x — x0)
T (z0, w0, P0) T /
¢ t 10D >
2 trod + 50 L '
(z0,u0,P0)
u u
& +rogy / 9

Reciprocamente, una curva en R? proyectada de manera difeomorfa al eje z y que
es curva integral de la 1-forma w tiene la expresién (4.3).

La distribucién 2-dimensional dada por la 1-forma (4.4) es la estructura geométri-
ca que distingue de una manera natural las clases de curvas que corresponden a las
soluciones de EDO de primer orden. Esta distribucién es llamada distribucion de Car-
tan y es denotada por C.

Por medio de la distribucién de Cartan, las soluciones de una ecuacion diferen-
cial £ C R? pueden ser interpretadas como curvas integrales de la distribucién C que
pertenecen a la superficie £ y que se proyecta al eje x sin degeneracion.

Utilizando el teorema (3.3) vemos que la distribucién de Cartan no es completa-

mente integrable.
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En efecto. Calculemos la 2-forma dw
dw = d(du — pdz) = d*u — (dp A dx + pd°x) = dx A dp.
Consideremos la 1-forma v = adx + bdu + cdp y vemos que
v Aw = bpdx A du + cpdx A dp + adz A du — cdu N dp.

Para que C sea completamente integrable, se debe cumplir que dw = v A w, lo cual da
lugar a un sistema inconsistente.

Por lo tanto C no es completamente integrable.

De aqui, tenemos que las variedades integrales maximales de la distribucién de
Cartan son 1-dimensional y por tanto, el conjunto de puntos donde el plano de la
distribucion de Cartan es tangente a la superficie £ es un subconjunto cerrado nunca
denso de £. Estos puntos los llamaremos puntos singulares. Asi, el conjunto de puntos
no-singulares de la superficie £ es abierto y denso en todas partes.

Para encontrar los puntos singulares de la ecuacién (4.2), basta con analizar la
condicién de que el diferencial dF y la forma w son colineales en ese punto, mas preci-

samente

dF Nw=0 & (9Ede + §Edu+ 8Edp) A (du — pdx) = 0
& (pg—f+g—i)dxAdu—i-p%—I;dx/\dijg—idp/\du:O
& 2B pdf ), & =0

Es decir, esta condicién se puede escribir como las relaciones

OF = OF

4 OF oF
ozr p@u_

0, — =0.
dp

DEFINICION 4.1 Sea a € £ un punto no-singular, definimos la distribucién 1-dimen-
sional a — L, = T, NC,, donde T,E es el plano tangente a £ en a y C, es el plano
determinado por la distribucion de Cartan en el punto a. Esta distribucion es llamada

campo de direcciones y es denotada por C(E).
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\4

PROPOSICION 4.1 Una curva I' es una curva integral para el campo de direcciones
C(€) si y solo si es una curva integral de la distribucién C y vive en € (con la excepcion

del conjunto de puntos singulares).

Esta proposicién nos dice que que las soluciones de la ecuacién £ son las curvas

integrales del campo de direcciones C(€) proyectadas al eje = sin degeneracion.

OBSERVACION 4.1 Las curvas integrales arbitrarias del campo de direcciones C(€)
que no necesariamente satisfacen la condicién de no-singularidad de proyeccién al eje

x, pueden ser interpretadas como soluciones multivaluadas de la ecuacién €.

EJEMPLO 4.3 Consideremos las ecuaciones

w—ut+z = 0
3ulp—p+1 = 0.

Las curvas dadas por este sistema de ecuaciones viven sobre la superficie determinada
por (3z — 2u)p = w y son curvas integrales de la distribucién de Cartan, pero estas
soluciones no son de la forma (4.3). Esta curvas son soluciones multivaluadas de la

ecuacion diferencial (3z — 2u)u’ = u. Més adelante mostraremos estos célculos.

EJEMPLO 4.4 Estudiemos la siguiente ecuacién diferencial

du\? 9
— =1.
(dm) +u



39

Desde el punto de vista geométrico, esta ecuacién representa un cilindro £ en el espacio

R? con coordenadas z, u, p donde p = Z—Z, es decir, p? +u? = 1. Consideremos el sistema

de coordenadas (z, ¢) sobre £, donde ¢ esta determinado por

u=sen(p),  p=cos(p).
Restringiendo la distribucién C a £ obtenemos
wle = we = d(sen(p)) — cos(p)dx
= cos(p)dy — cos(p)dx = cos(p)d(p — )

Nos interesa saber cuales son los puntos sobre la superficie donde los vectores tangentes

anulan a la 1-forma w, es decir,

we =0 & cos(p)d(p—x)=0
& cos(p) =0 6 dlp—x)=0
& o= 2k+1)7 6 p=x+C, keZ,CeR.

Cuando ¢ = (2k 4 1)7 tenemos los puntos singulares de la ecuacién diferencial, para
la cual las soluciones singulares son u = 41 que corresponden a las envolventes para
las soluciones en los puntos no-singulares. Por otra parte, las curvas integrales de la
distribucién C(€) son las hélices circulares ¢ = x + C.

Estas curvas se proyectan sin degeneracién al eje x y dan lugar a las soluciones
usuales. En este caso, podemos dar la soluciéon de manera explicita colocando ¢ en
términos de u, es decir,

u = sen(z + C), CeR
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EJEMPLO 4.5 Consideremos la ecuacién de Clairaut

du du

- (4.5)

donde f es una funcién diferenciable. Sabemos que la solucién de esta ecuacion esta dada
por u = cz + f(c), donde ¢ € R. Apliquemos nuestro nuevo método a esta ecuacion.
La superficie determinada por (4.5) es £ = {(z,u,p)/u = xzp+ f(p)} al hacer el cambio
p = fil—;. Tomemos sobre £ las coordenadas x,p y vemos que la 1-forma w se puede
escribir como
we = d(zp+ f(p)) — pdz

= pdx + xdp + f'(p)dp — pdp .

= (z+ f'(p))dp
Al igual que en el ejemplo anterior, encontraremos los puntos sobre la superficie £ donde

wg se anule, es decir,

we=0 & x4+ f'(p)=0 6 dp=0
s x=—f"(p) 6 p=C, CeR

Cuando proyectamos las curvas determinadas por z = —f'(p) al plano (x,u), estas
corresponden a las soluciones singulares de (4.5), las cuales se pueden obtener de manera

analitica al resolver la ecuaciéon x = —f’(p) para p y sustituyéndola en u = zp + f(p).
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Por ejemplo, si f(p) = p°, con s < 0, entonces

1

flo)=sp*7Y = p= (-1

Més atn, si s = —1, obtenemos soluciones singulares multivaluadas v = +24/z. Las
curvas integrales de la distribucién C(€) en los puntos no-singulares los obtenemos
cuando zp + f(p) # 0y dp = 0, es decir, p = C, con C € R y asi la solucién esta
dada por u = xC + f(C'). Las soluciones singulares son las envolventes de la familia

1-pardmetro de soluciones no-singulares.

4.2. E.D.O. de Orden Superior

De manera analoga a la seccién anterior, desarrollaremos la teoria geométrica de
las E.D.O. de orden superior.
La ecuacién diferencial

du d*u

e

) =0

se puede interpretar como una hipersuperficie en el espacio R**? con coordenadas
x,u,p1,- -, pr definida por F(x,u,p1, - ,px) = 0. Consideremos la distribucién 2-
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dimensional
wyg = du— pidx
w = dp; — padx
‘1 P1 — P2 ( 4.6)
Wg—1 = dpp—1 — prdx

Cuando k£ = 1 tenemos la distribucién de Cartan definida en la seccién anterior. Asi que
también la llamaremos Distribucion de Cartan y la seguiremos denotando por C.
Si consideramos una funcién de la forma u = f(x). El grafico de f y sus k primeras

derivadas es una curva en RF2

R
d,’L’, y Pk = d,’L’k

si y solo si esta es proyectada al eje x sin degeneracion y es curva integral de la distribu-

Lf = {(l’,u,p1’~ t 7pk) € Rk+2/u = f(x)upl =

cién C. En efecto, Las formas (4.6) restringidas a Ly se anulan, asi Ly es curva integral
de C. Por otra parte, Sea I' una curva en R¥*2 la cual se puede proyectar al eje x sin
degeneracion, es decir, se puede escribir de la forma I'(z) = (z,a;(x), -+ , ag41(x)). Por
ser I una curva integral de C, obtenemos que a;(z) = agi_l)(:c), 1=2,---k+1,es
decir, I' es de la forma de Ly.

Como vimos anteriormente, la restriccién C(E) de la distribucién 2-dimensional
C sobre R**2 a la hipersuperficie £ es 1-dimensional en todos sus puntos excepto en
los puntos singulares. Entonces esta distribucién estd generada por un campo vectorial.
Describamos este campo.

Sea Y = a +by2 —i—blaipl—i-- . -+bka%k. Como Y € C(£), tenemos que w;(Y') =0,
de donde obtenemos b; = p;;a, ©=0,--- k—1.

Asi

ox ou Opy Opr—1 “opr.
Por otra parte, VF' es un vector normal a £ en cada punto p € £ no singular y por
tanto VF(p)-Y, = 0.

Asi, obtenemos la condicion

a(aF OF  OF azr) OF

0 0 0 0 0
Y:a<—+p1—+p2—+---+pk )+b
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la cual se puede satisfacer facilmente haciendo

_OF b~ OF  OF OF . OF
a = 0pk’ k—ax 8 p281 Pk

Asi, nuestro campo vectorial queda de la forma

Y—_a_F 8+ a+..._|_ 0 + 8_F+ 8_F+...+ oF i
F= Ope \ Oz Y4 ou Pk Er o Y4 ou Pk

Este campo vectorial es llamado Campo Caracteristico.

EJEMPLO 4.6 Para una E.D.O. de primer orden de la forma F(x,u,p) = 0, nuestro

campo es de la forma

OF (0 0 oF 8F 0

y si la E.D.O. se puede expresar de la forma F'(z,u,p) = f(x,u) — p, nuestro campo es

(0 / /
n‘(ﬁﬁ‘5)+<m+’m>%

que al proyectarlo al plano z, v nos queda nuestro conocido campo

0 0

% + f(x, u)%

Notemos que las curvas integrales para este campo son determinadas por el sistemas de

ecuaciones

{x@ =1
u'(t) = f(x(t),u(t)).

EJEMPLO 4.7 Consideremos la E.D.O. (3z — 2u)u’ = u, es decir, F(z,u,p) = (32 —
2u)p — u. Apliquemos la férmula (4.7).

- <2u—3a:>a% 2 3ol + - P

u—
= (2u-— 3:17)8% uai +(2p —pz)a%
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Tomando z,u como coordenadas sobre &£, las trayectorias del campo Yz estan determi-
nadas por el sistema
{ Z(t) = 2u—3x

LL’(T,) = 016_t+026_3t

U(t) = Cle_t.

cuya solucién es
u(t) = —u Y {

Asi, la solucién de la ecuacién diferencial estd dada por x = u + Cu?, donde C' € R

Ademas, en el punto singular (0,0, 0) de la ecuacién, no es vélido el teorema de unicidad

de soluciones de E.D.QO.

4.3. Simetrias

DEFINICION 4.2 Un difeomorfismo ¢ : M — M es llamado una simetria (finita) de
la distribucién P, si esta preserva a la distribucién, es decir, ¢.(FP,) C P, para todo
a€ M.

EJEMPLO 4.8 La distribucién de Cartan sobre R? dada por w = du—pdx es invariante
bajo traslaciones a lo largo de los ejes = y u, es decir, el difeomorfismo ¢(x,u,p) =
(x + a,u + b, p) es una simetria para todo a,b € R. En efecto,
e (w) = d(u+b)—pd(x+a)
= du— pdxr = w.
EJEMPLO 4.9 La transformacién de Legendre, dada por ¢ (z,u,p) = (p,u — xp, —x)

es una simetria de C. En efecto,

V' (w) = d(u—ap)— (—z)d(p)
= du— pdx — xdp + xdp = w.
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OBSERVACION 4.2 Denotaremos por SymP al conjunto formado por todas las si-
metrias de la distribucion P. Si ¢, € SymP, entonces ¢ o € SymP, més aun,

o=t e SymP. Asi, SymP es una grupo con respecto a la composicién.

OBSERVACION 4.3 Denotaremos por DP el C*°(M)—Modulo de campos vectoriales
X tales que X, € P,, para todo a € M.

Ahora, supongamos que la distribucién P es determinada localmente por los cam-
pos vectoriales X1, -+, X,. Si ¢ € SymP, entonces

T

@*(XZ):ZMZJX]’ Z:]-a , T

j=1
donde p1;; € C>(M).

Expresemos esta condicién en términos de formas.
PROPOSICION 4.2 Sean w;, - ,w,_, las 1-formas que determinan a la distribucién
P con w; = Y 577 Nijdxj, donde \;j € C*°(M), entonces

p € SymP < ¢*(w;) = Z Aijw;
j=1

Demostracion. Supongamos que ¢ € SymP, luego

e (wi)(X;) = wipu(X;)) = wi(Xhmy e X)
= D g1 Mjrwi(Xy) = 0.

Asi @*(w;) pertenece al ideal de P el cual es denotado por Z(P). Por tanto, existen
funciones \;; € C°(M) tal que

o (wi) =Y Aijwy. (4.8)
j=1

Ahora, supongamos que (4.8) se cumple, entonces

wi(p«(X;)) = ©"(w)(X;)
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Asi, p.(X;) € PD y por tanto ¢ es una simetria.

Con estas propiedades podemos ver lo siguiente.

Sean ¢ € SymP y wy,- -+ ,w,_, las 1-formas que determinan a la distribucién P.
Supongamos que (x1,- - -, z,) son coordenadas locales de M. Luego, w; = 22:1 w;;dx;.

Como ¢ € SymP, por la proposicion anterior

o (w;) = Z:{ ik Wy

= de- )\ikwkjdl'j.
Por otra parte,
o (w;) = ¢* (2?21 wijdiﬂj)
= Y wij o pd(p;)
= ZN (N gpaa—:;’;d:)ss.

Z wjj © gpa Z ik Wr;dx ;.

Asi, obtenemos las ecuaciones no lineales de Lie

Z 'LUZJ o (pa Z )\,kwks (49)

El problema de resolver (4.9) no es més facil que el problema de encontrar variedades

Luego,

integrales de la distribucion en consideracién. Veamos esto desde otro punto de vista.

DEFINICION 4.3 Un campo vectorial X se dice que es una simetria infinitesimal de la
distribucién P, si el flujo A; generado por X consiste de simetrias finitas. Denotaremos

por Dp el conjunto de todas las simetrias infinitesimales de la distribucién P.

TEOREMA 4.1 Sea P una distribucion sobre M. Las siguientes condiciones son equi-

valentes

i) X € Dp.
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ii) Si, Xi,---, X, son campos vectoriales generando a P, entonces existen funciones

diferenciables y1;; tales que
X, X3 =) i X
j=1

iii) Si, wy,--- ,w,—, son I-formas generando a P, entonces existen funciones diferen-

ciables \;; tales que
Lx(wi) =Y Aijw;
j=1

Demostracion. i) = ii). Sean X € Dpy A, el flujo generado por X. Cada A; preserva
la distribucién P para todo t € R, es decir, si X; € PD, entonces (A;).(X;) € PD. Mas

precisamente, existen funciones diferenciables «;;(t) tales que
(A)e(Xi) = Y () X;.
J
Derivando esta expresion con respecto a t en t = 0, tenemos

2= 8 atx =Y mox,

J J

dt

t=0 t=0

donde p;5(t) = — %‘t:O a;j(t).
Por otra parte

At)*(XZ) = lfmt_mw

d t
dt ‘t:O (
ltm, o W = —[X, X;]

Asi, obtenemos que
X, X3 =) i X;
j=1
i1) = 4ii). Notemos que

Ly(wi)(X;) = X(wi(X;)) —wi([X, X;])
= —wi(Zizl 1k Xk)
= =D o1 Mipwi(Xy) = 0.
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Asi, obtenemos que Ly(w;) € Z(P) y por tanto, existen funciones diferenciables \;;

tales que

Lx(wz) = Z )\ijwj.
j=1

i11) = 1). Veamos primero que X = %}t:o (AD).
Seanp e My f e C®(M).
Xp(f) = lfm,_, LAE)=1 (@)

= 1m0 70 (f)(p) = L], (A () ().

Asi, X = %}t:O (Af). Ahora

t
A (S () =A5(N)(p)
0 t

Af(w)

il Ai-s(w)

= gl AL(Af ()
= Az (i t=s A;‘(w))

= A{(X(w)) = Aj (w),

4
dt 1t=0

il

dt It=s

Consideremos la (n-r+1)-forma dependiente del pardmetro ¢
Qz(t) = A:(w,) N w1 VASERWA Wy —r-

Ya que Af(w;) = w;, tenemos que §2;(0) =0

AFIRMACION 4.1 Q,(t) = 0, para todo t.

En efecto,

%}hsgi(t) - %‘t:sA:(wi>/\w1/\"'/\wn_r
= AJ(X(wi)) Awi A Ay
- Z;L:_I )\iij(S).
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De esta manera vemos que €2;(¢) es solucién del sistema homogéneo de ecuaciones dife-

—XZ Z Ai; X7

con condiciones iniciales X*(0) = 0, por tanto Q;(¢) = 0.

renciales ordinarias

Asi, A7 (w;) es combinacién lineal de wy, - -+ , w,_, para todo t, es decir, A; es una
simetria de la distribucién P.

Este teorema nos permite describir de manera local las condiciones para que un

campo vectorial X sea una simetria infinitesimal de la distribucién P.

Consideremos sobre M las coordenadas locales (z1,- - ,z,), un campo vectorial
X=>.X ia%i y las 1-formas wy,- - ,w,_, que determinan la distribucién P, donde
w; = Z;‘Lzl wijd:cj. Ahora,

L) () = X () —wi (1%, 52))
= (508) (e () — o (12, 0038532
= I, Xy (Yl ] - 5 )
= T 0w+ T, ()
= > Xj%wsi +2 % ox7 = Wridwy, (a?; )

- 5 Xt T,

Por tanto, ’
.0 00X/

L N — E Iy '

x (w;) <X o, Wy + ar. w”) dx,

Utilizando la condicién (iii) del teorema anterior , la 1-forma Ly (w;) la podemos escribir

como » . A\;jw;, de donde obtenemos

0 0X7
Z (X] a Weg; + %w”) = Z )\Z’j’LUjS (410)
- &£ s J

J
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el cual es llamado sistema de ecuaciones lineales de Lie correspondientes al sistema de
ecuaciones no-lineales de Lie (4.9).

OBSERVACION 4.4 En lo sucesivo utilizaremos la palabra simetria para referirnos a

las simetrias infinitesimales a menos que se indique lo contrario.

EJEMPLO 4.10 Las simetrias de una distribucion 1-dimensional generadas por un

campo vectorial Y son los campos X tales que [X,Y] =AY, para alguna funcién .

EJEMPLO 4.11 Supongamos que la distribuciéon P es completamente integrable. Exis-

te un sistema coordenado de M tal que P es dado por la base

0 0
X

X, = — - X, = ,
L ox,

Sea X =" | X'-2 una simetria de P, entonces

T

(X, X)) = YiLX 5, X

a.CBj )
oy 0XT o
jzl 8xi 8SCJ' :

X7
ox;

Es este caso, el campo X se puede descomponer de la siguiente manera

Asi, la condicion de que [X, X;] € PD es equivalente a que =0,i>7r>j.

X:ZXazijLZXa—xi:XLjLXT

i<r >

donde X, es la componente longitudinal y Xt es la componente transversal del campo
X. En estos términos, el campo X es una simetria de la distribuciéon completamente
integrable P, si los coeficientes de la componente transversal del campo X son constantes

en cada variedad integrable de dimensién maxima.

EJEMPLO 4.12 Determinemos las simetrias de la distribucién de Cartan C en R3.

Recordemos que w = du — pdxr determina a nuestra distribucion. Sea

0 0 0
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una simetria de C. Utilizando la férmula (4.10), obtenemos
Lx(w) = (by — pa, — c)dx + (b, — pa,)du + (b, — pa,)dp.

Utilizando la parte iii) del teorema (4.1), tenemos que existe una funcién A tal que

by —pa, —c = —Ap
by —pa, = A
b, —pa, = 0.

De donde podemos deducir que

(4.12)

¢ = by +pb, — pa; — p*a,
b, = pa,.

Este sistema nos dice que las simetrias de la distribucién C son campos vectoriales
de la forma (4.11) tales que a,b y ¢ son funciones arbitrarias relacionadas por (4.12).

Consideremos la funcién f = b — pa. Luego

a = _fp
b = f_pfp
c = fat+pf

Asi, una simetria infinitesimal de la distribucién de Cartan en R?, estd dada por
0 0 0
X =(- a.. - a. x u) o

de donde observamos que que el campo caracteristico Yz en (4.7) es una simetria infi-
nitesimal de la distribucién C ya que al tomar f(x,u,p) = F(x,u,p) = 0 obtenemos la

misma expresion.

DEFINICION 4.4 Sea P una distribucién. Llamaremos simetrias caracteristicas o si-

metria trivial de la distribucién Py lo denotaremos por Char(P), al conjunto
Char(P) = DpN PD.

Las simetrias que no pertenecen a PD son llamadas no triviales.
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4.4. E.D.P. de Primer Orden

En esta seccion extenderemos el enfoque geométrico de las ecuaciones diferenciales
ordinarias y sus soluciones al caso de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
(E.D.P.) de primer orden para una funcién escalar.

Sean x1,---,x, las coordenadas de R". Una E.D.P. de primer orden para una

funcion w tiene la forma

ou ou
F nyW, 5 """y D 4.13
(1w T, 0xy 8xn) ( )
donde F' es una funcion diferenciable de 2n + 1 variables.
Si hacemos los cambios de variables p; = 5’—;, o Pn = %, la ecuacién (4.13) da

lugar al espacio geométrico (hipersuperficie)

&= {F(l’l, y Ly Uy P1y -t 7pn:0)}

OBSERVACION 4.5 En lo sucesivo, supondremos que la diferencial

oF 8F
= Z 8:62 Z 8]9@

no es nula en cualquier subconjunto denso de la hipersuperficie £.

Como las ecuaciones diferenciales en las aplicaciones son més frecuentes en variedades
que no son R", definimos un espacio en una manera de coordenadas libres para una

variedad diferenciable M arbitraria.

DEFINICION 4.5 Sea M una variedad n-dimensional. Definimos el espacio J°(M) =
M x R. Un punto de J°(M) es un par ordenado (z,u), donde x € M y u € R. Un
elemento de contacto en el punto 0 € J°(M) es un par (0, L), donde L C Tp(J°(M))
es un plano n-dimensional. Un elemento de contacto (, L) es llamado no-singular, si el

plano L no contiene al vector vertical aﬁ

PROPOSICION 4.3 EIl conjunto formado por todos los elementos de contacto no-

singulares sobre J°(M) es una variedad diferenciable.
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Demostracion. Ver [F|

DEFINICION 4.6 La variedad de todos los elementos de contactos no-singulares sobre
JO(M) es llamada variedad de 1-jets de funciones diferenciables sobre M y es denotado
por J*(M).

OBSERVACION 4.6 Las proyecciones
1,0 : JI(M> — JO(M>, 7T1’0(¢9, L) =40 (414)

7 JY M) — M, m((z,u), L) =z, (z,u) € JO(M) (4.15)

estan bien definidas y son un fibrado vectorial. E1 C*°(M)-modulo de las secciones del
fibrado (4.15) lo denotaremos por J* (M)

Consideremos una funcién f € C*(M). El grafico de f, denotado por T'(f),
consiste de los puntos b = (a, f(a)), donde a € M. Asi, T'(f) C J°(M).

Ahora, supongamos que en coordenadas locales x1, - - - , x,, u, u tiene la forma u =
f(ay, -+, @,). Sean &, - - -, &,,m coordenadas sobre T,(J°(M)), donde b = (a, f(a)),a €
M, con respecto a las base 8%1, e ,%, a%

plano tangente al grafico de f como la siguiente ecuacién

. En estas coordenadas podemos escribir el

donde p; = %(a).

De esta manera, sobre la variedad de 1-jets existen coordenadas locales especiales o
Canonicas Ty, -+, Tp, U, P1,- -+ , Pn- Que significan geométricamente que: Si 6 = (b, Lg) €
JY(M), donde Ly es el plano tangente al grafico de la funcién v = u(xy, -+ ,x,) en

b= (a, f(a)), entonces el elemento de contacto (b, Ly) tiene las coordenadas

0 0
<a1a"' >an>.f(a')>a—:l{1(a')>”' a%(a)) :

PROPOSICION 4.4 J'(M) y T*M x R son difeomorfos.
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Demostracion. Ver [F].

En base a esta proposicion, podemos definir la proyeccion
T Jl(M) — T"M dada por 7T(:ljla o, T, Uy Py >pn) = (113'1, T, T, Pyt >pn)
DEFINICION 4.7 Sea f € C*°(M), definimos la siguiente aplicacién

alf): M — J(M)
a — (b’Lf(a))

la cual toma a cada punto a € M y le asigna el elemento de contacto no-singular en el
punto b = (a, f(a)) y el plano tangente al gréfico de f en un punto. La aplicacién j;(f)
es llamada I-jets de la funcién f. El grafico Ny = j1(f)(M) C J'(M) es una variedad

n-dimensional. En coordenadas especiales x1,--- ,x,,u,p1, - ,p, la variedad es dada
por las ecuaciones
u = f(ry, -, 2n)
_  of
P = a—xl(fflf" s Tp)
_  of
Pn = E(zl’”' )

OBSERVACION 4.7 Al igual que en la seccién anterior (el caso de E.D.O.), no cual-

quier subvariedad n-dimensional en J*'(M) tiene la forma de Ny.

DEFINICION 4.8 Sea 0 = (b, Ly) € J'(M), Ly C T,(J°(M)). Denotaremos por Cy el
conjunto de vectores en el espacio tangente Ty(J* (M) cuyas imagenes bajo la proyeccién

(m1,0)« pertenecen al plano Ly

Co = {& € Ty(J (M))/(m10)+() € Lo} -

Cy es un hiperplano llamado plano de Cartan en § € J'(M). La distribucién 6 — Cy, 0 €

JY(M) sobre la variedad de 1-jets es llamada distribucién de Cartan

PROPOSICION 4.5 Sean f € C*(M),a € M,0 = ji(f)(a) € Ny. Entonces la varie-
dad Ny es tangente a Cy
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Demostracion. Como 7 proyecta a Ny en el grafico de f. Entonces el plano tangente
Ty(Ny) es proyectado al plano tangente al grafico de f en el punto b = (a, f(a)), es decir,
sobre Lg. Por lo tanto T(Ny) C Cy.

Esta proposicién nos dice la imagen de la aplicacién j(f) : M — J'(M) es una
variedad integral de la distribucién de Cartan, en otras palabras, las fibras de (4.14)son

variedades integrales de la distribucién de Cartan.

Determinemos la forma diferencial que define a la distribucion de Cartan.

Sea xy,---,z, las coordenadas locales especiales sobre J'(M) en la vecindad
del punto 0. Ya que el plano Ly C T,(J°(M)) es dado por la ecuacién (4.16), donde
&, -+, &n,m son las coordenadas en T, (J°(M)), tenemos que

Z = Z 5’8 <Z pZ&) Ly (417)

Por otra parte,

£ = Yl im0+ 2, Gi € Ty(JH (M)
= (m0)(&) = i, gi(%i +77%
= Z+ -2 pé) a%’ por (4.17)

Asi, w =du— )" | pidz; es la 1-forma que determina la distribucién de Cartan.

PROPOSICION 4.6 Una subvariedad N C J*(M) que es proyectada sin degeneracién
a M, es una variedad integral maximal de la distribucién de Cartan si y solo si esta es
el grafico de una funcién f € C*(M), es decir, N = ji(f)(M).

Demostracién. Una variedad n-dimensional N C J'(M) que se proyecta a M sin

degeneracion tiene la forma

u = f(xlv"'vxn)

P = gl(xl7“' 7ITL>

Pn = gn(ﬂfl,"',ﬁfn)-
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Ahora, La variedad N es una variedad integral de la distribucién de Cartan si y solo si

w|y = 0. En las coordenadas x1, - - - , x, sobre N, tenemos

w|N = d(f(xlv e 7xn)> - Zigi(xh T ,LU”)dxz
> (% - 9i> dz;
0,

de donde obtenemos que N es variedad integral de C si y solo si g; = a—i,z’ =1,---,n,

es decir, N es precisamente de la forma de j;(f)(M).

Esta proposicién nos dice que la distribucién de Cartan sobre J'(M) es la es-
tructura geométrica la cual distingue las graficas de 1-jets de todas las subvariedades
n-dimensionales de J'(M).

DEFINICION 4.9 Sea £ C J!'(M) una subvariedad. La distribucién de Cartan sobre
J'(M) induce la distribucién C(€) sobre &, donde

C(&)o=CoNTH(E)
Esta distribucion es llamada distribucion de Cartan inducida.

DEFINICION 4.10 1. Una subvariedad £ C J*(M) de codimensién 1 suministrada
por la distribuciéon de Cartan inducida, es llamada una ecuacion diferencial de

primer orden.

2. Una solucion generalizada L C £ de una ecuacién £ es una variedad integral

maximal de n-dimensional de la distribucion de Cartan sobre €.

EJEMPLO 4.13 Consideremos el sistema

Ju __  l—cosu
ox y
Ou _ senu
Jy Yy

donde u es una funcién desconocida que depende de las variables = y y. El respectivo
espacio de jet para este sistema es 5-dimensional con coordenadas x, y, u, p y q. Esta
ecuacion determina la subvariedad 3-dimensional

{ 1 — cosu senu}
P = ,q =
) Yy
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en ese espacio, y la forma de Cartan
du = pdx — qdy

restringida a la subvariedad esta dada por

1—-c sen
du = 05 g — udy.
Y Y

Considerando u como una funcién definida en el semiplano superior del planoXY y
tomando valores valores de modulo 27, nuestro sistema tiene una familia de soluciones

1-dimensional dadas por la variedad integral maximal de la distribucién oriciclo.
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