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Resumen

Se estudian transformaciones mon�otonas a trozos, dos veces diferenciables del

intervalo [0, 1] con puntos �jos indiferentes, lo cual ocasiona la presencia de me-

didas invariantes in�nitas. Solo se requiere que la primera imagen de la partici�on

fundamental sea �nita. Con esto se muestra, que en el intervalo se encuentran un

n�umero �nito de componentes abiertas, con respeto a las cuales la transformaci�on

es conservativa y erg�odica.
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Caṕıtulo 1

Introducción y Preliminares

El presente trabajo constituye un estudio parcial sobre la estructura erg�odica

de transformaciones del intervalo con ciertas caracter��sticas importantes, entre las

cuales podemos mencionar la presencia de puntos �jos indiferentes, lo cual conlleva

a la perdida de uniformidad de la taza de expansi�on de las transformaciones, y a�un

en este caso se pueden dar resultados sobre la estructura de las piezas erg�odicas

invariantes que se obtienen en estos sistemas, este resultado fue obtenido por R.

Zweim�uller en [14] como parte de su estudio sobre tranformaciones expansivas no-

markovianas del intervalo con puntos �jos indiferentes.

Consideraremos funciones dos veces diferenciables T sobre el intervalo [0, 1] con

puntos �jos indiferentes, lo cual ocasiona la presencia medidas invariantes in�nitas.

En este contexto se deja de lado uniformidad de la expansividad de T , s�olo reque-

riremos que la primera imagen de la partici�on fundamental sea �nita, con esto se

puede demostrar que en el intervalo se obtiene un n�umero �nito de componentes

erg�odicas las cuales se pueden descomponer en una partici�on cuyos elementos son

c��clicamente permutadas bajo acci�on de T .

Las transformaciones con puntos �jos indiferentes son de inter�es en las �areas

de trabajo matem�atico relacionado con la teor��a erg�odica in�nita. Entre los traba-

jos que preceden a estos resultados podemos mencionar [3],[9] y [11], entre muchos
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2 Noguera Alvarenga Marco

m�as, en cuyos trabajos se abordan transformaciones del intervalo que presentaban

puntos �jos indiferentes pero sin desprenderse del entorno de transformaciones mar-

kovianas. Por lo cual los resultados aqu�� presentados constituyen un avance hacia

la generalizaci�on del estudio de la estructura erg�odica de las transformaciones del

intervalo.

Este trabajo est�a estructurado de la siguiente manera. En el cap��tulo 2 se pre-

sentaran las de�niciones y proposiciones b�asicas para el contexto del trabajo, acom-

pa~nado por el enunciado, sin demostraci�on, del teorema principal el cual llamare-

mos Teorema de Estructura Erg�odica. En el cap��tulo 3 se har�a una exposici�on

detallada sobre la estructura de transformaciones que presentan condiciones de ex-

pansividad uniforme. Finalmente en el cap��tulo 4 se har�a un desarrollo detallado de

la demostraci�on del Teorema de Estructura Erg�odica.

En lo que resta de este cap��tulo estableceremos unas nociones generales de la

teor��a erg�odica, la demostraci�on de los resultados expuestos en esta secci�on se pue-

den encontrar en [1], [6] y [13].

Sea (X, d) un espacio m�etrico compacto y B(X) la σ-�algebra de Borel sobre X,

la cual es la σ-�algebra m�as peque~na que contiene todos los subconjuntos abiertos

de X. Supongamos que (X,B(X), µ) es un espacio de medida.

Definición 1.1 Sea T : X −→ X una transformaci�on sobre un espacio de medida

(X,B(X), µ), diremos que:

1. T es medible si T−1(A) ∈ B(X), para todo A ∈ B(X).

2. T es no-singular si cumple que µ(T−1(A)) = 0 si, y solo si, µ(A) = 0,

para A ∈ B(X).

3. T preserva la medida µ �o µ es T−invariante si µ(T−1(A)) = µ(A), para

todo A ∈ B(X).
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Definición 1.2 Un conjunto W ∈ B(X) es llamado un conjunto errante de T,

o simplemente errante, si los conjuntos que conforman la colecci�on {T−n(W)}∞n=0
son disjuntos dos a dos.

Observación 1.1 Diremos que una propiedad P aplicable a elementos de un

espacio de medida (X,B(X), µ) vale en casi todo punto �o µ-casi todo punto, lo

cual escribiremos c.t.p �o µ-c.t.p, si el conjunto de elementos en el que P deja

de cumplirse tiene medida cero. Tambi�en denotaremos A = B (mod µ) con

A,B ∈ B(X) para indicar que µ(A4 B) = 0 (4 : diferencia sim�etrica).

Proposición 1.1 Teorema de recurrencia de Halmos. Sea T : X −→ X una

transformaci�on medible y no-singular. Suponga que A ∈ B(X) es tal que µ(A) >

0, entonces µ(A ∩W) = 0 para todo W errante si, y s�olo si
∞∑
n=1

χB ◦ Tn = ∞
c.t.p x ∈ B para todo B ∈ B(X)+ ∩ A, donde χB es la funci�on caracter��stica de

B y B(X)+ ∩A = {B ∩A : B ∈ B(X), µ(B) > 0}.

Definición 1.3 La parte disipativa de una transformaci�on T es la uni�on de

todos sus conjuntos errantes, lo cual denotaremos por D(T). Se dice que T es

totalmente disipativa si D(T) = X (mod µ).

Definición 1.4 El conjunto C(T) := X \D(T) es llamado la parte conservativa

de T . Se dice que T es conservativa si C(T) = X (mod µ).

Proposición 1.2 Suponga que T es una transformaci�on preservando medida

de un espacio de medida σ−�nito (X,B(X), µ). Si existe A ∈ B(X), con 0 <

µ(A) <∞ tal que

X = ∪∞n=0T−nA (mod µ),

entonces T es conservativa.
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Definición 1.5 Sea λ una medida distinta de µ, de�nida sobre la colecci�on de

conjuntos B(X), diremos que λ es absolutamente continua con respecto a µ, lo

cual denotaremos por, λ � µ, si para cualquier A ∈ B(X) tal que µ(A) = 0,

se tiene que λ(A) = 0. Por otro lado, llamaremos densidad a una funci�on

integrable, digamos h, de�nida en X, tal que para cualquier A ∈ B(X),
∫
A
hdµ

es una medida de A sobre B(X). La densidad h induce una medida, la cual

resulta ser absolutamente continua con respecto a µ, adem�as decimos que h es

una densidad invariante para la transformaci�on T si la medida inducida por

h resulta ser T−invariante.

El teorema de recurrencia de Halmos nos permite hacer la siguiente de�nici�on.

Definición 1.6 Transformación inducida. Sea T : X −→ X una transforma-

ci�on conservativa y A ∈ B(X) tal que µ(A) > 0. La funci�on tiempo retorno

ϕA : A −→ {1, 2, . . .}, se de�ne por

ϕA(x) = m��n{n > 1 : Tnx ∈ A}

Por el teorema de recurrencia de Halmos ϕA est�a de�nida µ-c.t.p x ∈ A. De

aqu��, la transformaci�on inducida por T sobre el conjunto A se de�ne como

TA : A −→ A;

TA(x) = T
(ϕA(x))(x), c.t.p x ∈ A.

Ahora bi�en, las medidas µ |A y µ |A ◦T−1A donde µ |A ◦T−1A (B) = µ |A (T−1A (B))

para todo B ∈ {C ∩ A : C ∈ B(X)}, son medidas bi�en de�nidas y adem�as µ |A ◦T−1A
� µ |A, siempre que T es conservativa.

Por otro lado, la transformaci�on inducida TA : A −→ A hereda todas las propie-

dades erg�odicas de T , como lo establecen en las siguientes proposiciones.

Proposición 1.3 Sea T : X −→ X una transformaci�on conservativa y no-

singular, entonces la transformaci�on inducida TA es tambi�en una transfor-

maci�on conservativa y no-singular de (A,B(X) ∩A,µ |A).
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Definición 1.7 Se dice que T : X −→ X es ergódica con respecto a la medida µ,

si todo conjunto medible A invariante por T , esto es, T−1(A) = A, tiene medida

nula o medida total, es decir, µ(A) = 0 o µ(Ac) = 0.

Proposición 1.4 Sea T : X −→ X una transformaci�on preservando medida de

un espacio de medida �nito (X,B(X), µ), entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

(i) T es erg�odica.

(ii) Los �unicos miembros B de B(X) con µ(T−1B4 B) = 0 son aquellos para

los cuales µ(B) = 0 o µ(Bc) = 0.

(iii) Para cualquier A ∈ B(X) con µ(A) > 0 tenemos que µ(∪∞n=1T−nA) = µ(X),
o equivalentemente µ

(
X\(∪∞n=1T−nA)

)
= 0.

(iv) Para cualesquiera A,B ∈ B(X) con µ(A) > 0, µ(B) > 0 existe n > 0 con

µ(T−nA ∩ B) > 0.

Proposición 1.5 Sea T una transformaci�on no singular, entonces T es erg�odica

y conservativa si, y s�olo si,
∑∞

n=1 χA◦Tn =∞ casi todo punto, para todo A ∈ B+.

Proposición 1.6 Sea T : X −→ X una transformaci�on conservativa, no-singular

y para cualquier A ∈ B(X)+ = {B ∈ B(X) : µ(B) > 0}, entonces

1. Si T es erg�odica, se cumple que TA es erg�odica.

2. Si TA es erg�odica y X = ∪∞n=1T−n(A) (mod µ), entonces T es erg�odica.

Definición 1.8 σ-Álgebra Invariante y Exactitud. Sea T una transformaci�on

no-singular de (X,B(X), µ). La σ-álgebra cola de T es

B(X)∞ := ∩∞
n=1T

−n(B(X)).

La transformaci�on T es llamada exacta si B(X)∞ = {∅, X} (mod µ).
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Note que si denotamos por I(T) = {A ∈ B(X) : T−1(A) = A}, tenemos que,

I(T) ⊂ B(X)∞ (mod µ), lo cual implica que cualquier transformaci�on exacta es

tambi�en erg�odica.

Definición 1.9 Transformación de Markov. Una transformaci�on T : [0, 1] −→
[0, 1] es de Markov si existe una colecci�on �nita o numerable Ik de intervalos

disjuntos tales que

a) T est�a de�nida sobre ∪Ik y [0, 1] \ ∪Ik tiene medida cero.

b) T |Ik es estrictamente mon�otona y se extiende a una funci�on C2 sobre �Ik,

para cada k.

c) Si T(Ik) ∩ Ij 6= ∅, entonces T(Ik) ⊃ Ij, y

d) existe un entero R tal que ∪Rn=1Tn(Ik) ⊃ Ij para cualquier k y j.



Caṕıtulo 2

Definiciones y Teorema Principal

En el presente cap��tulo presentaremos de�niciones y notaciones que ser�an usa-

das en el resto del trabajo como herramientas esenciales para el desarrollo de los

resultados principales, se dar�an de�niciones de transformaciones que llamaremos

funci�on-AFU y funci�on-AFN y de puntos �jos indiferentes, tal como se hace

en [14]. Posteriormente se enunciara el Teorema de Estructura Erg�odica, cuya

demostraci�on se dar�a en detalle en el cap��tulo 4 luego de haber estudiado los reque-

rimientos necesarios para su realizaci�on.

2.1. Función-AFU, Función-AFN y Puntos Fijos

Indiferentes

Para comenzar, �jemos algunas de�niciones, en lo sucesivo, λ denotar�a la medida

de Lebesgue y B ser�a la σ−�algebra de Borel de subconjuntos de [0, 1]. Para cualquier

intervalo I y para cualquier punto x ∈ cl(I), consideraremos una I- vecindad de x

como el conjunto de la forma (x−ε, x+ε)∩I. El soporte de una funci�on h : [0, 1] −→
[0,∞) lo denotaremos por {h > 0} = {x/h(x) > 0}.

Definición 2.1 Diremos que una transformaci�on T : [0, 1] −→ [0, 1] es mon�oto-

7
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na por partes si existe una colecci�on ξ (#ξ > 1, no necesariamente �nita) de

subintervalos abiertos disjuntos dos a dos no vac��os (llamados cilindros de or-

den 1), con λ(∪Z∈ξZ) = 1 y tal que T |Z es continua y estrictamente mon�otona

para cada Z ∈ ξ.

La notaci�on ξn se usa para designar la familia de cilindros de orden n,

esto es, la colecci�on de conjuntos no vac��os de la forma Z = ∩n−1i=0 T
−iZi con

Zi ∈ ξ1 = ξ, y sobre cada Z ∈ ξn, tomaremos fZ := (Tn |Z )−1.

Si adem�as asumimos que T |Z es dos veces diferenciable, para cada Z ∈ ξ,

y satisface las siguientes condiciones:

(A) Condición de Adler:
T ′′

(T ′)2
es acotado sobre ∪Z∈ξZ,

y tambi�en satisface,

(F) Condición de Rango Finito: T(ξ) = {T(Z) : Z ∈ ξ} es �nito.

Si adem�as T cumple con:

(U) Condición de Expansividad Uniforme es decir | T ′ |> τ > 1 sobre

∪Z∈ξZ,

entonces llamaremos a T una función-AFU.

El principal inter�es radica sobre aquellas transformaci�on para las cuales las con-

diciones anteriores pueden ser violadas por un n�umero �nito de puntos.

Definición 2.2 Sea T : Z ⊆ R −→ R una transformaci�on diferenciable, xZ ∈

cl(Z) es llamado un punto �jo indiferente de T , si

l��m
x−→xZ
x∈Z

Tx = xZ y T ′xZ := l��m
x−→xZ
x∈Z

T ′x = 1

Definición 2.3 Consideremos transformaciones T : [0, 1] −→ [0, 1] mon�otona

por partes que satisfacen las condiciones (A) y (F), para las cuales existen una

colecci�on �nita de conjuntos ζ ⊂ ξ tal que para cada Z ∈ ζ tiene un punto �jo

indiferente xZ en uno de sus puntos �nales.
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Las transformaciones T son uniformemente expansivas fuera de cualquier

Z-vecindad de {xZ : Z ∈ ζ}, esto es, considerando Aε := [0, 1]\ ∪Z∈ζ ((xZ − ε, xZ +

ε) ∩ Z), tenemos que

| T ′ |> ρ(ε) > 1 sobre Aε para cada ε > 0.

Sea x ∈ [0, 1] cualquiera, x es una fuente regular de T en una x−vecindad

Vx, si T
′ decrece sobre (0, x) ∩ Vx, y crece sobre (x, 1) ∩ Vx.

En particularmente, cada xZ, con Z ∈ ζ es tomado como fuente regular.

En este contexto, T es en general No uniformemente expansiva, en tal caso

diremos que T es una función-AFN.

Observación 2.1 En este trabajo se habla de \expansivo" para referir a \ex-

pansor".

Ejemplo 1. En este ejemplo mostraremos una funci�on AFN, que preserva la

medida de Lebesgue. Sea T sobre [0, 1], dada por

T(x) :=

 1−
√
1− 2x si x ∈ (0, 1

2
),

√
2x− 1 si x ∈ ( 1

2
, 1).
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Denotemos T1 : (0,
1
2
) −→ [0, 1], y T2 : (

1
2
, 1) −→ [0, 1], cada una de las cuales es

estrictamente mon�otona sobre su dominio y diferenciable. Sus respectivas funciones

inversas son:

T−11 : [0, 1] −→ (0, 1
2
) dada por T−11 (x) = 1−(1−x)2

2
,

T−12 : [0, 1] −→ ( 1
2
, 1) dada por T−12 (x) = x2+1

2
.

Veamos que preserva la medida de Lebesgue en el intervalo [0, 1]. Tomemos un

intervalo cualquiera (a, b) ⊂ [0, 1], a 6= b. Luego,

T−1(a, b) = T−11 (a, b) ∪ T−12 (a, b)

=
(1− (1− a)2

2
,
1− (1− b)2

2

)
∪
(a2 + 1

2
,
b2 + 1

2

)
Ahora calculemos la medida de la imagen de (a, b) por T−1

λ(T−1(a, b)) =
1− (1− b)2

2
−
1− (1− a)2

2
+
b2 + 1

2
−
a2 + 1

2

=
1− 1+ 2b− b2 − 1+ 1− 2a+ a2 + b2 + 1− a2 − 1

2

=
2b− 2a

2

= b− a

= λ(a, b).

Vemos por tanto, que T preserva la medida de Lebesgue.

Ahora observemos otras caracter��sticas. Calculemos la derivada de cada una de

las ramas de la funci�on T .

T ′1x =
2

2
√
1− 2x

,

T ′2x =
2

2
√
2x− 1

.

Y tenemos que, T1(0) = 0, T
′
1(0) = 1, y T2(1) = 1, T

′
2(1) = 1.
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Por lo tanto, tenemos que los puntos 0 y 1, son puntos �jos indiferentes de la

transformaci�on T , siendo as��, una funci�on AFN.

Observación 2.2 Requerimos que xZ sea un punto �nal de los conjuntos Z ∈ ζ

solo por conveniencia con respecto a la notaci�on. Si esta condici�on no se

satisface, simplemente dividimos el intervalo Z en el punto xZ en dos intervalos

en los cuales se sigue cumpliendo la monoton��a de la transformaci�on.

Como en ning�un momento se exige que ζ sea distinto de vac��o entonces

una funci�on-AFU es en particular una funci�on-AFN, por lo que los resultados

obtenidos para las funciones AFN son aplicables para las funciones AFU.

2.2. Teorema de Estructura Ergódica (Enunciado)

El prop�osito de este trabajo es mostrar que la estructura b�asica erg�odica de las

transformaciones del tipo no uniformemente expansoras, funci�on-AFN, la cual es en

cierto sentido, muy similar a las del tipo uniformemente expansoras, funci�on-AFU,

con la �unica diferencia de que los puntos xZ, con Z ∈ ζ, que son los puntos �jos con

derivada 1, ocasionan la p�erdida sobre el control de las tazas de expansividad de

las transformaciones y adem�as produce una medida invariante, pero in�nita. Solo

nos restringiremos al estudio de la estructura erg�odica, sin entrar en detalles con

respecto a la naturaleza de la medida invariante obtenida.

Teorema 2.1 Teorema de Estructura Ergódica de T . Para cualquier trans-

formaci�on mon�otona por partes T : ([0, 1],B, λ) −→ ([0, 1],B, λ) siendo una fun-

ci�on-AFN, se cumple:

1. Existe un n�umero �nito de conjuntos abiertos X1, . . . , Xm disjuntos dos a

dos tales que T(Xi) = Xi y T |Xi
es conservativa y erg�odica con respecto a

λ, para i ∈ {1, . . . ,m}.
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2. λ-casi todo punto x ∈ [0, 1]\∪mi=1 Xi es eventualmente mapeado por acci�on

de T dentro de una de las componentes erg�odicas. En otras palabras, para

λ-casi todo punto x ∈ [0, 1]\∪mi=1 Xi, existe i ∈ {1, . . . ,m} tal que Tn(x) ∈ Xi
para alg�un n ∈ N.

3. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe una partici�on �nita Xi = Xi(1) ∪ · · · ∪

Xi(l(i)), cuyos miembros son c��clicamente permutados por T , esto es,

T(Xi(1)) = Xi(2), T(Xi(2)) = Xi(3), . . . , T(Xi(l(i)−1)) = Xi(l(i)) y T(Xi(l(i))) =

Xi(1).

A continuaci�on, y para cerrar el cap��tulo, presentaremos un teorema que mues-

tra una de las estructuras obtenidas para funciones AFN sobre sus componentes

erg�odicas.

Teorema 2.2 Ergodicidad implica exactitud. Si T es una funci�on-AFN y X

es una componente erg�odica de medida invariante in�nita, entonces T |X es

exacta.

Demostración. Por el Teorema de Estructura Erg�odica tenemos una partici�on

�nita X = X(1) ∪ X(2) ∪ . . . ∪ X(l), cuyos miembros son c��clicamente permutados

por T . Como la componente erg�odica es de medida invariante in�nita, existe un

Z ∈ ζ para el cual X contiene una Z-vecindad de un punto xZ y como cada X(j)

es una uni�on �nita de intervalos abiertos, existe un j0 para el cual X(j0) contiene

una Z-vecindad UZ de xZ. Pero entonces tendr��amos que por ser xZ un punto �jo

extremo, UZ ⊂ T(UZ) ⊆ T(X(j0)), pero esto solo ser��a posible si la partici�on del

conjunto X fuera unitaria, esto es, l = 1. Lo cual indica que T |X es exacta. �



Caṕıtulo 3

Estructura de las Funciones AFU

Durante el estudio de la estructura de las funciones AFN, T , nos valdremos de

una transformaci�on auxiliar S = ~T , en el sentido que se de�ne en [9] la cual, en este

contexto, resultar�a ser una funci�on AFU con una partici�on fundamental in�nita, a�un

cuando la partici�on para la funci�on-AFN de la cual proviene sea �nita. Con este

prop�osito en mente nos dedicaremos a estudiar algunos hechos sobre las funciones

AFU del intervalo.

Un hecho importante, expresado en el ep��logo del art��culo [3], es que para cual-

quier funci�on mon�otona a trozos S que satisface la condici�on de Adler, esta condici�on

se cumple tambi�en con cualquier iterado Sn. En tal caso las correspondientes cotas

crecen con n, e incluso pueden tender a in�nito. Adicionalmente, si S es uniforme-

mente expansora, entonces existe una cota para todos los iterados y S adem�as tiene

distorsi�on limitada, es decir, existe R > 0 talque para cualquier n > 1, Z ∈ ξ y

A ∈ B,

λ(Sn(Z ∩A))
λ(SnZ)

= rZ ·
λ(Z ∩A)
λ(Z)

, con rZ ∈ (R, R−1).

Ahora comencemos con el estudio de la estructura de funciones AFU, el cual lo

realizaremos analizando una serie de lemas.

13
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Lema 3.1 Si S es una funci�on mon�otona a trozos con Sξ �nito, entonces Snξn

es �nito para todo n > 1.

Demostración. Comencemos por de�nir la colecci�on Zn := {Sn−1W ∩ V : W ∈

ξn−1, V ∈ ξ1}, y probemos por inducci�on, usando la igualdad Snξn = SZn para todo

n > 1, que Snξn es �nito.

Veri�quemos que la �ultima igualdad es correcta. Tomemos un conjunto cualquie-

ra Z ∈ Zn para cualquier n > 1. Por de�nici�on de Zn existen W ∈ ξn−1 y V ∈ ξ1
tales que Z = Sn−1W∩V. Luego, SZ = S(Sn−1W∩V) = SnW∩SV = Sn(W∩S−n+1V),

donde W ∩ S−n+1V ∈ ξn. As��, Snξn ⊃ SZn. Y por un proceso an�alogo probamos

que Snξn ⊂ SZn. En resumen tenemos que se cumple la igualdad Snξn = SZn, para

cualquier n > 1.

Tenemos por hip�otesis que Sξ = SZ1 es �nito. Veamos que S2ξ2 = SZ2 es

�nito tambi�en. Sabemos que el conjunto ξ no es necesariamente �nito, supongamos

sin p�erdida de generalidad que la colecci�on ξ contiene una cantidad in�nita de

elementos, a�un en este caso la colecci�on Sξ = {SZ : Z ∈ ξ} si es �nita por hip�otesis,

la colecci�on Z2 := {SW ∩ V : W ∈ ξ1, V ∈ ξ1} consiste de elementos que est�an

contenidos en elementos de la colecci�on ξ. Para cualquier Z ∈ Z2 se tiene que

existen W,V ∈ ξ1 tales que SZ = S(SW ∩ V) = S(SW) ∩ SV y como la colecci�on

Sξ = {SZ : Z ∈ ξ} es �nita , entonces existe solo una cantidad �nita de conjuntos

SZ para cualquier Z ∈ Z2. As��, SZ2 es una colecci�on �nita. Y como Snξn = SZn
para cualquier n > 1, tenemos que S2ξ2 es �nito.

Ahora supongamos que Snξn = SZn es �nito (hip�otesis inductiva). Veamos que

Sn+1ξn+1 es �nito. Por de�nici�on S
n+1ξn+1 = SZn+1 donde Zn+1 := {SnW ∩ V :W ∈

ξn, V ∈ ξ1}, por hip�otesis inductiva el conjunto Snξn = {SnZ : Z ∈ ξn} es �nito,

sabemos que la colecci�on Zn+1 := {SnW ∩ V :W ∈ ξn, V ∈ ξ1} est�a conformada por

conjuntos los cuales a su vez est�an contenidos en elementos de la colecci�on ξ1. Para

cualquier Z ∈ Zn+1 se tiene que existeW ∈ ξn y V ∈ ξ1 tales que SZ = S(SW∩V) =
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S(SW) ∩ SV y como las colecciones Snξn = {SZ : Z ∈ ξn} y Sξ = {SZ : Z ∈ ξ} son

�nitas, entonces existe s�olo una cantidad �nita de conjuntos SZ para cualquier

Z ∈ Zn+1. Y como Sn+1ξn+1 = SZn+1 para cualquier n > 1, tenemos que Sn+1ξn+1

es �nito.

De esta manera, podemos concluir que, para cualquier n > 1, el conjunto Snξn

es un conjunto �nito. �

Antes de proceder con el siguiente lema necesitamos colocar la siguiente de�ni-

ci�on.

Definición 3.1 Un cilindro Z = ∩n−1i=0 S
−iZi con (Zi ∈ ξ1) de rango n es llamado

un cilindro ξ−total si, y s�olo si, Sn−1Z = Zn−1. Esto equivale a que, SnZ =

SZn−1 ∈ Sξ.

Observación 3.1 Si S es una transformaci�on de Markov, entonces todos los

cilindros de cualquier orden son ξ−totales. Esto se veri�ca por la condici�on

c) de la de�nici�on de transformaci�on de Markov.

Ejemplo 2. Veamos este ejemplo para ilustrar los cilindros totales y los no

totales en una misma transformaci�on. Sea T : [0, 1] −→ [0, 1] dada por

T(x) :=

 9
5
x si x ∈ Z(0) = (0, 1

2
),

9
5
x− 4

5
si x ∈ Z(1) = (1

2
, 1).

En este caso, la primera partici�on est�a dada por ξ = {Z(0), Z(1)}, y los cilindros

de orden 2 son ξ2 = {Z(j, k) : Z(j, k) = Z(k) ∩ T−1(Z(j)); j, k ∈ {0, 1}}. Los cilindros

totales de orden 2 son Z(0, 0) y Z(1, 1), y los no totales de orden 2 son Z(1, 0) y

Z(0, 1), ya que

T(Z(1, 0)) 6= Z(1),

T(Z(0, 1)) 6= Z(0).
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Lema 3.2 Si S es una funci�on mon�otona a trozos, diferenciable en cada Z ∈ ξ

y satisfaciendo que ��nf | S′ |> 2, entonces λ-casi todo punto x ∈ [0, 1] est�a con-

tenido en una cantidad in�nita de cilindros ξ−totales.

Demostración. Para demostrar este lema veamos que podemos cubrir al intervalo

[0, 1] por cilindros ξ−totales. Para este prop�osito veri�quemos la siguiente a�rma-

ci�on: Para cualquier n > 1 y ε > 0, existe alg�un m > n tal que el conjunto E(n,m)

de puntos contenidos en alg�un cilindro ξ−total de rango r ∈ {n, . . . ,m − 1} cubre

[0, 1] excepto un conjunto de medida de Lebesgue menor que ε.

Esto nos lleva a que casi todo punto x ∈ [0, 1] est�a contenido en alg�un cilindro

ξ−total. De ahora en adelante, ξr(x) denotar�a el cilindro de rango r conteniendo el

punto x, y las relaciones entre los conjuntos ser�an (mod λ).

Para n > 1, de�namos Rn = {Z ∈ ξn : Z es no ξ − total} y Rn := ∪Rn = {x ∈

[0, 1] : ξn(x) es no ξ− total}. Sabemos por de�nici�on que E(n,n+ 1) = {x ∈ [0, 1] :

ξn(x) es ξ− total}, y de lo cual tenemos que E(n,n+ 1)c = {x ∈ [0, 1] : ξn(x) es no

ξ− total} = ∪Rn = Rn. Ahora �jemos n > 1. Como E(n,n+ k+ 1)c = {x ∈ [0, 1] :

ξr(x) es no ξ − total para n 6 r 6 n + k } y como E(n,n + 1) ⊂ E(n,n + k + 1)

entonces E(n,n + k + 1)c ⊂ E(n,n + 1)c para cualquier k > 0 y por tanto solo

consideraremos Rn ya que este contiene todos los E(n,n + k + 1)c para cualquier
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k > 0. Ahora, escogeremos una colecci�on R′n ⊆ Rn de manera que λ(Rn\R
′
n) <

ε
2

donde R′n := ∪R′n y de ahora en adelante nos concentraremos R′n.

Para k > 1 de�nimos

R′n+k :=
{
Z′ = Z ∩ S−(n+k+1)W 6= ∅ : Z ∈ R′n+k−1,W ∈ ξ y Z′ no ξ− total

}
⊆ R′n+k−1 ∩ ξn+k.

De�nimos R′j := ∪R′j.

Tenemos que,

Z′ = Z ∩ S−(n+k−1)W, con Z ∈ R′n+k−1 y W ∈ ξ

=
(
∩n+k−2i=0 S−i(Zi)

)
∩ S−(n+k−1)W, Z ∈ ξn+k−1

= ∩n+k−1i=0 S−i(Zi), Z = ∩n+k−2i=0 S−i(Zi)

As�� que Z′ ∈ ξn+k. Por lo cual tenemos que R′n+k es la familia de aquellos

subcilindros Z′ de rango n+k de los cilindros Z ∈ R′n+k−1 los cuales ser�an cilindros

no ξ−totales. Entonces R′n+k = {x ∈ R′n+k−1 : ξn+k(x) es no ξ − total }. Esto es, si

x ∈ R′n+k, existe ξn+k(x) el cual es no ξ−total. En particular R′n+k ⊆ R′n+k−1, para

cualquier k > 0. Por lo tanto,

R′n+k = ∩kj=0R′n+j =
{
x ∈ R′n : ξr(x) no− ξ− total para n 6 r 6 n+ k

}
= R′n ∩ E(n,n+ k+ 1)c

Recordemos que Rn = ∪Rn = {x ∈ [0, 1] : ξn(x) no− ξ− total} = E(n,n+ 1)c.

Y adem�as, E(n,n + k + 1)c =
{
x ∈ [0, 1] : ξr(x) no − ξ − total para n 6 r 6

n+ k
}
⊆ E(n,n+ 1)c.

Por lo cual, E(n,n+ k+ 1)c ⊆ Rn y de esto tenemos que

E(n,n+ k+ 1)c = E(n,n+ k+ 1)c ∩
(
(Rn\R

′
n) ∪ R′n

)



18 Noguera Alvarenga Marco

=
[
E(n,n+ k+ 1)c ∩ (Rn\R

′
n)
]
∪
[
E(n,n+ k+ 1)c ∩ R′n

]
=

[
E(n,n+ k+ 1)c ∩ (Rn\R

′
n)
]
∪ R′n+k

⊆ (Rn\R
′
n) ∪ R′n+k.

As��, E(n,n+ k+ 1)c ⊆ (Rn\R
′
n) ∪ R′n+k.

Ahora solo queda probar que λ(R′n+k) < ε para k su�cientemente grande.

Consideremos un cilindro �jo cualquiera Z = ∩n+k−2j=0 S−jZj ∈ R′n+k−1. Entre los

conjuntos de la forma Sn+k−1Z∩W con W ∈ ξ, a lo m�as dos son estrictamente mas

peque~nos que el respectivo cilindroW. En efecto, supongamos que existeW ∈ ξ tal

que Sn+k−1Z∩W =W. Tomemos Z′ = Z∩S−(n+k−1)W ∈ R′n+k, dado que Z ∈ R′n+k−1
y W ∈ ξ. Sin embargo,

Sn+k−1Z′ = Sn+k−1Z ∩ Sn+k−1S−(n+k−1)W

= Sn+k−1Z ∩W.

Lo cual indica que Z′ es un cilindro ξ-total. Pero esto es una contradicci�on por la

de�nici�on de la colecci�on R′n+k.

Por lo tanto, en R′n+k hay a lo m�as el doble de cilindros que hay en R′n+k−1, es

decir, #R′n+k 6 2 · #R′n+k−1. Y as��, tenemos que #R′n+k 6 2k · #R′n. La longitud

de un cilindro en ξn+k no excede σ−(n+k), donde σ := ��nf | S′ |, veri�quemos esta

�ultima a�rmaci�on, tomemos Z ∈ ξn+k, por teorema de valor medio en el cilindro Z

tenemos que existe ρ1 ∈ Z tal que,

long(S(Z)) = S′(ρ1) · long(Z).

Luego, aplicando el teorema de valor medio de manera sucesiva obtenemos que

long(Sn+k(Z)) = S′(ρ1) · . . . · S′(ρn+k)︸ ︷︷ ︸
n+k

·long(Z),

de lo cual obtenemos
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1 > long(Sn+k(Z)) > σn+k · long(Z),

y por lo tanto,

long(Z) 6
1

σn+k
= σ−(n+k).

En este sentido podemos ver que, tomando Z ∈ R′n+k,

λ(R′n+k) 6 #R′n+k · long(Z)

6 2k ·#R′n · long(Z)

6 2k ·#R′n · σ−(n+k)

= #R′n ·
( 2
σ

)k
· 2n · σ−n · 2−n

= 2−n ·#R′n ·
( 2
σ

)n+k
.

Y obtenemos que, como σ > 2 entonces 2−n · ]R′n ·
(
2
σ

)n+k
−→ 0 cuando k −→∞. As��, para k su�cientemente grande, se tiene que λ(R′n+k) <

ε
2
. Y por lo cual,

λ
(
E(n,n+ k+ 1)c

)
< ε, para k su�cientemente grande.

De acuerdo con lo anterior, podemos tomar una sucesi�on de conjuntos E(·, ·)c de

forma tal que existe una sucesi�on nk ↗∞ de enteros, de manera que, λ
(
E(nk−1, nk)

c
)
<

2−k. En efecto, el resultado anterior se obtuvo para un n �jo, pero arbitrario.

Para ε = 2−2, tomemos un n1 > 0, por el razonamiento anterior existe k1 > 0

su�cientemente grande tal que,

λ
(
E(n1, n1 + k1 + 1)

c
)
< 2−2.

Ahora tomemos n2 = n1+ k1+ 1 > 0 y tomemos ε = 2−3, entonces tenemos que

existe k2 > 0 su�cientemente grande tal que,

λ
(
E(n2, n2 + k2 + 1)

c
)
< 2−3.
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Realizando este proceso de�nimos para p > 1, np = np−1 + kp−1 + 1 > 0 y

tomamos ε = 2−p, para tales valores existe kp > 0 su�cientemente grande tal que,

λ
(
E(np, np + kp + 1)

c
)
< 2−(p+1).

Por la construcci�on tenemos que np < np+1, para cualquier p > 0, tal que

np ↗∞, y para tal sucesi�on de enteros se tiene que

λ
(
E(np−1, np)

c
)
< 2−p.

El lema de Borel-Cantelli establece que para la sucesi�on de conjuntos {E(np−1, np)
c}p>1,

donde se satisface que la serie
∞∑
p=1

λ
(
E(np−1, np)

c
)
< ∞, entonces λ((Ec)∞) = 0,

donde (Ec)∞ := ∩n>1 ∪p>n (Ecp) = ∩n>1 ∪p>n E(np−1, np)c. Luego, ((Ec)∞)c tiene me-

dida total, y este conjunto es ((Ec)∞)c = (∩n>1 ∪p>n E(np−1, np)c)c = ∪n>1 ∩p>n
E(np−1, np) = E∞. Por lo tanto, λ− casi todo punto esta contenido en E∞, y para

cualquier punto x en E∞ se tiene que x pertenece a todos salvo un n�umeros �nito

de los Ep. Y as��, podemos concluir que, λ−casi todo x ∈ [0, 1] yace en una cantidad

in�nita de conjuntos E(np−1, np).

Y para concluir, recordemos que E(n,m) es el conjunto de puntos contenidos

en alg�un cilindro ξ−total de rango r ∈ {n, . . . ,m − 1}. Por lo tanto, como λ−casi

todo x ∈ [0, 1] yace en una cantidad in�nita de conjuntos E(np−1, np), entonces

estos puntos yacen en una cantidad in�nita de cilindros ξ−totales de rango r ∈

{np−1, . . . , np−1} respectivamente. Con lo cual concluimos la demostraci�on del lema.

�

Algo importante es que no podemos quitar de la condici�on impuesta a ��nf | S′ |,

ya que en tal caso perdemos la conclusi�on del lema 3.2, veamos un contraejemplo:

Ejemplo 3. No podemos disponer de la condici�on sobre ��nf | S′ | anterior:

para s ∈ (1, 2) de�nimos Sx := sx para x ∈ (0, 1
2
) := Z1 y Sx := sx − s + 1 para

x ∈ ( 1
2
, 1) := Z2.
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Luego, S es una funci�on AFU y veremos mas adelante que admite una medida

invariante positiva sobre X, donde X = (1 − s
2
, s
2
). Como X es invariante por S, los

cilindros contenidos en X no pueden ser totales.

En efecto, supongamos que Z ⊂ X es un cilindro ξ−total de rango n, entonces

Sn−1Z = Zn−1, donde Zn−1 ∈ ξ = {Z1, Z2}. Supongamos que Sn−1Z = (0, 1
2
), pero esto

no es posible ya que (0, 1
2
) * X, an�alogamente tampoco puede ser Sn−1Z = (1

2
, 1).

As��, X no puede contener cilindros ξ−totales.

Lema 3.3 Si S es una funci�on-AFU, entonces existe una constante 0 < η < 1

tal que para cualquier A ∈ B con λ(A) > 0, existe k = k(S, η,A) > 1 y Z =

Z(S, η,A) ∈ ξk para el cual λ(Sk(A ∩ Z)) > η.

Demostración. Sabemos que | S′ |> τ > 1, por regla de la cadena tenemos que,

| (SN)′ | = | S′(SN−1) · S′(SN−2) · · ·S′(S) · S′ |

= | S′(SN−1) | · | S′(SN−2) | · · · | S′(S) | · | S′ |

> τN
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y como τ > 1, para N su�cientemente grande se tiene que τN > 2, y con esto resulta

��nf | (SN)′) |> 2, y adem�as por el lema 3.1, SN es una funci�on-AFU. Por otro lado,

tenemos que para cualquier Z ∈ ξN existe y ∈ Z tal que

λ(SNZ) = (SN)′(y) · λ(Z)

> ��nf | (SN)′ | ·λ(Z)

> 2 · λ(Z).

Por lo tanto, λ(SNZ) > 2·λ(Z) > 0 para cualquier Z ∈ ξN. De esto, consideramos,

ρ := ��nf{λ(SNZ) : Z ∈ ξN} > 0.

Ahora tomemos un conjunto A ∈ B con λ(A) > 0, casi todo punto x ∈ A es un

punto de densidad de A, esto que para casi todo x ∈ A y para cualquier x−vecindad

de radio r, Vx(r) se tiene que el cociente
λ(A ∩ Vx(r))
λ(Vx(r))

tiende a 1 a medida que r

tiende a 0, y por el lema anterior aplicado a SN, casi todo punto de A esta contenido

en un cilindro ξ−total.

Utilizaremos en la sucesivo la condici�on de distorsi�on limitada presentada en

la pagina 13, sea 0 < R < 1 y consideremos un cilindro ξ−total Z ∈ ξlN por SN

alrededor de x de rango su�cientemente alto talque
λ(Z ∩A)
λ(Z)

> (2R)−1, y tenemos

por distorsi�on limitada que para todo n > 1 y A ∈ B,

λ(Sn(Z ∩A))
λ(SnZ)

= rZ ·
λ(Z ∩A)
λ(Z)

, para rZ ∈ (R, R−1)

De lo cual tenemos,

λ(SlN(Z ∩A))
λ(SlNZ)

= rZ ·
λ(Z ∩A)
λ(Z)

> R · 1
2R

=
1

2
.

Y as��,

λ(SlN(Z ∩A)) > 1
2
· λ(SlNZ) > 1

2
· λ(SN(SN(l−1)Z)) =

1

2
· SN ~Z > 1

2
· ρ =: η > 0

En conclusi�on, λ(SlN(Z ∩A)) > η. �
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Lema 3.4 (Estructura Ergódica Básica de funciones AFU) Sea S una fun-

ci�on AFU. Entonces existe un n�umero �nito de conjuntos abiertos disjuntos

dos a dos X1, . . . , Xm tales que SXi ⊆ Xi (mod λ), y S |Xi
es conservativo y

erg�odica con respecto a la medida de Lebesgue. Casi todo punto del conjunto

D := [0, 1]\ ∪mi=1 Xi es eventualmente mapeados dentro de una de esas compo-

nentes erg�odicas. Cada Xi es el soporte de una �unica medida de probabilidad

absolutamente continua invariante µi la cual tiene una densidad hi de varia-

ci�on acotada.

Demostración. Tenemos que S es una funci�on-AFU, por [8] se puede garantizar

la existencia de una medida invariante cuya densidad h es de variaci�on acotada. Por

el lema 3.6, el soporte de h, M = {h > 0} es una uni�on �nita de intervalos abiertos

disjuntos dos a dos. Denotemos esto porM = ∪jUj con j ∈ {1, 2, · · · , p}, tenemos que

SM =M (mod λ), tomemos Xi(J) = ∪kUk con k ∈ J ⊂ {1, 2, · · · , p}, i(J) ∈ {1, 2, · · · , l}

donde los ��ndices en J son de manera tal que
(
SnUα

)
∩ Uβ 6= ∅ para alg�un n > 1

y para cualesquiera α,β ∈ J. Por esta construcci�on tenemos que SXi ⊆ Xi (mod λ),

y adem�as M = ∪iXi.

Ahora restrinjamos el estudio a una componente Xi arbitraria. Primeramente

veamos que para cualquier abierto U ⊂ Xi con λ(U) > 0 se tiene que existe N > 1

tal que SNU tiene medida total en Xi. Sabemos que λ(U) < λ(Xi) y como SnU ⊂ Xi
para todo n > 1, entonces λ(SnU) < λ(Xi) para cualquier n > 1.

A�rmamos que la sucesi�on {λ(SnU)}n>1 es creciente. Efectivamente, sabemos que

por ser S una funci�on-AFU se tiene que | S′ |> τ > 1 sobre ∪ξ. Por teorema de valor

medio tenemos que

λ(SU) =| S′(δ) | ·λ(U) > λ(U)

Para n = 2, tenemos que

λ(S2U) = λ(S(SU))
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= | S′(S(δ)) || S′(δ) | ·λ(SU)

> λ(SU)

De manera sucesiva podemos ver que la sucesi�on {λ(SnU)}n>1 es estrictamente

creciente y acotada superiormente por λ(Xi). Por lo cual, para un N > 1 su�ciente-

mente grande se tiene que λ
(
Xi \ S

NU
)
= 0.

Este resultado se obtuvo para un conjunto abierto U ⊂ Xi arbitrario, con λ(U) >

0.

Ahora tomemos un conjunto A ⊂ Xi, S−invariante, medible y λ(A) > 0. Por el

lema 3.3, existe una constante η > 0, tal que para el conjuntoA existe k > 1 y Z ∈ ξk
para el cual λ

(
Sk(A ∩ Z)

)
> η. Por ser A invariante se tiene que S−kA = A para

cualquier k > 0 y la restricci�on a Z tambi�en es invariante, esto es S−k(A∩Z) = A∩Z

para Z ∈ ξk, de esto podemos decir que

Sk(A ∩ Z) = Sk
(
S−k(A ∩ Z)

)
⊂ A ∩ Z

y de esta manera λ(A∩Z) > λ(Sk(A∩Z)) > η. De esta forma, tenemos que para

cualquier conjunto A, S−invariante de medida positiva, se tiene que λ(A) > η.

Podemos concluir que el n�umero de conjuntos invariantes con medida de Lebes-

gue positiva, disjuntos dos a dos contenidos en la Xi es �nito. Y m�as a�un, veri�-

caremos que un conjunto S−invariante, A ⊂ Xi tal que λ(A) > 0, tiene medida de

Lebesgue total en Xi.

Sea Vn ∈ {Xi ∩ Z 6= ∅ : Z ∈ ξn}. Para n > 1,
λ(Vn ∩A)
λ(Vn)

→ 1, conforme n→∞.

Por otro lado, sabemos que Vn = (A ∩ Vn) ∪ (Ac ∩ Vn) y

λ(Vn) = λ(A ∩ Vn) + λ(Ac ∩ Vn)

y luego
λ(A ∩ Vn)
λ(Vn)

+
λ(Ac ∩ Vn)
λ(Vn)

= 1

de esta manera, cuando n→∞, tenemos que
λ(Vn ∩Ac)
λ(Vn)

→ 0.
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Para cualquier conjunto S−invariante A con λ(A) > 0, existe un n > 1, tal que

Vn = (A∩Vn)∪ (Ac ∩Vn) lo contiene totalmente. Se tiene que SnVn = U ⊂ Xi para

cada n > 1.

λ(U \A)

λ(U)
6

λ(SnVn \ S
nA)

λ(SnVn)

6
λ(Sn(Vn \A))

λ(SnVn)

6 rZ ·
λ(Vn \A)

λ(Vn)
.

Por lo tanto, como
λ(Vn \A)

λ(Vn)
→ 0, a medida que n→∞, entonces λ(U\A) = 0.

Por la parte anterior tenemos que para N > 1 su�cientemente grande, se tiene

que λ
(
Xi \ S

NU
)
= 0. Entonces tenemos que A ⊂ U, con A invariante y de medida

positiva

λ(Xi \A) = λ(SN(U) \ SN(A))

< λ(SN(U \A))

por lo cual, como λ(U \A) = 0, resulta λ(Xi \A) = 0.

As��, para A ⊂ Xi, medible, S−invariante, de medida de Lebesgue positiva, se

veri�ca que A tiene medida de Lebesgue total en Xi. Y de esta manera, tenemos

que S |Xi
es erg�odica con respecto a la medida de Lebesgue.

Tenemos una medida invariante cuya densidad es h, la denotaremos por µ, como

Xi ⊂M, entonces µ(Xi) > 0. Denotemos por µi a la restricci�on de µ a Xi, dada por,

µi(B) =
µ(B ∩ Xi)
µ(Xi)

,

para cualquier B ⊂ Xi, medible, la cual es invariante y de probabilidad, cuya densi-

dad es hi, que no es mas que la restricci�on de la densidad h al conjunto Xi, la cual

es de variaci�on acotada. Y como SNU = Xi mod λ, para cualquier abierto de medida

positiva U y alg�un N > 1 su�cientemente grande, entonces la medida invariante de

probabilidad que se pueda de�nir sobre Xi, es �unica.
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Veri�quemos que S |Xi
es conservativa. Consideremos un conjunto W ⊂ Xi,

medible tal que la colecci�on {S−n(W)}∞n=0 es disjunta dos a dos.
Como la transformaci�on T preserva la medida, se tiene que λ(S−n(W)) = λ(W)

para todo n > 1. Por lo tanto, como la colecci�on {S−n(W)}∞n=0 es disjunta dos a dos,
entonces se tiene que λ(W) = 0, y ya que esto fue realizado para un conjunto W

cualquiera, se tiene que S |Xi
es conservativa.

Ahora bien, consideremos un subconjunto E de X tal que (SkE) ∩M = ∅ para

todo k > 0. En particular, esto se cumple para E∩Z para alg�un Z ∈ ξ que intercepte

a E. Fijemos λ(M) = m, luego el complemento tiene medida de Lebesgue a lo mas

1−m, por lo tanto λ(E ∩ Z) 6 1−m, y m�as aun, λ(Sk(E ∩ Z)) 6 1−m, para todo

k > 1, pero por el teorema de valor medio, λ(Sk(E ∩ Z)) > τk · λ(E ∩ Z) para todo

k > 0 y para τ > 1. Pero esto es posible solo para E = ∅. De esta manera vemos

que casi todo punto de X es mapeado eventualmente en M. �

En lo que resta �jaremos una componente erg�odica X := Xi de S y sean h := hi y

µ := µi. Como h es una funci�on continua, su soporte X = {h > 0} es la uni�on de a lo

mas una familia numerable de conjuntos abiertos disjuntos dos a dos, esta familia

la denotaremos por S, de hecho la familia S puede no ser �nita. Escribiremos,

S ′ := S ∩ ξ = {I ∩ Z 6= ∅ : I ∈ S, Z ∈ ξ}, D := {I ∈ S : I ∩ ∂ξ 6= ∅} y D′ := D ∩ ξ =

{I ∩ Z 6= ∅ : I ∈ D, Z ∈ ξ}.

Lema 3.5 Cada SJ′, con J′ ∈ S ′, est�a contenido en un �unico miembro de S, el

cual denotaremos por 〈SJ′〉.

Demostración. Queremos probar que para cada SJ′, con J′ ∈ S ′, existe un �unico

I ∈ S tal que SJ′ ⊂ I. Sea x ∈ J′ ∈ S ′ = S ∩ ξ. Luego como x ∈ J′ ∈ S ∩ ξ, entonces

h(x) > 0. Por el lema 3 en [9], podemos escribir h con la siguiente expresi�on,

tambi�en conocida como ecuaci�on de Kuzmin,

h =
∑
Z∈ξ

(h ◦ fZ)· | f′Z | ·1SZ, donde, f Z := (S |Z)
−1,
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luego,

h(Sx) =
∑
Z∈ξ

(h ◦ fZ(Sx))· | f′Z(Sx) | ·1SZ(Sx)

> h(fZ0
(Sx))· | f′Z0

(Sx) | ·1SZ0
(Sx).

Si Sx /∈ SZ0, entonces 1SZ0
(Sx) = 0, y por lo tanto h(Sx) > 0. Si Sx ∈ SZ0,

tenemos que 1SZ0
(Sx) = 1, luego h(Sx) > h(fZ0

(Sx))· | f′Z0
(Sx) |. En este caso, como

f′Z0
(Sx) 6= 0, solo queda por comprobar que h(fZ0

(Sx)) > 0, en efecto,

h(fZ0
(Sx)) = h((S |Z0

)−1(Sx)), para Sx ∈ SZ0,

= h(S−1(Sx))

= h(x)

y ya que, x ∈ J′ ∈ S ∩ ξ tenemos que, h(fZ0
(Sx)) = h(x) > 0. As��, h(Sx) > 0, por lo

cual, SJ′ ∈ S.

Ahora, s�olo queda por ver que SJ′ est�a contenido en una �unica componente de

S. En efecto, supongamos que existe SJ′ con J′ ∈ S ′, tal que SJ′ ⊂ I1∩ I2 donde I1, I2
est�an en S, I1 6= I2 intervalos abiertos disjuntos.

Veri�quemos que SJ′ es un conjunto conexo. Sabemos que S es una funci�on-AFU.

Por de�nici�on S es mon�otona a trozos y S |Z es continua y estrictamente mon�otona

sobre cada Z ∈ ξ, donde ξ es una colecci�on de subintervalos abiertos disjuntos dos

a dos, con λ(∪Z∈ξZ) = 1. Tenemos que J′ ∈ S ′ := S ∩ ξ, luego para cada J′ ∈ S ′,

se tiene que, J′ ⊂ Z es un intervalo, para alg�un Z ∈ ξ, y como S |Z es mon�otona y

continua, entonces S | J′ es tambi�en continua y mon�otona. Luego, SJ′ es un intervalo.

Por lo tanto, SJ′ ⊂ I1 �o SJ′ ⊂ I2.

Asi, SJ′ esta contenida en una �unica componente de S. �
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Lema 3.6 Soporte de la densidad invariante de una función AFU. Sea S

una funci�on-AFU y sea h una densidad invariante semicontinua inferior para

S. Entonces {h > 0} es una uni�on �nita de intervalos abiertos disjuntos dos a

dos.

Demostración. Consideremos la clase de conjuntos G := {I ∈ S : I contiene alg�un

SJ′, J′ ∈ D′}, la cual por el lema 3.5, es no vacia. Comprobemos que G es en realidad

un conjunto �nito.

Sea J′ ∈ D′. El conjunto SJ′ necesariamente contiene, por la continuidad de S en

cada miembro de ξ, la imagen de una vecindad unilateral de alg�un punto d ∈ ∂ξ.

En consecuencia, el intervalo I = 〈SJ′〉 ∈ S del lema 3.5 contiene una I−vecindad

de d′, el correspondiente l��mite unilateral de Sx cuando x tiende a d. Y por nuestra

hip�otesis de rango �nito, existe solo una cantidad �nita de puntos del tipo d′, y

as�� existe s�olo una cantidad �nita de conjuntos del tipo 〈SJ′〉 con J′ ∈ D′, por lo

cual, G es una colecci�on �nita.

Ahora consideremos s := m��n{λ(I) : I ∈ G}, F := {I ∈ S : λ(I) > s} ⊇ G, y

F := ∪F ⊇ ∪G. Pretendemos que SF ⊂ F (mod λ). En efecto, sea I ∈ F , si I ∈ D,

entonces (salvo por una cantidad numerable de puntos) I es una uni�on de conjuntos

J′ ∈ D′, por lo tanto SI ⊆ ∪G ⊆ F (mod λ). Por otro lado, si I /∈ D como S es

continua, mon�otona y expande sobre ξ, as�� λ(SI) > λ(I) > s. Por lo tanto, 〈SI〉 ∈ F .

As��, SF ⊂ F (mod λ).

Por �ultimo mostraremos que F = S, lo cual completar��a la demostraci�on ya que

F es �nito (en efecto, sabemos que F ⊂ S, si F no es �nito, entonces tampoco lo

es S y esto contradice el hecho de que estamos trabajando sobre un intervalo de

longitud �nita, ya que para cualquier I ∈ F , λ(I) > s > 0). Para este prop�osito,

supongamos que S\F es no vaci�o y tomemos un elemento I0 de longitud maximal

l < s. Veamos que SI0 ⊆ F. Efectivamente, si I0 ∈ D, entonces I0 es una uni�on de

conjuntos J′ ∈ D′, luego SI0 contiene alg�un SJ′ con J′ ∈ D′, y as�� SI0 ⊆ F. Por otra
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parte, si I0 /∈ D como S es continua, mon�otona y expande sobre ξ, tenemos que

〈SI0〉 ∈ F .

Por lo tanto, I0 ⊆ S−1F\F (mod λ). Pero como µ es invariante por S y F ⊆ S−1F,

determinamos que,

µ(S−1F\F) = µ(S−1F) − µ(F) = µ(F) − µ(F) = 0.

As��, µ(I0) = 0, lo cual es una contradicci�on ya que, I0 ∈ S. Por tanto, S\F es

vaci�o. �

Lema 3.7 Cota inferior para las densidades invariantes de una función-

AFU. Sea S una funci�on-AFU y sea h una densidad invariante para S. En-

tonces existe alguna constante C tal que 0 < C−1 6 h 6 C sobre {h > 0}.

Demostración. La prueba de este lema la dividiremos en dos partes.

Parte 1.

Sea y un punto �nal de un intervalo arbitrario I ∈ S. Entonces existe una

I−vecindad W de y el cual es cubierto por alg�un miembro SJ′ de la familia de

intervalos abiertos {SJ′ : J′ ∈ S ′}, y por el lema 3.5 SJ′ ⊆ 〈SJ′〉 = I.

En este caso escribiremos,

(J′, x) ; (I, y)

donde x es el punto �nal de J′ mapeado en y por continua extensi�on de S sobre �J′.

As��, para cualquier par (I, y) con I ∈ S, y ∈ ∂I, existe un par (J′, x), con J′ ∈ S ′,

x ∈ ∂J′, tal que (J′, x) ; (I, y).

M�as a�un, si en esta situaci�on l��m
t→y,t∈Ih(t) = 0, entonces tambi�en l��m

r→x,r∈J′ h(r) = 0,
ya que por la ecuaci�on de Kuzmin,

h =
∑
Z∈ξ

(h ◦ fZ)· | f′Z | ·1SZ

=⇒ h > (h ◦ fZ0
)· | f′Z0

| ·1SZ0
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=⇒ h · 1

| f′Z0
|
> (h ◦ fZ0

) · 1SZ0

=⇒ (h ◦ fZ0
) · 1SZ0

6 h · 1∣∣∣((S |Z0
)−1
)′∣∣∣

=⇒ (
h ◦ (S |Z0

)−1
)
· 1SZ0

6 h ·
∣∣∣(S |Z0

)′(S |Z0
)−1
∣∣∣

=⇒ (
h(S |Z0

)−1(t)
)
· 1SZ0

(t) 6 h(t) ·
∣∣∣(S |Z0

)′(S |Z0
)−1(t)

∣∣∣
=⇒ h(r) 6 h(t) ·

∣∣∣S′(r)∣∣∣.
As��, si l��mh(t) = 0, entonces l��mh(r) = 0 si t = Sr, r ∈ Z0.

La condici�on de Adler nos asegura que S′ es acotada sobre cada cilindro ya que S

es dos veces diferenciable sobre cada cilindro, luego S′ est�a lejos de 0 e ∞. Adem�as

observe que como l��m
r→x,r∈Jh(r) = 0 siendo h continua con l��mite unilateral sobre cada

punto extremo de un intervalo de de�nici�on, se tiene que x es un punto �nal de alg�un

intervalo de S. Adem�as, si de�nimos K := {(I, y) : I ∈ S, y ∈ ∂I, l��m
t→y,t∈Ih(t) = 0},

tenemos que para (I, y) ∈ K y (J′, x) ; (I, y), entonces (J, x) ∈ K, donde J es un

miembro de S conteniendo a J′. Extendamos la relaci�on \;" sobre los conjuntos

K, de manera que, (J, x) ; (I, y).

Parte 2.

Para probar que K es vac��o, supondremos lo contrario. Por la discusi�on previa,

cada elemento de K tiene al menos un predecesor por la relaci�on \;" en K. Por

otro lado, es claro que este puede tener al menos un sucesor. La colecci�on K siendo

�nita por el lema 3.6, podemos concluir que la relaci�on es biyectiva sobre K. Por lo

tanto este conjunto junto con la relaci�on conforman \ciclos" disjuntos �nitos,

(I0, y0) ; (I1, y1) ; (I2, y2) ; . . .; (In, yn) = (I0, y0)

donde (Ij, yj) ∈ K con j ∈ {0, 1, 2, . . . , n} y n > 1.

Ahora consideremos un ciclo �jo de este tipo. Podemos escoger una I0−vecindad

U de y0 peque~na de manera que SjU sea una Ij−vecindad de yj para cada j ∈
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{0, 1, 2, . . . , n}. Tenemos que λ(U) 6 α−n · λ(V), donde α > 0, V := SnU ⊆ I0. Sin

embargo, para U su�cientemente peque~no a�rmamos (*) que µ(U) = µ(V), lo cual

es una contradicci�on ya que λ(V\U) > 0. Por lo tanto, lo supuesto es falso, y as�� K

es en efecto vac��o.

Ahora veamos como se cumple la a�rmaci�on (*). Sea (I, y) ∈ K. En la parte 1

demostramos que siempre que W es una I−vecindad de y su�cientemente peque~na,

entonces S−1(W) ∩ (∪S ′) est�a contenido en un �unico J′ ∈ S′. En efecto, tomemos

una I−vecindad peque~na de y, luego por la parte 1 tenemos que existe x ∈ J ∈ S tal

que Sx = y, de donde tambi�en por ser una relaci�on biyectiva, x = S−1y, por lo cual

S−1W es una J−vecindad de x, y por la parte 1 como, W ⊂ SJ′, entonces S−1W ⊂ J′

con J′ ∈ S′.

Aplicando este argumento para cada borde de nuestro ciclo, determinamos que

para U su�cientemente peque~no tenemos que para S−n(V) = U, que se cumple

S−n(V) ∩ (∪S ′) = U ∩ (∪S ′) = U, y as��

µ(U) = µ(S−n(V) ∩ (∪S ′))

=

∫
S−n(V)∩(∪S′)

h(x)dλx

=
∑
Z∈S′

∫
S−n(V)|Z

h(x)dλx

=
∑
Z∈S′

∫
V |Z

h(S−n(w))(S−n(w))′dλw

=

∫
V

∑
Z∈S′

h(f(w))(f(w))′dλw

=

∫
V

∑
Z∈ξ

h(f(w))(f(w))′dλw

=

∫
V

hdλ ecuaci�on de Kuzmin, h es invariante.

= µ(V)
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Por lo tanto, µ(U) = µ(V), con lo cual probamos la a�rmaci�on(*).

En resumen, hemos probado que ��nfI h > 0 para cada I en el conjunto �nito S.

Y as��, la densidad invariante h es acotada inferiormente y lejos de cero. �

No podemos dejar por fuera la condici�on de rango �nito (F) impuesta sobre la

transformaci�on S, ya que perdemos el control de la magnitud de las densidades

invariantes, veamos el siguiente contraejemplo:

Ejemplo 4. (Una función de Markov af́ın uniformemente expansiva a

trozos, con infinita ramas cuya densidad invariante es no acotada inferior-

mente cerca de cero.)

Sea p0 := 0 y pn := 1 − 2
3n
, con n > 1. De�namos S la funci�on de los cilindros

Zn := (pn, pn+1) af��n sobre (0, pn+2), con n > 0. La colecci�on de puntos {pn : n > 0}

es in�nita, luego la colecci�on Sξ = {SZ : Z ∈ ξ} = {(0, pj) : j > 2} es in�nita.

Adem�as, ��nf | S′ |> 2. Al ser S una funci�on af��n se tiene que S′′ = 0, y por tanto

se satisface la condici�on de Adler, como tambi�en satisface ��nf{λ(SZ) : Z ∈ ξ} > 0.

Por lo cual S admite una densidad de probabilidad invariante h, la cual es continua

y podemos asumir que el conjunto {h > 0} contiene alg�un intervalo abierto, y de

acuerdo al lema 3.2, contiene al menos un cilindro ξ−total Z ∈ ξm. Ademas h

debe ser positiva sobre Z1 ⊆ SmZ = S(Sm−1Z) = S(Zm−1) ya que Z es ξ−total.
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veri�quemos las �ultimas igualdades, tenemos que SmZ = S(Zm−1) = (0, pm+1), de

donde Z1 = (p1, p2) ⊆ (0, pm+1) = SmZ, con m > 1. As��, Z1 ⊆ SmZ. Por otro lado,

tenemos que

SkZ1 = Sk−1(SZ1)

= Sk−1(0, p3)

= Sk−1(Z0 ∪ Z1 ∪ Z2)

= Sk−2(Z0 ∪ Z1 ∪ Z2 ∪ Z3)

= (Z0 ∪ Z1 ∪ Z2 ∪ Z3 ∪ . . . ∪ Zk+1)

⊇ ∪k+1j=1Zj.

As��, SkZ1 ⊇ ∪k+1j=1Zj, con k > 1. Con lo cual concluimos que h > 0 sobre todo el

intervalo (0, 1). Por otro lado, por la ecuaci�on de Kuzmin, para x ∈ Zn+1,

h(x) =
∑
k>n

h(fZk
(x))· | f′Zk

(x) |6 ‖h‖∞ ·∑
k>n

| f′Zk
(x) |

Ahora veamos como podemos acotar a f′Zk
(x), tenemos por de�nici�on que f : (0, pn+2) −→

(pn, pn+1), para la cual, por el teorema de valor medio existe β ∈ (0, pn+2), tal que

pn+1 − pn = f′(β) · pn+2 =⇒ 1−
2

3n+1
− 1+

2

3n
= f′(β) · (1− 2

3n+2
)

=⇒ f′(β) =
24

3n+2 − 2
<

24

3n+2 − 3n+1
< 4 · 1

3n
.

Luego, volviendo a la ecuaci�on de Kuzmin, tenemos que

h(x) =
∑
k>n

h(fZk
(x))· | f′Zk

(x) |

6 ‖h‖∞ ·∑
k>n

| f′Zk
(x) |

6 ‖h‖∞ · ctte ·∑
k>n

1

3n
.
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Por lo tanto, cuando x −→ 1 tenemos que n −→ ∞ y por tanto, k −→ ∞. As��,

l��mx−→1 h(x) = 0, lo cual indica que h no esta acotado cerca de 0.

Observación 3.2 Sea T una transformaci�on medible sobre el espacio σ−�nito

(X,A, v) tal que tanto T y T−1 preservan conjuntos de medida cero. Si h es una

densidad invariante para T y M := {h > 0}, entonces TM =M (mod v).

Si adem�as T es erg�odica con respecto a v, entonces v(X\∪n>0 T−nM) = 0, es

decir, casi todo punto de X es eventualmente mapeado dentro de M, como en

la proposici�on 1.4 cuya demostraci�on esta dada en detalle en [13].

Estudiemos ahora un lema anal��tico, llamado desigualdad de Thaler, cuya de-

mostraci�on puede encontrarse en [10], en el cual se dan los estimados por los cuales

es posible aproximar la serie de las derivadas de las iteradas de una funci�on sujeta

a ciertas condiciones.

Lema 3.8 Sea a, e1, e2 ∈ R, ei > 0, e1 + e2 > 0, E := (a − e1, a + e2) y sea

f : E −→ E una funci�on creciente y diferenciable tal que | f(x)−a |<| x−a | para

x ∈ E\{a}. Suponiendo tambi�en que f′ es creciente sobre (a−e1, a) y decreciente

sobre (a, a+ e2). Entonces

f−1(x) − a

f−1(x) − x
6
∑
n>0

(fn)′(x) 6
x− a

x− f(x)
, para x ∈ f(E)\{a},

donde fn denota la n−�esima iterada de f.

Observación 3.3 Como el xZ, Z ∈ ζ, son fuentes regulares unilaterales, para

cada Z ∈ ζ, fZ : TZ −→ Z satisface las condiciones del lema anterior, entonces∑
n>0(f

n)′(x) 6 x−xZ
x−fZ(x)

= G(x), para x ∈ Z ∈ ζ, sobre ∪ξ.

Ahora vamos a considerar la \transformaci�on auxiliar"~T , la cual es obtenida de

T de la manera considerada en el siguiente lema.
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Lema 3.9 Relación entre ~T y T . Sea (X,A) un espacio de medida, sea T :

X −→ X y ϕ : X −→ {1, 2, . . .} medible y consideremos la funci�on ~T de�nida por

~Tx := Tϕ(x)x para x ∈ [0, 1]. Entonces

1. Cualquier conjunto T-invariante, es tambi�en un conjunto ~T-invariante.

2. Cualquier conjunto T-errante, es tambi�en un conjunto ~T-errante.

3. Si ~µ es una medida invariante para ~T sobre A, entonces una medida

invariante por T se obtiene por

µ(A) := ~µ(A) +
∑
n>1

~µ(T−nA ∩ {ϕ > n+ 1}), A ∈ A.

Construiremos la transformaci�on auxiliar ~T a partir de una funci�on-AFN. Deno-

temos por T una funci�on-AFN �ja. Primero construiremos una partici�on re�nada ~ξ

de [0, 1] como sigue: �jemos un cilindro Z ∈ ζ y denotemos por Z(1) el subinter-

valo abierto Z\T−1(cl(Z)). Para n > 1 de�nimos Z(n) := (T |Z)
−1(Z(n − 1)) =

(T |Z)
−n(Z(1)), donde la colecci�on {Z(1), Z(2), . . .} esta conformada por interva-

los abiertos disjuntos dos a dos tales que Z = ∪n>1Z(n) mod λ, por el proceso

de construcci�on tenemos que para n, j > 1, TnZ(n + j) = Z(j). Ahora de�nimos

~ξ := (ξ\ζ) ∪ {Z(n) : Z ∈ ζ y n > 1}. De�nimos

ϕ(x) :=

 n si x ∈ Z(n), Z ∈ ζ, n > 1,

1 en otro caso.

y en tal sentido sea ~T(x) := Tϕ(x)(x) para x ∈ [0, 1]. De ahora en adelante los

objetivos asociados al sistema (~T, ~ξ) ser�an denotados usando la notaci�on de \tilde",

es decir, ~ξn = ∩n−1i=0
~T−i ~Zi con ~Zi ∈ ~ξ, y ~fZ = (~Tn |Z)

−1 para Z ∈ ~ξn. ~T(x) es la

transformaci�on salto de Schweiger con respecto al conjunto (∪W∈ξ\ζW)∪ (∪Z∈ξ Z),

ver [9].
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A continuaci�on enunciaremos y demostraremos el lema que nos permite darle a

la transformaci�on auxiliar ~T toda la estructura ya estudiada de las funciones AFU.

Con este lema concluimos el presente cap��tulo y con el cual terminamos el estudio

de las funciones AFU, y a partir de su estructura pasaremos a estudiar la estructura

erg�odica de las funciones AFN demostrando el Teorema de Estructura Erg�odica en

el pr�oximo cap��tulo.

Lema 3.10 ~T es una funci�on-AFU.

Demostración. La transformaci�on ~T es dos veces diferenciable sobre cada ~Z ∈ ~ξn.

Esta es uniformemente expansiva ya que para cada Z ∈ ζ y n > 1, ��nfZ(n) | ~T ′ |>

��nfZ(1) | T
′ |> τ > 1. Tambi�en observe que para cada Z ∈ ζ todos los nuevos cilindros

Z(n) tienen la misma imagen T(Z(1)) bajo ~T , en efecto,

~T(Z(n)) = Tn(Z(n))

= Tn(T |−n+1z (Z(1)))

= T(Z(1))

as�� que ~T(~ξ) es una familia �nita.

Finalmente veri�quemos que se satisface la condici�on de Adler. Para ello nece-

sitamos chequear las cotas de
~T ′′

(~T ′)2
sobre cada ∪n>1Z(n).

A�rmaci�on, sobre ~T(Z(n)) = T(Z(1))∣∣∣∣ ~T ′′

(~T ′)2

∣∣∣∣ ◦ ~fZ(n) = ∣∣∣∣ ~f′′Z(n)~f′Z(n)

∣∣∣∣.
En efecto, primero recordemos que, Z(n) := (T |Z)

−1(Z(n − 1)) = (T |Z)
−n(Z(1))

para n > 1, y ~fZ = (~Tn |Z)
−1 para Z ∈ ~ξn, y como nosotros tenemos que Z(n) ∈ ~ξ,

entonces ~fZ(n) = (~T |Z(n))
−1. En este sentido, tenemos que

~f′Z(n) =
1

~T |′Z(n) ((
~T |Z(n))−1)
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y luego

~f′′Z(n) =
−~T |′′Z(n) ((

~T |Z(n))
−1)

(~T |′Z(n) ((
~T |Z(n))−1))2 · (~T |′Z(n) ((

~T |Z(n))−1))
.

De lo cual, obtenemos

~f′′Z(n)
~f′Z(n)

=

−~T |′′
Z(n)

((~T |Z(n))
−1)

(~T |′
Z(n)

((~T |Z(n))
−1))2·(~T |′

Z(n)
((~T |Z(n))

−1))

1
~T |′

Z(n)
((~T |Z(n))

−1)

aplicando t�ecnicas algebraicas y simpli�cando factores nos queda

~f′′Z(n)
~f′Z(n)

= −
(~T |′′Z(n) ((

~T |Z(n))
−1))

(~T |′Z(n) ((
~T |Z(n))−1))2

obteniendo que,
~f′′Z(n)
~f′Z(n)

= −
~T |′′Z(n)

(~T |′Z(n))
2
◦ ((~T |Z(n))

−1)

por lo tanto,
~f′′Z(n)
~f′Z(n)

= −
~T |′′Z(n)

(~T |′Z(n))
2
◦ (~f |Z(n)).

As��,

∣∣∣∣ ~T ′′

(~T ′)2

∣∣∣∣ ◦ ~fZ(n) = ∣∣∣∣ ~f′′Z(n)~f′Z(n)

∣∣∣∣ sobre ~T(Z(n)) = T(Z(1)).

Por otro lado, tenemos que

sup
Z(n)

∣∣∣∣ ~T ′′

(~T ′)2

∣∣∣∣ = sup
~TZ(n)

∣∣∣∣ ~T ′′

(~T ′)2

∣∣∣∣ ◦ ~fZ(n) = sup
T(Z(1))

∣∣∣∣ ~f′′Z(n)~f′Z(n)

∣∣∣∣.
Sea A(T) una cota superior para

T ′′

(T ′)2
. Como ~fZ(n) = fnZ sobre TZ(1), tenemos

adem�as que

(fnZ)
′ = (fZ)

′((fZ)
n−1) · (fZ)′((fZ)n−2) · . . . · (fZ)′(fZ) · (fZ)′

luego aplicando logaritmo en ambos miembros,

ln((fnZ)
′) = ln((fZ)

′((fZ)
n−1)) + ln((fZ)

′((fZ)
n−2)) + . . .+ ln((fZ)

′(fZ)) + ln((fZ)
′)
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derivando nos queda,

(fnZ)
′′

(fnZ)
′ =

f′′Z(f
n−1
Z )

f′Z(f
n−1
Z )

· (fn−1Z )′ +
f′′Z(f

n−2
Z )

f′Z(f
n−2
Z )

· (fn−2Z )′ + . . .+
f′′Z(fZ)

f′Z(fZ)
· (fZ)′ +

f′′Z
f′Z
· (1).

Luego,
(fnZ)

′′

(fnZ)
′ =

n−1∑
j=0

f′′Z(f
j
Z)

f′Z(f
j
Z)
· (fjZ)

′. Por lo tanto,

∣∣∣∣(fnZ)′′(fnZ)
′

∣∣∣∣ =

n−1∑
j=0

∣∣∣∣f′′Z(fjZ)f′Z(f
j
Z)

∣∣∣∣ · (fjZ)′
6

n−1∑
j=0

A(T) · (fjZ)
′

= A(T) ·
n−1∑
j=0

(fjZ)
′.

Y ya que, TZ(1) tiene distancia positiva desde xZ ∈ Z, entonces
∑n−1

j=0 (f
j
Z)
′ es

acotado sobre TZ(1), por la observaci�on 3.3 del lema 3.8. Por lo tanto, aseguramos

la existencia de la cota superior para

∣∣∣∣(fnZ)′′(fnZ)
′

∣∣∣∣ independiente del n. Y as��, ~T es una

funci�on AFU. �



Caṕıtulo 4

Demostración del Teorema de

Estructura Ergódica

En este cap��tulo procederemos a demostrar el teorema central de nuestro estudio,

y con esto alcanzamos el objetivo propuesto el cual era dar una descripci�on de la

estructura erg�odica de transformaciones del intervalo del tipo no uniformemente

expansoras.

Demostración del Teorema de Estructura Ergódica.

Parte 1. Aplicando el lema 3.4 para S = ~T y denotaremos las componentes

erg�odicas asi obtenidas por ~Xj, j ∈ {1, 2, 3, . . . ,m}. Sea ~Yj := ∪k>0S−k ~Xj, estos con-

juntos son invariantes y cubren a [0, 1], excepto por un conjunto de medida de

Lebesgue cero. En efecto,

S−1(~Yj) = S−1(∪k>0S−k ~Xj)

= (∪k>0S−k−1 ~Xj)

= (∪k>1S−k ~Xj)

= ~Xj ∪ (∪k>1S−k ~Xj)

= ∪k>0S−k ~Xj

= ~Yj

39
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siendo as�� ~Yj invariante por S. Por otro lado, del lema 3.4 tenemos que casi todo

punto del conjunto D := [0, 1]\ ∪j ~Xj es eventualmente mapeado en alguna compo-

nente erg�odica, esto implica que casi todo punto x ∈ [0, 1] est�a contenido en alg�un

~Yj con j ∈ {1, 2, 3, . . . ,m}, en efecto, sabemos que existe un N > 0 tal que para

cualquier n > N, Snx ∈ ~Xj, luego x ∈ S−n ~Xj ⊂ ~Yj. As��, ∪j ~Yj cubre casi todo [0, 1].

Tambi�en tenemos que ~T |~Yj es erg�odica, para cada j ∈ {1, 2, · · · ,m}. Veri�quemos

esto, sabemos que ~T |~Xj
y ~T : ~Xj −→ ~Xj, luego ~T |~Xj

= ~T~Xj
(por la de�nici�on de la

transformaci�on inducida), y como ~Yj := ∪k>0S−k ~Xj = ∪k>0~T−k ~Xj, entonces por la

proposici�on 1.6 tenemos que ~T |~Yjes en efecto erg�odica.

Por la parte 1 del lema 3.9, el intervalo [0, 1] se descompone en un n�umero

�nito de conjuntos T−invariantes Y1, Y2, . . . , Yl cada uno de los cuales es la uni�on de

algunos de los ~Yj, de hecho consideraremos cada uni�on unitaria. Son �nitos ya que

la colecci�on de {~Yj : j ∈ {1, 2, . . . ,m}} es �nita. Por otro lado, tambi�en tenemos que

T |Yi es erg�odica para i ∈ {1, 2, . . . , l}, en efecto, supongamos que T |Yi no es erg�odica,

luego para cualquier conjunto A, T |Yi- invariante se tiene que este no tiene medida

total ni medida nula, pero por el lema 3.9 tenemos que esos mismos conjuntos son

~T |Yi- invariante, por lo cual tenemos una contradicci�on ya que ~T |Yi es erg�odica, por

lo tanto efectivamente T |Yi es erg�odica para i ∈ {1, 2, . . . , l}.

Sea ahora i �jo y tomemos j ∈ {1, 2, . . . ,m} para la cual ~Yj ⊆ Yi. Desde ahora

restringiremos nuestra atenci�on a esas componentes �jas y omitiremos las ��ndices i

y j sin causar confusiones.

De acuerdo a la parte 3 del lema 3.9 obtenemos una medida T−invariante µ sobre

Y a partir de ~µ, donde ~µ es la medida de probabilidad ~T−invariante absolutamente

continua sobre ~Y. En adelante identi�caremos la densidad de µ por h, por medio de

eso tenemos que µ � λ. La medida µ es erg�odica, en efecto, para cualquier A ∈ B

y tal que T−1A = A entonces, λ(A) = 0 �o λ(Ac) = 0, pero como µ� λ

λ(A) = 0 =⇒ µ(A) = 0
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λ(Ac) = 0 =⇒ µ(Ac) = 0

Sea X = Xi = {h > 0}. Por la observaci�on 3.2 aplicada sobre T |Y tenemos que

T(X) = X (mod λ) y casi todo punto de D := Y\X es eventualmente mapeado dentro

de X por la segunda parte de la observaci�on, y T |X es erg�odica. Por el lema 3.6,

X = Xi = {h > 0} se puede expresar como una uni�on �nita de intervalos abiertos

disjuntos dos a dos. Esto es, X = Xi = X̂i(1) ∪ X̂i(2) ∪ · · · ∪ X̂i(r(i)).

Probemos ahora que T |X es conservativa. SeaW ⊂ X conjunto errante cualquiera

por T , esto es {T−nW}∞n=0 son disjuntos. Para cualquier k > 0, T−kW es errante. Por

el lema 3.9 parte 2, esos conjuntos son tambi�en errantes por ~T . Por la construcci�on

de µ, suponiendo que µ(W) > 0, esto implica que ~µ(W) > 0 para alg�un k, lo cual es

imposible ya que ~T es conservativa. Por lo tanto, µ(W) = 0 para cualquier W ⊆ X

conjunto errante por T .

Parte 2.

Veri�quemos ahora que la σ−�algebra cola, es discreta. Asumamos que A ∈ B∞,
A ⊆ {h > 0} = X con λ(A) > 0. Aplicamos el lema 3.3 para S = ~T , as�� obtenemos

k > 1 y ~Z ∈ ~ξk para la cual

λ(~Tk(~Z ∩A)) > η,

donde η > 0 no depende de A. Ahora ~Tk |~Z es igual a la restricci�on de alguna

potencia �ja Tm de T a ~Z. Como h > ctte > 0 sobre X y TmA ⊆ X (mod λ), por la

observaci�on 3.2, concluimos que

µ(TmA) =

∫
TmA

hdλ > ctte ·
∫
TmA

dλ = ctte · µ(TmA) > ctte · η =: η′ > 0.

As�� que �nalmente,

µ(A) = µ(T−mTmA) = µ(TmA) > η′ > 0,

lo cual demuestra que B∞ es discreto.
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Esto a su vez implica el proceso de la estructura c��clica. Como tanto T y T−1

m�odulo µ preserva los �atomos de B∞ y T es conservativa. Como TX = X (modλ),

se tiene que T(∪k∈KX̂i(k)) = ∪p∈KX̂i(p) (inclusive, puede ser de un solo conjunto)

con K ⊂ {1, 2, · · · , r(i)}. Reordenando los indices tenemos que, T(Xi(1)) = Xi(2),

T(Xi(2)) = Xi(3), . . . , T(Xi(l(i) − 1)) = Xi(l(i)) y T(Xi(l(i))) = Xi(1).

Con esto terminamos la demostraci�on de teorema de estructura erg�odica.



Caṕıtulo 5

Caracterización de funciones AFU

El cap��tulo a continuaci�on tiene la �nalidad de dar una caracterizaci�on adicional

a las funciones AFU, las cuales en el desarrollo del cap��tulo 3 se le atribuyo una

caracter��stica especi�ca, la cual no habia sido veri�cada, esta es el echo de que una

funci�on AFU cumpliera las condiciones del art��culo [8], del autor M. Rychlik, el cual

asegura que una funci�on con ciertas propiedades admite una densidad invariantes

de variaci�on acotada, y el punto fundamental es que en el caso de las funciones AFU

se cumplen dichas condiciones. Para enunciar la proposici�on que indica cuales son

dichas propiedades necesitamos algunas de�niciones previas.

Consideraremos una transformaci�on T sobre un conjunto totalmente ordenado,

un espacio X completo y ordenado para el cual existe alguna colecci�on �nita o

numerable ξ de intervalos abiertos tal que U := ∪Z∈ξZ es denso en X y T |Z: Z −→ TZ

es un homeomor�smo con inversa fZ para cada Z ∈ ξ. Asumimos que m es alguna

medida de probabilidad sobre la σ−�algebra de Borel B de X con m(U) = 1, y que

T sea no singular con respecto a m. (X, T, ξ,m) ser�a entonces llamado un sistema

no singular mon�otono a trozos. Sea ωZ ∈ L1(m), con Z ∈ ξ determinado por

m(Z∩T−1B) =
∫
B
ωZdm para B ∈ B, sea g :=

∑
Z∈ξ(ωZ ◦T) ·1Z, llamada la funci�on

altura, y decimos que el sistema es uniformemente expansor si ‖g‖∞ < 1.

Haremos una distinci�on entre las funciones genuinas sobre X (lo cual sera iden-

43
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ti�cado con un asterisco, el cual ser�a el representante de la clase) y sus casi-clases

de equivalencias. Si A es un subintervalo de X, una subdivisi�on P = {p0, p1, . . . , pr}

de A ser�a un subconjunto ordenado �nito. Para una funci�on f∗ : X −→ R sea

V(f∗,P) :=
∑r

i=1 | f∗(pi) − f
∗(pi−1) |, y de�ne la variaci�on de f∗ sobre A como

VA(f
∗) := sup

{
V(f∗,P) : P es una subdivisi�on de A

}
. Si VA(f

∗) <∞, entonces to-

dos los l��mites uni-laterales de f∗ existen. Frecuentemente se usara esto tambi�en en

el caso en que supA f
∗ −��nfA f

∗ 6 VA(f∗). Para una clase de equivalencia f ∈ L1(m),

sea vA(f) := ��nf{VA(f
∗) : f∗ es una versi�on de f}, y observe que este ��n�mo es un

factor conocido.

Si ξ es �nito, se aplican las t�ecnicas de variaci�on acotada para producir los

fuertes resultados del Operador de Perron-Frobenius P en cuanto vX(g) < ∞
(equivalentemente

∑
Z∈ξ vZ(g) < ∞). En [8] tales resultados son obtenidos en el

caso de que ξ es numerable bajo la hip�otesis de que g tiene una versi�on g∗ con

VX(g
∗) <∞ el cual se anula sobre Uc. En este caso Pg∗ es una versi�on de P, donde

de�nimos Pg∗h
∗(x) :=

∑
y∈T−1{x} g

∗(y) ·h∗(y), x ∈ X. La propiedad g∗ |Uc= 0 permite

colocar la cantidad �nita de piezas de Pg∗ juntas sin perder el control de la variaci�on.

Damos un criterio para la condici�on de Rychlik.

Proposición 5.1 (Caracterizador de las funciones de Rychlik.) Un sistema

(X, T, ξ,m) no singular, mon�otono par piezas y uniformemente expansor, la

funci�on altura g satisface la condici�on de Rychlik si y s�olo si

∑
Z∈ξ

vZ(g) <∞ y
∑
Z∈ξ

m(Z)

m(TZ)
<∞.

Demostración . Vea el ap�endice 6 en [8].

Veamos ahora para nuestro contexto con las funciones AFU. La primera condi-

ci�on generaliza criterio �unico para ξ �nito. Si (X,m) = ([0, 1], λ) y cada T |Z es dos

veces diferenciable, esto es claramente satisfecho ya que T satisface la condici�on de

Adler (A), por tanto, g =| T ′ |−1, y as�� vZ(g) =
∫
Z
| g′ | dλ =

∫
Z
| T ′′/(T ′)2 | dλ. La
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segunda condici�on es una condici�on de rango muy d�ebil y es trivialmente satisfecha

si por ejemplo, ��nf{m(TZ) : Z ∈ ξ} > 0. De esta manera tenemos que:

Corolario 5.1 Cualquier funci�on AFU satisface las condiciones de Rychlik.
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