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Resumen

Se estudian transformaciones mondétonas a trozos, dos veces diferenciables del
intervalo [0, 1] con puntos fijos indiferentes, lo cual ocasiona la presencia de me-
didas invariantes infinitas. Solo se requiere que la primera imagen de la particién
fundamental sea finita. Con esto se muestra, que en el intervalo se encuentran un
ntumero finito de componentes abiertas, con respeto a las cuales la transformacién

es conservativa y ergddica.
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Capitulo 1

Introduccion y Preliminares

El presente trabajo constituye un estudio parcial sobre la estructura ergédica
de transformaciones del intervalo con ciertas caracteristicas importantes, entre las
cuales podemos mencionar la presencia de puntos fijos indiferentes, lo cual conlleva
a la perdida de uniformidad de la taza de expansién de las transformaciones, y ain
en este caso se pueden dar resultados sobre la estructura de las piezas ergédicas
invariantes que se obtienen en estos sistemas, este resultado fue obtenido por R.
Zweimiiller en [14] como parte de su estudio sobre tranformaciones expansivas no-
markovianas del intervalo con puntos fijos indiferentes.

Consideraremos funciones dos veces diferenciables T sobre el intervalo [0, 1] con
puntos fijos indiferentes, lo cual ocasiona la presencia medidas invariantes infinitas.
En este contexto se deja de lado uniformidad de la expansividad de T, sélo reque-
riremos que la primera imagen de la particién fundamental sea finita, con esto se
puede demostrar que en el intervalo se obtiene un nimero finito de componentes
ergédicas las cuales se pueden descomponer en una particién cuyos elementos son
ciclicamente permutadas bajo accién de T.

Las transformaciones con puntos fijos indiferentes son de interés en las areas
de trabajo matemadtico relacionado con la teoria ergédica infinita. Entre los traba-

jos que preceden a estos resultados podemos mencionar [3],[9] y [11], entre muchos
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2 Noguera Alvarenga Marco

mads, en cuyos trabajos se abordan transformaciones del intervalo que presentaban
puntos fijos indiferentes pero sin desprenderse del entorno de transformaciones mar-
kovianas. Por lo cual los resultados aqui presentados constituyen un avance hacia
la generalizacién del estudio de la estructura ergédica de las transformaciones del
intervalo.

Este trabajo estd estructurado de la siguiente manera. En el capitulo 2 se pre-
sentaran las definiciones y proposiciones bdsicas para el contexto del trabajo, acom-
pafiado por el enunciado, sin demostracién, del teorema principal el cual llamare-
mos Teorema de Estructura Ergddica. En el capitulo 3 se hard una exposicién
detallada sobre la estructura de transformaciones que presentan condiciones de ex-
pansividad uniforme. Finalmente en el capitulo 4 se hard un desarrollo detallado de
la demostracién del Teorema de Estructura Ergddica.

En lo que resta de este capitulo estableceremos unas nociones generales de la
teoria ergodica, la demostracién de los resultados expuestos en esta seccién se pue-
den encontrar en [1], [6] y [13].

Sea (X, d) un espacio métrico compacto y B(X) la o-4dlgebra de Borel sobre X,
la cual es la o-algebra mds pequeila que contiene todos los subconjuntos abiertos

de X. Supongamos que (X, B(X), ) es un espacio de medida.

Definicién 1.1 Sea T : X — X una transformacidon sobre un espacio de medida

(X, B(X),u), diremos que:
1. T es medible si T-'(A) € B(X), para todo A € B(X).

2. T es no-singular si cumple que u(T'(A)) = 0 si, y solo si, u(A) =0,
para A € B(X).

3. T preserva la medida 1 6 1 es T—invariante si u(T'(A)) = u(A), para
todo A € B(X).
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Definicién 1.2 Un conjunto W € B(X) es llamado un conjunto errante de T,
o simplemente errante, si los conjuntos que conforman la coleccion {T (W)},

son disjuntos dos a dos.

Observacion 1.1 Diremos que una propiedad P aplicable a elementos de un
espacto de medida (X, B(X), ) vale en cast todo punto 6 u-casi todo punto, lo
cual escribiremos c.t.p 0 u-c.t.p, si el conjunto de elementos en el que P deja
de cumplirse tiene medida cero. También denotaremos A = B (mod u) con

A,B € B(X) para indicar que w(A A B) =0 (A : diferencia stmétrica).

Proposicion 1.1 Teorema de recurrencia de Halmos. Sea T : X — X una
transformacion medible y no-singular. Suponga que A € B(X) es tal que u(A) >

0, entonces wW(A NW) = 0 para todo W errante si, y sdlo st ZXB oT" =
n=1

c.t.p x € B para todo B € B(X); NA, donde xg es la funcion caracteristica de
ByBX),NnA={BNA:BeB(X),uB) > 0}.

Definicién 1.3 La parte disipativa de una transformacion T es la union de
todos sus conjuntos errantes, lo cual denotaremos por D(T). Se dice que T es

totalmente disipativa s1 D(T) =X (mod p).

Definicién 1.4 El conjunto €(T) := X\ D(T) es llamado la parte conservativa

de T. Se dice que T es conservativa si €(T) = X (mod p).

Proposiciéon 1.2 Suponga que T es una transformaciéon preservando medida
de un espacio de medida o—finito (X,B(X),u). St existe A € B(X), con 0 <
w(A) < oo tal que

X=UZ ,TT"A (mod p),

entonces T es conservativa.
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Definicién 1.5 Sea A una medida distinta de |, definida sobre la coleccion de
conjuntos B(X), diremos que A es absolutamente continua con respecto a u, lo
cual denotaremos por, N < u, si para cualquier A € B(X) tal que pu(A) = 0,
se tiene que A(A) = 0. Por otro lado, llamaremos densidad a una funcion
integrable, digamos h, definida en X, tal que para cualquier A € B(X), fA hdup
es una medida de A sobre B(X). La densidad h induce una medida, la cual
resulta ser absolutamente continua con respecto a 1, ademds decimos que h es
una densidad tnvariante para la transformacion T si la medida tnducida por

h resulta ser T—invariante.
El teorema de recurrencia de Halmos nos permite hacer la siguiente definicién.

Definicién 1.6 Transformacion inducida. Sea T : X — X una transforma-
cion conservativa y A € B(X) tal que u(A) > 0. La funcién tiempo retorno

oar: A —{1,2,...}, se define por
ea(x) =min{n >1:T"x € A}

Por el teorema de recurrencia de Halmos @, estd definida pn-c.t.p x € A. De

aqut, la transformacion inducida por T sobre el conjunto A se define como

TAo:A— A;
Ta(x) = TAM) (x), c.t.p x € A.

Ahora bién, las medidas 1 [o ¥ 1 |a oT;1 donde u |a oT/;](B) = ula (T/f(B))
para todo B € {C N A : C € B(X)}, son medidas bién definidas y ademds [y oT,'
< U |, siempre que T es conservativa.

Por otro lado, la transformacién inducida T, : A — A hereda todas las propie-

dades ergédicas de T, como lo establecen en las siguientes proposiciones.

Proposicién 1.3 Sea T : X — X una transformacidn conservativa y no-
singular, entonces la transformacion inducida Tpn es también una transfor-

macion conservativa y no-singular de (A, B(X) NA, 1 |a).
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Definicién 1.7 Se dice que T : X — X es ergddica con respecto a la medida |,
s1 todo conjunto medible A invariante por T, esto es, T/ (A) = A, tiene medida

nula o medida total, es decir, u(A) =0 o u(A¢) =0.

Proposicion 1.4 Sea T:X — X una transformacién preservando medida de
un espacto de medida finito (X,B(X),u), entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:
(1) T es ergddica.

(13) Los unicos miembros B de B(X) con uw(T-'B A B) = 0 son aquellos para
los cuales u(B) =0 o u(B¢) =0.

(vi) Para cualgquier A € B(X) con u(A) > 0 tenemos que p(US2, T "A) = u(X),
0 equivalentemente p(X\(U;’;J*“A)) =0.

(tv) Para cualesquiera A,B € B(X) con u(A) >0, u(B) > 0 existe n > 0 con
wW(T"ANB) > 0.

Proposiciéon 1.5 Sea T una transformacion no singular, entonces T es ergédica

y conservativa si, y sélo si, Y -, xaoT™ = oo cast todo punto, para todo A € B, .

Proposiciéon 1.6 Sea T:X — X una transformacion conservativa, no-singular

y para cualquier A € B(X),. ={B € B(X) : u(B) > 0}, entonces

1. Sv T es ergddica, se cumple que Tp es ergddica.
2. S1Tx es ergddica y X =U;2 ;T "(A) (mod u), entonces T es ergddica.

Definicién 1.8 o-Algebra Invariante y Exactitud. Sea T una transformacion

no-singular de (X, B(X),u). La o-dlgebra cola de T es
B(X)oo == N3 T H(B(X)).

La transformacion T es llamada exacta st B(X)s = {9, X} (mod u).
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Note que si denotamos por J(T) = {A € B(X) : T"'(A) = A}, tenemos que,
J(T) € B(X)s (mod ), lo cual implica que cualquier transformacién exacta es

también ergddica.

Definicién 1.9 Transformacion de Markov. Una transformacién T : [0,1] —

[0,1] es de Markov si eriste una coleccion finita o numerable I, de intervalos

disjuntos tales que
a) T estd definida sobre Ul y [0,1] \ UL, tiene medida cero.

b) T, es estrictamente mondtona y se extiende a una funcién C? sobre I,

para cada k.
c) SiT(Iy) NI # @, entonces T(Iy) DO I;, y

d) eziste un entero R tal que UX_;T"(I) D I; para cualquier k y j.



Capitulo 2

Definiciones y Teorema Principal

En el presente capitulo presentaremos definiciones y notaciones que serdan usa-
das en el resto del trabajo como herramientas esenciales para el desarrollo de los
resultados principales, se dardn definiciones de transformaciones que llamaremos
funcion-AFU y funcidn-AFN y de puntos fijos indiferentes, tal como se hace

n [14]. Posteriormente se enunciara el Teorema de Estructura Ergddica, cuya
demostracién se dard en detalle en el capitulo 4 luego de haber estudiado los reque-

rimientos necesarios para su realizacion.

2.1. Funcién-AFU, Funciéon-AFN y Puntos Fijos
Indiferentes

Para comenzar, fijemos algunas definiciones, en lo sucesivo, A denotara la medida

de Lebesgue y B serd la 0—algebra de Borel de subconjuntos de [0, 1]. Para cualquier

intervalo I y para cualquier punto x € cl(I), consideraremos una I- vecindad de x

como el conjunto de la forma (x—e,x+¢)NI1. El soporte de una funcién h: [0, 1] —

[0, 00) lo denotaremos por {h > 0} = {x/h(x) > 0}.

Definicién 2.1 Diremos que una transformacion T :[0,1] — [0, 1] es mondto-

7



8 Noguera Alvarenga Marco

na por partes si existe una coleccion & (#& > 1, no necesariamente finita) de
subintervalos abiertos disjuntos dos a dos no vacios (llamados cilindros de or-
den 1), con AN(Uzee Z) =1 y tal que T [z es continua y estrictamente mondtona
para cada Z € &.

La notacion &, se usa para designar la familia de cilindros de orden n,
esto es, la coleccion de conjuntos no vacios de la forma Z = N\ T'Z; con
Z, €& =&, y sobre cada Z € &, tomaremos f; .= (T"|; )_].

S1 ademds asumimos que T |z es dos veces diferenciable, para cada Z € &,

y satisface las siguientes condiciones:

1
(A) Condicion de Adler:

T2 es acotado sobre Uzc:Z,
y también satisface,

(F) Condicion de Rango Finito: T(&) ={T(Z):Z € &} es finito.
St ademds T cumple con:

(W) Condicion de Expansividad Uniforme es decir | T |> © > 1 sobre
UzeeZ,

entonces llamaremos a T una funcion-AFU.

El principal interés radica sobre aquellas transformacién para las cuales las con-

diciones anteriores pueden ser violadas por un numero finito de puntos.

Definicién 2.2 Sea T : Z C R — R wuna transformacion diferenciable, x; €

cl(Z) es llamado un punto fijo indiferente de T, st

lim Tx = x; Yy Tx; = lim T'x=1
X‘}XZ XHXZ
xeZ xeZ

Definicién 2.3 Consideremos transformaciones T : [0,1] — [0,1] mondtona
por partes que satisfacen las condictones (A) y (F), para las cuales existen una
coleccion finita de conjuntos ¢ C & tal que para cada Z € ( tiene un punto fijo

indiferente xz en uno de sus puntos finales.
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Las transformaciones T son uniformemente expansivas fuera de cualquier
Z-vecindad de {xz : Z € (}, esto es, considerando A, := [0, 1]\ Uzec ((xz — €, xz +

e)NZ), tenemos que
| T"|> p(e) > 1 sobre A, para cada ¢ > 0.

Sea x € [0,1] cualquiera, x es una fuente regular de T en una x—wvecindad
V,, st T' decrece sobre (0,x) NV, y crece sobre (x,1) N V,.

En particularmente, cada xz, con Z € ( es tomado como fuente regular.

En este contexto, T es en general No uniformemente expansiva, en tal caso

diremos que T es una funcion-AFN.

113

Observacion 2.1 En este trabajo se habla de “expansivo” para referir a “ex-

pansor”.

Ejemplo 1. En este ejemplo mostraremos una funcién AFN, que preserva la

medida de Lebesgue. Sea T sobre [0, 1], dada por

T(x) im 1—VT—=2x si x€(0,}),
1

V2x—=1 st x e (3,1).




10 Noguera Alvarenga Marco

Denotemos Ty : (0,3) — [0,1], ¥ T, : (},1) — [0, 1], cada una de las cuales es

estrictamente mondtona sobre su dominio y diferenciable. Sus respectivas funciones

inversas son:

T [0,1] — (0,1) dada por T, (x) = =02

2
T, 00,1 — (4, 1) dada por T, " (x) = 5.

bl

Veamos que preserva la medida de Lebesgue en el intervalo [0, 1]. Tomemos un

intervalo cualquiera (a,b) C [0, 1], a # b. Luego,

T '(a,b) = T, (a,b)UT; ' (a,b)
T—(1—a)* 1—(1-1b)? a?+1 b2+ 1
- ( 2 : 2 >U< 2 0 2 )

Ahora calculemos la medida de la imagen de (a,b) por T~!

1-(1-b? 1-(1—a? b+1 d+1

}\(T_](a,b)) = 7 - 2 + 7 7
1 —=142b—-b?—14+1—-2a+a’+b"+1—a’—1
- 2
_ 2b—2a
B 2
= b—a
= A(a,b).

Vemos por tanto, que T preserva la medida de Lebesgue.
Ahora observemos otras caracteristicas. Calculemos la derivada de cada una de

las ramas de la funcién T.

Tx = 2
VT =2

Tix = 2
T2 =1

Y tenemos que, T;(0) =0, T{(0) =1,y TL,(1) =1, T;(1) = 1.
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Por lo tanto, tenemos que los puntos O y 1, son puntos fijos indiferentes de la

transformacién T, siendo asi, una funcién AFN.

Observacion 2.2 Reguerimos que xz sea un punto final de los conjuntos Z € (
solo por conveniencia con respecto a la motacion. St esta condicion mo se
satisface, ssimplemente dividimos el intervalo Z en el punto xz en dos intervalos
en los cuales se sigue cumpliendo la monotonia de la transformacidn.

Como en ningun momento se exige que ( sea distinto de wvacio entonces
una funcion-AFU es en particular una funcion-AFN, por lo que los resultados

obtenidos para las funciones AFN son aplicables para las funciones AFU.

2.2. Teorema de Estructura Ergdédica (Enunciado)

El propésito de este trabajo es mostrar que la estructura béasica ergédica de las
transformaciones del tipo no uniformemente expansoras, funcién-AFN, la cual es en
cierto sentido, muy similar a las del tipo uniformemente expansoras, funcién-AFU,
con la tnica diferencia de que los puntos xz, con Z € (, que son los puntos fijos con
derivada 1, ocasionan la pérdida sobre el control de las tazas de expansividad de
las transformaciones y ademds produce una medida invariante, pero infinita. Solo
nos restringiremos al estudio de la estructura ergdédica, sin entrar en detalles con

respecto a la naturaleza de la medida invariante obtenida.

Teorema 2.1 Teorema de Estructura Ergodica de T. Para cualquier trans-
formacion mondtona por partes T: ([0,1], B,A) — ([0, 1], B,A) siendo una fun-

cion-AFN, se cumple:

1. Eziste un numero finito de conjuntos abiertos X,...,X,, disjuntos dos a
dos tales que T(X;) =X; y T |x, es conservativa y ergddica con respecto a

A, para i€ {l,...,m}
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2. A-cast todo punto x € [0, T\ U, X; es eventualmente mapeado por accion
de T dentro de una de las componentes ergodicas. En otras palabras, para
A-cast todo punto x € [0, T\ U, X, existe i € {1,...,m} tal que T"(x) € X;

para algun n € N.

3. Para cada i € {1,...,m}, existe una particion finita X; = Xi(1)U--- U
Xi(l1(1)), cuyos miembros son ciclicamente permutados por T, esto es,
T(Xi(1)) = Xi(2), T(Xi(2)) = Xi(3), ..., T(Xi(L1)—=T)) = Xi(L(i)) y T(Xi(L(1)))
Xi(1).

A continuacién, y para cerrar el capitulo, presentaremos un teorema que mues-
tra una de las estructuras obtenidas para funciones AFN sobre sus componentes

ergddicas.

Teorema 2.2 FErgodicidad implica exactitud. St T es una funcion-AFN y X
es una componente ergddica de medida invariante infinita, entonces T |x es

exacta.

Demostracion. Por el Teorema de Estructura Ergédica tenemos una particién
finita X = X(1) U X(2) U...U X(1), cuyos miembros son ciclicamente permutados
por T. Como la componente ergddica es de medida invariante infinita, existe un
Z € ( para el cual X contiene una Z-vecindad de un punto xz; y como cada X(j)
es una unién finita de intervalos abiertos, existe un j, para el cual X(jo) contiene
una Z-vecindad U; de xz. Pero entonces tendriamos que por ser x; un punto fijo
extremo, Uz C T(Uz) C T(X(jo)), pero esto solo seria posible si la particion del

conjunto X fuera unitaria, esto es, | = 1. Lo cual indica que T |x es exacta. B



Capitulo 3

Estructura de las Funciones AFU

Durante el estudio de la estructura de las funciones AFN, T, nos valdremos de
una transformacién auxiliar S = T, en el sentido que se define en [9] la cual, en este
contexto, resultard ser una funcién AFU con una particién fundamental infinita, atin
cuando la particién para la funcién-AFN de la cual proviene sea finita. Con este
propésito en mente nos dedicaremos a estudiar algunos hechos sobre las funciones
AFU del intervalo.

Un hecho importante, expresado en el epflogo del articulo [3], es que para cual-
quier funcién mondtona a trozos S que satisface la condicién de Adler, esta condicién
se cumple también con cualquier iterado S™. En tal caso las correspondientes cotas
crecen con N, e incluso pueden tender a infinito. Adicionalmente, si S es uniforme-
mente expansora, entonces existe una cota para todos los iterados y S ademads tiene
distorsién limitada, es decir, existe R > 0 talque para cualquier n > 1, Z € &y
A € B,

ASMZNA)) AZNA)

=Tz R,R71).

Ahora comencemos con el estudio de la estructura de funciones AFU, el cual lo

realizaremos analizando una serie de lemas.

13
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Lema 3.1 S S es una funcion mondtona a trozos con S& finito, entonces S™E,,

es finito para todon > 1.

Demostracion. Comencemos por definir la coleccién Z, := {S*™'WNV : W ¢
&n1, V € &1}, vy probemos por induccién, usando la igualdad S™¢,, = SZ,, para todo
n > 1, que S™¢,, es finito.

Verifiquemos que la dltima igualdad es correcta. Tomemos un conjunto cualquie-
ra Z € Z, para cualquier n > 1. Por definicién de Z,, existen W € &, 1y V € &,
tales que Z = S™'WNV. Luego, SZ = S(S™'"WNV) = S"WNSV = ST (WNS™V),
donde WNS™V ¢ &,. Asi, S"&, D SZ,. Y por un proceso andlogo probamos
que S"¢,, C SZ,,. En resumen tenemos que se cumple la igualdad S™¢,, = SZ,, para
cualquier n > 1.

Tenemos por hipétesis que S& = SZ; es finito. Veamos que S’&, = SZ, es
finito también. Sabemos que el conjunto & no es necesariamente finito, supongamos
sin pérdida de generalidad que la coleccién & contiene una cantidad infinita de
elementos, atin en este caso la coleccidén S& ={SZ : Z € &} si es finita por hipétesis,
la coleccién Z; := {SWNV : W € §,,V € &} consiste de elementos que estdn
contenidos en elementos de la coleccién &. Para cualquier Z € Z, se tiene que
existen W,V € &, tales que SZ = S(SWN V) = S(SW) NSV y como la coleccién
S¢ ={SZ : Z € &} es finita , entonces existe solo una cantidad finita de conjuntos
SZ para cualquier Z € Z,. Asi, SZ, es una coleccién finita. Y como S"¢, = SZ,,
para cualquier n > 1, tenemos que S?&, es finito.

Ahora supongamos que S"§,, = SZ, es finito (hipétesis inductiva). Veamos que
S"+1¢...1 es finito. Por definicién S™'¢&, 1 = SZ,,; donde Z, :={S"WNV:W €
&,V € &1}, por hipétesis inductiva el conjunto S"é, = {S"Z : Z € &,.} es finito,
sabemos que la coleccién Z,,; :={S"W NV :We &,V e &} estd conformada por
conjuntos los cuales a su vez estan contenidos en elementos de la coleccién &,. Para

cualquier Z € Z, 4 se tiene que existe W € &, y V € &; tales que SZ = S(SWNV) =
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S(SW) NSV y como las colecciones S"E, ={SZ:Z c &,}y SE ={SZ:Z c &} son
finitas, entonces existe s6lo una cantidad finita de conjuntos SZ para cualquier
Z < Z,,1. Y como S™'E,.1 = SZ,..; para cualquier n > 1, tenemos que S™'E,
es finito.

De esta manera, podemos concluir que, para cualquier n > 1, el conjunto S™¢&,,

es un conjunto finito. M

Antes de proceder con el siguiente lema necesitamos colocar la siguiente defini-

cién.

Definicién 3.1 Un cilindro Z = N}~ S 'Z; con (Z; € &) de rango n es llamado
un cilindro E—total si, y sélo si, S*'Z = Z, 1. Esto equivale a que, S"Z =

SZ,; € SE.

Observacién 3.1 S© S es una transformacion de Markov, entonces todos los
cilindros de cualquier orden son {—totales. Esto se verifica por la condicion

c) de la definicion de transformacién de Markov.

Ejemplo 2. Veamos este ejemplo para ilustrar los cilindros totales y los no

totales en una misma transformacién. Sea T : [0,1] — [0, 1] dada por

2x  si o xeZ(0)=(0,3),
T(x):= . > . ] 2
EX_E S1 XGZ(]):(§,1)

En este caso, la primera particién estd dada por & = {Z(0), Z(1)}, y los cilindros
de orden 2 son &, = {Z(j, k) : Z(j, k) = Z(k) N T-'(Z(5));j, k € {0,1}}. Los cilindros
totales de orden 2 son Z(0,0) y Z(1,1), y los no totales de orden 2 son Z(1,0) y
Z(0,1), ya que

T(Z(1,0)) # Z(1),
T(Z(0,1)) # Z(0).
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9/10
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0 Z(0) 1/2 Z(1) 1

Lema 3.2 51 S es una funcion mondtona a trozos, diferenciable en cada Z € &
y satisfaciendo que inf | S’ |> 2, entonces A-cast todo punto x € [0,1] estd con-

tenido en una cantidad infinita de cilindros &—totales.

Demostracion. Para demostrar este lema veamos que podemos cubrir al intervalo
[0, 1] por cilindros ¢—totales. Para este propésito verifiquemos la siguiente afirma-
cién: Para cualquier n > 1y ¢ > 0, existe algin m > n tal que el conjunto E(n, m)
de puntos contenidos en algiin cilindro ¢—total de rango r € {n,...,m — 1} cubre
[0, 1] excepto un conjunto de medida de Lebesgue menor que €.

Esto nos lleva a que casi todo punto x € [0, 1] estd contenido en algin cilindro
&—total. De ahora en adelante, &,(x) denotard el cilindro de rango r conteniendo el
punto x, y las relaciones entre los conjuntos serdn (mod A).

Paran > 1, definamos R, ={Z € &,:Z es no § —total} y R, .= UR, ={x €
[0,1] : &€,.(x) es no &—total}. Sabemos por definicién que E(n,n+1) ={x € [0,1] :
&n(x) es & —totall, y de lo cual tenemos que E(n,n+1)¢ ={x € [0,1] : £.(x) es no
& —total} = UR,, = R,.. Ahora fijemos n > 1. Como E(n,n+k+ 1) ={x € [0,1] :
&r(x) esno & —total paran<r<n+k}ycomo Emn+1) CEmn+k+1)
entonces E(n,n + k + 1)¢ C E(n,n + 1)° para cualquier k > 0 y por tanto solo

consideraremos R, ya que este contiene todos los E(n,n + k + 1)¢ para cualquier
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k > 0. Ahora, escogeremos una coleccién R; C R, de manera que A(R,\R}) < 5
donde R] := UR! y de ahora en adelante nos concentraremos R;,.

Para k > 1 definimos
R = {z’ —ZNS W L g ZeR,, ,WEE y Z mo E— total}
g R;_H(_] N Em.-‘rk-

Definimos Rg = URg )

Tenemos que,

7 = znS ey con ZeR,,; y WEE
= (s izo) ns g Z €&
= NSz, Z = N5z

Asi que Z' € &, k. Por lo cual tenemos que R, es la familia de aquellos
subcilindros Z’ de rango n + k de los cilindros Z € R ,,_; los cuales serdn cilindros

no &{—totales. Entonces R, ={x € R, _; : & 4k(x) es no & — total }. Esto es, si

x € R, existe &4k (x) el cual es no £—total. En particular R, € R ., ,, para

cualquier k > 0. Por lo tanto,

R = ﬂ}‘ZOR;H:{xER;:&r(x) no —§ —total para ngrgn—i—k}

= R.NEM,n+k+1)°
Recordemos que R, = UR,, ={x € [0,1] : £,,(x) mo—&—total} =E(n,n+1)°.
Y ademds, E(n,n+k+ 1) = {x €[0,1]:&(x) no—&—total para n<r<

n+k} CE(n,n+ 1),
Por lo cual, E(n,n+k+ 1) C R, y de esto tenemos que

Enn+k+1° = E(mn+k+10°n ((Rn\R;) UR;)
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[E(n,n +k+1)°nN (Rn\R;)] U [E(n,n +k+1)°N R;]
_ [E(n, n+k+1°nN (Rn\R;)] URL,,
g (Rn\R;) U R:wk'

Asi, E(my,n+k+1)° C (R,\R)UR] .

Ahora solo queda probar que A(R; ) < ¢ para k suficientemente grande.

Consideremos un cilindro fijo cualquiera Z = ﬂ}fok‘ZS*ij € R - Entre los
conjuntos de la forma SY1Z AW con W € &, a lo més dos son estrictamente mas
pequefios que el respectivo cilindro W. En efecto, supongamos que existe W € & tal
que S"™'ZNW = W. Tomemos Z' = ZNS" "YW e R/ ,,dadoque Z € R}, ,
y W € &. Sin embargo,

Sn+k—1 Z/ — Sn+k—1z N Sn+k—1S—(n+k—1)W

— Sn+kf1 7 N WwW.

Lo cual indica que Z’ es un cilindro é-total. Pero esto es una contradiccién por la
definicién de la coleccién R, .

Por lo tanto, en R ., hay a lo més el doble de cilindros que hay en R, ;, es
decir, #R < 2-#R! ;. Y asi, tenemos que #R,_, < 2" #R/. La longitud
de un cilindro en &, no excede o~ ™%, donde o := inf | S’ |, verifiquemos esta
ultima afirmacién, tomemos Z € &, .y, por teorema de valor medio en el cilindro Z

tenemos que existe p; € Z tal que,
long(S(Z)) = S'(p1) - long(Z).
Luego, aplicando el teorema de valor medio de manera sucesiva obtenemos que

long(S™*(Z)) =S'(p1) - ... - S'(pnyi) -long(Z),

~
n+k

de lo cual obtenemos
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1> long(S™*(Z)) > o™ - long(Z2),

y por lo tanto,

1

0—n+k

long(Z) <

/

En este sentido podemos ver que, tomando Z € R,

AR )

N

#Rys - long(Z)
25 #R. -long(Z)

k. #R! . g (k)
2\ k
! - . n . —Nn . -1
4R (G) o2

NN

e (3

n+k
Y obtenemos que, como o > 2 entonces 27" - R - (%) — 0 cuando k —

co. Asi, para k suficientemente grande, se tiene que A(R] ) < 5. Y por lo cual,
7\<E(n, n+k+ 1)C> < ¢, para k suficientemente grande.

De acuerdo con lo anterior, podemos tomar una sucesién de conjuntos E(-,-)¢ de
forma tal que existe una sucesién ny,  co de enteros, de manera que, A (E(nk,1 , nk)°> <
27%, En efecto, el resultado anterior se obtuvo para un n fijo, pero arbitrario.

Para ¢ = 272, tomemos un n; > 0, por el razonamiento anterior existe k; > 0

suficientemente grande tal que,
A(E(m,m Lkt 1)°) <22

Ahora tomemos n, =n; +k;+1 > 0 y tomemos ¢ = 273, entonces tenemos que

existe k; > O suficientemente grande tal que,

?\(E(nz,nz kot 1)°) <23
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Realizando este proceso definimos para p > 1, n, = n, 1+ k.1 +1 >0y

tomamos ¢ = 27F, para tales valores existe k, > 0 suficientemente grande tal que,
A(E(npymy + 1k + 1)) < 2701,

Por la construccién tenemos que n, < n,;;, para cualquier p > 0, tal que

n, /" 0o, y para tal sucesién de enteros se tiene que
A(E(np,1,np)°> <277,

Ellema de Borel-Cantelli establece que para la sucesién de conjuntos {E(mn,_1,ny,) }p=1,

donde se satisface que la serie Z?\(E(np,hnp)C) < 00, entonces A((E€)*) = 0,

p=1
donde (E€)* := Nnz1 Upzn (E;) = Mn>1 Upsn E(Mp_1,my)¢. Luego, ((E€)*°)¢ tiene me-

dida total, y este conjunto es ((E)*°)¢ = (Mn>1 Upzn E(Mp_1,1m5))¢ = Unz1 Mpzn
E(n,-1,n,) = Es. Por lo tanto, A— casi todo punto esta contenido en E, y para
cualquier punto x en E., se tiene que x pertenece a todos salvo un ntmeros finito
de los E,. Y asi, podemos concluir que, A—casi todo x € [0, 1] yace en una cantidad
infinita de conjuntos E(n,_i,n,).

Y para concluir, recordemos que E(n,m) es el conjunto de puntos contenidos
en algun cilindro £—total de rango v € {n,...,m — 1}. Por lo tanto, como A—casi
todo x € [0,1] yace en una cantidad infinita de conjuntos E(mn,_;,n,), entonces
estos puntos yacen en una cantidad infinita de cilindros &—totales de rango r €
{np-1,...,n,—1} respectivamente. Con lo cual concluimos la demostracién del lema.
|

Algo importante es que no podemos quitar de la condicién impuesta a inf | §' |,
ya que en tal caso perdemos la conclusién del lema 3.2, veamos un contraejemplo:

Ejemplo 3. No podemos disponer de la condicién sobre inf | S’ | anterior:
para s € (1,2) definimos Sx := sx para x € (0, %) =27y Sx := sx —s + 1 para
X € (%,1) = 7.
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sf2

1-s/2

Luego, S es una funcién AFU y veremos mas adelante que admite una medida
invariante positiva sobre X, donde X = (1 — 3, 3). Como X es invariante por S, los
cilindros contenidos en X no pueden ser totales.

En efecto, supongamos que Z C X es un cilindro £—total de rango n, entonces
S"“'Z =27, ,,donde Z, ; € § = {Z;, Z,}. Supongamos que S"'Z = (0, 1), pero esto
no es posible ya que (0, %) ¢ X, andlogamente tampoco puede ser S"'Z = (%, 1).

Asi, X no puede contener cilindros &¢—totales.

Lema 3.3 S© S es una funcién-AF U, entonces existe una constante 0 <n < 1
tal que para cualquier A € B con A(A) > 0, existe k = k(S,n,A) > 1y Z =
Z(S,n,A) € & para el cual A(SK(ANZ)) =>n.

Demostracion. Sabemos que | S’ |[> T > 1, por regla de la cadena tenemos que,

(SN = IS(SMT) S (SN2 8(S) - S|
= IS(SN ISV [ | S(S) ]IS

N
= T
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y como T > 1, para N suficientemente grande se tiene que ™ > 2, y con esto resulta
inf | (SN)) |> 2, y ademas por el lema 3.1, SN es una funcién-AFU. Por otro lado,

tenemos que para cualquier Z € &y existe y € Z tal que

ASNZ) = (SM)'(y)-MZ)
inf | (S™)' | -A(Z)

WV

> 2-AZ).

Por lo tanto, A(SNZ) > 2-A(Z) > 0 para cualquier Z € &y. De esto, consideramos,
p:=inf(A(SNZ):Z € &y} > 0.
Ahora tomemos un conjunto A € B con A(A) > 0, casi todo punto x € A es un

punto de densidad de A, esto que para casi todo x € A y para cualquier x—vecindad

A(A N V(1))
A(Vi(r))

tiende a 0, y por el lema anterior aplicado a SV, casi todo punto de A esta contenido

de radio 1, Vi (r) se tiene que el cociente tiende a 1 a medida que r
en un cilindro &—total.
Utilizaremos en la sucesivo la condicién de distorsién limitada presentada en

la pagina 13, sea 0 < R < 1 y consideremos un cilindro &—total Z € & por SN

AMZNA

alrededor de x de rango suficientemente alto talque % > (2R)7', y tenemos
por distorsién limitada que paratodon > 1y A € B,

A(S™M(ZNA)) AMZNA) B

MS—TLZ) = TZ‘TZ), para IZE(R,R1)
De lo cual tenemos,

A(SN(ZNA)) AMZNA) 1 1
=T7-———=—2>R-—=-.
A(SINZ) A(Z) 2R 2
Y asfi,
IN 1 IN 1 N (gN(1=1) T vy o]

En conclusién, A(SN(ZNA)) >n. B
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Lema 3.4 (Estructura Ergédica Bdsica de funciones AFU) Sea S una fun-
cion AFU. Entonces existe un numero finito de conjuntos abiertos disjuntos
dos a dos Xj,..., Xy, tales que SX; € X; (mod A), y S |x, es conservativo y
ergodica con respecto a la medida de Lebesgue. Cast todo punto del conjunto
D := [0, T\ U, X; es eventualmente mapeados dentro de una de esas compo-
nentes ergodicas. Cada X; es el soporte de una Unica medida de probabilidad
absolutamente continua invariante w; la cual tiene una densidad h; de varia-

c1on acotada.

Demostracion. Tenemos que S es una funcién-AFU, por [8] se puede garantizar
la existencia de una medida invariante cuya densidad h es de variacién acotada. Por
el lema 3.6, el soporte de h, M = {h > 0} es una unién finita de intervalos abiertos
disjuntos dos a dos. Denotemos esto por M = U;U; con j € {1,2,---,p}, tenemos que
SM =M (mod A), tomemos Xij) = UyUxconk € J C{1,2,---,p}, i(]) €{1,2,---,1}
donde los indices en | son de manera tal que (S“U(x> NUp # @ para algin n > 1
y para cualesquiera «, 3 € J. Por esta construccién tenemos que SX; C X; (mod A),
y ademds M = U;X;.

Ahora restrinjamos el estudio a una componente X; arbitraria. Primeramente
veamos que para cualquier abierto U C X; con A(U) > O se tiene que existe N > 1
tal que SNU tiene medida total en X;. Sabemos que A(U) < A(X;) y como S™U C X;
para todo n > 1, entonces A(S™U) < A(X;) para cualquier n > 1.

Afirmamos que la sucesién {A(S™U)},>; es creciente. Efectivamente, sabemos que
por ser S una funcién-AFU se tiene que | S’ |> T > 1 sobre U&. Por teorema de valor

medio tenemos que
A(SU) = S'(8) | -A(U) > A(U)
Para n = 2, tenemos que

ASTU) = A(S(SU))
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= | S'(S(8)) I S"(8) | -A(SU)
> A(SU)

De manera sucesiva podemos ver que la sucesién {A(S"U)},>; es estrictamente
creciente y acotada superiormente por A(X;). Por lo cual, para un N > 1 suficiente-
mente grande se tiene que ?\(Xi \ SNU) =0.

Este resultado se obtuvo para un conjunto abierto U C X; arbitrario, con A(U) >

Ahora tomemos un conjunto A C X;, S—invariante, medible y A(A) > 0. Por €l
lema 3.3, existe una constante 1 > 0, tal que para el conjunto A existek > 1y Z € &,
para el cual A(Sk(A N Z)) > 1. Por ser A invariante se tiene que S™A = A para
cualquier k > 0 y la restriccién a Z también es invariante, estoes S *(ANZ) = ANZ

para Z € &, de esto podemos decir que
SHANZ) =$5(S*ANZ)) cANZ

y de esta manera A(ANZ) > A(S¥(ANZ)) > 1. De esta forma, tenemos que para
cualquier conjunto A, S—invariante de medida positiva, se tiene que A(A) > 1.

Podemos concluir que el nimero de conjuntos invariantes con medida de Lebes-
gue positiva, disjuntos dos a dos contenidos en la X; es finito. Y mas aun, verifi-
caremos que un conjunto S—invariante, A C X; tal que A(A) > 0, tiene medida de
Lebesgue total en X;.

SeaV, e {Xi\NZ#A@:Ze€é&,}. Paran>1, %\;\)A)

Por otro lado, sabemos que V,, = (AN V,) U (A€ ﬁnVn) y

— 1, conforme n — oo.

AVi) =AAN VL) +AA N V)

y luego
AMANVL)  AASN VL)

NARREENA
AV, NAS
AV,)

=1

de esta manera, cuando n — oo, tenemos que
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Para cualquier conjunto S—invariante A con A(A) > 0, existe un n > 1, tal que
V.= (ANV,) U(A“NV,) lo contiene totalmente. Se tiene que SV, = U C X; para
cadan > 1.

AUNA)  _ A(S™Vo \ S"A)
AW T A(SYVL)

A(S"(Va \ A))
h A(S™V,)
AVa\A)
YA
Por lo tanto, como 7\(7\\/(11—\/\)M — 0, a medida que n — oo, entonces A(U\A) = 0.

Por la parte anterior tenemos que para N > 1 suficientemente grande, se tiene
que A(Xi \ SNU) = 0. Entonces tenemos que A C U, con A invariante y de medida

positiva

AXi\NA) = ASH(U)\SM(A))
< ASH(UNA))

por lo cual, como A(U\ A) =0, resulta A(X;\ A) =0.

Asi, para A C X;, medible, S—invariante, de medida de Lebesgue positiva, se
verifica que A tiene medida de Lebesgue total en X;. Y de esta manera, tenemos
que S |x, es ergédica con respecto a la medida de Lebesgue.

Tenemos una medida invariante cuya densidad es h, la denotaremos por p, como
Xi C M, entonces w(X;) > 0. Denotemos por u; a la restriccién de u a X;, dada por,

w(B NX;)
ni(B) = AR
para cualquier B C X;, medible, la cual es invariante y de probabilidad, cuya densi-
dad es hi, que no es mas que la restriccién de la densidad h al conjunto X;, la cual
es de variacién acotada. Y como SNU = X; mod A, para cualquier abierto de medida
positiva U y algiin N > 1 suficientemente grande, entonces la medida invariante de

probabilidad que se pueda definir sobre X;, es 1nica.
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Verifiquemos que S [x, es conservativa. Consideremos un conjunto W C Xj,
medible tal que la coleccién {S™™ (W)}, es disjunta dos a dos.

Como la transformacién T preserva la medida, se tiene que A(S™(W)) = A(W)
para todo n > 1. Por lo tanto, como la coleccién {S™(W)}>° , es disjunta dos a dos,
entonces se tiene que A(W) = 0, y ya que esto fue realizado para un conjunto W
cualquiera, se tiene que S |x, es conservativa.

Ahora bien, consideremos un subconjunto E de X tal que (S*E) "M = & para
todo k > 0. En particular, esto se cumple para ENZ para algtin Z € & que intercepte
a E. Fijemos A(M) = m, luego el complemento tiene medida de Lebesgue a lo mas
1—m, por lo tanto A(ENZ) < 1—m, y mds aun, A(S*(ENZ)) < 1—m, para todo
k > 1, pero por el teorema de valor medio, A(S*(EN Z)) > t* - A(E N Z) para todo
k > 0 y para T > 1. Pero esto es posible solo para E = &. De esta manera vemos
gue casi todo punto de X es mapeado eventualmente en M. B

En lo que resta fijaremos una componente ergédica X := X; de Sy sean h:=h; y
i := y;. Como h es una funcién continua, su soporte X ={h > 0} es la unién de a lo
mas una familia numerable de conjuntos abiertos disjuntos dos a dos, esta familia
la denotaremos por S, de hecho la familia & puede no ser finita. Escribiremos,
S =8SNE={INZ2#£2:1€85,Z€&,D:={1cS:1N#2}yD =DNE=
{InZ#£2:1€D,Ze&}.

Lema 3.5 Cada S]', con J' € &', estd contenido en un unico miembro de S, el

cual denotaremos por (S]').

Demostracion. Queremos probar que para cada SJ’, con |’ € &', existe un dnico
[eStalque SJ' C L. Seax e ] € &' =8NE. Luego como x € J' € SN &, entonces
h(x) > 0. Por el lema 3 en [9], podemos escribir h con la siguiente expresién,

también conocida como ecuacién de Kuzmin,

h = ) (hofz)-|fy[1sz,  donde, fz:=(S|z)~",
Zeg,
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luego,

h(Sx) = D (hofz(Sx))- | 7(Sx) | -Tsz(Sx)
Zeg
> h(fz,(Sx)): [ £7,(Sx) | 15z, (Sx).

Si Sx ¢ SZ,, entonces 157,(Sx) = 0, y por lo tanto h(Sx) > 0. Si Sx € SZ,,
tenemos que 1sz,(Sx) = 1, luego h(Sx) > h(fz,(Sx))- | f7,(Sx) |. En este caso, como

f,(Sx) # 0, solo queda por comprobar que h(fz,(Sx)) > 0, en efecto,

h(fz,(Sx)) = h((SIz)~"(Sx)), para  Sx € SZy,
= h(S7'(Sx))
= h(x)

y ya que, x € ' € SN & tenemos que, h(fz,(Sx)) =h(x) > 0. Asi, h(Sx) > 0, por lo
cual, SJ' € S.

Ahora, sélo queda por ver que S]’ estd contenido en una tinica componente de
S. En efecto, supongamos que existe SJ' con J' € &, tal que S]’ C Iy N1, donde [;, [,
estdn en S, I # [, intervalos abiertos disjuntos.

Verifiqguemos que SJ’ es un conjunto conexo. Sabemos que S es una funcién-AFU.
Por definicién S es monétona a trozos y S |7 es continua y estrictamente monétona
sobre cada Z € &, donde & es una coleccién de subintervalos abiertos disjuntos dos
a dos, con A(UzeeZ) = 1. Tenemos que J' € S’ := SN E, luego para cada J' € &,
se tiene que, ] C Z es un intervalo, para algin Z € &, y como S |7 es monétona y
continua, entonces S | |’ es también continua y monétona. Luego, SJ’ es un intervalo.
Por lo tanto, SJ' C I; 6 SJ' C I,.

Asi, SJ’ esta contenida en una tnica componente de S. B
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Lema 3.6 Soporte de la densidad invariante de una funcion AFU. Sea S
una funcion-AFU y sea h una densidad invariante semicontinua inferior para
S. Entonces {h > 0} es una unién finita de intervalos abiertos disjuntos dos a

dos.

Demostracién. Consideremos la clase de conjuntos G :={I € S : I contiene algin
SJ',J € D'}, la cual por el lema 3.5, es no vacia. Comprobemos que G es en realidad
un conjunto finito.

Sea |’ € D'. El conjunto S]’ necesariamente contiene, por la continuidad de S en
cada miembro de &, la imagen de una vecindad unilateral de algtin punto d € 0¢&.
En consecuencia, el intervalo I = (SJ’) € S del lema 3.5 contiene una I—vecindad
de d’, el correspondiente limite unilateral de Sx cuando x tiende a d. Y por nuestra
hipétesis de rango finito, existe solo una cantidad finita de puntos del tipo d’, y
asi existe sélo una cantidad finita de conjuntos del tipo (SJ’) con J' € D', por lo
cual, G es una coleccién finita.

Ahora consideremos s ;= min{A(I): 1 € G}, F={1€S:A(I)>s}DG, vy
F:= UF D UG. Pretendemos que SF C F (mod A). En efecto, seal € F,sil € D,
entonces (salvo por una cantidad numerable de puntos) I es una unién de conjuntos
]/ € D', por lo tanto SI C UG C F (mod A). Por otro lado, si [ ¢ D como S es
continua, monétona y expande sobre &, as{ A(SI) > A(I) > s. Por lo tanto, (SI) € F.
Asi, SF C F (mod A).

Por 1dltimo mostraremos que F = S, lo cual completaria la demostracién ya que
F es finito (en efecto, sabemos que F C S, si F no es finito, entonces tampoco lo
es S y esto contradice el hecho de que estamos trabajando sobre un intervalo de
longitud finita, ya que para cualquier I € F, A(I) > s > 0). Para este propésito,
supongamos que S\F es no vacié y tomemos un elemento [ de longitud maximal
Ll < s. Veamos que SI, C F. Efectivamente, si I, € D, entonces I, es una unién de

conjuntos ]’ € D', luego SI, contiene algin S]' con |’ € D', y asi Sl C F. Por otra
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parte, si Iy € D como S es continua, mondétona y expande sobre &, tenemos que
<Slo> e F.
Por lo tanto, Iy € S™'F\F (mod A). Pero como p es invariante por Sy F C S7'F,

determinamos que,
W(ST'F\F) = u(S™'F) — u(F) = p(F) — u(F) =0.

Asi, u(Ip) = 0, lo cual es una contradiccién ya que, Iy € S. Por tanto, S\ F es

vacié. i

Lema 3.7 Cota inferior para las densidades invariantes de una funcion-
AFU. Sea S una funcion-AFU y sea h una densidad invariante para S. En-

tonces existe alguna constante C tal que 0 < C' < h < C sobre {h > 0}.

Demostracion. La prueba de este lema la dividiremos en dos partes.

Parte 1.

Sea y un punto final de un intervalo arbitrario I € &. Entonces existe una
[—vecindad W de y el cual es cubierto por algtin miembro SJ’ de la familia de
intervalos abiertos {S]': ]’ € &'}, y por el lema 3.5 S]J' C (S]') = L.

En este caso escribiremos,
U/>X) ~ (I’y)

donde x es el punto final de ]’ mapeado en y por continua extensién de S sobre J'.
Asi, para cualquier par (I,y) con I € S, y € 91, existe un par (J',x), con J' € &',
x € 0]/, tal que (J',x) ~ (L,y).

Mads atn, si en esta situacién 1im h(t) =0, entonces también lim h(r) =0,

t—y,tel r—x,r€J’
ya que por la ecuacién de Kuzmin,

ho= ) (hofy) || s
Zeg

— h > (hofz) |fy | sz
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1
= h- > (hofz) - Tsz,
| 15, |
1
— (hofz) 1sz, <h-

(5 120)

- (ho(s 120)4) 1szy <h- ’(S 12.)'(S ’20)71‘
— (h(S 12,)”" (t)) Nz (1) <h() - |(S 12)/(S |z0)” (t))
= s’m].

h(r) < h(t)-

Asi, si limh(t) =0, entonces limh(r) =0si t = Sr, r € Z,.

La condicién de Adler nos asegura que S’ es acotada sobre cada cilindro ya que S
es dos veces diferenciable sobre cada cilindro, luego S’ esta lejos de 0 e co. Ademads
observe que como T_l)l;(I}TIEI h(r) = 0 siendo h continua con limite unilateral sobre cada
punto extremo de un intervalo de definicién, se tiene que x es un punto final de algin
intervalo de S. Ademas, si definimos K :={(L,y) : [ € S,y € al,t_lg?elh(t) = 0},

tenemos que para (I,y) € Ky (J',x) ~ (L,y), entonces (J,x) € K, donde | es un

¢ ”

miembro de S conteniendo a J'. Extendamos la relacién “~»” sobre los conjuntos
KC, de manera que, (J,x) ~ (I,y).

Parte 2.

Para probar que K es vacio, supondremos lo contrario. Por la discusién previa,
cada elemento de K tiene al menos un predecesor por la relacién “~” en K. Por
otro lado, es claro que este puede tener al menos un sucesor. La coleccién K siendo
finita por el lema 3.6, podemos concluir que la relacién es biyectiva sobre K. Por lo

tanto este conjunto junto con la relacién conforman “ciclos” disjuntos finitos,

(Ioyyo) ~ (I1yy1) ~ (I, y2) ~ ...~ (In, yn) = (Lo, yo)

donde (Ij,y;) € Lconje{0,1,2,...,nfyn>1.
Ahora consideremos un ciclo fijo de este tipo. Podemos escoger una Iy—vecindad

U de yo pequeiia de manera que S'U sea una [;—vecindad de y; para cada j €
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{0,1,2,...,n}. Tenemos que A(U) < o« ™ - A(V), donde & > 0, V := S*U C I,. Sin
embargo, para U suficientemente pequefio afirmamos (*) que p(U) = p(V), lo cual
es una contradiccién ya que A(V\U) > 0. Por lo tanto, lo supuesto es falso, y asi K

es en efecto vacio.

Ahora veamos como se cumple la afirmacién (*). Sea (I,y) € K. En la parte 1
demostramos que siempre que W es una [—vecindad de y suficientemente pequeila,
entonces S~ (W) N (US’) estd contenido en un tnico ]’ € S'. En efecto, tomemos
una [—vecindad pequeiia de y, luego por la parte 1 tenemos que existe x € | € S tal
que Sx =y, de donde también por ser una relacién biyectiva, x = S~'y, por lo cual
S~'W es una J—vecindad de x, y por la parte 1 como, W C SJ’, entonces S™'W C |’
con J' €§.

Aplicando este argumento para cada borde de nuestro ciclo, determinamos que
para U suficientemente pequefio tenemos que para S™™(V) = U, que se cumple
SMV)N(US) =Un (US") =U, y asi

) = p(STHV)IN(US))

= J h(x)dAx
“n(V)N(US’)

Zes'
= | > h(f(w))(f(w))dxw
WV zes
= | > h(f(w))(f(w))dAw
IV zex
= hdAecuacién de Kuzmin, h es invariante.
UV

= (V)
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Por lo tanto, u(U) = u(V), con lo cual probamos la afirmacién(*).

En resumen, hemos probado que inf; h > 0 para cada I en el conjunto finito S.
Y asi, la densidad invariante h es acotada inferiormente y lejos de cero. B

No podemos dejar por fuera la condicién de rango finito (F) impuesta sobre la
transformacién S, ya que perdemos el control de la magnitud de las densidades
invariantes, veamos el siguiente contraejemplo:

Ejemplo 4. (Una funcién de Markov afin uniformemente expansiva a
trozos, con infinita ramas cuya densidad invariante es no acotada inferior-
mente cerca de cero.)

Seapy =0y prn:=1-— 3%, con n > 1. Definamos S la funcién de los cilindros
Z, := (Pn,Pns1) afin sobre (0, pni2), con n > 0. La coleccién de puntos {p,, : n > 0}

es infinita, luego la coleccién S& ={SZ: Z € £} ={(0,p;) : j > 2} es infinita.

o 1/3 7/9  25/27 1

Ademas, inf | S’ |> 2. Al ser S una funcién afin se tiene que S” = 0, y por tanto
se satisface la condicién de Adler, como también satisface inf{A(SZ) : Z € &} > 0.
Por lo cual S admite una densidad de probabilidad invariante h, la cual es continua
y podemos asumir que el conjunto {h > 0} contiene algin intervalo abierto, y de
acuerdo al lema 3.2, contiene al menos un cilindro é—total Z € &,,. Ademas h

debe ser positiva sobre Z; C S™Z = S(S™'Z) = S(Z.1) va que Z es &—total.
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verifiquemos las dltimas igualdades, tenemos que S™Z = S(Z,,1) = (0, pmi1), de
donde Z; = (p1,p2) € (0,pmi1) = S™Z, con m > 1. Asi, Z; C S™Z. Por otro lado,

tenemos que

Skz, = s¥'(szy)
= s 0,ps3)

:Sk]

(
(ZoU Z1 U Z3)
S¥2(ZoUZiUZyUZs)
= (ZoUZ1UZyUZ3U...UZx1)
Asi, S¥Z, D U}‘j Z;, con k > 1. Con lo cual concluimos que h > 0 sobre todo el
intervalo (0, 1). Por otro lado, por la ecuacién de Kuzmin, para x € Z,,,1,
h(x) = Y Rl () | 5 () 1< [N - > 15, (x) |
k>n k>n
Ahora veamos como podemos acotar a f7 (x), tenemos por definicién que f : (0, pny2) —
(PnyPns1), Para la cual, por el teorema de valor medio existe 3 € (0,pni2), tal que

2 2 2

Pnt1 —Pn = f/(B) “Pnt2 = - 3n+l -1+ 3_n = f/(B) ) (1 o 3n+2)
, 24 24 1
- f(ﬁ):3n+2_2<3n+2_3n+1 <43_n

Luego, volviendo a la ecuacién de Kuzmin, tenemos que

h(x) = Y h(fz,(x)]fy, (x) |

k>n

< Moo Y 185,00

k>n

1
< il ctte- p oo

k>n
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Por lo tanto, cuando x — 1 tenemos que n — oo y por tanto, k — oo. Asi,

lim,_,; h(x) =0, lo cual indica que h no esta acotado cerca de 0.

Observacion 3.2 Sea T una transformacién medible sobre el espacio o—finito
(X, A,v) tal que tanto T y T~! preservan conjuntos de medida cero. Si h es una
densidad tnvariante para T y M :={h > 0}, entonces TM =M (mod v).

S1 ademds T es ergddica con respecto a v, entonces v(X\Unso TT"M) =0, es
decir, casi todo punto de X es eventualmente mapeado dentro de M, como en

la proposicién 1.4 cuya demostracion esta dada en detalle en [13].

Estudiemos ahora un lema analitico, llamado desigualdad de Thaler, cuya de-
mostracién puede encontrarse en [10], en el cual se dan los estimados por los cuales
es posible aproximar la serie de las derivadas de las iteradas de una funcién sujeta

a ciertas condiciones.

Lema 3.8 Sea a,ej,e; € R, e; > 0, e;+e >0, E:= (a—ej,a+e) y sea
f: E — E una funcion creciente y diferenciable tal que | f(x) —a |<| x—a | para
x € E\{a}. Suponiendo también que ' es creciente sobre (a—ey, a) y decreciente

sobre (a,a+ e;). Entonces

X—a

f1(x) —a -
i =

Tx) —x

<Y (MK

n=>0

para x € f(E)\{a},

donde " denota la n—ésima iterada de f.

Observacién 3.3 Como el xz,Z € (, son fuentes regulares unilaterales, para
cada Z € (, f; : TZ — Z satisface las condiciones del lema anterior, entonces

2 nso(fM)(x) < iz) = G(x), para x € Z € (, sobre UE,.

x—fz(x

Ahora vamos a considerar la “transformacién auxiliar” T, la cual es obtenida de

T de la manera considerada en el siguiente lema.
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Lema 3.9 Relacion entre T y T. Sea (X, A) un espacio de medida, sea T :
X—Xy@:X—{1,2,...} medible y consideremos la funcidn T definida por

Tx := T°®x para x € [0,1]. Entonces

1. Cualgquier conjunto T-invariante, es también un conjunto T-invariante.
2. Cualquier conjunto T-errante, es también un conjunto T-errante.

3. St [t es una medida wnvariante para T sobre A, entonces una medida

invariante por T se obtiene por

wA)=RA)+ ) BT AN{p2n+1)),  Acd

n>1

Construiremos la transformacién auxiliar T a partir de una funcién-AFN. Deno-
temos por T una funcién-AFN fija. Primero construiremos una particién refinada £
de [0, 1] como sigue: fijemos un cilindro Z € ( y denotemos por Z(1) el subinter-
valo abierto Z\T~'(cl(Z)). Para n > 1 definimos Z(n) := (T |z)7(Z(n — 1)) =
(T |z)"™(Z(1)), donde la coleccién {Z(1),Z(2),...} esta conformada por interva-
los abiertos disjuntos dos a dos tales que Z = U,>1Z(n) mod A, por el proceso
de construccién tenemos que para n,j > 1, T"Z(n +j) = Z(j). Ahora definimos
£:=(E\Q)U{Z(n):Z € { y n > 1}. Definimos

n si xeZn),Ze,n>1,

P(x) =
1 en otro caso.

y en tal sentido sea T(x) := T®™(x) para x € [0,1]. De ahora en adelante los

objetivos asociados al sistema (T, ?.,) serdn denotados usando la notacién de “tilde”,
es decir, &, = ﬂ?:_O]:F_iZi con Z; € &,y f, = (T"|;)" para Z € &,. T(x) es la
transformacién salto de Schweiger con respecto al conjunto (Uweg e W)U (Uzee Z),

ver [9].
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A continuacién enunciaremos y demostraremos el lema que nos permite darle a
la transformacién auxiliar T toda la estructura ya estudiada de las funciones AFU.
Con este lema concluimos el presente capitulo y con el cual terminamos el estudio
de las funciones AFU, y a partir de su estructura pasaremos a estudiar la estructura
ergddica de las funciones AFN demostrando el Teorema de Estructura Ergddica en

el préximo capitulo.
Lema 3.10 T es una funcién-AFU.

Demostracién. La transformacién T es dos veces diferenciable sobre cada Z € én.
Esta es uniformemente expansiva ya que para cada Z € (y n > 1, infz, | 7>
infz1) | T"|> Tt > 1. También observe que para cada Z € ( todos los nuevos cilindros

Z(n) tienen la misma imagen T(Z(1)) bajo T, en efecto,
T(Z(n)) = THZ(n))
= THT ™ (Z(M)
= T(Z(1))

asi que T(£) es una familia finita.

Finalmente verifiquemos que se satisface la condicién de Adler. Para ello nece-
T

sitamos chequear las cotas de e sobre cada Up>1Z(n).

Afirmacién, sobre T(Z(n)) = T(Z(1))
-'i'-//

(T1)2

~

f
(n)
o fz(n) = i .

]Z/Z(n)
En efecto, primero recordemos que, Z(n) := (T |z)"(Z(n = 1)) = (T |z)™(Z(1))
paran > 1,y f; = (T"|;)! para Z € &,,, y como nosotros tenemos que Z(n) € &,
entonces fzn) = (T |zm)) . En este sentido, tenemos que
Fom = 37—z
Tl (Flze) )
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y luego 3 5
—T |§(n) ((T |Z(n))_])

o = =

De lo cual, obtenemos

~ _Tllzl(n)((:ﬂz(n))il)
1/ = = = =

2m) T (Tlz) DT (Flz) )
Z(Tl) T‘lz(n)((le(n))il)

aplicando técnicas algebraicas y simplificando factores nos queda

o (Tl (Tlzm) ™)

o (Tl (T lzm) )2

obteniendo que, 5 3
f// T |// .
~,Z(n) — ,Z(n) - o ((T |Z(n))7])
2 (T 2n))

por lo tanto,

(Tl ((F Lzm) 2+ (T Ly (T Lm) 1)

37

1’:’// -T- " .
~/Z(n) — _#(“)2 o (f lzm))-
fZ(n) (T |Z(n))
| - i =
Asi, |—=—| o fz(m) = | =] sobre T(Z(n)) = T(Z(1)).
(T7)2 )
Por otro lado, tenemos que
-'l'-// -'l'-// . -F%(
sup | —=—| = =—| o fzm) = sup |= o
z) (T2 3z [ (T7)? Tz | f5
4 .
Sea A(T) una cota superior para T Como fzn) = f3 sobre TZ(1), tenemos
ademas que
(F3)" = (F2)'((F2)™ ) - (F2) (F2)"2) .- (F2)'(F2) - (f2)'

luego aplicando logaritmo en ambos miembros,

In((3)) = In((f2)'((f2)™ ") +n((f2) ()" %)) + ... +In((f2)'(f2)) +1n((f2)")
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derivando nos queda,

()" _ 2067 ey 206070 oy 7(f2) 7
wr ~re Y e W e ey ) .

Luego, —=— = - (f,)". Por lo tanto,
(f}) 45 1y(f)) ‘
n—1
'(frzl)” _ fg(f]z) . (fj )/
(f3) — | f,(f,)| *

—.

=

N

A(T) - (f,)
j=0

n—1

j=0

Y ya que, TZ(1) tiene distancia positiva desde x; € Z, entonces 3 ;" ( (] L) e

acotado sobre TZ(1), por la observacion 3.3 del lema 3.8. Por lo tanto, aseguramos
( E "

la existencia de la cota superior para ()
b4

funcién AFU. B

independiente del n. Y asi, T es una




Capitulo 4

Demostracion del Teorema de

Estructura Ergddica

En este capitulo procederemos a demostrar el teorema central de nuestro estudio,
y con esto alcanzamos el objetivo propuesto el cual era dar una descripcién de la
estructura ergédica de transformaciones del intervalo del tipo no uniformemente
expansoras.

Demostracion del Teorema de Estructura Ergodica.

Parte 1. Aplicando el lema 3.4 para S = T y denotaremos las componentes
ergddicas asi obtenidas por )~(j, je{1,2,3,...,m}. Sea \7]- = Uk>oS_k)~(j, estos con-
juntos son invariantes y cubren a [0, 1], excepto por un conjunto de medida de

Lebesgue cero. En efecto,

STV = ST (UeeS )
= (U=0S'X))
= (Uk>1s_k>2j)
= XU (U1 S7X))
= UeoS X
_ ¥,

39
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siendo asi \?j invariante por S. Por otro lado, del lema 3.4 tenemos que casi todo
punto del conjunto D := [0, 1]\ Uj )~(j es eventualmente mapeado en alguna compo-
nente ergdédica, esto implica que casi todo punto x € [0, 1] estd contenido en algin
\?j con j € {1,2,3,...,m}, en efecto, sabemos que existe un N > 0 tal que para
cualquier n > N, S"x € >~(j, luego x € S‘“)~(j C V]-. Asi, Uj\?j cubre casi todo [0, 1].
También tenemos que T \?]_ es ergddica, para cada j € {1,2,---, m}. Verifiquemos
esto, sabemos que T |>~<], yT:X; — X, luego T |>~<j: T;(j (por la definicién de la

transformacién inducida), y como Y := Uk=0S 7 X; = Ukso T *X;, entonces por la

proposicién 1.6 tenemos que T 7,68 en efecto ergddica.

Por la parte 1 del lema 3.9, el intervalo [0, 1] se descompone en un numero
finito de conjuntos T—invariantes Yi,Ys,...,Y; cada uno de los cuales es la unién de
algunos de los Vj, de hecho consideraremos cada unién unitaria. Son finitos ya que
la coleccién de {\?]- :j €{1,2,...,m}} es finita. Por otro lado, también tenemos que
T |y, es ergédica para i € {1,2,...,1}, en efecto, supongamos que T |y, no es ergédica,
luego para cualquier conjunto A, T |y,- invariante se tiene que este no tiene medida
total ni medida nula, pero por el lema 3.9 tenemos que esos mismos conjuntos son
T ly,- invariante, por lo cual tenemos una contradiccién ya que T ly, es ergddica, por
lo tanto efectivamente T |y, es ergddica para i € {1,2,..., 1}

Sea ahora i fijo y tomemos j € {1,2,..., m} para la cual \?j C Y;. Desde ahora
restringiremos nuestra atencién a esas componentes fijas y omitiremos las indices i
y j sin causar confusiones.

De acuerdo a la parte 3 del lema 3.9 obtenemos una medida T—invariante p sobre
Y a partir de {i, donde i es la medida de probabilidad T—invariante absolutamente
continua sobre Y. En adelante identificaremos la densidad de p por h, por medio de
eso tenemos que p < A. La medida p es ergédica, en efecto, para cualquier A € B

y tal que T-'A = A entonces, A(A) =0 6 A(A€) =0, pero como 1 < A

AA)=0=> pu(A) =0
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AAS) =0= u(A¢) =0

Sea X = X; = {h > 0}. Por la observacién 3.2 aplicada sobre T |y tenemos que
T(X) = X (mod A) y casi todo punto de D := Y\ X es eventualmente mapeado dentro
de X por la segunda parte de la observacién, y T |x es ergddica. Por el lema 3.6,
X = X; = {h > 0} se puede expresar como una unién finita de intervalos abiertos
disjuntos dos a dos. Esto es, X = X; = Ki(1) UK (2) U--- UXRi(r(1)).

Probemos ahora que T |x es conservativa. Sea W C X conjunto errante cualquiera
por T, esto es {T"W}> ; son disjuntos. Para cualquier k > 0, T"*W es errante. Por
el lema 3.9 parte 2, esos conjuntos son también errantes por T. Por la construccién
de u, suponiendo que u(W) > 0, esto implica que [i((W) > 0 para algin k, lo cual es
imposible ya que T es conservativa. Por lo tanto, (W) = 0 para cualquier W C X
conjunto errante por T.

Parte 2.

Verifiquemos ahora que la o0—4&lgebra cola, es discreta. Asumamos que A € B,
A C{h>0}=Xcon A(A) > 0. Aplicamos el lema 3.3 para S = T, asi obtenemos
k>1 yZGEkparalacual

AMTYZNA) =,

donde n > O no depende de A. Ahora T* |; es igual a la restriccién de alguna
potencia fija T™" de T a Z. Como h > ctte > 0 sobre X y T"A C X (mod A), por la
observacién 3.2, concluimos que

W(TmA) = j

hdA > ctte - J dA = ctte- u(T™A) > ctte-n =’ > 0.
TmA

TmA
Asi que finalmente,

WA) = wW(T™T™A) = w(T™A) =21’ >0,

lo cual demuestra que B, es discreto.
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Esto a su vez implica el proceso de la estructura ciclica. Como tanto T y T~!
modulo p preserva los dtomos de B, y T es conservativa. Como TX = X (modA),
se tiene que T(UexXi(k)) = UpeKXi(p) (inclusive, puede ser de un solo conjunto)
con K C {1,2,---,7(i)}. Reordenando los indices tenemos que, T(X;(1)) = X;i(2),
T(Xi(2)) = Xi(3), ..., TIX (U1 = 1)) = X (U(1D) ¥y TX(L(D)) = Xi(1).

Con esto terminamos la demostracién de teorema de estructura ergédica.



Capitulo 5

Caracterizacion de funciones AFU

El capitulo a continuacién tiene la finalidad de dar una caracterizacién adicional
a las funciones AFU, las cuales en el desarrollo del capitulo 3 se le atribuyo una
caracteristica especifica, la cual no habia sido verificada, esta es el echo de que una
funcién AFU cumpliera las condiciones del articulo [8], del autor M. Rychlik, el cual
asegura que una funcién con ciertas propiedades admite una densidad invariantes
de variacién acotada, y el punto fundamental es que en el caso de las funciones AFU
se cumplen dichas condiciones. Para enunciar la proposicién que indica cuales son
dichas propiedades necesitamos algunas definiciones previas.

Consideraremos una transformacién T sobre un conjunto totalmente ordenado,
un espacio X completo y ordenado para el cual existe alguna coleccién finita o
numerable & de intervalos abiertos tal que U := UzcsZesdensoen Xy T |;: Z — TZ
es un homeomorfismo con inversa f; para cada Z € . Asumimos que m es alguna
medida de probabilidad sobre la c—algebra de Borel 5 de X con m(U) =1, y que
T sea no singular con respecto a m. (X, T, &, m) serd entonces llamado un sistema
no singular mondtono a trozos. Sea wz; € L;(m), con Z € & determinado por
m(ZNT'B) = [y wzdm para B € B, sea g := 2 zec(wzoT)-1z, llamada la funcidn
altura, y decimos que el sistema es uniformemente expansor si ||g|l < 1.

Haremos una distincién entre las funciones genuinas sobre X (lo cual sera iden-

43
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tificado con un asterisco, el cual serd el representante de la clase) y sus casi-clases
de equivalencias. Si A es un subintervalo de X, una subdivision P = {po, P1y-..,Pr}
de A serd un subconjunto ordenado finito. Para una funcién f* : X — R sea
V(f*,P) = 31, | *(pi) — f*(pi1) |, y define la variacion de f* sobre A como
Va(f*) ;= sup {V(f*,P) : P es una subdivisién de A}. Si Va(f*) < oo, entonces to-
dos los limites uni-laterales de f* existen. Frecuentemente se usara esto también en
el caso en que sup, f* —inf, f* < Vi (f*). Para una clase de equivalencia f € L;(m),
sea v (f) := Inf{Va(f*) : f* es una versién de f}, y observe que este infimo es un
factor conocido.

Si & es finito, se aplican las técnicas de variacién acotada para producir los
fuertes resultados del Operador de Perron-Frobenius P en cuanto vx(g) < oo
(equivalentemente ) , . vz(g) < co). En [8] tales resultados son obtenidos en el
caso de que & es numerable bajo la hipétesis de que g tiene una versién g* con
Vx(g*) < oo el cual se anula sobre U°. En este caso Py« es una versién de P, donde
definimos Pg-h*(x) := ZWPM g*(y)-h*(y), x € X. La propiedad g* [yc= 0 permite
colocar la cantidad finita de piezas de Py« juntas sin perder el control de la variacion.

Damos un criterio para la condicién de Rychlik.

Proposicién 5.1 (Caracterizador de las funciones de Rychlik.) Un sistema
(X, T, &, m) no singular, mondtono par piezas y uniformemente expansor, la

funcion altura g satisface la condicion de Rychlik si y sélo si

A
D vilgl<oo y Z%<oo.

Zeg Zeg
Demostracion. Vea el apéndice 6 en [8].

Veamos ahora para nuestro contexto con las funciones AFU. La primera condi-
cién generaliza criterio tnico para & finito. Si (X, m) = ([0, 1],A) y cada T |7 es dos
veces diferenciable, esto es claramente satisfecho ya que T satisface la condicién de
Adler (A), por tanto, g = T' |, y asi vz(g) = [, 1 ¢ [ dA= [, | T"/(T)* | dA. La
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segunda condicién es una condicién de rango muy débil y es trivialmente satisfecha

si por ejemplo, inf{m(TZ): Z € &} > 0. De esta manera tenemos que:

Corolario 5.1 Cualquier funcién AFU satisface las condiciones de Rychlik.
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