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RESUMEN

En el presente trabajo consideramos el problema de completación de matrices (MC) usando
minimizacón del rango. Como lo hace Wen y colaboradores [1], estudiamos métodos alternantes
que buscan la completación a través de una factorización, con el objeto de evitar la descomposi-
ción de valor singular. Esta última operación es caracteŕıstica de los métodos de minimización de
la norma nuclear, pero es computacionalmente cara. El problema de minimizar la norma nuclear
es una relajación convexa eficiente del problema de minimización del rango.

Proponemos un algoritmo alternante h́ıbido SOR-Lagrangeanos aumentados que utiliza infor-
mación de dualidad, en contraste al SOR de Wen que genera una sucesión primal pura. Mostramos
comparaciones numéricas que muestran las bondades de nuestra propuesta.
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Introducción

El problema de minimizar el rango de una matriz se presenta en muchas aplicaciones, por
ejemplo, en teoŕıa de control y sistemas, reducción de dimensionalidad de modelos [10], recu-
peración de formas y movimientos en imágenes [11], [12], mineŕıa de datos y reconocimiento de
patrones [13], predicción en colaboración y construcciones de baja dimensionalidad, entre otros.
En este trabajo consideramos el problema de completación de matrices (MC) para recuperar
una matriz de rango bajo desde un subconjunto de sus componentes. Este problema es NP-
duro en virtud de la naturaleza combinatoria de la función rango, pero ha sido demostrado en
[9], [23], que bajo condiciones razonables una solución del problema de rango mı́nimo puede ser
encontrada a través de una relajación convexa que involucra la minimización de la norma nuclear.

Se han propuesto varios tipos de algoritmos para recuperar una solución de rango mı́nimo. Un
método es el algoritmo del umbral de valores singulares [8]. Otro enfoque es el algoritmo de con-
tracción de punto fijo [14]. Un algoritmo de gradiente proximal acelerado se desarrolla en [15].
Se ha aplicado también el algoritmo clásico de Lagrangeanos aumentados (AL) en problemas
de descomposición de matrices esparsas de rango bajo. Existen otros enfoques que pueden verse
en [16, 17, 18, 19, 20, 21]. Todos estos algoritmos encaran el costo computacional del uso de la
descomposición de valor singular (SVD). Esta operación se hace mas costosa con el aumento de
tamaño y rango de las matrices subyacentes. Es por tanto deseable explorar enfoques alternativos
que se adapten mejor a problemas de gran escala.

En [1], Wen, Yin y Zang proponen un modelo alternativo que evita el uso de la SVD. Su en-
foque fué el de encontrar la matriz de rango bajo, de forma descompuesta como producto de
dos matrices. Esta descomposición se ejecua de forma alternante, usando un problema de opti-
mización fácil de ejecutar en cada etapa. El enfoque es algunas veces llamado Gauss Seidel por
bloques no lineal. Para obtener mejores resultados numéricos, el algoritmo fué acelerado usando
la llamada Sobrerelajación Sucesiva (SOR). En el proceso se utilizaron herramientas de álgebra
lineal computacional, como la descomposición QR rápida, que permitieron un desempeño prác-
tico competitivo.

En nuestro trabajo modificamos el algoritmo SOR mencionado antes, agregando información
de dualidad en cada iteración a través del uso de Lagrangeanos Aumentados. El resultado es un
h́ıbrido SOR-AL que se muestra competitivo en las implementaciones.

El resto del trabajo se describe a continuación: En el próximo caṕıtulo mostramos contenidos
preliminares relacionados con elementos de álgebra lineal matricial, y métodos iterativos para
resolución de sistemas lineales. También estudiamos el método de Lagrangeanos Aumentados
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clásico. En el caṕıtulo 2 describimos los resultados de Wen y Colaboradores [1], presentando el
algoritmo y describiendo algunas de sus propiedades de convergencia. El caṕıtulo 3 se centra en
nuestra propuesta de algoritmo h́ıbrido SOR-AL. Describimos el algoritmo y mostramos propie-
dades. El caṕıtulo 4 presenta resultados numéricos que comparan nuestro algoritmo con el SOR
de Wen. También presentamos análisis de los resultados de la comparación. Culminamos con las
conclusiones generales del trabajo.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo se inicia con un repaso de algunos conceptos de algebra matricial que serán
muy importantes para el desarrollo del presente trabajo, entre algunos de ellos se encuentran, la
definición de norma matricial, la pseudoinversa de una matriz, proyecciones ortogonales y algunas
factorizaciones de matrices tales como la descomposición en valores sigulares(SVD) de una matriz
y la factorización QR; estos tópicos fueron extraidos del libro Matrix Computations cuyos autores
son G. H. GOLUB y C. F. VAN LOAN [2]. En la sección 1.2 recordaremos la esencia de los
métodos iterativos para la resolución de sistemas de ecuaciones lineales como lo son el método
de Gauss-Seidel(GS) y el método de sobrerrelajación sucesiva(SOR) este contenido fué extraido
de Notas del ITESCAM [4] y también del libro Numerical Mathematics and Computing de los
autores Ward Cheney, David Kincaid [3]. Por último, en la sección 1.3 estudiaremos el método del
Lagrangeano Aumentado para la resolución de problemas de minimización con restricciones de
igualdad este contenido fué extraido del libro Constrained Optimization and Lagrange Multiplier
Methods del autor Dimitri P. Bertsekas [5].

1.1. Algebra matricial

1.1.1. Proyección ortogonal y la Pseudoinversa

Definición 1 Sea S ⊂ Rn un subespacio. Se define la proyección ortogonal P ∈ Rn×n sobre el
subespacio S, a la matriz que satisface:

ran(P) = S

P2 = P

P = P>

Nota 1 En la definición 1, ran(P) denota el subespacio imagen de la matriz P, es decir, ran(P) =
span{p1, p2, ..., pn} donde pi denota a la columna i-ésima de la matriz P, en ocasiones también
denotaremos a este espacio por R(P).

Observación 1 De la definición es fácil demostrar que si x∈Rn entonces Px∈ S y (I−P)x∈ S⊥.

Observación 2 Si las columnas de V = [v1v2...vk] forman una base ortonormal para el subespacio
S, entonces es fácil probar que la única proyección ortogonal sobre S es P = VV>.

3
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Nota 2 Dada una matriz A ∈ Rm×n, denotaremos por PA a la proyección ortogonal sobre el
subespacio imagen R(A) de A.

Nota 3 Dados m,n ∈ N , y dado un subconjunto de ı́ndices Ω ⊂ {(i, j) : 1 ≤ i ≤ m,1 ≤ j ≤ n},
denotaremos por PΩ a la proyección sobre el subespacio de las matrices dispersas con entradas
distintas de cero en las posiciones indizadas por Ω. Nótese que de lo mencionado anteriormente,
para cualquier matriz A ∈ Rm×n se tiene que:

PΩ(A) =

{
ai j si (i, j) ∈Ω

0 en otro caso.

Definición 2 Sea X ∈ Rn×m, se define la Pseudo-Inversa de X denotada por X†, como la única
matriz que satisface las cuatro condiciones de Moore-Penrose:

X†XX† = X†

XX†X = X

(X†X)> = X†X

(XX†)> = XX†

Observación 3 Se puede probar que la Pseudo-inversa de una matriz A ∈ Rm×n es la única
solución del problema:

mı́n
X ∈ Rn×m

||AX− Im||F

Además, si rank(A) = n, entonces A† = (A>A)−1A>, mientras que si m = n = rank(A), entonces
A† = A−1.

1.1.2. Algunas factorizaciones de matrices

Teorema 1 (Descomposición de valores singulares (SVD)) Si A ∈ Rm×n, entonces existen ma-
trices ortogonales

U = [u1,u2, ...,um] ∈ Rm×m y V = [v1,v2, ...,vn] ∈ Rn×n

tales que,
U>AV = diag(σ1,σ2, ...,σp) ∈ Rm×n con p = mı́n(m,n)

y σ1 > σ2 > ...> σp > 0.

A los σi se les llama valores singulares de A, y los vectores ui y vi se les conoce como el i-ésimo
vector singular por la izquierda y el i-ésimo vector singular por la derecha respectivamente.

La SVD revela una buena idea acerca de la estructura de una matriz. En el teorema anterior,
si se define a r, como el entero positivo tal que:

σ1 > ...> σr > σr+1 = ... = σp = 0

entonces:
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rank(A) = r
null(A) = span{vr+1, ...,vn}

ran(A) = span{u1, ...,ur}

y además podemos escribir a la matriz A como:

r

∑
i=1

σiuiv>i .

Teorema 2 (Factorización QR) Si A ∈ Rm×n, entonces existen matrices Q ∈ Rm×m y R ∈ Rm×n

tales que:
A = QR

donde Q es una matriz ortogonal y R es una matriz triangular superior.

Teorema 3 Si A = QR es la factorización QR de una matriz de rango columna completo A ∈
Rm×n, donde m≥ n y A = [a1, ...,an] y Q = [q1, ...,qk] son particiones de columnas, entonces

span{a1, ...,ak}= span{q1, ...,qk} k = 1,2, ...,n.

En particular, si Q1 = Q(1 : m,1 : n) y Q2 = Q(1 : m,n + 1 : m) entonces

ran(A) = ran(Q1)

ran(A)⊥ = ran(Q2)

y A = Q1R1 con R1 = R(1 : n,1 : n).

Observación 4 Nótese que el teorema anterior nos garantiza que si A es de rango columna
completo entonces las primeras n columnas de la matriz Q forman una base ortonormal para el
espacio ran(A). En efecto, el teorema concluye que:

ran(A) = ran(Q1)
= span{q1, ...,qn}

aśı, se tiene que el conjunto de vectores {q1, ...,qn} genera al espacio ran(A) y como Q es una
matriz ortogonal, se cumple que los vectores {q1, ...,qn, ...,qm} son ortonormales, en particular se
tiene que los vectores {q1, ...,qn} son ortonormales y por lo tanto linealmente independientes, aśı
obtenemos que el conjunto de vectores {q1, ...,qn} forma una base ortonormal para el subespacio
ran(A). De esta manera, se puede observar que el cálculo de la factorización QR es un camino
para calcular bases ortonormales para un conjunto de vectores.

Observación 5 Como notamos en la observación anterior, sabemos que se puede calcular una
base ortonormal Q1 para el espacio imagen de una matriz A a través de su factorización QR, y
gracias a esto, también se puede calcular la proyección ortogonal sobre el subespacio imagen de la
matriz A mediante el producto Q1Q>1 . Este resultado será de gran ayuda para el presente trabajo.
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1.1.3. Normas matriciales

Antes de definir lo que es la norma de una matriz, recordaremos algunas normas vectoriales
e introduciremos algunas definiciones que serán de mucha utilidad para el desarrollo del presente
trabajo.

Definición 3 (Pre-normas) Una función f : Rn→ R que satisface las siguientes propiedades:

f (x)≥ 0 ,∀ x ∈ Rn y f (x) = 0 si y solo si x = 0.

f (αx) = |α| f (x), ∀ x ∈ Rn y α ∈ R.

f (x(z)) es continua sobre Rn, donde z = (z1,z2, ...,zn) ∈ Rn y z(x) = z1x1 + z2x2 + ...+ znxn, y
donde el conjunto {x1,x2, ...,xn} forma una base de Rn;

es llamada una pre-norma.

Nota 4 Nótese que toda norma es una pre-norma, pues por la definición de norma se obtienen
las primeras dos propiedades de una pre-norma, y la tercera propiedad se desprende del hecho de
que toda norma es una función continua sobre Rn.

Definición 4 (Norma dual) Sea f (·) una pre-norma. La función f D : Rn→ R dada por:

f D(u) = máx
f (x)≤1

〈u,x〉.

es llamada la norma dual de f .

Ahora, recordemos algunas normas en Rn, solo recordaremos las tres normas mas importantes,
las cuales son: la norma euclideana, definida por:

||x|| := ||x||2 =
√

∑
n
i=1 x2

i para cada x ∈ Rn.

La norma l1, definida por:

||x||1 = ∑
n
i=1 |xi| para cada x ∈ Rn.

La norma del máximo, definida por:

||x||∞ = máx1≤i≤n |xi|para cada x ∈ Rn.

Nota 5 Nótese que la norma l1 es la norma dual de la norma del máximo. Esto es fácil de
verificar, f́ıjese que el valor óptimo del siguiente problema de programación lineal:

máx
||u||∞≤1

〈u,x〉 (1.1)

ocurre cuando: u∗ = (sgn(x1),sgn(x2), ...,sgn(xn))>, donde sgn(x) es igual a 1 si x≥ 0 y -1 si x < 0.
Aśı, como cualquier escalar se puede escribir de la forma x = sgn(x)|x| y si denotamos por u∗i a
la componente i-ésima del argumento que maximiza a (1.1) obtenemos las siguientes igualdades:

máx
||u||∞≤1

〈u,x〉= máx
||u||∞≤1

n

∑
i=1

uixi =
n

∑
i=1

u∗i xi =
n

∑
i=1

sgn(xi)xi =
n

∑
i=1

sgn(xi)sgn(xi)|xi|=
n

∑
i=1
|xi|= ||x||1
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por lo tanto, se tiene que la norma l1 es la norma dual de la norma del máximo. Se desprende
del teorema de dualidad de programación lineal que la norma del máximo es la norma dual de la
norma l1.

También es fácil probar que la norma euclideana es dual de si misma. En efecto, consideremos
el problema de programación lineal:

máx
||u||≤1

〈u,x〉 (1.2)

Por teorema, sabemos que 〈u,x〉= cos(θ)||u||.||x||, donde θ es el ángulo entre los vectores u y
x. Aśı, el problema (1.2) es equivalente a resolver el problema:

máx
||u||≤1

cos(θ)||u||.||x||.

Nótese que el valor óptimo del problema anterior ocurre cuando ||u∗||= 1 y θ ∗ = 0, esto implica
que:

máx
||u||≤1

cos(θ)||u||.||x||= cos(θ
∗)||u∗||.||x||= ||x||

por lo tanto, la norma euclideana es dual de si misma.

Definición 5 (Norma Matricial) A toda función f : Rm×n → R que satisfaga las siguientes
propiedades:

f (A)≥ 0 A ∈ Rm×n, ( f (A) = 0 si A = 0)

f (A + B)≤ f (A)+ f (B) A,B ∈ Rm×n

f (αA) = |α| f (A) α ∈ R,A ∈ Rm×n.

la llamaremos norma matricial.

Observación 6 Al igual que las normas vectoriales, se utilizará la notación de doble barra para
denotar a las normas matriciales es decir, ||A||= f (A).

Entre las normas matriciales mayormente usadas en algebra lineal numérica encontramos: la
norma Frobenius dada por,

||A||F =

√
m

∑
i=1

n

∑
j=1
|ai j|2

y las p-normas dadas por,

||A||p = supx 6=0
||Ax||p
||x||p .

Nótese que las p-normas están definidas a partir de las p-normas vectoriales, y que la norma
Frobenius es una generalización de la norma euclidiana para vectores, además existe una conec-
ción entre la SVD y la norma Frobenius, dicha conexión es la siguiente: si A ∈ Rm×n entonces,

‖ A ‖2
F= σ

2
1 + σ

2
2 + ...+ σ

2
p donde p = mı́n(m,n).
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Además, de estas normas, existen muchas otras, entre las cuales destacan para la comprensión
de este trabajo la norma nuclear que se difine por:

||A||∗ =
p

∑
k=1

σk

y la norma espectral, definida por:

||A|| := ||A||l∞ = máx
1≤k≤p

σk

donde A ∈ Rm×n, p = mı́n(m,n) y σk es el k-ésimo valor singular de A.

Nota 6 Nótese que hay una cierta similitud entre las normas vectoriales (la norma del máximo
y la norma l1) y las normas matriciales (norma espectral y la norma nuclear) en sus definiciones.
Lo cual hace tender a preguntarse si ¿será cierto que las normas espectral y la nuclear son duales
entre si?, la respuesta a esta pregunta es afirmativa, es decir que se puede probar que la norma
nuclear de una matriz X ∈ Rm×n es igual al valor óptimo del siguiente problema:

máx
||W ||≤1

〈M,W 〉

donde la variable de decisión W ∈ Rm×n y 〈M,W 〉 = ∑
i, j

mi, jwi, j. También, nótese que hay una

cierta similitud entre la norma Frobenius y la norma euclideana, esto nos indica que la norma
Frobenius es dual de si misma.

1.2. Métodos iterativos para la resolución de sistemas de ecua-
ciones lineales

Los métodos iterativos o también conocidos como indirectos, son procedimientos utilizados
para la resolución de sistemas de ecuaciones lineales de la forma:

Ax = b (1.3)

en ellos, se comienza con x0 = (x0
1,x

0
2, ...,x

0
n),una aproximación inicial de la solución. A partir

de x0 se construye una nueva aproximación de la solución, x1 = (x1
1,x

1
2, ...,x

1
n). A partir de x1 se

construye x2 (aqúı el supeŕındice indica la iteración). Aśı sucesivamente se construye una sucesión
de vectores {xk}∞

k=1, con el objetivo, no siempre garantizado, de que

lı́mk→∞ xk = x∗

Un algoritmo iterativo general para resolver (1.3) procede de la siguiente forma: selecciona una
matriz no-singular Q y un vector arbitrario x0, y luego genera vectores x1,x2, ... respectivamente
a partir de la ecuación:

Qxk = (Q−A)xk−1 + b (k = 1,2, ...) (1.4)

Nótese que si la sucesión {xk}∞
k=1 converge a un vector x∗, entonces tomando limite cuando k→∞

en (1.4) tenemos que:

Qx∗ = (Q−A)x∗+ b

lo cual implica que Ax∗ = b. Por lo tanto si la sucesión converge, su limite es una solución del
sistema original (1.3).
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1.2.1. Método de Gauss-Seidel

El método Gauss-Seidel es un método iterativo para la resolución de sistemas de ecuaciones
lineales, en cada iteración del Gauss-Seidel hay n subiteraciones, donde n es el número de colum-
nas de la matriz A. En la primera subiteración se modifica únicamente x1, las demás coordenadas
del vector x2,x3, ...,xn no son modificadas. El cálculo de x1 se hace de tal manera que se satisfaga
la primera ecuación, es decir:

x1
1 =

b1−(a12x0
2+a13x0

3+...+a1nx0
n)

a11

x1
i = x0

i , (i = 2,3, ...,n)

En la segunda subiteración se modifica únicamente x2, las demás coordenadas x1,x3, ...,xn no se
modifican. El cálculo de x2 se hace de tal manera que se satisfaga la segunda ecuación, es decir:

x2
2 =

b2−(a21x1
1+a23x1

3+...+a2nx1
n)

a22

x2
i = x1

i , (i = 1,3, ...,n)

Aśı sucesivamente, en la n-ésima subiteración se modifica únicamente xn, y las demás coor-
denadas x1,x2, ...,xn−1 no se modifican. El cálculo de xn se hace de tal forma que se cumpla la
n-ésima ecuación, es decir:

xn
n =

bn−(an1xn−1
1 +an2xn−1

2 +...+a(n−1)(n−1)xn−1
n )

ann

xn
i = xn−1

i , (i = 1,3, ...,n−1)

Una vez que se ha hecho una iteración completa (n subiteraciones), se utiliza el último vector x
obtenido como una aproximación inicial y se vuelve a aplicar el procedimiento.

Teóricamente el método de Gauss-Seidel puede ser un proceso infinito. En la práctica el pro-
ceso se acaba cuando la distancia enter los vectores xk y xk−1 sea suficientemente pequeña, esto
quiere decir que el x actual es casi una solución.

1.2.2. Método de Sobrerrelajación sucesiva(SOR)

Comenzaremos proporcionando la esencia de los métodos de relajación, a través de la siguiente
difinición:

Definición 6 (Método de Relajación) Sea f una función a valores reales, definida y conti-
nua en una vecindad de algún número real ξ . Los métodos de relajación utilizan sucesiones {xk}
de la forma,

xk+1 = xk−ω f (xk), k = 0,1,2, ...,

donde ω 6= 0 es un número real fijo, y x0 es un valor dado al comienzo cercano a ξ . A ω se le
llama factor de relajación.

Si la sucesión {xk} converge a ξ , entonces ξ es una solución de la ecuación f (x) = 0.

Nota 7 En la selección de ω con 0 < ω < 1, los métodos reciben el nombre de subrelajación, y
cuando 1 < ω se les llama sobrerrelajación.
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Una aceleración del método de Gauss-Seidel se logra, mediante la introducción de un factor
de relajación ω, el cual da origen al método de sobrerrelajación sucesiva(SOR) que en la

k-ésima iteración estima el valor de x(k)
i mediante la siguiente fórmula:

x(k)
i = ω

{
[−

n

∑
1≤j<i

(ai j/aii)x(k)
j −

n

∑
j>i≥1

(ai j/aii)x(k−1)
j +(bi/aii)]

}
+(1−ω)x(k−1)

i .

Nótese que si se escoge ω = 1 el método SOR se reduce al método de Gauss-Seidel.

1.3. Método del Lagrangeano Aumentado

El método del Lagrangeano Aumentado forma parte de los llamados métodos de penalidad, la
idea básica en estos métodos no es otra que eliminar algunas o todas las restricciones y adherirlas
a la función objetivo en términos de una penalidad que prescribe un alto costo para los puntos
infactibles. Asociado con estos métodos esta un parámetro c, el cual determina la severidad de la
penalidad y como consecuencia la extensión para la cual el problema resultante sin restricciones
se aproxima al problema original restricto.

Consideremos el problema:
mı́n

x∈X ,h(x)=0
f (x) (1.5)

donde f :Rn→R, h :Rn→Rm son dos funciones y X es un subconjunto dado de Rn. Para cualquier
parámetro c, se define la función Lagrangeana Aumentada Lc : Rn×Rm por:

Lc(x,λ ) = f (x)+ λ
′
h(x)+

1
2

c||h(x)||2 (1.6)

Nos referiremos a c como el parámetro de penalidad y a λ como el vector de multiplicadores.

El método del Lagrangeano Aumentado, consiste en resolver una sucesión de problemas de la
forma:

mı́nx∈X Lc(x,λk)

donde {λk} es una sucesión en Rm y {ck} es una sucesión de parámetros de penalidad que satisface:

0 < ck < ck+1 ∀k, ck→ ∞.

En las implementaciones prácticas del método del Lagrangeano Aumentado se utiliza el si-
guiente algoritmo:

Método del Lagrangeano Aumentado ALM

ENTRADA: ρ > 1 , k = 1

1. Mientras no converge, hacer

2. resolver xk+1 := argminxLck(x,λk);

3. λk+1 := λk + ckh(xk+1);
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4. ck+1 := ρck; k := k + 1;

5. fin (Mientras)

SALIDA: xk,λk

Proposicion 1 Asumamos que X = Rn y que f ,h ∈ C1. Además, supongamos que para cada
k = 0,1,2, ..., el vector xk satisface

|∇xLck(xk,λk)| ≤ εk,

donde {λk} es acotada, 0 < ck < ck+1 para todo k, ck→ ∞, y 0≤ εk para todo k, εk→ 0. También
asumamos que existe una subsucesión {xk}K que converge al vector x∗ tal que ∇h(x∗) tiene rango
m. Entonces para algún vector λ ∗, se cumple que:

{λk + ckh(xk)}K → λ
∗, ∇ f (x∗)+ ∇h(x∗)λ

∗ = 0 y h(x∗) = 0

Para la siguiente proposición, asumiremos que x∗ es un mı́nimo local que satisface las siguientes
condiciones de suficiencia de segundo orden:

El vector x∗ es un mı́nimo local estricto y un punto regular de (1.3), y f ,h ∈ C2 sobre algu-
na bola abierta centrada en x∗. Además, x∗ junto con su vector de multiplicadores de Lagrange
asociado λ ∗ satisfacen:

z>∇
2
xxL0(x∗,λ ∗)z > 0,

para todo z 6= 0 con ∇h(x∗)>z = 0.

Proposicion 2 Sea c un escalar positivo tal que: ∇2
xxLc(x∗,λ ∗) > 0. Entonces existen escalares

positivos ε , δ y M tales que:

para todo (λ ,c) ∈ D⊂ Rm+1 donde D = {(λ ,c)/|λ −λ ∗|< δc,c≤ c}, el problema:

mı́n
x∈B(x∗,ε)

Lc(x,λ )

tiene una única solución denotada por x(λ ,c). La función x(., .) es continuamente diferen-
ciable en el interior de D, y para todo (λ ,c) ∈ D, tenemos que:

|x(λ ,c)− x∗| ≤M|λ −λ
∗|/c.

para todo (λ ,c) ∈ D, se tiene que:

|λ̃ (λ ,c)−λ
∗| ≤M|λ −λ

∗|/c,

donde
λ̃ (λ ,c) = λ + cH[x(λ ,c)].

para todo (λ ,c) ∈ D, la matriz ∇2
xxLc[x(λ ,c),λ ] es definida positiva y la matriz ∇h[x(λ ,c)]

es de rango m.



Caṕıtulo 2

Un modelo de factorización de bajo
rango para el problema MC

En este caṕıtulo describiremos de manera detallada y precisa lo contenido en el art́ıculo “Sol-
ving a Low-Rank Factorization Model For Matrix Completion by a Nonlinear Successive Over-
Relaxation Algorithm” [1], de los autores Zaiwen Wen, Wotao Yin y Yin Zhang. Más explićıta-
mente este art́ıculo propone un modelo de factorización de bajo rango y construye un algoritmo
no lineal de sobre-relajación sucesiva (SOR), para resolver el problema de completacion matricial
(MC), sin utilizar la descomposición de valores singulares de la matriz.

2.1. Esquema de minimización alternante

El problema de completación matricial es el de recuperar una matriz de rango bajo de un
subconjunto de las entradas de la matriz original, es decir:

mı́n
W∈Rm×n

rank(W ), s.a. Wi j = Mi j,∀(i, j) ∈Ω (2.1)

donde rank(W) denota el rango de la W, y Mi j son dadas por (i, j) ∈ Ω ⊂ {(i, j) : 1 ≤ i ≤ m,1 ≤
j ≤ n}.

En [7,8,9] se ha probado que bajo ciertas condiciones la solución del problema (2.1) puede
ser encontrada resolviendo el siguiente problema de optimización convexa:

mı́n
W∈Rm×n

||W ||∗, s.a. Wi j = Mi j,∀(i, j) ∈Ω (2.2)

En [1] los autores plantean resolver un modelo más explicito que (2.2) y de esta manera evitar
el cálculo de la descomposición de valores singulares (SVD). Dicho modelo es el siguiente:

mı́n
X ,Y,Z

1
2
||XY −Z||2F , s.a. Zi j = Mi j,∀(i, j) ∈Ω (2.3)

donde X ∈ Rm×K , Y ∈ RK×n, Z ∈ Rm×n.

Al igual que en muchos otros casos similares, la estructura de (2.3) sugiere un esquema de
minimización alternante. En este caso, uno puede actualizar cada una de las variables X , Y o Z

12
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eficientemente mientras se fijan las otras dos. Los subproblemas con respecto a la variable X o bien
a la variable Y son problemas lineales de mı́nimos cuadrados que solo involucran K×K coeficientes
matriciales en sus ecuaciones normales, y para obtener la solución del subproblema para la
variable Z solo es necesario el producto XY . Este procedimiento de minimización alternante es
también conocido como un esquema Gauss-Seidel(GS) por bloque.

2.1.1. El método de Gauss-Seidel no lineal

Consideremos la función Lagrangeana para el probema (2.3), la cual esta definida por:

L(X ,Y,Z,Λ) =
1
2
||XY −Z||2F −〈Λ,PΩ(Z−M)〉 (2.4)

donde la matriz de multipicadores de Lagrange Λ ∈ Rm×n cumple que Λ = PΩ(Λ).

Como es bien conocido en programación matemática, las condiciones de optimalidad de pri-
mer orden para el problema (2.3) derivan en un sistema de ecuaciones no lineales, tal sistema de
ecuaciones se obtiene diferenciando la función (2.4) e igualando a cero, de esta manera obtenemos:

∂L
∂X = 0 ⇒ (XY −Z)Y> = 0
∂L
∂Y = 0 ⇒ X>(XY −Z) = 0
∂L
∂Λ

= 0 ⇒ PΩ(Z−M) = 0
∂L
∂Z = 0 ⇒ PΩC(Z−XY ) = 0 y PΩ(Z−XY ) = Λ

(2.5)

Ahora, aplicaremos el método de minimización alternante de Gauss-Seidel(GS) al sistema de
ecuaciones no lineal anterior. Para la instancia Y y Z fijos, obtenemos X+ resolviendo el problema
X+ = argminX∈Rm×K

1
2 ||XY −Z||2F . Para obtener el valor de X+ basta minimizar la función lagran-

geana para el problema de minX∈Rm×K
1
2 ||XY−Z||2F con respecto de X, y como vimos anteriormente,

diferenciando tal función respecto a X e igualando a cero tenemos que:

(XY −Z)Y> = 0,

luego si distribuimos se obtiene,

XYY>−ZY> = 0,

lo cual implica,

XYY> = ZY>,

multiplicando por (YY>)† por la derecha en ambos lados obtenemos,

X+ = ZY>(YY>)†

Similarmente, para el X+ calculado anteriormente y el Z anterior, obtenemos el valor de Y+

resolviendo el problema Y+ = argminY∈RK×n
1
2 ||X+Y −Z||2F . Para obtener tal valor, basta minimizar

la función lagrangeana para el problema minY∈RK×n
1
2 ||X+Y −Z||2F con respecto de Y, y como vimos

en el sistema (2.5) se debe cumplir que:

X>+ (X+Y −Z) = 0,

luego si distribuimos se obtiene,
X>+ X+Y −X>+ Z = 0,
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lo que implica,
X>+ X+Y = X>+ Z,

multiplicando por (X>+ X+)† por la izquierda en ambos lados obtenemos,

Y+ = (X>+ X+)†X>+ Z.

De manera similar se procede para Z. Mediante este procedimiento se obtiene el siguiente
esquema iterativo:

Esquema Básico 1

X+ := ZY † ≡ ZY>(YY>)†, (2.6)

Y+ := (X+)†Z ≡ (X>+ X+)†(X>+ Z), (2.7)

Z+ := X+Y+ +PΩ(M−X+Y+) (2.8)

2.1.2. Esquemas Alternativos

En esta sección presentaremos dos esquemas equivalentes al esquema básico 1, como altena-
tivas de dicho esquema que pueden ser más eficientes a la hora de implementarlos en la práctica.
Para establecer cada esquema primero introduciremos el siguiente lema:

Lema 1 Sean (X+,Y+) actualizaciones generadas por el esquema básico 1. Entonces se cumple
que:

X+Y+ = PZY>Z = ZY>(Y Z>ZY>)†(Y Z>)Z. (2.9)

donde PA = A(A>A)†A> = QQ> es la proyección ortogonal de la matriz A sobre el subespacio
imagen R(A) y Q = orth(A) es una base ortonormal para R(A).

DEMOSTRACIÓN:

Afirmación: R(ZY>) = R(ZV ) = R(X+).

Procedamos a demostrar la afirmación anterior. Consideremos la descomposición en valores
singulares de la matriz Y ; es decir:

Y = UΣV>

donde U ∈ Rk×k, V ∈ Rn×n son matrices ortogonales y Σ ∈ Rk×n es una matriz diagonal. Por
definición sabemos que:

R(X+) = {t ∈ Rm : t = X+s, para algun s ∈ Rk}

R(ZY>) = {p ∈ Rm : p = ZY>q, para algun q ∈ Rk}

R(ZV ) = {r ∈ Rm : r = ZVi, para algun i ∈ Rn}.

Primero veamos que: R(ZY>) = R(ZV ).
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En efecto, tomemos p ∈R(ZY>) arbitrario, aśı, existe q ∈ Rk tal que,

p = ZY>q = ZV Σ>U>q (ya que Y> = V Σ>U>)

o equivalentemente, p = ZVi, donde i = Σ>U>q ∈ Rn.

Lo cual implica que p ∈R(ZV ), debido a que p es arbitrario obtenemos:

R(ZY>)⊂R(ZV ) (1)

Por otro lado, tomemos r ∈R(ZV ) arbitrario, aśı, existe i ∈ Rn tal que,

r = ZVi = Z[Y>U(Σ>)†]i (ya que V = Y>U(Σ>)†)

o equivalentemente r = ZY>q, donde q = U(Σ>)†i ∈ Rk.

Lo cual implica que r ∈R(ZY>), y debido a la arbitrariedad de r obtenemos:

R(ZV )⊂R(ZY>) (2)

Luego, de (1) y (2) obtenemos la siguiente igualdad R(ZV ) = R(ZY>) (3)

Ahora, veamos que R(ZV ) = R(X+).

En efecto, nótese que X+ = ZY † aśı, X+ = Z(UΣV>)†, lo cual implica que X+ = ZV Σ†U> ya que
tanto U como V son matrices ortogonales. Sea t ∈R(X+) arbitrario, aśı que existe s ∈Rk tal que

t = X+s = ZV Σ†U>s = ZVi donde i = Σ†U>s ∈ Rn.

Lo cual implica que t ∈R(ZV ), y debido a que t fue escogido arbitrariamente obtenemos:

R(X+)⊂R(ZV ) (4)

Por otro lado, sea r ∈R(ZV ), aśı que existe i ∈ Rn tal que

r = ZVi = X+UΣi (Despejando ZV de la igualda X+ = ZV Σ†U>)

o equivalentemente, r = X+s donde s = UΣi ∈ Rk. Lo cual implica que r ∈ R(X+), y debido a
que r fue escogido de manera arbitraria obtenemos:

R(ZV )⊂R(X+) (5)

De (4) y (5) obtenemos la siguiente igualdad R(ZV ) = R(X+) (6)

De (3) y (6) se concluye que R(ZY>) = R(ZV ) = R(X+), con lo cual queda probada la afir-
mación.

Ahora bien, como R(ZY>) = R(X+) entonces se tiene que PZY> = PX+ . Además, nótese que:
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X+Y+ = (X+(X>+ X+)†X>+ )Z
= PX+Z
= PZY>Z
= ZY>(Y Z>ZY>)†(Y Z>)Z

Con lo cual queda demostrado el lema 1. 2

Como vimos en el caṕıtulo 1 se sabe que a través de la factorización QR y la descomposición
en valores singulares SVD de una matriz A, se puede recuperar la pseudoinversa de A, la base
ortonormal de ran(A) y la proyección ortogonal sobre ran(A). Nótese que la función objetivo
(2.3) esta determinada por el producto X+Y+, claramente diferentes valores de X+ y Y+ son esen-
cialmente equivalentes siempre y cuando se obtenga el mismo valor del producto X+Y+. Aśı, el
Lema anterior prueba que la pseudoinversa (YY>)† puede ser recuperada al calcular la proyección
PZY> . La primera variante del esquema básico 1 es la siguiente:

Esquema alternativo 1

X+ := ZY>, (2.10)

Y+ := (X+)†Z ≡ (X>+ X+)†(X>+ Z), (2.11)

Z+ := X+Y+ +PΩ(M−X+Y+). (2.12)

La caracteŕıstica principal de este nuevo esquema, es que solo en cada iteración esta involu-
crado un único problema de mı́nimos cuadrados.

La segunda variante del esquema básico 1 calcula la proyección ortogonal PZY> = VV>, don-
de V := orth(ZY>) es una base ortonormal del subespacio R(ZY>). Por tanto, gracias al lema 1
podemos escribir X+Y+ = VV>Z, aśı obtenemos es siguiente esquema:

Esquema alternativo 2

X+ := V, (2.13)

Y+ := V>Z, (2.14)

Z+ := X+Y+ +PΩ(M−X+Y+). (2.15)

Este último esquema, frecuentemente es preferido debido a que el cálculo del paso (2.14)
mediante la factorización QR es generalmente más estable que resolver las ecuaciones normales.
Nótese que los tres esquemas pueden ser usados de forma intercambiable.

2.1.3. Un esquema SOR no lineal

En algebra lineal numérica, el método de sobre-relajación sucesiva (SOR) para resolver un
sistema de ecuaciones es divisado mediante una aplicación de una extrapolación del método
GS, esto es, el nuevo punto de partida es un promedio ponderado entre el previo iterado y el
iterado sucesivo calculado por el GS para cada componente. Un valor apropiado del peso ω

frecuentemente resulta en una convergencia mas rápida. Aplicando esta idea a el esquema básico
1 obtenemos:
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Esquema SOR no lineal

X+ := ZY>(YY>)†, (2.16)

X+(ω) := ωX+ +(1−ω)X , (2.17)

Y+ := (X+(ω)>X+(ω))†(X+(ω)>Z), (2.18)

Y+(ω) := ωY+ +(1−ω)Y, (2.19)

Z+(ω) := X+(ω)Y+(ω)+PΩ(M−X+(ω)Y+(ω)). (2.20)

donde el peso ω ≥ 1. Es claro que, para ω = 1 obtenemos el esquema básico GS.

Suponiendo que la matirz Y tiene rango filas completo, los dos problemas de mı́nimos cua-
drados en el esquema SOR no lineal pueden ser reducidos en un segundo esquema básico análogo
al esquema alternativo 1.

Denotemos el residual por,
S = PΩ(M−XY ), (2.21)

el cual será utilizado para medir optimalidad. Luego de cada iteración, la variable Z, la cual es
factible, puede ser expresada como Z = XY + S. Definamos Zω como una suma ponderada de las
matrices XY y S, esto es,

Zω := XY + ωS
= ωZ +(1−ω)XY

(2.22)

Ahora, nótese que:

ZωY>(YY>)† = (ωZ +(1−ω)XY )Y>(YY>)†,

distrubuyendo se tiene que,

ZωY>(YY>)† = ωZY>(YY>)† +(1−ω)XYY>(YY>)†,

de (2.16) y como YY>(YY>)† = I obtenemos,

ZωY>(YY>)† = ωX+ +(1−ω)X ,

el cual es exactamente el paso (2.17). Similarmente, nótese que

(X+(ω)>X+(ω))†(X+(ω)>Zω) = (X+(ω)>X+(ω))†[X+(ω)>(ωZ +(1−ω)X+(ω)Y )],

distribuyendo se tiene que,

(X+(ω)>X+(ω))†(X+(ω)>Zω) = (X+(ω)>X+(ω))†[ωX+(ω)>Z +(1−ω)X+(ω)>X+(ω)Y ],

nuevamente distribuyendo y usando el hecho de que (X+(ω)>X+(ω))†(X+(ω)>X+(ω)) = I obte-
nemos,

(X+(ω)>X+(ω))†(X+(ω)>Zω) = ω(X+(ω)>X+(ω))†X+(ω)>Z +(1−ω)Y,

luego por (2.18) tenemos que,

(X+(ω)>X+(ω))†(X+(ω)>Zω) = ωY+ +(1−ω)Y,

el cual es exactamente el paso (2.19). De esta manera concluimos que el esquema SOR no lineal
es equivalente al siguiente esquema:
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Esquema Iterativo Nsor

X+(ω) := ZωY † ≡ ZωY>(YY>)†, (2.23)

Y+(ω) := (X+(ω)>X+(ω))†(X+(ω)>Zω) (2.24)

PΩC(Z+(ω)) := PΩC(X+(ω)Y+(ω)), (2.25)

PΩ(Z+(ω)) := PΩ(M). (2.26)

Nuevamente, se pueden utilizar implementaciones análogas a los equemas alternativos 1 y 2
para este esquema.

Ahora, presentaremos una estrategia para escoger el valor más conveniente del peso ω de
tal manera que el esquema iterativo Nsor pueda converger. Por supuesto, un peso fijo no es
suficientemente bueno para funciones no-lineales y no convexas. La estrategia será ajustar el
peso ω dinámicamente de acuerdo a los cambios de los valores de la función objetivo. Luego que
la terna (X+(ω),Y+(ω),Z+(ω)) sea estimada, calcularemos el radio residual:

γ(ω) =
||S+(ω)||F
||S||F

, (2.27)

donde,
S+(ω) := PΩ(M−X+(ω)Y+(ω)). (2.28)

Si γ(ω) < 1, ese nuevo par de puntos es aceptado y el paso es llamado exitoso, en otro caso, el
paso es no exitoso; en caso de que esto ocurra se actualiza a ω = 1 y se repite el procedimiento.
Nótese que un valor pequeño de γ(ω) indica que el valor del peso actual ω esta trabajando bien.
Por lo tanto, ω será incrementado solo si el punto calculado es aceptable pero el radio resi-
dual γ(ω) es considerado ”muy grande”, el cual será cuando, γ(ω) ∈ [γ1,1) para algun γ1 ∈ (0,1).
Tomando en cuenta estas consideraciones y el esquema iterativo Nsor, se establece el siguiente
algoritmo:

Un algoritmo apropiado para matrices de bajo rango (LMaFit)

INPUT Ω, PΩ(M) y K ≥ r = rank(M).

1. Y 0 ∈ RK×n, Z0 = PΩ(M), ω = 1, ω̃ > 1, γ1 ∈ (0,1) y k = 0.

2. while not convergent do

3. calcular (X+(ω),Y+(ω),Z+(ω)) de acuerdo al (esquema iterativo Nsor) con (X ,Y,Z) =
(Xk,Y k,Zk).

4. calcular el radio residual γ(ω) de acuerdo a (2.27).

5. if γ(ω)≥ 1 then hacer ω = 1 y vaya al paso 4.

6. Actualizar (Xk+1,Y k+1,Zk+1) = (X+(ω),Y+(ω),Z+(ω)) e incrementar k.
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7. if γ(ω)≥ γ1 then hacer δ = max(δ ,0,25(ω−1)) y ω = min(ω + δ , ω̃).

8. end(while)

OUTPUT XY

2.1.4. Extensión para problemas con restricciones lineales generales

Tanto la aproximación GS como la aproximación SOR pueden ser aplicadas para resolver
problemas de minimización de rango con restricciones lineales generales, es decir:

mı́n
W∈Rm×n

rank(W ), s.a. A (W ) = b, (2.29)

donde el operador lineal A : Rm×n→ Rq y el vector b ∈ Rq son dados. Similarmente a (2.3), el
problema (2.29) se convierte mediante una relajación no-convexa en:

mı́n
X ,Y,Z

1
2
||XY −Z||2F s.a A (W ) = b, (2.30)

donde X ∈ Rm×K , Y ∈ RK×n, Z ∈ Rm×n. Para valores fijos cualesquiera de X y Y , el minimizador
Z+, de (2.30) con respecto a Z es:

Z+ = XY +A >(A A >)†(b−A (XY )).

Sea S := A >(A A >)†(b−A (XY )) y Zω = XY +ωS. Similarmente a el esquema iterativo Nsor,
obtenemos:

X+(ω) := ZωY † ≡ ZωY>(YY>)†, (2.31)

Y+(ω) := (X+(ω)>X+(ω))†(X+(ω)>Zω), (2.32)

Z+(ω) := X+(ω)Y+(ω)+A >(A A >)†(b−A (X+(ω)Y+(ω))). (2.33)

2.2. Análisis de Convergencia

Ahora analizaremos el algoritmo LMaFit para revelar la relación entre los residuales ||S||F
y ||S+(ω)||F . Denotemos por V (ω) := orth(X+(ω)) y por U := orth(Y>) a las bases ortonorma-
les de los subespacios imagen de R(X+(ω)) y R(Y>), respectivamente. Consecuentemente, las
proyecciones ortogonales sobre R(X+(ω)) y R(Y>) pueden se expresadas como:

Q(ω) := V (ω)V (ω)> = X+(ω)(X+(ω)>X+(ω))†X+(ω)>,

P := UU> = Y>(YY>)†Y.

De la definición de pseudoinversa se desprenden varias identidades importantes, estas son:

A† = A†(A†)>A> = A>(A†)>A† = (A>A)†A> = A>(AA>)†, (2.34)

A = (A†)>A>A = AA>(A†)>. (2.35)

El siguiente lema y su demostración nos proveerá una ecuación clave.
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Lema 2 Sea (X+(ω),Y+(ω)) generado por el esquema iterativo Nsor. Entonces se cumple:

〈ωS,(X+(ω)Y+(ω)−XY )〉= ||X+(ω)Y+(ω)−XY ||2F . (2.36)

DEMOSTRACIÓN: De (2.35) se tiene que Y = YY>(Y †)>, aplicando la traspuesta en ambos lados
de la igualdad se obtiene, Y> = Y †YY>. De (2.23) sabemos que,

X+(ω) = ZωY †

multiplicando por YY> en ambos lados de la igualdad obtenemos,

X+(ω)[YY>] = ZωY †[YY>]

usando el hecho de que Y> = Y †YY> se tiene que:

X+(ω)YY> = ZωY>

pero por definición sabemos que Zω = XY + ωS, luego,

X+(ω)YY> = XYY>+ ωSY>.

Multiplicando a esta última ecuación por (YY>)†Y en ambos lados obtenemos,

X+(ω)YY>[(YY>)†Y ] = [XYY>+ ωSY>](YY>)†Y,

distribuyendo y usando el hecho de que (YY>)(YY>)† = I tenemos que:

X+(ω)Y = XY + ωSY>(YY>)†Y

reagrupando y usando la definición de P se obtiene,

(X+(ω)−X)Y = ωSP. (2.37)

Por otro lado, de (2.35) sabemos que X+(ω) = (X+(ω)†)>X+(ω)>X+(ω), aplicando la traspues-
ta en ambos lados de la igualdad se obtiene, X+(ω)> = X+(ω)>X+(ω)X+(ω)†. De (2.24) sabemos
que:

Y+(ω) = (X+(ω)>X+(ω))†(X+(ω)>Zω),

multiplicando en ambos lados de la igualdad por [X+(ω)>X+(ω)] tenemos que,

[X+(ω)>X+(ω)]Y+(ω) = [X+(ω)>X+(ω)](X+(ω)>X+(ω))†(X+(ω)>Zω),

sustituyendo X+(ω)> = X+(ω)>X+(ω)X+(ω)† en la ecuación anterior se obtiene:

[X+(ω)>X+(ω)]Y+(ω) = [X+(ω)>X+(ω)](X+(ω)>X+(ω))†[(X+(ω)>X+(ω)X+(ω)†)Zω ],

usando el hecho de que (X+(ω)>X+(ω))†(X+(ω)>X+(ω)) = I, tenemos,

[X+(ω)>X+(ω)]Y+(ω) = [X+(ω)>X+(ω)]X+(ω)†Zω ,

nuevamente sustituyendo la ecuación X+(ω)> = X+(ω)>X+(ω)X+(ω)† en la igualdad anterior, se
cumple que,

X+(ω)>X+(ω)Y+(ω) = X+(ω)>Zω ,
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luego, de la definición de Zω se tiene que:

X+(ω)>X+(ω)Y+(ω) = X+(ω)>(XY + ωS),

aśı, si sumamos y restamos el término X+(ω)Y se obtiene,

X+(ω)>X+(ω)Y+(ω) = X+(ω)>(XY + ωS + X+(ω)Y −X+(ω)Y ),

asociando y extrayendo el factor comun,

X+(ω)>X+(ω)Y+(ω) = X+(ω)>(X+(ω)Y − (X+(ω)−X)Y + ωS),

utilizando (2.37) y sustituyendola en la ecuación anterior tenemos,

X+(ω)>X+(ω)Y+(ω) = X+(ω)>(X+(ω)Y −ωSP + ωS),

o equivalentemente,

X+(ω)>X+(ω)Y+(ω) = X+(ω)>(X+(ω)Y + ωS(I−P)),

luego, distribuyendo se tiene que,

X+(ω)>X+(ω)Y+(ω) = X+(ω)>X+(ω)Y + ωX+(ω)>S(I−P).

Multiplicando esta última ecuación en ambos lados por [X+(ω)(X+(ω)>X+(ω))†] se tiene,

[X+(ω)(X+(ω)>X+(ω))†]X+(ω)>X+(ω)Y+(ω) =

= [X+(ω)(X+(ω)>X+(ω))†][X+(ω)>X+(ω)Y + ωX+(ω)>S(I−P)],

distribuyendo obtenemos,

[X+(ω)(X+(ω)>X+(ω))†]X+(ω)>X+(ω)Y+(ω) =

= X+(ω)(X+(ω)>X+(ω))†X+(ω)>X+(ω)Y + ωX+(ω)(X+(ω)>X+(ω))†X+(ω)>S(I−P),

como (X+(ω)>X+(ω))†(X+(ω)>X+(ω)) = I, entonces

X+(ω)Y+(ω) = X+(ω)Y + ωX+(ω)(X+(ω)>X+(ω))†X+(ω)>S(I−P),

reagrupando y usando la definición de Q(ω) llegamos a,

X+(ω)(Y+(ω)−Y ) = ωQ(ω)S(I−P). (2.38)

Ahora, nótese que,

X+(ω)Y+(ω)−XY = (X+(ω)−X)Y + X+(ω)(Y+(ω)−Y ),

sustituyendo (2.37) y (2.38) en la ecuación anterior obtenemos,

X+(ω)Y+(ω)−XY = ωSP + ωQ(ω)S(I−P), (2.39)

distribuyendo tenemos que,

X+(ω)Y+(ω)−XY = ωSP + ωQ(ω)S−ωQ(ω)SP,
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luego,
X+(ω)Y+(ω)−XY = ω(I−Q(ω))SP + ωQ(ω)S. (2.40)

Por lo tanto,

||X+(ω)Y+(ω)−XY ||2F = ω
2||(I−Q(ω))SP||2F + ω

2||Q(ω)S||2F . (2.41)

ya que Q(ω) proyecta sobre R(X+(ω)), y I−Q(ω) proyecta sobre R(X+(ω))⊥.

Finalmente, de (2.40) y las propiedades de proyecciones ortogonales, tenemos:

〈ωS,(X+(ω)Y+(ω)−XY )〉= ω
2〈S,(I−Q(ω))SP〉+ ω

2〈S,Q(ω)S〉,

luego,
〈ωS,(X+(ω)Y+(ω)−XY )〉= ω

2〈SP,(I−Q(ω))SP〉+ ω
2〈S,Q(ω)S〉,

aśı,
〈ωS,(X+(ω)Y+(ω)−XY )〉= ω

2||(I−Q(ω))SP||2F + ω
2||Q(ω)S||2F ,

sustituyendo (2.41) en la ecuación anterior obtenemos,

〈ωS,(X+(ω)Y+(ω)−XY )〉= ||X+(ω)Y+(ω)−XY ||2F .

lo que prueba el lema.2

Nótese que,
1
ω
||XY −Zω ||F =

1
ω
||XY −XY −ωS||F

=
1
ω
||−ωS||F

aśı,
1
ω
||XY −Zω ||F = ||S||F . (2.42)

Además, luego de los dos primeros pasos del esquema iterativo Nsor se tiene que,

1
ω
||X+(ω)Y+(ω)−Zω ||F ≤ ||S||F ,

y la desigualdad se satisface de forma estricta a menos que las dos primeras ecuaciones de las
condiciones de optimalidad de (2.5) se cumplan. O equivalentemente,

1
ω2 (||PΩC(X+(ω)Y+(ω)−Zω)||2F + ||PΩ(X+(ω)Y+(ω)−Zω)||2F)≤ ||S||2F . (2.43)

Lema 3 Sea (X+(ω),Y+(ω)) generado por el esquema iterativo Nsor para cualquier ω ≥ 1, en-
tonces

1
ω2 ||X+(ω)Y+(ω)−Zω ||2F = ||(I−Q(ω))S(I−P)||2F = ||S||2F −ρ12(ω), (2.44)

donde,
ρ12(ω) := ||SP||2F + ||Q(ω)S(I−P)||2F (2.45)

es la cantidad de reducción del residual ||S||2F después de los dos primeros pasos del esquema
iterativo Nsor.
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DEMOSTRACIÓN: De la definición de Zω se cumple que,

X+(ω)Y+(ω)−Zω = X+(ω)Y+(ω)−XY −ωS,

sustituyendo (2.39) en la ecuación anterior se tiene que,

X+(ω)Y+(ω)−Zω = [ωSP + ωQ(ω)S(I−P)]−ωS,

asociando y sacando factor común se obtiene,

X+(ω)Y+(ω)−Zω = ωQ(ω)S(I−P)−ωS(I−P),

luego,
X+(ω)Y+(ω)−Zω =−ω(I−Q(ω))S(I−P),

aplicando norma Frobenius al cuadrado en ambos lados obtenemos,

||X+(ω)Y+(ω)−Zω ||2F = ω
2||(I−Q(ω))S(I−P)||2F ,

por lo tanto,
1

ω2 ||X+(ω)Y+(ω)−Zω ||2F = ||(I−Q(ω))S(I−P)||2F .

lo cual prueba la primera igualdad de (2.44). Por otro lado, por definición de Zω tenemos que,

||X+(ω)Y+(ω)−Zω ||2F = ||X+(ω)Y+(ω)−XY −ωS||2F ,

por definición sabemos que,

||X+(ω)Y+(ω)−XY −ωS||2F = 〈(X+(ω)Y+(ω)−XY −ωS),(X+(ω)Y+(ω)−XY −ωS)〉,

aśı, de las dos ecuaciónes anteriores obtenemos,

||X+(ω)Y+(ω)−Zω ||2F = 〈(X+(ω)Y+(ω)−XY −ωS),(X+(ω)Y+(ω)−XY −ωS)〉,

luego por propiedades de producto interno obtenemos,

||X+(ω)Y+(ω)−Zω ||2F = ||X+(ω)Y+(ω)−XY ||2F + ω
2||S||2F −2ω〈S,(X+(ω)Y+(ω)−XY )〉,

utilizando el Lema 2 se obtiene,

||X+(ω)Y+(ω)−Zω ||2F = ||X+(ω)Y+(ω)−XY ||2F + ω
2||S||2F −2||X+(ω)Y+(ω)−XY ||2F ,

aśı,
||X+(ω)Y+(ω)−Zω ||2F = ω

2||S||2F −||X+(ω)Y+(ω)−XY ||2F ,

sustituyendo (2.39) en la ecuación de arriba llegamos a,

||X+(ω)Y+(ω)−Zω ||2F = ω
2||S||2F −||ωSP + ωQ(ω)S(I−P)||2F ,

o equivalentemente,

||X+(ω)Y+(ω)−Zω ||2F = ω
2||S||2F −〈ωSP + ωQ(ω)S(I−P),ωSP + ωQ(ω)S(I−P)〉

luego,

||X+(ω)Y+(ω)−Zω ||2F = ω
2||S||2F −ω

2||SP||2F −2ω
2〈SP,Q(ω)S(I−P)〉−ω

2||Q(ω)S(I−P)||2F ,



24

como 〈SP,Q(ω)S(I−P)〉= 0, obtenemos

||X+(ω)Y+(ω)−Zω ||2F = ω
2||S||2F −ω

2||SP||2F −ω
2||Q(ω)S(I−P)||2F ,

sacando factor comun de −ω2 tenemos que,

||X+(ω)Y+(ω)−Zω ||2F = ω
2||S||2F −ω

2[||SP||2F + ||Q(ω)S(I−P)||2F ]

o equivalentemente,
||X+(ω)Y+(ω)−Zω ||2F = ω

2||S||2F −ω
2
ρ12(ω)

por lo tanto,
1

ω2 ||X+(ω)Y+(ω)−Zω ||2F = ||S||2F −ρ12(ω)

lo cual prueba la segunda igualdad de (2.44).2

Ahora, luego de los tres primeros pasos en el esquema iterativo Nsor, tenemos que,

||PΩC(X+(ω)Y+(ω)−Z+(ω))||F = 0,

ya que PΩC(Zω)≡PΩC(XY ) independientemente del valor de ω. Consecuentemente, la reducción
del residual después de los tres pasos es,

ρ3(ω) :=
1

ω2 ||PΩC(X+(ω)Y+(ω)−XY )||2F . (2.46)

Otra formula para ρ3 es la siguiente:

ρ3(ω) := ||PΩC(SP + Q(ω)S(I−P))||2F , (2.47)

la cual se desprende de la igualdad (2.39).

El cambio del valor del residual luego del cuarto paso esta dado por:

ρ4(ω) :=
1

ω2 ||PΩ(X+(ω)Y+(ω)−Zω)||2F −||S+(ω)||2F ;

o equivalentemente,

ρ4(ω) :=
1

ω2 ||S+(ω)+(ω−1)S||2F −||S+(ω)||2F ≥ 0. (2.48)

Claramente, ρ4(1) = 0.

Proposicion 3 Para valores de ω > 1 se satisface la siguiente igualdad:

ω2ρ4(ω)

ω−1
= (ω−1)(||S||2F −||S+(ω)||2F)−2S+(ω)• (S+(ω)−S). (2.49)
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DEMOSTRACIÓN:

En efecto, de la igualdad (2.48) se tiene que:

ω2ρ4(ω)

ω−1
=

1
ω−1

||S+(ω)+(ω−1)S||2F −
ω2

ω−1
||S+(ω)||2F

luego por la definición de la norma Frobenius tenemos que:

ω2ρ4(ω)

ω−1
=

1
ω−1

〈S+(ω)+(ω−1)S,S+(ω)+(ω−1)S〉− ω2

ω−1
〈S+(ω),S+(ω)〉

por las propiedades del producto interno obtenemos,

ω2ρ4(ω)

ω−1
=

1
ω−1

〈S+(ω),S+(ω)〉+ 1
ω−1

〈S+(ω),(ω−1)S〉+ 1
ω−1

〈(ω−1)S,S+(ω)〉+

+ 1
ω−1〈(ω−1)S,(ω−1)S〉− ω2

ω−1〈S+(ω),S+(ω)〉

asociando, usando propiedades del producto interno y reacomodando la expresión anterior obte-
nemos,

ω2ρ4(ω)

ω−1
=

1−ω2

ω−1
〈S+(ω),S+(ω)〉+ 〈S+(ω),S〉+ 〈S,S+(ω)〉+(ω−1)〈S,S〉

o equivalentemente,

ω2ρ4(ω)

ω−1
=−(1 + ω)〈S+(ω),S+(ω)〉+ 2〈S+(ω),S〉+(ω−1)〈S,S〉

aśı,
ω2ρ4(ω)

ω−1
=−(ω−1 + 2)〈S+(ω),S+(ω)〉+ 2〈S+(ω),S〉+(ω−1)〈S,S〉

distribuyendo en la ecuación anterior tenemos que,

ω2ρ4(ω)

ω−1
=−(ω−1)〈S+(ω),S+(ω)〉−2〈S+(ω),S+(ω)〉+ 2〈S+(ω),S〉+(ω−1)〈S,S〉

reordenando obtenemos que,

ω2ρ4(ω)

ω−1
= (ω−1)〈S,S〉− (ω−1)〈S+(ω),S+(ω)〉−〈2S+(ω),S+(ω)〉+ 〈2S+(ω),S〉

o equivalentemente,

ω2ρ4(ω)

ω−1
= (ω−1)(||S||2F −||S+(ω)||2F)−2S+(ω)• (S+(ω)−S)

con lo cual queda probada la proposición. 2

Proximamente, nos disponemos a probar que la rata de cambio de ρ4(ω) en ω = 1+ es no-
negativa.

Lema 4

lı́m
ω→1+

ρ4(ω)

ω−1
= 2||PΩc(X+(1)Y+(1)−XY )||2F ≥ 0. (2.50)
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DEMOSTRACIÓN:

Sea ω → 1 y denotemos por S+ a S+(1). Nótese que,

lı́m
ω→1+

ρ4(ω)

ω−1
= lı́m

ω→1+

ω2ρ4(ω)

ω−1

ahora, de la proposición 3 se deduce que,

lı́m
ω→1+

ω2ρ4(ω)

ω−1
=−2S+ • (S+−S)

por lo tanto,

lı́m
ω→1+

ρ4(ω)

ω−1
=−2S+ • (S+−S)

de las propiedades del producto interno tenemos que,

lı́m
ω→1+

ρ4(ω)

ω−1
=−2〈S+,S+〉+ 2〈S+,S〉

sumando y restando tanto 2〈S,S+〉 como 2〈S,S〉 en la ecuación anterior obtenemos,

lı́m
ω→1+

ρ4(ω)

ω−1
=−2〈S+,S+〉+ 2〈S+,S〉+ 2〈S,S+〉−2〈S,S+〉+ 2〈S,S〉−2〈S,S〉

asociando se tiene que,

lı́m
ω→1+

ρ4(ω)

ω−1
= [−2〈S+,S+〉+ 2〈S+,S〉+ 2〈S,S+〉−2〈S,S〉]−〈2S,S+〉+ 2〈S,S〉

o equivalentemente,

lı́m
ω→1+

ρ4(ω)

ω−1
=−2〈S+−S,S+−S〉−〈2S,S+〉+ 2〈S,S〉

aśı,

lı́m
ω→1+

ρ4(ω)

ω−1
=−2||S+−S||2F −2S• (S+−S)

de las definiciones de S y de S+ obtenemos,

lı́m
ω→1+

ρ4(ω)

ω−1
=−2||PΩ(X+Y+−XY )||2F + 2S• (X+Y+−XY )

o equivalentemente,

lı́m
ω→1+

ρ4(ω)

ω−1
= 2[S• (X+Y+−XY )−||PΩ(X+Y+−XY )||2F ]

luego, por el lema 2 y usando el hecho de que ||X+Y+−XY ||2F = ||PΩ(X+Y+−XY )||2F +||PΩC(X+Y+−
XY )||2F se concluye que,

lı́m
ω→1+

ρ4(ω)

ω−1
= 2||PΩc(X+(1)Y+(1)−XY )||2F ≥ 0

lo cual completa la demostración del lema 4.2

A continuación, probaremos el siguiente resultado acerca de la propiedad de reducción del
residual del algoritmo nolineal SOR.
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Teorema 4 Asumase que rank(Zω) = rank(Z),∀ω ∈ [1,ω1] para algun ω1≥ 1. Sea (X+(ω),Y+(ω),Z+(ω))
denerado por el esquema iterativo Nsor comensando en un punto no estacionario (X ,Y,Z), y ρ12,
ρ3 y ρ4 definidos como en (2.45), (2.46) y (2.48) respectivamente. Entonces existe algun ω2 ≥ 1
tal que

||S||2F −||S+(ω)||2F = ρ12 + ρ3 + ρ4 > 0,∀ω ∈ [1,ω2] (2.51)

donde ρ12(ω),ρ3(ω)≥ 0 por definición. Además, siempre que ρ3(1) > 0 (o equivalentemente
PΩC(X+(1)Y+(1)−XY ) 6= 0) y ω1 > 1, entonces ω2 > 1 puede ser escogido tal que ρ4(ω) > 0,∀ω ∈
(1,ω2].

Próximamente, presentamos un resultado de convergencia del algoritmo LMaFit. Como el
modelo (2.3) es no-convexo, solo seremos capaces de establecer la convergencia para un punto
estacionario bajo una leve suposición. Notemos que la función objetivo es acotada inferiormente
por cero y se reduce en al menos en una cantidad de ρ3 en cada iteración. Tiene que ocurrir
(vease (2.46)) que:

PC
Ω(Xk+1Y k+1−XkY k)→ 0.

Debido a lo mencionado arriba, es completamente rasonable asumir que {PC
Ω

(XkY k)} sigue
siendo acotada, salvo la alternativa poco probable que ||PC

Ω
(XkY k)|| → ∞.

Teorema 5 Sea {(Xk,Y k,Zk)} una sucesión generada por el algoritmo LMaFit y {PΩC(XkY k)}
acotada. Entonces existe por lo menos una subsucesión de {(Xk,Y k,Zk)} que satisface las condi-
ciones de optimalidad de primer orden (2.5) en el limite.

DEMOSTRACIÓN:

Como consecuencia del algoritmo LMaFit y del hecho de que la sucesión {PΩC(XkY k)} es
acotada se tiene que tanto la sucesión {Zk} como la sucesión {XkY k} son acotadas. Es suficiente
probar las dos primeras ecuaciones de las condiciones de optimalidad (2.5) ya que las otras
dos ecuaciones son satisfechas por la propia construcción del algoritmo LMaFit. Sin perdida de
generalidad, asumamos que la sucesión {Xk} es generada por el esquema análogo al esquema
alternativo 2 : Identifiquemos por (X ,Y ) = (Xk,Y k) y sea ω ∈ [1, ω̃]

Zω = ωZ +(1−ω)XY, X+ = orth(ZωY>), Y+ = X>+ Zω ,

Obviamente, la secesión {Xk} es acotada. Además, la sucesión {Y k} también es acotada de-
bido a que tanto {Zk} como {XkY k} son sucesiones acotadas.

Sea I = {k : ρk
4(ωk)≥ 0}, y I C el complemento del conjunto I . Como consecuencia de (2.51)

tenemos que,

||S0||2F ≥ ∑
i∈I

ρ
i
12(ω) = ∑

i∈I
(||SiPi||2F + ||QiSi(I−Pi)||2F). (2.52)
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Ahora, consideraremos los suguientes tres casos.

Caso1 : supongamos que |I C|< ∞. Aśı, de (2.52) obtenemos que,

lı́m
i→∞
||SiPi||2F = 0 y lı́m

i→∞
||QiSi||2F = 0. (2.53)

A partir de la conctrucción del esquema iterartivo Nsor obtenemos las siguientes igualdades:

PΩ(M) = PΩ(Zi), PΩC(Zi) = PΩC(X iY i), Pi = U i(U i)>,

donde U i = orth((Y i)>). Por lo tanto,

SiPi = PΩ(M−X iY i)Pi = PΩ(Zi−X iY i)Pi = (Zi−X iY i)Pi = (Zi−X iY i)U i(U i)>,

lo cual produce que lı́mi→∞(Zi−X iY i)U i = 0 debido a la primera igualdad de (2.53). Ahora, como
U i is una base ortonormal para R((Y i)>) y la sucesión {Y i} es acotada, conseguimos lo siguiente,

lı́m
i→∞

(Zi−X iY i)(Y i)> = 0. (2.54)

Utilizando Qi = V i(V i)>, donde V i is una base ortonormal para (X i+1), obtenemos

QiSi = QiSi+1 + Qi(Si−Si+1) = V i(V i)>(Zi+1−X i+1Y i+1)+ Qi(Si−Si+1). (2.55)

Usando (2.41) y (2.53) tenemos que,

||Si−Si+1||2F ≤ ||X i+1Y i+1−X iY i||2F ≤ (ω̃)2(||SiPi||2F + ||QiSi(I−Pi)||2F)→ 0,

por lo tanto, lı́mi→∞ ||Si−Si+1||F = 0. Este resultado, junto con (2.53) y (2.55), prueba que

(V i)>(Zi+1−X i+1Y i+1)→ 0.

En vista de que la sucesión {X i}, es acotada, se concluye que

lı́m
i→∞

(X i)>(X iY i−Zi) = 0. (2.56)

Caso2 : Supongamos que |I C| = ∞ y que |{k ∈ I C : γ(ωk) ≥ ω1}| < ∞. Aśı, para k ∈ I C sufi-
cientemente grande tenemos que,

||Sk+1||F < γ1||Sk||F .

Consecuentemente, lı́mk→∞,k∈I C ||Sk||F = 0. Como ||Sk|| es no-creciente, la sucesión completa
converge a el minimizador objetivo de (2.3).

Caso3 : Supongamos que |I C| = ∞ y que |{i ∈ I C : γ(ω i) ≥ ω1}| = ∞. Entonces el algoritmo
LMaFit resetea ω i = 1 para un número infinito de iteraciones. De (2.52) se obtiene que,

||S0||2F ≥ ∑
i∈I1

ρ
i
12(ω) = ∑

i∈I1

(||SiPi||2F + ||QiSi(I−Pi)||2F . (2.57)

Por lo tanto, la sucesión en I1 satisface (2.54) y (2.56) mediante la repetición de los pasos
análogos de la prueba del caso 1.2



Caṕıtulo 3

Métodos de Lagrangeano aumentado
en la factorización de bajo rango

En este caṕıtulo desarrollaremos nuestra propuesta, la cual esta fundamentada en la aplicación
del método del lagrangeano aumentado (ALM) al problema (2.3), con ella buscamos evitar el
método de sobrerrelajación sucesiva (SOR) para la resolución del sistema de ecuaciones que se
genera a partir de las condiciones de optimalidad. Esperamos un mejor desempeño con esta nueva
propuesta debido a que en dicha propuesta se emplea la dualidad.

3.0.1. El método de Gauss-Seidel no lineal

En la presente sección, estableceremos el método de Gauss-Seidel no lineal similarmente al
esquema básico 1, para resolver el sistema de ecuaciones que se obtiene de las condiciones de
optimalidad que resultan de la minimización de la función lagrangeana aumentada asociada
al problema (2.3) en cada iteración. Consideremos la función lagrangeana aumentada para el
problema (2.3), la cual viene dada por:

L(X ,Y,Z,Λ,µ) =
1
2
||XY −Z||2F + 〈Λ,PΩ(Z−M)〉+ µ

2
||PΩ(Z−M)||2F (3.1)

Se puede establecer las condiciones de optimalidad de primer orden para la minimización de
la funcion Lagrangeana Aumentada por medio del siguiente sistema:

(XY −Z)Y> = 0 (3.2)

X>(XY −Z) = 0 (3.3)

PΩ(Z−XY )+PΩ(Λ)+ µPΩ(Z−M) = 0 (3.4)

PΩC(Z−XY ) = 0 (3.5)

PΩ(Z−M) = 0 (3.6)

Primero estableceremos el ALM para el problema (2.3).
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ALM para (2.3)

ENTRADA: M

1. Λ∗0 = 0; µ0 = 1; ρ > 1; k = 0.

2. Mientras no converge, hacer

3. resolver (X∗k+1,Y
∗
k+1,Z

∗
k+1) := argminX ,Y,ZLµk(X ,Y,Z,Λ∗k);

4. Λ∗k+1 := Λ∗k + µkPΩ(Z∗k+1−M);

5. µk+1 := ρµk; k := k + 1;

6. fin (Mientras)

SALIDA: xk,λk

Notemos que en cada iteración el algoritmo del Lagrangeano Aumentado para problema (2.3)
fija las variables Λ y µ y luego calcula el argumento que minimiza Lµ(X ,Y,Z,Λ) para las varia-
bles X ,Y y Z, después actualiza las variables Λ y µ y sigue haciendo el mismo procedimiento
hasta que converja. Por ejemplo, para valores fijos Λ y µ es necesario obtener la solución para
minX ,Y,ZL(X ,Y,Z,λ ,µ). Esta minimización se puede acompañar con un esquema alternante sobre
las condiciones de optimalidad. Por ejemplo, para la instancia Y y Z fijos, obtenemos X+ resolvien-
do el problema minX L(X ,Y ,Z,Λ,µ). Luego fijando X+ y Z obtenemos Y+ = argminY L(X+,Y,Z,Λ,µ),
y finalmente fijando X+ y Y+ obtenemos Z+ = argminZL(X+,Y+,Z,Λ,µ).

Usando las condiciones de optimalidad adecuadamente para cada problema, obtenemos el
siguiente esquema iterativo (Método Gauss-Seidel no-lineal para nuestro problema):

Esquema ALM-GS

X+ := ZY † ≡ ZY>(YY>)†, (3.7)

Y+ := (X+)†Z ≡ (X>+ X+)†(X>+ Z), (3.8)

Z+ := X+Y+ +
µ

1 + µ
PΩ(M−X+Y+−

1
µ

Λ). (3.9)

3.0.2. Esquemas Alternativos

En esta sección presentaremos dos esquemas equivalentes al esquema ALM-GS, como alte-
nativas de dicho esquema, que se obtienen de manera similar a como hicimos en el caṕıtulo 2,
que pueden ser más eficientes a la hora de implementarlos en la práctica. Primero notemos que
el lema 1 se sigue satisfaciendo para el esquema ALM-GS, ya que en tal esquema, los iterados
X+ y Y+ son iguales a los presentados en el caṕıtulo 2, aśı que de manera similar como se hizo
en el caṕıtulo 2, podemos establecer los dos siguientes esquemas alternativos:
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Esquema alternativo 1

X+ := ZY>, (3.10)

Y+ := (X+)†Z ≡ (X>+ X+)†(X>+ Z), (3.11)

Z+ := X+Y+ +
µ

1 + µ
PΩ(M−X+Y+−

1
µ

Λ). (3.12)

La segunda variante del esquema ALM-GS, calcula la proyección ortogonal PZY> = VV>,
donde V := orth(ZY>) es una base ortonormal del subespacio R(ZY>). Por tanto podemos escribir
X+Y+ = VV>Z, aśı obtenemos el siguiente esquema:

Esquema alternativo 2

X+ := V, (3.13)

Y+ := V>Z, (3.14)

Z+ := X+Y+ +
µ

1 + µ
PΩ(M−X+Y+−

1
µ

Λ). (3.15)

Este último esquema, con frecuencia es preferido debido a que el cálculo del paso (3.14) me-
diante la factorización QR es generalmente más estable que resolver las ecuaciones normales.
Usando el esquema ALM-GS construimos el siguiente algoritmo:

Alternating ALM for LRMC (Lagrangean12)

ENTRADA: M

1. Λ0 = 0; Y0 = I; Z0 = PΩ(M); µ0 = 1; ρ > 1; k = 0.

2. Mientras no converge, hacer

3. **ĺıneas 4-9 resolver (Xk+1,Yk+1,Zk+1) := argminX ,Y,ZLµk(X ,Y,Z,Λk);

4. Mientras no converge, hacer

5. X l+1
k := Zl

k(Y
l
k )>(Y l

k (Y l
k )>)†;

6. Y l+1
k := ((X l+1

k )>X l+1
k )†(X l+1

k )>Zl
k;

7. Zl+1
k := X l+1

k Y l+1
k + µk

1+µk
PΩ(M−X l+1

k Y l+1
k − 1

µk
Λk);

8. l := l + 1;

9. Fin (Mientras).

10. (Xk+1,Yk+1,Zk+1) := (X l
k+1,Y

l
k+1,Z

l
k+1);

11. Λk+1 := Λk + µkPΩ(Zk+1−M);

12. µk+1 := ρµk
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13. k := k + 1;

14. Fin (Mientras).

SALIDA: (Xk,Yk,Zk),Λk.

Fijémonos que en el algoritmo anterior, la minimización de la función lagrangeana aumen-
tada se resuelve entre las lineas 4 y 9 por medio del método del Gauss-Seidel no lineal, este
método puede ser cambiado por cualquiera de los dos esquemas alternativos que mencionamos
anteriormente o incluso, se pueden utilizar de forma intercambiada al igual que en el algoritmo
de LMaFit que presentamos en el Caṕıtulo 2.

3.1. Un algoritmo h́ıbrido ALM-SOR para el problema MC

De acuerdo a los experimentos numéricos que realizamos a lo largo de esta investigación
(algunos son presentados en el caṕıtulo 3), nos dimos cuenta que el algoritmo Lagrangean12
se desempeña bastante bien en lo que respecta a la calidad de la solución, inclusive en algunos
casos es más rápido que el algoritmo LMaFit, pero no es suficientemente rápido en cuanto a las
iteraciones y al tiempo que realiza para conseguir tal solución en el caso de problemas de gran
tamaño, en vista de este hecho, la siguiente idea (la cual no era la idea inicial) es implementar
un nuevo algoritmo el cual será una especie de h́ıbrido que utilizará el método del lagrangeano
aumentado (ALM), y en lugar del esquema alternante de Gauss-Seidel, utilizará de manera si-
milar al paper [1] el método de sobrerrelajación sucesiva (SOR).

Concorde a lo anteriormente dicho, lo que buscamos es resolver en cada iteración la minimi-
zación de la función lagrangeana aumentada, resolviendo el sistema de ecuaciones que obtenemos
a partir de las condiciones de optimalidad, por medio del método de sobrerrelajación sucesiva,
es decir:

ALM-SOR teórico

X+ := ZY † ≡ ZY>(YY>)†, (3.16)

X+(ω) := ωX+ +(1−ω)X , (3.17)

Y+ := (X+(ω))†Z ≡ (X+(ω)>X+(ω))†(X+(ω)>Z), (3.18)

Y+(ω) := ωY+ +(1−ω)Y, (3.19)

Z+ := X+(ω)Y+(ω)+
µ

1 + µ
PΩ(M−X+(ω)Y+(ω)− 1

µ
Λ). (3.20)

donde ω ≥ 1. Obviamente si ω = 1 recuperamos el Método Gauss-Seidel no-lineal para nuestro
problema. De manera similar a lo expuesto en el caṕıtulo 2, si denotamos al residual por:

S := PΩ(M−XY ) (3.21)

el cual puede ser usado para medir la optimalidad. Notemos que luego de cada iteración la
variable Z puede ser expresada como:

Z = XY +
1

1 + µ
(µS−PΩ(Λ)) (3.22)
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Definamos a nuestro Zω por:

Zω := XY + ω(
µ

1 + µ
)PΩ(M−XY − 1

µ
Λ)

ahora bien, por la difinición de S obtenemos que:

Zω = XY + ω
µ

1+µ
S− ω

1+µ
PΩ(Λ)

= XY + ωZ−ωXY + ω

1+µ
PΩ(Λ)− ω

1+µ
PΩ(Λ)

= ωZ +(1−ω)XY

fijémonos que en la última igualdad obtuvimos,

Zω = ωZ +(1 + ω)XY

al igual que en el caṕıtulo 2, aśı que los cálculos que se realizaron en tal caṕıtulo también se
satisfacen para nuestro caso, lo cual nos permite recuperar el esquema ALM-SOR teórico
mediante el siguiente esquema:

ALM-SOR modificado

X+(ω) := ZωY † ≡ ZωY>(YY>)†, (3.23)

Y+(ω) := (X+(ω))†Zω ≡ (X+(ω)>X+(ω))†(X+(ω)>Zω), (3.24)

Z+(ω) := X+(ω)Y+(ω)+
µ

1 + µ
PΩ(M−X+(ω)Y+(ω)− 1

µ
Λ). (3.25)

Usando este último esquema de aproximación y estimando el parámetro ω de forma análoga
a como fué mostrado en el caṕıtulo 2, construimos el siguiente algoritmo (Lagrangeansor)

Lagrangeansor

ENTRADA: M

1. Λ0 = 0; Y0 = I; Z0 = PΩ(M); µ0 = 1; ρ > 1; k = 0; ω = 1; ω̃ > 1; δ > 0; γ1 ∈ (0,1).

2. Mientras no converge, hacer

3. **ĺıneas 4-12 resolver (Xk+1,Yk+1,Zk+1) := argminX ,Y,ZLµk(X ,Y,Z,Λk);

4. Mientras no converge, hacer

5. X l+1
k (ω) := Zl

ω(Y l
k )>(Y l

k (Y l
k )>)†;

6. Y l+1
k (ω) := ((X l+1

k (ω))>X l+1
k (ω))†(X l+1

k (ω))>Zl
ω ;

7. Zl+1
k (ω) := X l+1

k (ω)Y l+1
k (ω)+ µk

1+µk
PΩ(M−X l+1

k (ω)Y l+1
k (ω)− 1

µk
Λk);

8. calcular γ(ω) de acuerdo a (2.27).
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9. si γ(ω)≥ 1 entonces hacemos ω = 1 y vovemos al paso 5

10. l := l + 1;

11. si γ(ω)≥ γ1 entonces hacemos δ = máx(δ ,0,25(ω−1)) y ω = mı́n(ω + δ , ω̃)

12. Fin (Mientras).

13. (Xk+1,Yk+1,Zk+1) := (X l
k+1,Y

l
k+1,Z

l
k+1);

14. Λk+1 := Λk + µkPΩ(Zk+1−M);

15. µk+1 := ρµk

16. k := k + 1;

17. Fin (Mientras).

SALIDA: (Xk,Yk,Zk),Λk.

Notemos que en el algoritmo anterior, la minimización de la función lagrangeana aumentada
se resuelve entre las lineas 4 y 12 por medio del método SOR no lineal, este método puede
ser sustituido por cualquiera de los dos esquemas alternativos análogos a los que mencionamos
anteriormente o incluso, se pueden utilizar de forma intercambiada al igual que en el algoritmo
de LMaFit que se mostró en el Caṕıtulo 2.



Caṕıtulo 4

Experimentación Numérica

4.1. Experimentos sobre matrices generadas aleatoreamente

En esta sección crearemos matrices M ∈ Rm×n de rango r aleatoriamente, mediante el si-
guiente procedimiento, primero, generaremos dos matrices aleatorias ML ∈Rm×r y MR ∈Rn×r con
entradas Gaussianas estandar y entonces se ensambla la matriz M = MLM>R , luego construimos el
subconjunto Ω de p entradas escogidas aleatoriamente con distribución uniforme de la matriz M.
La tasa p

(mn) entre el número de medidas y el número total de entradas de la matriz es denotado

por ”SR” (Sampling ratio). La tasa r(m+n−r)
p entre el grado de libertad en una matriz de rango r

y el número de muestras o medidas es denotado por ”FR”.

Primero, examinaremos la sensibilidad de nuestro algoritmo Lagrangeansor para el rango inicial
K, utilizando la estrategia del rango decreciente para la estimación del rango. En esta prueba,
utilizamos matrices con m = n = 1000 y de rango r = 10. Generamos tres pruebas para tres valores
diferentes de SR, es decir, para los valores SR = 0,04, SR = 0,08 y para SR = 0,3 respectivamente.
En cada caso, corrimos nuestro Lagrangeansor para cada K = 10,11,12, ...,30; en las siguientes
gráficas, mostraremos el número de iteraciones y el CPU time para cada uno de dichos valores de
K. Cabe destacar que tomamos los siguientes parámetros rho = 2, miu = 10 y reschgxy < 1∗ tol.

En la gráfica (a) podemos observar que el número de iteraciones se mantiene casi al mismo
nivel y el CPU time también parece mantenerse aproximadamente estable a medida que se
incrementa el valor de K.

(a) Número de iteraciones (b) Número de iteraciones
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4.1.1. Experimentos con datos simulados

Ahora consideraremos aplicar nuestros algoritmos y el LMaFit a varios tipos de problemas,
generados aleatoriamente en MATLAB. La información de los distintos experimentos fué reco-
lectada en varias tablas (vease anexos).

En el primer experimento, nuestro proposito fué el de comparar los algoritmos Lagrangean12
y Lagrangeansor, es decir comparar el desempeño del método del Lagrangeano aumentado con
el esquema GS en contraste con el método del lagrangeano aumentado junto con el esquema
SOR. En dicho experimento generamos aleatoreamente matrices cuadradas de diversos tamaños
(tamaño m), además, para ambos solvers resolvimos los problemas para un rango inicial igual a
k = [1,5r]. Los valores del sampling ratio (sr) se pueden visualizar en la TABLA 1, además, para
ambos algoritmos utilizamos los siguientes parámetros: miu = 10,rho = 2,5 y reschgxy < 10tol,
también, aclararemos que los últimos 4 problemas son esparsos y el resto son problemas comple-
tos (Z f ull = 1).

En la TABLA 1 recogimos los siguientes datos: Rgest (representa el rango de la matriz que
genera cada software), Tiempo (representa el tiempo de corrida), Err.rel (representa el error rela-
tivo) y Iter (representa el numero de iteraciones). La estadistica contenida en dicha tabla verifica
claramente que el algoritmo Lagrangeansor es mucho mas rápido y hace menos iteraciones que el
algiritmo Lagrangean12 sobre todo cuando la matriz es de mayor orden. También notamos que
el algoritmo Lagrangeansor es un poco más preciso en la calidad de la solución que el algoritmo
Lagrangean12 en la mayoria de los casos.

Próximamente, compararemos el desempeño del algoritmo Lagrangeansor frente al algoritmo
LMaFit en diversos tipos de problemas: en problemas muy pequeños donde el orden de la matriz
es m = n = 10, la información de estos experimentos esta contenida en la TABLA 2, también se
estudia la comparación de dichos algoritmos para problemas de data pequeña(m = n = 100) y
mediana(m = n = 500), cuya información esta contenida en la TABLA 3 y la TABLA 4 respec-
tivamente.

En todos estos experimentos, generamos aleatoreamente los diversos problemas y escogimos el
sampling ratio (sr) en el siguiente conjunto {0,04,0,8,0,15,0,20,0,25,0,30,0,35,0,40,0,50,0,55},
además, tanto para el LMafit como para el Lagrangeansor, resolvimos los problemas para
valores del rango inicial de k = [1,25r] y k = [1,5r]. Notemos también que para la TABLA 2 el
rango de la matriz generada fué de r = 2; en los problemas de la TABLA 3 el rango fué de r = 2,
r = 10 y r = 20, y para la TABLA 4 el rango tomó los valores de r = 10,50,100.

En todas estas tablas recogimos los siguientes datos: Rgest (representa el rango de la matriz
que genera cada software), Tiempo (representa el tiempo de corrida), Err.rel (representa el error
relativo) y Iter (representa el numero de iteraciones).

Por último, comparamos el desempeño de los tres algoritmos en problemas generados aleato-
reamente y de diversos tamaños. La informacion de este último experimento se puede observar
en la TABLA 5.
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4.2. Experimentos de data real

4.2.1. Jester jokes and Movie Lens.

En esta subsección, consideraremos problemas de aproximación de matrices de rango bajo
basados en dos conjuntos de ”datos reales”: el conjuto de datos Jester joke [23] y el conjunto de
datos MovieLens [22]. En ambos conjuntos de datos, solo cierta cantidad de datos esta disponible
de las matrices subyacentes desconocidas las cuales son poco probables que sean exactamente
de rango bajo. Sin embargo, los ”solvers”de completación de matrices se han aplicado a tales
problemas para probar su abilidad de producir aproximaciones de rango bajo.

Ambos problemas tanto el Jester Joke como el MovieLens son ejemplos de problemas del área de
sistemas de recomendación, el primero (Jester Jokes) trata acerca de una cierta lista de “chistes 2

una cierta cantidad de personas o usuarios que deben asignarle un valor o calificación a cada
“chiste”, pero como la cantidad de chistes es muy grande los usuarios solo califican una cierta
cantidad de ellos, de esta forma se puede construir una matriz de datos donde las filas represen-
tan a los usuarios y las columnas representan a los chistes, y donde la entrada (i,j) representa
la calificación que el usuario i le asigna a el chiste j, pero dicha matriz esta incompleta, aśı que
la idea es obtener una aproximación de bajo rango para la matriz “original”, y de esta forma
“predecir”la calificación que le asignaŕıa cada usuario a cada chiste. El segundo problema (Mo-
vieLens) trata acerca de un conjunto de peĺıculas de diversos temas (ciencia ficción, fantasia,
acción, terro, entre otros) y de una cierta cantidad de usuarios que deben calificar las peĺıculas,
pero como nuevamente la cantidad de peĺıculas es muy grande, los usuarios solo califican algunas
de ellas, obtenemos aśı un problema similar al Jester Jokes.

El conjunto de datos Jester Joke consiste de cuatro problemas ”jester-1”, ”jester-2”, ”jester-3 2

”jester-all”donde el último es obtenido mediante la combinación de los tres primeros conjuntos de
datos; el conjunto de datos MovieLens esta conformado por tres problemas: ”movie-100k”, ”movie-
1M 2”movie-10M”. Estos estan disponibles en www.ieor.berkeley.edu/∼Egoldberg/jester-
data y en www.grouplens.org respectivamente. Para LMaFit, Lagrangean12 y para La-
grangeansor nuestro conjunto de parámetros fue tol = 10−3, est rank = 2, K = 1 y rk ink = 2.
Además, escogimos como máxima estimación permitida para el rango de 80 para los problemas
del Jester jokes y 100 para los problemas del MovieLens para todos los ”solvers”. Esto se debe
a que como los problemas Jester joke solo tienen 100 columnas, no es significativo ajustar una
matriz de rango 100 al conjunto de datos Jester. Como las entradas de la matriz subyacente
M son disponibles o conocidas solo en el conjunto Ω, para medir precisión calculamos el error
absoluto medio normalizado (NMAE) mediante la fórmula:

NMAE =
1

(rmax− rmin)|Ω| ∑
(i, j)∈Ω

|Wi j−Mi j|

donde rmin y rmax son las cotas inferior y superior para las calificaciones. Espećıficamente, rmin =
−10, rmax = 10 para los problemas del Jester Joke y rmin = 1, rmax = 5 para los problemas Movie-
Lens. El reporte de los resultados numéricos de este experimento esta contenido en la TABLA 6
ubicada en los anexos.
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4.2.2. Completación de Matrices aplicado a imágenes

En esta subsección aplicaremos tanto el algoritmo LMaFit como también nuestros algoritmos
Lagrangean12 y Lagrangeansor para mejorar la calidad de imágenes tanto a color como en
escala de grices, mediante la eliminación de ruidos impulsivos. Aqúı la tarea es rellenar los valores
que deben ir en los pixeles perdidos de una imagen para lograr una buena aproximación a dicha
imagen. Este proceso en conocido como “inpainting”, especificamente cuando las posiciones de
los pixeles perdidos no estan distribuidos aleatoriamente. En su forma original, estos problemas
no son verdaderos problemas de completación de matrices, pero los solvers de completación de
matrices pueden ser aplicados para obtener aproximaciones de bajo rango.

En nuestro primer experimento, la imagen (800× 533) (c) representa la imagen original de la
bandera de Venezuela,la imagen (d) fué construida a partir de la imagen original (c) extrayéndo-
le un 50% de los pixeles de forma aleatoria, la imagen (e) muestra la aproximación obtenida del
algoritmo LMaFit a partir de la imangen (d), la imagen (f) representa la aproximación obtenida
del algoritmo Lagrangean12 a partir de la imagen (d) y por último la imagen (g) representa la
aproximación obtenida del algoritmo Lagrangeansor a partir de la imangen (d). Para la reali-
zación de tal experimento escogimos los siguientes parámetros: tol = 10−3, k = 20, est rank = 2 y
rank max = 90 para los tres algoritmos. Además, para nuestros algoritmos se tomaron valores de
miu = 10 y rho = 3. Un resumen de los resultados computacionales se muestra la siguiente tabla:

Ouput LMaFit Lagrangean12 Lagrangeansor

C1 C2 C3 C1 C2 C3 C1 C2 C3

Time 9.956 6.516 8.621 32.281 31.974 32.417 7.588 14.586 7.588

Rel Err. 0.0036 0.0084 0.0071 0.0034 0.0041 0.0028 0.0101 0.0047 0.0054

Iter 291 200 273 500 500 500 131 231 132

A partir de los datos mostrados en la tabla anterior, podemos decir que los algoritmos LMaFit
y Lagrangeansor necesitan básicamente la misma cantidad de tiempo para resolver cada pro-
blema, mientras que el algoritmo Lagrangean12 necesita mucho más tiempo que los anteriores,
además, el algoritmo Lagrangeansor realiza menos iteraciones en casi todos los problemas,
mientras que el algoritmo Lagrangean12 necesita el máximo de las iteraciones en cada proble-
ma. En cuanto, al error relativo, podemos apreciar que los tres algoritmos se comportan bastante
parecido.

A continuación mostramos las imágenes obtenidas en dicho experimento.

(c) Imagen original (d) Imagen corrupta al 50%
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(e) Aprox. de LMaFit (f) Aprox. de Lagrangean12 (g) Aprox. de Lagrangean-
sor

En la tabla anterior y en la tabla siguiente, las columnas C1, C2 y C3 corresponden a tres
problemas que se generan al intentar recuperar una imagen a color, esto se debe a que MATLAB
representa las imágenes a color por medio de un arreglo tridimensional, es decir, un arreglo for-
mado por tres matrices que unidas crean la imagen a color. Aśı, que en estos experimentos (el
primero y el segundo) Ci con i = 1,2,3 es un problema construido a partir de una de esas tres
matrices del arreglo tridimensional extrayendole el 50% de sus entradas de forma aleatoria. Lue-
go de obtener las aproximaciones para cada problema generado (C1,C2,C3), se puede construir
la imagen a color aproximada a la original por cada algoritmo, mediante la “unión”(formando
un arreglo tridimensional) de las tres soluciones aproximadas de las matrices que se generan en
cada uno de estos problemas.

En el segundo experimento, la imagen (h) representa la imagen original de la FVF de escala
160× 148, la imagen (i) fué construida a partir de la imagen original (h) extrayéndole un 50%
de los pixeles de forma aleatoria, la imagen (j) muestra la aproximación obtenida del algorit-
mo LMaFit a partir de la imangen (i), la imagen (k) representa la aproximación obtenida del
algoritmo Lagrangean12 a partir de la imangen (i) y por último, la imagen (l) representa la
aproximación del algoritmo Lagrangeansor a partir de la imagen (i). Para la realización de tal
experimento escogimos los siguientes parámetros: tol = 10−3, k = 20, est rank = 2 y rank max = 90
para los tres algoritmos. Además, para nuestros algoritmo, tomamos valores de miu = 10 y rho = 3.
Un resumen de los resultados computacionales se muestra la siguiente tabla:

Ouput LMaFit Lagrangean12 Lagrangeansor

C1 C2 C3 C1 C2 C3 C1 C2 C3

Time 0.297 0.247 0.253 0.544 0.482 0.461 0.410 0.342 0.433

Rel Err. 8.75e-4 9.30e-4 9.18e-4 9.62e-4 9.75e-4 9.66e-4 8.98e-4 9.98e-4 9.17e-4

Iter 152 122 128 175 161 160 130 118 141

De acuerdo con los datos mostrados en la tabla de arriba, podemos notar que el algoritmo
LMaFit es más rápido que los otros dos algoritmos, además, se puede observar que el algoritmo
Lagrangeansor hace menos iteraciones que los otros dos algoritmos, y en lo que se refiere a
la calidad de la solución podemos decir que los tres algoritmos se desempeñan bastante bien,
prácticamente, los tres algoritmos obtienen la misma calidad de solución.
Además, de estos datos también presentamos las siguientes imáganes.
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(h) Imagen original (i) Imagen corrupta al
50%

(j) Aprox. de LMaFit (k) Aprox. de Lagran-
gean12

(l) Aprox. de Lagran-
geansor

Claramente, las imágenes obtenidas por los tres algoritmos, no representan una buena calidad
de imagen, esto se debe a que la imagen original no es de rango bajo, sin embargo, representan
una apraximación modesta, considerando que la imagen (i) es de muy baja calidad.

En el tercer experimento, la imagen (m) representa la imagen original de la ajedrez de escala
266×192, la imagen (n) fué construida a partir de la imagen original (m) truncandola hasta su
rango 40, la imagen (ñ) fué construida a partir de la imagen original (m) extrayéndole un 50%
de los pixeles de forma aleatoria, la imagen (o) muestra la aproximación obtenida del algorit-
mo LMaFit a partir de la imagen (ñ), la imagen (p) representa la aproximación obtenida del
algoritmo Lagrangean12 a partir de la imagen (ñ),la imagen (q) representa la aproximación
obtenida por el algoritmo Lagrangeansor a partir de la imagen (ñ), la imagen (r) fué construida
a partir de la imagen (n) extrayendole un 50% de los pixeles de forma aleatoria, la imagen (s)
representa la aproximación obtenida del algoritmo LMaFit a partir de la imagen (r), la imagen
(t) representa la aproximación obtenida del algoritmo Lagrangean12 a partir de la imagen (r),
y por último, la imagen (u) representa la aproximación obtenida del algoritmo Lagrangeansor
a partir de la imagen (r).

Para la realización de tal experimento escogimos los siguientes parámetros: tol = 10−3, k = 20,
est rank = 2 y rank max = 80 para los tres algoritmos. Además, para nuestros algoritmos toma-
mos valores de miu = 10 y rho = 3. En la siguiente tabla mostramos los resultados obtenidos por
los algoritmos, para recuperar la matriz que representa la imagen (m) a partir de la matriz que
representa a la imagen (ñ).

Ouput LMaFit Lagrangean12 Lagrangeansor

Time 0.866 1.341 0.950

Rel Err. 9.913e-4 9.858e-4 9.792e-4

Iter 183 197 150
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En la siguiente tabla mostramos los resultados obtenidos por los algoritmos, para recuperar
la matriz que representa la imagen (n) a partir de la matriz que representa a la imagen (r).

Ouput LMaFit Lagrangean12 Lagrangeansor

Time 0.509 1.043 0.639

Rel Err. 9.99e-4 9.84e-4 9.92e-4

Iter 128 184 109

En la estad́ıstica contenida en estas dos tablas podemos observar que a los algoritmos LMa-
Fit y Lagrangeansor les toma un poco menos de tiempo resolver los problemas, y que entre los
tres algoritmo, es el algoritmo LMaFit, el que los resuelve más rápidamente, aunque solo por
una ligera diferencia. En cuanto al número de iteraciónes podemos notar que el algoritmo La-
grangeansor requiere de menos iteraciones para alcanzar una buena aproximación de la solución
en ambos problema, mientras que el algoritmo Lagrangean12 es al que le toma más iteraciones.
También observamos que los tres algoritmos son bastante buenos en lo que respecta a la calidad
de la solución. A continuación, mostramos las imágenes obtenidas en dicho experimento.

(m) Imagen original (n) Rango 40 de la imagen
original

(ñ) Imagen corrupta al 50%
de la imagen original

(o) Aprox. de LMaFit

(p) Aprox. de Lagrangean12 (q) Aprox. de Lagrangean-
sor
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(r) Imagen corrupta al 50%
de la imagen a rango 40

(s) Aprox. de LMaFit

(t) Aprox. de Lagrangean12 (u) Aprox. de Lagrangean-
sor

En las imágenes anteriores, podemos apreciar que las aproximaciones generadas por cada
algoritmos a pratir de la imagen (ñ), es decir, las imágenes (o), (p) y (q) no son muy buenas
aproximaciones de la imagen original (m) en lo que respecta a calidad de imagen, esto es dibido
a que la matriz original no es una matriz de rango bajo; pero podemos notar que las imágenes
(s), (t) y (u) son muy buenas aproximaciones de la imagen (n), este resultado era de esperarse
ya que la imagen (n) tiene un rango bajo (su rango es igual a 40).
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Conclusiones

A continuación describimos los logros del presente trabajo:

Hemos descrito elementos teóricos asociados a cálculo sobre matrices; enfatizando en pseu-
doinversas, proyecciones, normas matriciales y descomposiciones.

También revisamos métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones, enfocándonos en
el método de Gauss Seidal y sus variantes.

El método de Lagrangeanos Aumentados para resolver problemas con restricciones de igual-
dad también fué estudiado.

Revisamos el desarrollo del art́ı́ıculo de Wang y colaboradores, donde se describe el problema
de completación de matrices, se propone el algoritmo SOR (LMaFit), y se analiza su convergen-
cia. El uso de herramientas de Algebra lineal matricial computacional es crucial en la descripción
del paper.

Propusimos un algoritmo h́ıbrido SOR-ALM para acelerar el desempeño del SOR. mostra-
mos algunas propiedades del algoritmo. Su análisis de convergencia es una tarea por ser conclúıda.

Elaboramos experimentos computacionales con datos simulados, donde son comparados los
algoritmos SOR y SOR-ALM. También comparamos los algoritmos con datos experimentales
provenientes de otros trabajos, como son Jester-Jokes [23] y Movielens [22].

Comparamos tres algoritmos: Lmafit, una implementación del SOR; lagrangean12, donde
programamos el Lagrangeano Aumentado clásco; y el Lagrangeansor, donde nuestro algoritmo
h́ıbrido esta implementado.

Al revisar las tablas comparativas observamos que no hay un dominio total de alguno de
los algoritmos, pero se evidencia un orden relativo de desempeño donde Lagrangeansor domina,
seguido de LmaFit, y tercero la implementación del Lagrangeano.

Como trabajo futuro, pretendemos hacer el análisis de convergencia del algoritmo h́ıbrido, y
aplicarlo a otros problemas de cálculo de matrices de rango bajo. Otro asunto pendiente es el
tratamiento que se da al cálculo del rango efectivo, que usa en esta versión una heuŕıstica que
en nuestra opinión no está bién explicado.
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