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RESUMEN

Nuestro trabajo estda basado en la propuesta hecha por Oliveira [17] en su articulo
en el ano 2011.
Se desarrolla un método de punto proximal para resolver problemas de programacién
multiobjetivo basado en la escalarizacién para funciones. Se construye una familia de
representaciones escalares convexa estricta de una funcién vectorial F' convexa de R"
a R™ con respecto al orden lexicografico en R™ y se anade la variante de Auslender,
donde las variables sin restricciones en el dominio de F' son introducidos en el término
cuadratico. Las variables en la escalarizacién no negativa se colocan en el término
logaritmico.
Se demuestra que la sucesion {(z*, 2¥)} del problema escalarizado es acotado y converge

a una solucién débil del problema de optimizacion multiobjetivo.



INTRODUCCION

Se desarrolla la teorfa propuesta en el articulo de Oliveira [17] donde se conside-
ra la clase de problemas que minimizan a un conjunto de funciones objetivo llamado
programacion multiobjetivo. Muchas de las aplicaciones importantes que se encuentran
en la literatura tienen esta estructura, la cual se relaciona con los problemas de to-
ma de decisiones. Hay una clase mas general de problemas que contiene programacion
multiobjetivo, conocido como optimizacién de vector, [11]. Por otro lado, los métodos
desarrollados para esta clase de problemas se puede clasificar en dos tipos: Los métodos
de escalarizacién basado en el producto interno (F(z),Z), con Z € R7\{0} y las ex-
tensiones de los logaritmos no lineales a la optimizacion de vectores. Algunas técnicas
de optimizacién global se discuten en [5].

El método de punto proximal es una clase particular de algoritmo que se ha extendido a
optimizacién multiobjetivo. El primero en esta linea fue el método multiobjetivo bundle
presentado por Kiwiel 1990 [13] y [9] donde el método de punto proximal multiobjetivo
para representacién escalar (F'(x),Z) se sustituye el nicleo cuadratico por distancia
de bregman en espacios de dimensién finita [3]. En el 2005 [10] presenta un algoritmo
proximal con una regularizacion cuadratica en la forma vectorial.

Oliveira [17] propone un método de punto proximal donde se sustituye el niicleo cuadrati-
co por una variante de la funcién logaritmica cuadratica de Auslender como la regula-
rizacion.

Se introduce las variables del dominio de la funcién objetivo F' en el término cuadratico
y las variables en la escalarizacién se introducen en el término logaritmico.

Este método se desarrolla solamente para problemas de optimizacion multiobjetivo.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1. El concepto de regularizacién

La idea de regularizacion surge en relacion con los problemas mal planteados. Dado

un problema de la forma
L(f) =0, (1.1)

donde f es un elemento de X C R" (usualmente una funcién intervalo) y £: X — X
es un operador (usualmente diferencial), (1.1) se dice que es mal planteado cuando no
tiene solucién, o tiene mas de una solucion, o tiene solucién unica, pero esta solucién
depende del operador L. La idea es reemplazar £ por un operador regularizado £+ AM
(con A € R, M : X — X)), cuando M es tal que el problema

fx=(L+IM)(f) =0, (1.2)

es bien planteado, para cualquier A > 0. En tal caso (1.2) tiene tnica solucién fy, y
con un A que se aproxima a 0, f) provee alguna clase de aproximacién de una solucién
de (1.1).

Si se aplica este concepto para problemas de optimizacion tomando X = R"y L=V f

cuando f es una funcién convexa (f : R* — R) en el caso (1.1)

Vf(z) = 0. (1.3)

2
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O equivalentemente

mingegn f(x) =0 (1.4)
Se asume que f esta acotada por debajo y tomando g : R® — R estrictamente convexa
y coerciva (es decir lim)jz||— o0 f(2) = +00). El problema (1.3) no tiene solucién o tiene

mas de una solucién para el problema regularizado
mingern f(z) + Ag(x) (1.5)

tiene solucién dnica para cada A > 0, para el minimo y f + Ag es coerciva (usando el
hecho que f es acotada por debajo) asi el problema se reduce a un conjunto compacto,
garantizando la existencia de soluciones y también estrictamente convexa, implicando
que la solucién de (1.5) es tnica z(A) y bajo hipétesis razonable (incluyendo existencia
de soluciones de (1.4)) puede ser que provee que limy__,o+ X () existe y solucién (1.4).
El problema en esta regularizacion es una aproximacion aunque f + Ag es estrictamente
convexa y coerciva para algin A > 0 por muy pequeno, para cada A muy pequeno esta
funcién f es ordenada numéricamente es casi mal planteado, en otras palabras si el
sistema V f(z) = 0 es mal condicionado entonces el sistema (V f 4+ AVg)(z) = 0 es mal
condicionado cuando \ se aproxima a 0, a pesar del hecho que tiene solucién tinica para
todo A > 0.

1.2. El algoritmo de punto proximal para optimizacion en R”

Con el fin de superar la dificultad que se acaba de mencionar, seria deseable desa-
rrollar un enfoque de regularizacién que no requiere el parametro de regularizacion A
para acercarse a 0 (es decir con una funcién con constante A). El algoritmo de punto
proximal alcanza tal objetivo.

Se genera una sucesién {z¥} C R" de la siguiente manera:

2’ e R, (1.6)
k+1l _ : _ kg2
2" = argmingern{ f(x) + \el|z — 2"}, (1.7)

donde )\, es un numero real que satisface

0< M\ <. (1.8)
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Para algiin A > 0 (que incluye el caso de los \; constante) y ||.|| es la norma euclideana.

Se mostrara a continuacién que, bajo ciertas hipdtesis razonables la sucesion generada

40

35r

0r

25+

por (1.6) y (1.7) converge a un minimizador de f.

Un enfoque para esta prueba es la convergencia que pasa a través del concepto de ex-
pansion y funcién, de hecho para un problema mucho més general que (1.3). Se sigue
aqui un enfoque basado en el mas débil de f Fejér convergencia, que funciona también

para las extensiones no cuadraticas.

Definicién 1.1. (Ver[10]) Una sucesién {y*} € R" se dice que es fejér convergencia a

un conjunto U C R" con respecto a la distancia euclidea si

Iy " = ull < [ly* — ul (1.9)

para todo k > 0, para todo u € U.

Tenemos los siguientes resultados

Propisicion 1.1. (Ver[10]) Si {y*} es Fejér convergente a U # O entoces {y*} estd aco-

tado si un punto adherente y de {y*} pertenece a U entonces Y = limy__,ooy*

Prueba 1.1. (1.9) implica [|y* — ul| < |ly° — ul| para cualquier w € U se tiene que

la sucesion {y*} estd contenida en una bola de centro u y radio ||y° — U|| por lo tanto
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estd acotada.

Para la sequnda declaracion, sea {y’*} una subsucesion de {y*} tal que limy__.ooy’* =y
puesto que y € U por (1.9) la sucesion {||y* — y||} es decreciente y no negativo, y una
subsucesion (es decir {||y’* — y||}) la cual converge a cero . Entonces toda la sucesion

converge a 0, es decir 0 = limy__oo||y* — y|| = y = lims_00y”

Sea u € U con U € R™ sea {y*} una sucesién por la proposicién 1 se tiene que:

Ahora la convergencia del algoritmo de punto proximal.

Teorema 1.1. (Ver[10]) Sea f : R* — R convexa y continuamente diferenciable.
Suponga que el conjunto de minimizadores U de f € R™ es no-vacio. Entonces la sucesion

{y*} generada por (1.6) y (1.7) converge a un punto x* € U.

Prueba 1.2. Ver la prueba en [10]

En el trabajo de Teobulle 1992 (ver[1]), se introduce y estudia las propiedades bésicas
de las aplicaciones proximal, las cuales se asemejan al punto proximal cldsico donde las
distancias cuadraticas en (1.7) se reemplazan por la ¢ —divergencia de Csiszar en 1967.
Dada una funcién estrictamente convexa ¢ definida sobre la recta real, la p—divergencia

entre x y y esta definida por:
dp(w,y) =Y yp(-2) (1.10)
j=1 Yi

Mas recientemente, las propiedades de convergencia de algoritmos de minimizacion
han sido investigados donde (1.7) el término cuadratico es reemplazado por una ¢ —
divergencia. Censor y Zenios (1992) propusieron un algoritmo de punto proximal donde
el término cuadrético es remplazado por la distancia de Bregman (1967)(ver[10]).

Este algoritmo fue estudiado por [8] en 1993 y alli [6] demuestra que la aplicaci’on

proximal se asemeja al proximal clasico.



CAPITULO 2

OPTIMIZACION MULTIOBJETIVO

En las ciencias como en la ingenieria se dan, en muchas ocasiones, problemas que
requieran encontrar la optimizacién simultdnea de dos o més funcién objetivo (optimiza-
cién multiobjetivo). Habré que optimizar por tanto una funcién de la forma f : S — T,
donde S C R"™ y T C R™. Pero el problema estd en que normalmente no existe un
elemento de S que produzca un 6ptimo de forma simultanea para cada uno de los m
objetivos que componen f. Esto se deberd a la existencia de conflictos entre objetivos,
que haran que la mejora de uno de ellos dé lugar a un empeoramiento de algiin otro.

Pensemos por ejemplo:

= En el caso de un avién con dos objetivos que fueran su velocidad y el ahorro
de combustible: un aumento de la velocidad traeria consigo una disminucién del
ahorro. Habra que llegar por tanto a una situaciéon de compromiso en la que todos
los objetivos sean satisfechos en un grado aceptable, desde el punto de vista de

disetio.

= En la fabricacion de cierto producto que se requiera minimizar el costo de su pro-
duccion, reducir la cantidad de horas de sobretiempos y el de reducir al minimo la
merma de fabricacién de dicho producto; el cual evidencia que el problema posee

méas de un objetivo.
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A diferencia de los problemas de optimizaciéon con un unico objetivo, el concepto
de 6ptimo es ahora relativo y sera necesario decidir de alguna forma cual es la mejor

solucién (o cudles son las mejores soluciones) al problema presente.

En términos matematicos, el problema de optimizacién multiobjetivo restringido
puede establecerse como: encontrar un vector x = (1, za, ..., 2, )", que satisfaga:
min - f(z) = (fi(2), ., fm(2))
sa: g(x) = (g1(2), ..., gp(x)) <0,
h(z) = (h1(z), ..., hy(z)) = 0,

x e (),
donde C' es un conjunto convexo, con f : R" — R™ g : R* - RP y h : R* — R?

(MP)

funciones localmente Lipschitz.

Si una solucion x satisface todas las restricciones se dice que es factible y en caso
contrario se dice que no es factible; ademas el conjunto de todas las soluciones factibles

es llamado Regidn Factible X (Espacio de Decisién).

La teoria que a continuacion presentamos en las siguientes secciones fue tomada de

[7], el cual nos ayudo a entender los problemas de optimizacién multiobjetivo.

2.1. ()ptimo de Pareto

En contraste con la optimizacién mono-objetivo, la solucién a un problema multi-
objetivo es mas un concepto que una definicion. Por regla general, no hay una tnica
solucion global y es necesario determinar un conjunto de puntos que cumplan una de-
finicién predeterminada de 6ptimo. El concepto predominante en la definicién de este
6ptimo es el 6ptimo en el sentido de Pareto, que se define de la siguiente manera para

un problema donde se asume que todas las funciones objetivos son de minimizacion:

Definicién 2.1. (Optimo de Pareto) (Ver [7])
Un punto € X, es un éptimo en el sentido de Pareto de (MP) si y s6lo si no existe

otro punto x € X, de manera que f;(z) < fi(%) para algin i € M y f;(z) < f;(z) para



8 Capitulo2. Optimizacién Multiobjetivo

todo j € M.

Con frecuencia, los algoritmos proporcionan soluciones que puede que no sean 6pti-
mos de Pareto, pero que pueden satisfacer otros criterios, haciéndolos apropiados para

aplicaciones practicas. Es por ello que se define el 6ptimo débil de Pareto como sigue:

Definicién 2.2. (Optimo Débil de Pareto) (Ver [7])
Un punto z € X, es un éptimo en el sentido de Pareto si y sélo si no existe otro punto
xr € X, de manera que f(z) < f(z). Es decir, un punto es un 6ptimo débil de Pareto si

no hay otro punto que mejore todas las funciones objetivo simultaneamente.

Por el contrario, un punto es un éptimo de Pareto si no existe otro punto que mejore
al menos una de las funciones objetivo sin empeorar cualquier otra de ellas. Los éptimos

de Pareto son también 6ptimos débiles de Pareto, pero el reciproco no es cierto.

espacio de Decision

espacio objetivo

i

P ¥

K fiK)

2.2. Meétodos de soluciéon para problemas MP

Los métodos para resolver un MP pueden ser divididos en cinco conjuntos. Estos

son:
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1. Métodos Escalares

2. Métodos Interactivos

3. Métodos Difusos

4. Métodos que usan Metaheuristica

5. Métodos de Decisiones.

De este conjunto de métodos que permiten solucionar el problema MP vamos a
considerar dos de los métodos escalares: el Método de la Suma Ponderada de Pesos y

el Método de e-restricciones.

2.2.1. Meétodo de la suma ponderada de pesos

El método de la suma ponderada sugiere escalarizar un conjunto de objetivos, mul-
tiplicar cada objetivo por un vector de peso y luego sumarlos, es decir, que un problema

multiobjetivo es convertido en un problema de un sé6lo objetivo de la siguiente manera:

Minimizar-Maximizar F(z) = Z w; fi(x)
i=1

s.a. gj(x) <0, i=12,...,p,
hi(x) =0, k=1,2,..,q,
re(C CR",

donde z € R” y w; es el peso del i-ésima funcién objetivo. Usualmente y sin pérdida

de generalidad, se escogen pesos fraccionales y diferentes de cero, de manera que se

cumpla: w; € (0,1) y Zwi =1.
i=1

El peso de un objetivo es usualmente escogido en proporcién a la importancia relati-
va de los objetivos del problema. Si se utiliza un algoritmo de optimizacién que obtiene
resultados exactos y los pesos escogidos son siempre positivos, el método genera solu-

ciones que pertenecen al conjunto Pareto éptimo.
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Ejemplo 2.1. Al determinar un ntimero real z que sea minimo en el problema plan-
teado por Shaffer (1984):

fa(z) = (v - 2)?

Ver figura 2.1

f(x):{fl(m)_xQ con—2<x<4

sl
NS o
F P
s e //
s P o
Ak T
Ry 2"
“r \\\ = ///
s i -
23 A 0 1 2 3 2

Figura 2.1: Gréfica del problema de Shaffer

2.2.2. Meétodo de e-restricciones

El método consiste en construir un problema de optimizacion en el que todos los
objetivos, excepto uno, se usan como restricciones (m — 1 restricciones), mientras el so-
brante, que puede escogerse aleatoriamente, se usa como funcién objetivo del problema

resultante. La forma general del problema es la siguiente:

Minimizar fr(x)

s.a. filx) < fi(z*) 1<i<M—1lconi#r
g;(z) <0 j=1.2,....p
hi(z) = 0 k=124

reC.

Para encontrar una soluciéon Pareto optima, se escoge un valor adecuado para
e; = fi(z*) de la i-ésima funcién objetivo (i # r). Luego se resuelve el problema de
optimizacién con objetivo unico. El procedimiento se repite, con diferentes valores de
¢; para hallar nuevas soluciones pertenecientes al frente Pareto éptimo. La dificultad

principal que presenta este método reside en la necesidad de un conocimiento del rango
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apropiado de valores para asignar a ¢; para las (m — 1) funciones objetivos, lo que no

resulta facil en la préactica.

2.2.3. Escalarizacion

La teoria que se presenta a continuacién fue tomada de [11].
El ortante no negativo de R™ denotado por R, cuyo interior estd representado por

Rm

7., desempenia un papel fundamental en la teorfa de éptimizacion de vectores y el

orden lexicografico generado para este cono establece una clase de problemas conocidos
como la programaciéon multiobjectivo. Definimos como el orden lexicogréafico y denota-
mos por < (a veces por < en otras ocasiones por <) el orden dado por las siguientes

deficiones:

Definicién 2.3. (Ver|[11])

Sea y, y € R™ vectores. Tenemos

Y<y<—=y <y,i=1...my<y<=y <y,i=1...m (2.1)

con la desigualdad estricta asegurando por lo menos un indice y

YyLy<—=vy; <y, vi=1,...m (2.2)

Es facil ver que < satisface los axiomas de la relacién de orden parcial en R”. En un nivel
méas general cono convexo cerrado apuntado K en R™ podemos construir una relacion
de orden parcial <; suponiendo que y <, ysiyg—y € K (y <z ysiy—y € int(k))

El problema sin restricciones de optmizaciéon multiobjetivo esta dado por:
minF(z) (2.3)

reR™

donde F' es una funcién de R™ a R™
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Definicién 2.4. (Ver|[11])
Decimos que a € R" es una solucién pareto local si existe un disco Bs(a) C R™, con
9 > 0, de tal manera que no hay ninguna = € Bs(a) que satisface F'(z) < F(a)

Del mismo modo tenemos la siguiente definicién

Definicién 2.5. (Ver[11])

a € R™ se conoce como solucién débil pareto local si existe un disco Bs(a) C R™, con
d > 0 tal que no hay ninguna = € Bj(a) que satisface F(z) < F(a).

Denotaremos por argmin{F(z)/z € R"} y argmin,{F(z)/x € R"} solucién local
pareto y la solucién local débil de pareto que se establece en el problema (1.3). Es
facil ver que argmin{F(z)/x € R"} C argmin,{F(z)/x € R"}. Més detalles sobre el

6ptimo de pareto y optimizacién multiobjetivo se puede encontrar en [5].

2.3. Representacion escalar

Escalarizacién es un concepto en la optimizacion de vector que juega un papel fun-
damental en el desarrollo de métodos para resolver esta clase de problemas y también
se emplea como una herramienta para obtener la convergencia de los algoritmos, tales

como, por ejemplo el método de punto proximal presentado por [9] y [3].

Definicién 2.6. (Ver|[11])
Una funcion de valor real f : R®™ — R se llama representacion escalar estricta de un

mapa F': R" — R™ cuando dados z,z € R"

F(z) < F(z)(x) < f(7),

F(r) < F(z) = f(z) < f().
Mas aun, decimos que f es una representacion escalar débil de F si
Fz) < F(z) = f(z) < (7).

Es obvio que todas las representaciones escalares estrictas son representaciones escalares
debiles la siguiente proposiciéon muestra una forma interesante de conseguir representa-

cion escalar para las funciones.
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Propisicion 2.1. (Ver[11])
Sea f:R™ — R una funcion. f es una representacion escalar estricta de F si y solo si

f es una composicion de F' con una funcion g : F(R™) — R estrictamente creciente.
Prueba 2.1. Supongamos que g es una funcion estrictamente creciente. Dados x,y €
Rﬂ,
(=)

F(z) < Fy) = go F(z) < go F(y)

F(r) < F(y) => go F(x) < go F(y)

Tenemos que f = go I’ es una representacion escalar estricto de F.

(<) Ahora supongamos que f es una representacion escalar estricta.
Definamos g(z) = f(z) con z € F(R") para cualquier x € R" tal que z = F(x)
Supongamos que eziste y € R™ con F(y) =z y F(z) = =

Fy) < F(r) < F(y) (2.4)
De (2.4) F(y) < F(z) = f(y) < f(x)
De (2.4) F(z) < F(y) = f(z) < f(y)
Asig(F(z)) = f(x) = f(y) = 9(F(y))

g es creciente.
Sean z,w € F(R") tal que z < w asi existen x,y € R™ tal que z = F(z) < F(y) = w

como fesR € e

= f(2) < f(y) = 9(2) < g(w)

Para las soluciones debilmente pareto.

Propisicion 2.2. (Ver/11])
Sea f : R™ — R una representacion débil escalar de una aplicacion F' : R" — R™ y

argmin{ f(z)/x € R"} el conjunto minimizador local de f, tenemos la inclusion:

argmin{F(z)/x € R"} C argmin,{F(z)/z € R"}.
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Prueba 2.2. La demostracion es inmediata de la definicion (2.5)

2.4. Representacion escalar y convexidad

Definicién 2.7. (Ver[11])
Se dice que F' : R — R™ es una funcion convexa si y sélo si, para cada z,y € R" y
A€ (0,1),

FAx+(1—=XNy) < AF(z)+ (1 =X\ F(y). (2.5)

Bajo este supuesto, el problema (2.3) se dice convexo. La desigualdad (2.5) también
implica que F' es una funcién convexa si y sélo si, cada componente F; : R* — R
i =1,...,m, es una funcién convexa. La relevancia de la convexidad en la programacion
multiobjetivo se debe al hecho que cada solucién local (débil) pareto es también solucién
global (débil) pareto sin restricciones o restringida para problemas de optimizacién
multiobjetivo. Este resultado se examina en el teorema 2.2.3 en [13].

La proposicién (2.2) establece las condiciones necesarias y suficiente para construir
representaciones escalar estricta de F'. De acuerdo con la proposiciéon 2.9 en Luc, para
obtener la convexidad del problema, se debe elegir una funcién g convexa de F(R™)
a R. La funcién g, : R™ — R dada por g.(y) = (v, 2), con z € RT\{0} fijo, es un
ejemplo de la funcién convexa creciente que se puede componer con F' para obtener
una representacion escalar convexa estricta f de [3], utilizan esta representaciéon para
conseguir la convergencia del algoritmo de punto proximal clasico extendido a el vector
de optimizacién [9]

También se presenta un algoritmo punto proximal escalar con distancias de bregman
en las mismas linea para vector optmizacion en espacios de dimension finita.

g o F(z) es convexa solo cuando z es fijo. Si z es una variable incorporada al problema
no se puede garantizar la convexidad de la funcién f(z, z) = (F(z), 2).

En este trabajo se asume la existencia de una funcién convexa f : R” x R — R que
satisface las siguientes propiedades:

(P1) f esta acotada por debajo por cualquier a € R, es decir, f(z,2) > «a, para cada
(z,2) € R* x R

(P2) f es convexa en R" x R'?, es decir teniendo en cuenta (z1, 21), (2, 22) € R" x R7
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ya€(0,1)

FAM @1, 21) + (1 = A)(22,22)) < Af(x1,21) + (1 = A) f(g, 22)

(P3) f es una representacién escalar estricta de F, con respecto a z, es decir,

F(x) < F(y) = f(x,2) < f(y, 2)

F(r) < F(y) = f(r,2) < f(y,2)

para cada z,y € R" y z € R’

(P4) f es diferenciable, con respecto a z y
0

5 (x,2) = h(z, 2)

donde h(z, z) = (hi(z, 2), ..., hy(x, 2))T es una aplicacién continua de R" x R, es decir,
hi(z,z) > 0 para todo i = 1, ..., m.

La suposicién (P1) no es una hipétesis fuerte porque la definicién de f implica que no
hay un punto (z,2) € R" x R tal que f(x,2) = +o0o se utiliza esta notacién en el
sentido que no hay un punto (z,2) € R" x RT con limy — 400 | f(z",2F) |= 400
para toda sucesion {(z*, z¥)}ren C R™ x RT satifaciendo limy — +oo(z¥, 2%) = (z, 2)
El conjunto de funciones que sastiface esas propiedades es no vacié. Como un ejemplo
se tiene f(x,z) =Y ", exp(z + Fi(x)) satisface de (P1) a (P4)

Prueba 2.3. (P1) f esta acotada por debajo por cualquier o € R, es decir, f(x,z) > «,
para cada (x,z) € R" x R

La exponencial esta acotada por debajo por 0, es decir para cualquier a € R, f(x,z) > «
para cada (x,z) € R" x R

(P2) f es convexa en R" x R, es decir teniendo en cuenta (x1,21), (€2, 22) € R™ x R
yae(0,1)

Ya que exp®tFil

) es convexa Vi y la suma de conveza es convexa se tiene que

JAM@1,210) + (1 = A) (22, 22)) < Af(21,21) + (L= A) f(22, 22)
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(P3) f es una representacion escalar estricto de F, con respecto a x, es decir,

F(r) < F(y) — f(r,2) < f(y, 2)

Como, Fi(z) < Fi(y) con i=1,...m, z; + Fij(z) < z; + F;(y)
Zi eXpZi-i-Fi(l’) < Zl eszi+Fi(y)

(P4) f es diferenciable, con respecto a z y

0

&f(xﬂ Z) = h(‘T?Z)

0

AR
oI = 5 D ey

0
&f(x, z) = z1(z1 + Fl(x))ezI’LFl(I) + o+ Zm(zm + Fm(x))ezm+F"‘($)

En este trabajo, se busca x* € argmin{ fz(z) = f(z,z)/x € R"} para cualquier Z € R}
Por lo tanto por (P3) y la proposicion 3 se concluye que x* es una solucién pareto débil

para el problema sin restricciones multiobjetivo.

2.5. Problema Proximal Multiobjetivo

La versién exacta del algoritmo proximal utilizado por [10] en su trabajo (llamado
ALG1) requiere dos susesiones exdgenas: una sucesiéon acotada de nimeros reales po-
sitivos {a,}, y una sucesién {e,} C int(c) tal que |le,|| = 1, para todo n. El método
genera una sucesion de la siguiente manera:

Inicializacién: elegir 2° € (F)
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Regla de interrupcién: dado z,, si =, € C — ARGMIN,{F(z)/x € X}, entonces
Tntp = Ty para todop > 1
Paso iterativo: dado z,, si z,, ¢ C — ARGMIN,{F(z)/z € X}, entonces toma alguna

de la siguiente iteracion x,,1 € X tal que
Tny1 € C— ARGMIN{F(z) + % |z — z,[]en/z € Q. }

con Q:={zx € X/F(z) 2. F(z,)} y dom(F) = {xz € /F(x) # oo.} se denomina el
dominio efectivo de F

Ahora se hace la siquiente suposicién en la funcion F' y la iteracion incial z:

(F(wo) — C) N F(X)(A)

El conjunto (A) es C-completo, lo que significa que para toda la sucesién {a,} C X,
con ag = xg, tal que F(a,i11) <. F(a,) para todo n € N, no existe a € X tal que
F(a) X, F(a,) para todo n € N.

A continuacién se presenta el resultado de convergencia

Teorema 2.1. (Ver[3]) Sea F : X — YU{oo.} una funcion con la propiedad C-conveza,
positiva y semicontinua inferiormente. Bajo la suposicion (A), cualquier sucesion {x,}
generada por el algoritmo ALG1 es convergente, con respecto a la topologia débil de X,

para una solucion debilmente eficiente de VOP.

Donde VOP viene dado por:
C—MINIMIZE{F(z)/x € X}

Prueba 2.4. Ver la demostracion en [3]



CAPITULO 3

METODO DE ESCALARIZACION DEL PUNTO
PROXIMAL LOGARITMO CUADRATICO

En este capitulo se desarrolla los teoremas de [17] para el problema de optimizacién
multiobjetivo con la variante de Auslender [1], mostrando su resultado de convergencia.
Sea F': R" — R™ convexa. Teniendo en cuenta los puntos iniciales z € R", 2 € R,
y las sucesiones Sy, ur > 0, k=0,1,..., la escalarizacién del punto proximal logaritmo
cuadrdtico (LQPS) método que genera las sucesiones, {z*}reny C R" y {zF}pen C RT

con las iteraciones x*1 y 25*1 se define como la solucién del problema (LQPS)

k
. Z z
mingh (s, 2) = (e, )+ B( —log= —e.e) + e —aM (3)

xGQk,ZGRT,

donde f : R" x R" — R verifica las propiedades (P1) a (P4), % y logZ% son los vectores
cuyas componentes estdn dadas por % y logZ respectivamente e € R™ es el vector con

todas las componentes igual a 1y
QOF = {2 e R"/F(z) < F(2")}.

La funcién objetivo QF : R" x R” — R|J{+00}, se define en (3.1), es una funcién inte-
grada con la adicién de una variante de la funcién logaritmica cuadratica de Auslender,

donde la regularizacién logaritmica-cuadratica puede ser visto como una suma de dos

18
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funciones separables, un término logaritmico con respecto a la variable z y un término

cuadratico con respecto a la variable x.

3.1. Problema bien puesto o bien planteado

Lema 3.1. (Ver([17])) Sea F : R™ — R™ funcién conveza y sea f : R" x R — R una
funcién de verificacion de las propiedades (P1) a (P4). Entonces, para cada k € N, solo

hay una solucién (x*1, 251) para el problema (LQPS) caracterizado por:

ph @k — YY) € G (o 2R (3:2)
y
1 1 B hi(xkﬂ,zkﬂ) o
Z;H'l — Z_f = T,Z =1,...m

Prueba 3.1. Si F es convexa entonces es continua y convexa en QF. En efecto

OF = {z e R"/F(z) < F(z")}

z,y € QF tal que ax + (1 — o)y € O
r,y € Q F(x) < F(a*) (1) y F(y) < F(a) (2)

Fla(z) + (1 - a)y) < aF(z)+ (1 - a)F(y)
Fla(z)+ (1 = a)y) < aF(z%) + (1 — a)F(z*) por (1) y (2)
F(a(x) + (1 — a)y) = aF(z*) + F(2F) — aF (2)
F(o(z) + (1 - a)y) = F(a*)
Fla(z) + (1 - a)y) < F(2")
ar + (1 —a)y € QF
0" = {2 €R"/F(2) < F(a")} = {z € R"/fi(x) < fi@") A . A fin(@) < fin(2")}

= {z € R"/fi(x) € (—oo, fi(zF)Vi =1,...,m}
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m

= ﬂ(—OO, fZ(xk)]

=1

Ast QF es cerrado. Por lo tanto QF x R es un conjunto convezo cerrado. Tomando =,
7

tenemos que la funcion g : Ry, — R, definida por:

t t
1

:—:1
t

— 1=t

es estrictamente conveza (pues ¢"(t) = 5 > 0), con su minimo en g(1) = 0.
Se llega a la conclusion que g(t) > 0, para cada t > 0. Esto implica que la funcion
(Z — logZ —e,e) es estrictamente convera por ser suma de funciones convezas.

Por otra parte; Estudiar o*(z, 2)
z z i z z W
£, 2) 4Bt o 2, e Bt = Fla, 281 —log S —e. )+ P—2(, 2+ )

z z
> ot S (] = )2 + 515 — log = — el

donde ||.||1 es la norma en R™ definida por ||z||y = Y.~ |z|. La desigualdad es dada
por la desigualdad de cauchy-schawrz.
Ahora, definimos ||(z, 2)|| = ||z|| + ||2|| v supongamos que ||(z, z)|| — +oo. Esto implica
que ||z|| = +o0 a ||z|| = +o0. En el primer caso es evidente que o*(x,z) — +o0.
Supongamos que ||z|| — +oo. Puesto que todas las normas son equivalentes en R™,
sin pérdida de generalidad, que ||z||; — +o00. Esto implica que |z| — 400 para algin
1 <1< mconz >0 para todo t = 1,...,m, se tiene para este indice que z; — —+00.
Por otra parte, || —logZ — el = X271, Z — log% — 1. Por lo tanto, la parte de la
suma asociada a la componente z satisface (% — log}j—,@ —1) — 4o0.
Notese que g(t) es una funcion estm’ctamentelcrecientle para t > 1 (¢'(t) > 0 para todo
t > 1). Esto es suficiente para tener o*(x,z) — +oo donde ||z||; — +o0

of (x, 2)

(¢, 2)) = o2 — ¥)
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0e (0D ey

= {8zk+1f(xk“,zk“) + Iuk(xk+1 _ l‘k)}

Je € Oprnr f(2™, 2M) 0 = £ + pF (2" — o)

e = Mk<xk _ karl) c 8zk+1f(l’k+1, Zk+1)

Para terminar esta prueba se tiene que:

1 2k 1
_ k
0=h(z,2)+p (; — ?zk’e>
1 1
k
1 Lk
o 2F Bk
1 1 hi(xk+1,zk+1>
AT E - Bk
Vi=1,....m
1 hy(zh+1, 2R )
1 k %
2; B 2
Vi=1,....m
1
Z;H_l T hg(ak L R
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(B)

Por induccion matemdtica se obtiene que:

20>0

supongamos que z* > 0 estudiar (B)

Zk—l—l >0

ya que h satisface (P4) se concluye que zF >0Vi=1,...m
Cada funcién h; no es necesariamente separable, es decir, no es necesario h;(x,z) =
§(x) +n(2)

En este trabajo se puede establecer la regla de parada igual que en Bonnel, es decir, si

(41, 2541) = (a*, %)

k

Entonces x% es una solucion débil de pareto para el problema de optimizacion multiob-

jetivo sin restricciones.

3.2. Convergencia

Teorema 3.1. (Ver([17])) Sea F : R" — R™ funcién conveza y f : R* x R} —
R una funcién que verifica las propiedades de (P1) a (P4). Supongamos que Q° =
{x e R"/F(x) < F(2°)} es acotada. Si {1i*}ren y {B"}ren son suseciones de mimeros
reales positivos, con {u*}ren acotada, entonces la sucesion {(z*, 2%)}ren generada por
el método de escalarizacion de punto proximal logaritmo cuadrdtico es acotada y cada
punto adherente {x*}ren es un punto débil de pareto para el problema de optimizacion

multiobjetivo sin restriciones.

Prueba 3.2. Considere el caso infinito, (es decir, el criterio de parada nunca se cum-
ple). Note que F' es una aplicacion continua (ya que es conveza), esto implica la cerra-
dura de Q°, mds aun por hipétesis Q° es acotado en R™ por tanto es compacto en R".

Se tiene que Q0 D QL D .. D QOF D QFL D (ya que la sucesion hace que el valor
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de F decresca),mds ain Q = {x € R"/F(x) < F(2%),Vk € N} es no vacia (2° € Q)y
como {z*} C QF se tiene que {2%}ren es acotada.

Veamos que limy_, || 2% — 2% ||= 0.

Como pk(xk — 2F+t1) € Qi f(2P1, 28H1) y f es convera.
f(l”, Zk-i-l) > f(iUk—H, Zk-i—l) + (xk: _ I’k+1)lﬂk($k _ $k+1)

f(:L‘kJrl, Zk+1) 4 /Lk<£l?k _ $k+1,$k . xk+1>

se puede escribir como:
uk(xk _ xk—i-l’ ok — xk—i—l) > f(l’k+1, Zk+1> _ f(l‘, Zk+1> para cada © € R™.

Por otra parte,

2% P=] k= P o 2R = P2t — R g

2
2” xk . xk+1 HQ + H xk+1 — H2 +=

m (f(karla Zk+1> - f(xv Zk+1>>

para cada x € R"

Como F(x*) > F(Z) para cada k € N, conT € Q y f satisface (P3) se tiene que:

2

l2* =7 [P>] a* — 2™ 7 + || 2" =7 |7 +—k(f(:r’“+lyz’““) - f@, )

ZH J}k . xk—l—l ”2 + H xk—l—l -7 ||2Z|| T — Ik-{—l ||2

Asi {|| 2" —7 ||*}ren es no- creciente y acotada por lo que es convergente. Esto implica
0=1my o || 2" =7 ||> = || 2" — 7 ||2> limy oo || 2% — 251 ||2> 0.

Por otro lado, {zF}ren es acotada por debajo por cero y monotona no- creciente por lo
que es convergente.

Ahora probaremos que todo punto de acumulacion de {x*},en pertenece a el conjunto
de soluciones debil de pareto.

Por la construccion f(xF1, 21 < f(ak, 2%) para todo k € N. Como {a*}ren es aco-
tada tiene una subsucesion convergente {x*},cn tal que 2% — x*, asociada a {x"};en

tenemos {2} jen y como {zF}ren es convergente 2 — z*, luego

f(l’*, Z*) = lim f(xkj’ ij) = ]iglg{f(xk, zk)}

j—+oo
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Notar que
f(:L’, ij—H) > f(l‘kj+1,zkj+1) + ,ukj<$kj . xkj+17x . ij+1>

> fla, ) + (et — b i)

para todo x € R™. Tomando limite se tiene que

flz,2*) > lm f(aMT M) > f(a*, 2%)

Jj—+oo

asi x* € argmin{f(x,z*)/z € R"}. En particular si reemplazamos x por z* en la
desigualdad anterior tenemos que lim;_, o f(z+1 M) = f(2*) 2*).

Para finalizar, z* € RT por P3 f(x,2*) es una representacion escalar de 'y como
toda representacion escalar es una representacion escalar débil por la definicion (2.6)

se tiene que x* € argmin{F(xz)/x € R"}

3.3. Ciriterio de parada

Propisicion 3.1. (Ver([17])) Sea {(x*,2*)}ren la sucesion generada por el método
(LQPS). Si
($k+1 Zk+1) — ($k Zk)

k

para cualquier entero k entonces x¥ es una solucion debil de pareto para el problema sin

restricciones de optimizacion multiobjetivo.

Prueba 3.3. Supongamos que la regla de parada se verifica en la iteracion k-ésima.
Procedamos por reduccion al absurdo

supongamos que T no es una solucién débil de pareto. Entonces T € R" tal que F(T) <

F(z%) por (P3) se tiene que f(z,2%) < f(aF, 2%)
Esto implica que existe o > 0 tal que f(T,2%) = f(a*, %) —
Definiendo XA = \x* + (1 — Nz , A € (0,1) se obtiene:

(zA, 2%) = (\2* + (1 = Nz, 2F)

= (A", 25 + (1 — N7, 25)

= A(2F, 2%) + (1 = \)(T, 2F)
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P P P

9(G) =g —log 3 -1=0

Puesto que (%, 2%) resuelve el problema (LQPS) se tiene que:

Pt a", 2F) < M, )

k k
Fab, 2 + Bl =M < fled =) + B ll@h —ah))?

k
Fk,2) = Fan ) + B ll@h —ah)|?

Estudiemos ||(x\ — )|
l(@A = H)IP = [k + (1= \7) —2*|

= [[(A =Dz + (1 = Nz

= (1 -3z —2*|*

Luego
k
Fk,2) < flan, ) + (L= 057 — o)

Por otro lado, como f es una funcion convexa implica que
F(@, 2% < Af(a* 2 + (1= M) f(z, 25

= A2, 27 + (1= N (f(2", 2*) —a)
= f(2, 2F) — (1 = Na

Las ultimas desigualdades implican que:

P, ) < fan )+ (1= A — ot

< Fah ) (L= N+ (L= [ — 2
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Por lo tanto,
1k
o< (=N |-
Para cada X € (0,1) resulta que
1k
a< lim(1—N=|z—2">=0
A—1 2

lo cual es una contradiccion.



CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta una nueva familia de métodos de escalarizacion de pro-
gramaciéon multiobjetivo. Otros algoritmos, como los de [9] y [3], sélo trabajan con la
hipétesis de la existencia de alguna de Z € R7"\{0} tal que (F'(z), Z) es una represen-
tacion escalar estricta de F'. Aqui, se muestra que la familia de la representacion escalar
estricta f, = f(x,z) converge a una representacién escalar estricta f,« = f(z,z*) con
Z* € R
Obtenemos el resultado de convergencia del método para una solucién débil de Pareto

del problema de optimizacion multiobjetivo no restringida. Pero, no hacemos ninguna

k+1, k+1)

referencia sobre el algoritmo que se debe utilizar para calcular (x z en el caso sin

k+1 k41 k+1)
)

restricciones (z z . Dado que ¢* es estrictamente convexa para todos k € N,

'Y
si F' es un funcién C?, podemos aplicar el método de Newtons, que ha proporcionado
una buena opcién para esos problemas.

Oliveira [17] presenta un ejemplo de funcién que satisface las cuatro propiedades (P1),
(P2), (P3) y (P4), pero este no es el tinico ejemplo. Se presenta un ejemplo con
otras funciones con las mismas caracteristicas, y estamos estudiando una forma parcial
por el método de considerar aspectos inexactos en la determinacién de las iteracio-
nes 2! y 2¥*1 (es decir, no determinada las iteraciones exactas z**1 y 2Kl pero
€ — iteraciones en cada iteracion del método, por cualquier secuencia dada de preci-

sién €8 > 0, k =0,1,2,...) para hacer una implementacién.
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