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Transformaciones espectrales y matrices
Hermitianas Toeplitz

RESUMEN

En este trabajo se estudian algunas transformaciones espectrales de fun-

cionales lineales Hermitianos asociados a medidas de probabilidad so-

portadas en la circunferencia unidad, considerando, particularmente, a

las transformaciones canónicas de Christoffel y Uvarov. Para ello, se

analizan las matrices de Hessenberg asociadas a cada perturbación po-

linómica del funcional lineal Hermitiano. Luego, se muestra la relación

existente entre estas matrices y la matriz de Hessenberg asociada al fun-

cional no perturbado mediante el uso de las factorizaciones LU y QR.
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Introducción

Los polinomios ortogonales, aunque conforman una familia de funciones caracterizadas

por su gran sencillez, en los últimos años han sido objeto de importantes investigaciones

debido a sus numerosas aplicaciones tanto en la Física como en las Matemáticas. Sus apli-

caciones en la física cuántica, en el álgebra lineal, en la probabilidad y en la estadística

han demostrado la importancia de las propiedades básicas de esta familia de funciones. Por

tales razones en esta monografía se estudia el trabajo de L. Daruis, J. Hernández y F. Mar-

cellán [3], donde se analizan algunas perturbaciones polinómicas de funcionales lineales

Hermitianos definidos en el espacio vectorial de los polinomios de Laurent, centrando la

atención en las conocidas transformaciones de Christoffel y Uvarov.

La historia de los polinomios ortogonales se remonta al siglo XVIII, asociando sus

orígenes al trabajo de Legendre sobre el movimiento planetario. Es en el siglo XIX, empe-

ro, cuando la teoría de polinomios ortogonales comienza a desarrollarse con la aparición

de las llamadas familias clásicas continuas: los polinomios de Hermite, los polinomios de

Laguerre y los polinomios de Jacobi. Posteriormente aparecen los polinomios discretos

de Chebyshev. Sin embargo, es a finales del siglo XIX cuando Stieltjes establece las ba-

ses de la naciente teoría general sobre polinomios ortogonales, la cual se consolida en el

siglo XX con los trabajos de Szegö y Geronimus, dando inicio a la teoría de polinomios

sobre la circunferencia unidad. Luego, en trabajos posteriores, se analiza, desde un punto

de vista algebraico, el tema de los polinomios ortogonales sobre la circunferencia unidad

ligado a la factorización de matrices de Hessenberg de dimensión finita.

El hecho de que el círculo unitario sea una de las curvas más simple en el plano com-

plejo ha permitido que, en las últimas décadas, se desarrollara una teoría de polinomios



ortogonales asociados a perturbaciones de medidas soportadas en la circunferencia unidad.

Siguiendo la misma línea, en este trabajo se analizan algunas perturbaciones polinómicas

(transformación canónica de Christoffel y de Uvarov) de funcionales lineales Hermitianos

asociados a medidas de probabilidad cuyos soportes son subconjuntos de la circunferencia

unidad, con el propósito de mostrar la conexión entre las matrices de Hessenberg asocia-

das al operador de multiplicación y a sus perturbaciones canónicas. He aquí donde juega

un papel importante el uso de las factorizaciones LU y QR.

Con la finalidad de facilitar al lector la comprensión de los temas acá tratados, la

monografía se ha divido de la siguiente manera:

En los primeros dos capítulos se introducen las definiciones básicas de la teoría gene-

ral de polinomios ortogonales. En ellos se brinda una exposición concisa sobre la familia

de polinomios ortogonales con respecto a funcionales lineales, mostrando las condiciones

que garantizan la existencia de esta familia de funciones y sus propiedades básicas. Asi-

mismo, se exponen los conceptos más importantes de la teoría de polinomios ortogonales

con respecto a funcionales lineales Hermitianos sobre la circunferencia unidad, demos-

trando con detalles aquellos resultados y propiedades que serán utilizados en capítulos

posteriores.

Debido al rol preponderante que algunas factorizaciones de matrices tendrán en los

capítulos siguientes, en el Capítulo III se explican las nociones básicas de la factoriza-

ción LU , la descomposición de Cholesky y la factorización QR.

En los Capítulos IV y V se estudia la transformación canónica de Christoffel. Acá

se analizan las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de sucesiones de

polinomios ortogonales mónicos con respecto al funcional perturbado, y se estudia la co-

nexión entre las respectivas matrices de Hessenberg asociadas al funcional perturbado y al

funcional original mediante el uso de las factorizaciones LU y QR. En este último caso

solamente se consideran funcionales lineales Hermitianos definido-positivos.

Finalmente, en el Capítulo VI se hace un análisis de la transformación canónica de

Uvarov, donde se utilizan los resultados obtenidos en el Capítulo V para establecer la

relación entre las matrices de Hessenberg asociadas al funcional perturbado y el funcional

sin perturbar. Nuevamente la factorización QR es utilizada en este proceso.



Capítulo I

Polinomios Ortogonales

Introduciremos en este capítulo las nociones básicas de los Polinomios Ortogonales. Por

ser un capítulo preliminar, se exponen brevemente algunos de los resultados más impor-

tantes de la materia, omitiendo, en la mayoría de los casos, la prueba de los mismos y

haciendo énfasis en aquellos que usaremos en los próximos capítulos. La brevedad de

la exposición, sin embargo, no ha impedido que cada uno de los temas haya sido trata-

do de manera clara y sencilla, pensando en el lector que no se encuentre familiarizado

con el asunto.

1.1. El Funcional de momentos

Sea P el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes complejos, y denotemos por

Pn � P, con n 2 N, al subespacio de todos los polinomios de grado a lo sumo n. Entonces,

dada la base canónica f1; x; x2; : : : ; xng, escribiremos p.x/ D
nP
kD0

ckx
k para todo polino-

mio p 2 Pn. Si denotamos con P D Œc0; c1; : : : ; cn�
T a la matriz columna de coeficientes

de p y tomamos X D Œ1; x; x2; : : : ; xn�T , entonces p.x/ D XT P. Así, podemos identificar

el espacio Pn de los polinomios complejos con el espacio de sus coeficientes, es decir, con

el espacio C.nC1/�1 de vectores columnas de orden .nC 1/ � 1 en los complejos. Ahora

bien, podemos definir un producto interno en Pn y, en consecuencia, también podemos

definir una norma. Por consiguiente, el espacio Pn con la norma definida por el producto

3



Capítulo I Polinomios Ortogonales 4

interno es un espacio de Hilbert, puesto que todo espacio vectorial normado de dimensión

finita es completo (ver [9]). Asimismo, observe que Pn ( PnC1 para todo n 2 N. Enton-

ces la topología de cada Pn es la topología inducida por PnC1. Así pues, Pn es cerrado

en PnC1 (ver [9]). Por ello, en lo sucesivo, escribiremos Pn D Pn�1 ˚ .Pn�1/?, donde el

subespacio

.Pn�1/? D fp 2 Pn W hp; qi D 0; 8q 2 Pn�1g

es el complemento ortogonal de Pn�1 ( Pn.

Sea P� el espacio dual de P, es decir, el espacio vectorial de todos los funcionales

lineales L W P! C, de modo que el espacio dual de Pn será representado con P�n, el cual

podemos identificar con el espacio C1�.nC1/ de los vectores filas de orden 1 � .n C 1/

en los complejos. Entonces, para cualquier L 2 P�, denotaremos por L.p/ D hL; pi a la

acción del funcional L sobre un polinomio p.

En la siguiente definición, mostramos el caso en el cual L actúa sobre el polinomio xn.

Definición 1.1.1. Dada una sucesión fmng1nD0 de números complejos, diremos que el fun-

cional lineal L W P! C definido por

L.xn/ D hL; xni D mn; n D 0; 1; 2; : : :

es el funcional de momentos asociado a la sucesión de momentos fmng1nD0. Al valormn lo

llamaremos momento de orden n.

Al funcional de momentos L le podemos asociar una matriz H , cuyas componentes

hi;j vienen dadas por

hi;j D L.xixj / D L.xiCj / D miCj :

Esta matriz recibe el nombre de matriz de momentos, y se caracteriza por ser una matriz

de Hankel, es decir, los elementos de sus antidiagonales son idénticos:

H D

�
m0 m1 m2 � � � mn � � �

m1 m2 m3 � � � mnC1 � � �

m2 m3 m4 � � � mnC2 � � �
:::

:::
:::

: : :
:::

mn mnC1 mnC2 � � � m2n � � �

:::
:::

:::
:::

: : :

˘

: (1.1)
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Denotaremos por Hn a la submatriz principal de H , o sea, a la sección principal de

orden n � n de dicha matriz.

Definición 1.1.2.

(i) El funcional L se dice cuasi-definido si las submatrices principalesHn deH son no

singulares para todo n, esto es,

�n´ detHn ¤ 0 para n � 0:

(ii) El funcional L se dice definido-positivo si, para cualquier x 2 R, L.p.x// > 0 para

todo polinomio p.x/ no nulo y no negativo.

Cuando L es definido-positivo, todos los momentos de L son reales (ver [2]). Más aún,

podemos escribir

L.xn/ D mn D
Z
E

xnd�.x/;

donde � es una medida de Borel positiva cuyo soporte

supp.�/ D
˚
x 2 R W �.x � "; x C "/ > 0 para todo " � 0

	
está contenido en un subconjunto cerrado E de la recta real y está formado por una canti-

dad infinita de puntos.

En general, si L es definido-positivo entonces admite una representación integral

L.p.x// D
Z
E

p.x/d�.x/:

Observe que, en el caso definido-positivo, podemos definir el siguiente producto in-

terno:

hp; qi D L.p.x/q.x//;

para todo p; q 2 P , donde P es el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes

reales. Así, la matriz de Gram asociada a este producto interno respecto a la base canónica

fxng1nD0 es una matriz de Hankel, como en (1.1).
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1.2. Polinomios Ortogonales respecto a funcionales lineales

Definición 1.2.1. Sea fPng1nD0 una sucesión de polinomios. Diremos que fPng1nD0 es una

sucesión de polinomios ortogonales respecto al funcional L si:

(i) Pn.x/ es un polinomio de grado n;

(ii) L.Pn.x/Pm.x// D �nın;m,

donde �n ¤ 0 y ın;m es el delta de Kronecker definido por

ın;m D

˚
0 si n ¤ m;

1 si n D m:

Diremos además que fPng1nD0 es una sucesión de polinomios ortonormales respecto al

funcional lineal L si �n D 1 para todo n � 0.

Si existe una sucesión de polinomios ortogonales con respecto a L, entonces, por las

condiciones (i) y (ii) de la definición anterior se tiene que m0 ¤ 0, P0.x/ ¤ 0. En con-

secuencia, no puede existir una sucesión de polinomios ortogonales si L.1/ D 0. Sin

embargo, estamos interesados en conocer las condiciones necesarias y suficientes que ga-

rantizan la existencia de una sucesión de polinomios ortogonales. El siguiente teorema nos

brinda la respuesta:

Teorema 1.2.1 (ver [2]). El funcional lineal L es cuasi-definido si, y solamente si, existe

una sucesión de polinomios ortogonales respecto al funcional L.

Es necesario destacar que si fPng1nD0 es una sucesión de polinomios ortogonales res-

pecto al funcional L, entonces para toda familia de constantes no nulas fcng se tiene que

fcnPng
1
nD0 es también una sucesión de polinomios ortogonales respecto a L (ver [4]).

Teorema 1.2.2 (ver [2]). Sea fPn.x/g1nD0 una sucesión de polinomios ortogonales con

respecto al funcional L. Entonces, para todo polinomio Q.x/ de grado n,

Q.x/ D

nX
kD0

ckPk.x/;

donde fckgnkD0 son los coeficientes de Fourier dados por

ck D
L.Q.x/Pk.x//

L.P 2
k
.x//

:
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El teorema anterior establece que todo polinomio de grado n puede escribirse como

combinación lineal de los primeros n términos de una sucesión fPn.x/g1nD0 de polinomios

ortogonales con respecto al funcional L. Por consiguiente fPn.x/g1nD0 constituye una base

para el espacio vectorial P. Por otro lado, una sucesión fPng1nD0 de polinomios ortogona-

les puede estar únicamente determinada al fijar el coeficiente líder de cada Pn. En otras

palabras, para determinar una sucesión particular de polinomios ortogonales respecto a un

funcional de momentos dado, solamente debemos especificar explícitamente el valor del

coeficiente líder de cada polinomio Pn.

Definición 1.2.2. Si el coeficiente líder de cada Pn.x/ es igual a 1, diremos que fPng1nD0
es una sucesión de polinomios ortogonales mónicos.

En el caso real, es común denotar por n al coeficiente líder de un polinomio Pn.x/

de grado n. Por tanto, para n � 0, los polinomios ortonormales Pn.x/ vienen dados

explícitamente por

Pn.x/ D
1p

�n�n�1

�
m0 m1 m2 � � � mn

m1 m2 m3 � � � mnC1
:::

:::
:::

:::
:::

mn�1 mn mnC1 � � � m2n�1

1 x x2 � � � xn

�

de modo que n D

s
�n�1

�n
, utilizando el convenio ��1 D 1:

Una característica importante de los polinomios ortogonales en la recta real es que

satisfacen una relación de recurrencia a tres términos

xPn.x/ D �nC1PnC1.x/C cnPn.x/C �nPn�1.x/

con condiciones iniciales P0.x/ D 1 y P�1.x/ D 0, de modo que

�2n D
L.P 2n .x//
L.P 2n�1.x//

D
�n�2�n

�2n�1
D

�
n�1

n

�2
; �n > 0; 8n � 1;

cn D
L.xP 2n .x//
L.P 2n .x//

; para n � 0:
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Si los polinomios ortogonales son mónicos, entonces la fórmula de recurrencia adopta

la forma
yPnC1.x/ D .x � cn/ yPn.x/ � �

2
n
yPn�1.x/; (1.2)

con yPn.x/ D Pn.x/=n.

Por otro lado, dada una sucesión de polinomios mónicos fPng1nD0 que satisfaga (1.2),

con �n; cn 2 R y �n positivo, existe un único funcional de momentos L, definido-positivo,

tal que fPng1nD0 es una sucesión de polinomios ortogonales mónicos respecto al funcio-

nal L. Este resultado es conocido como el Teorema de Favard (ver [2]).

Una consecuencia inmediata de la fórmula de recurrencia es que dos polinomios orto-

gonales consecutivos no tienen ceros comunes (ver [4]). En efecto, si fPng1nD0 es una su-

cesión de polinomios ortogonales mónicos tal que PnC1.x0/ D Pn.x0/ D 0, con x0 2 R,

entonces, por la ecuación (1.2), Pn�1.x0/ D 0. Usando la fórmula de recurrencia reitera-

damente se llega a que P0.z0/ D 0, contradiciendo el hecho de que P0.x/ D 1.

La relación (1.2) se puede representar en forma matricial de la siguiente manera:

x

�
P0.x/

P1.x/

P2.x/
:::

Pn�1.x/

�

D Jn

�
P0.x/

P1.x/

P2.x/
:::

Pn�1.x/

�

C Pn.x/

�
0

0

0
:::

1

�

;

donde Jn es una matriz tridiagonal

Jn D

�
c0 1 0 0 � � � 0

�1 c1 1 0 � � � 0

0 �2 c2 1 � � � 0
:::

:::
:::

:::
:::

:::

0 0 0 � � � �n�1 cn�1

�

denominada matriz mónica de Jacobi de orden n.

En el caso infinito, de la relación (1.2) se tiene

xP D JP;
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con P D ŒP0.x/ P1.x/ : : :�T y

J D

�
c0 1 0 0 � � �

�1 c1 1 0 � � �

0 �2 c2 1 � � �

:::
: : :

: : :
: : :

: : :

�

:

Esta matriz se conoce comúnmente como matriz de Jacobi.

Dentro del proceso de factorización de la matriz J , en la literatura se han considera-

do distintos ejemplos de perturbaciones zL de un funcional lineal cuasi-definido sobre el

espacio vectorial P . Particularmente, se han estudiado tres modelos canónicos:

(i) El funcional lineal zL dado por

zL.p.x// D L.xp.x//; p 2P;

el cual se denomina transformación de Christoffel.

(ii) El funcional lineal zL definido mediante

zL.p.x// D L.p.x//Cmp.0/; p 2P; m 2 R;

el cual es llamado transformación de Uvarov.

(iii) El funcional lineal zL definido por

zL.p.x// D L
�
p.x/ � p.0/

x

�
Cmp.0/; p 2P; m 2 R;

el cual es conocido como transformación de Geronimus.

Estas transformaciones canónicas se denominan transformaciones espectrales básicas.



Capítulo II

Polinomios Ortogonales en la
Circunferencia Unidad

Sea L D spanfzn W n 2 Zg el espacio vectorial de los polinomios de Laurent con coeficien-

tes complejos. Suponga que S W L ! C es un funcional lineal definido en L. Entonces,

definamos un funcional bilineal L W P � P! C mediante

L.p.z/; q.z//´ S.p.z/xq.z�1//; (2.1)

con p; q 2 P y z 2 � D fz 2 C W jzj D 1g, de modo que L satisface la siguiente

propiedad:

L.zp.z/; zq.z// D L.p.z/; q.z//: (2.2)

La matriz T D .ti;j /1i;jD0 asociada al funcional L, cuyas componentes están dadas por

ti;j WD L.zi ; zj / D S.zi�j / D ti�j ;

es una matriz de Toeplitz, esto es, los elementos de cada subdiagonal son constantes.

T D

�
t0 t�1 : : : t�n : : :

t1 t0 : : : t�.n�1/ : : :
:::

:::
:::

:::
:::

tn tn�1 : : : t0 : : :
:::

:::
:::

:::
: : :

�

:

10
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Denotaremos por Tn D .ti;j /ni;jD0 a la submatriz principal de la matriz T de dimensión

.nC 1/ � .nC 1/.

Definición 2.1.3.

(i) Diremos que L es un funcional bilineal Hermitiano en P si ti;j D tj;i .

(ii) Diremos que L es un funcional bilineal cuasi-definido en P si detTn ¤ 0, para todo

entero n no negativo.

(iii) Diremos que L es un funcional bilineal definido-positivo en P si L.p; p/ > 0, para

todo p 2 P, con p.z/ ¤ 0.

Nótese que el funcional L es Hermitiano. Además, si L es definido-positivo entonces

detTn > 0 para todo entero n no negativo. En ese caso, existe una medida de probabilidad

no trivial � soportada en la circunferencia unidad de modo que L admite una representa-

ción integral

L.p; q/ D
Z 2�

0

p.ei�/q.ei�/ d�.�/:

Diremos entonces que el funcional bilineal L es definido-positivo sobre la circunferencia

unidad.

Teorema 2.1.3.

1. Si el funcional bilineal L es cuasi-definido, entonces existe una sucesión fPng1nD0
de polinomios ortogonales mónicos asociada a L, esto es,

(i) Pn es un polinomio de grado n;

(ii) L.Pk; Pn/ D knık;n, kn ¤ 0, 0 � k � n, donde ık;n es el delta de Kronecker.

Esta sucesión viene dada por

P0.z/ D 1; Pn.z/ D
1

�n�1

�
t0 t�1 : : : t�n

t1 t0 : : : t�.n�1/
:::

:::
:::

:::

tn�1 tn�2 : : : t�1

1 z : : : zn

�

; n � 1; (2.3)

donde �n�1 D detTn�1.
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2. Si el funcional bilineal L es definido-positivo, entonces existe una única sucesión

f'ng
1
nD0 de polinomios ortonormales asociada a L, dada explícitamente por

'n.z/ D �nPn.z/; (2.4)

donde Pn.z/ está dada en (2.3) y �n D
1p
kn

, con kn D
�n

�n�1
.

Si bien es cierto que, en el caso real, una sucesión fPng1nD0 de polinomios ortogonales

satisface una relación de recurrencia a tres términos, en el caso complejo esta relación no

se cumple. Esto se debe al hecho de que para todo p 2 P , el operador multiplicación

Mx.p/ D xp es autoadjunto. Y así, para fPng1nD0, se tiene

hMx.Pn/; Pki D hPn;Mx.Pk/i D 0; para k < n � 1. (2.5)

Por el contrario, si p 2 P entonces el operador multiplicación no es autoadjunto. En

consecuencia, los dos miembros en (2.5) serán distintos. Sin embargo, en la circunferencia

unidad � , los polinomios ortonormales satisfacen las siguientes relaciones:

�n'nC1.z/ D �nC1z'n.z/C 'nC1.0/'
�
n.z/; (2.6)

�nC1'nC1.z/ D �nz'n.z/C 'nC1.0/'
�
nC1.z/: (2.7)

Si los polinomios ortogonales son mónicos entonces las relaciones de recurrencia adoptan

la forma siguiente:

PnC1.z/ D zPn.z/C PnC1.0/P
�
n .z/;

PnC1.z/ D
�2n
�2nC1

zPn.z/C PnC1.0/P
�
nC1.z/;

(2.8)

las cuales se conocen como relaciones de recurrencia ascendente y descendente, respecti-

vamente. El polinomio

P �n .z/ D z
nPn

�
1

xz

�
D znPn

�
1

z

�
se denomina polinomio recíproco de Pn. Como jzj D 1 implica xz D

1

z
, entonces

P �n .z/ D z
nPn.xz/ D z

nPn.z/:
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Definición 2.1.4. Dada una sucesión f'ng1nD0 de polinomios ortonormales sobre la cir-

cunferencia unidad, el n-ésimo núcleo Kn.z; ˛/ se define como

Kn.z; ˛/ D

nX
jD0

'j .z/'j .˛/ D

nX
jD0

1

kj
Pj .z/Pj .˛/;

y recibe el nombre de núcleo reproductor asociado a f'ng1nD0.

El teorema siguiente aporta una expresión sencilla para el núcleo repoductor de poli-

nomios ortogonales sobre la circunferencia unidad.

Teorema 2.1.4 (ver [10]). Si f'ng1nD0 es una sucesión de polinomios ortonormales en la

circunferencia unidad, entonces

Kn.z; ˛/ D

nX
jD0

'j .z/'j .˛/ D
'�nC1.˛/'

�
nC1.z/ � 'nC1.˛/'nC1.z/

1 � x̨z

D
1

knC1
P �nC1.˛/P

�
nC1.z/ � PnC1.˛/PnC1.z/

1 � x̨z

(2.9)

para todo n � 0 y z; ˛ 2 C, con x̨z ¤ 1.

También es necesario destacar que el núcleo reproductor satisface las siguientes pro-

piedades:

(a) L.p.z/;Kn.z; ˛// D p.˛/ para todo p 2 Pn. (Propiedad Reproductora)

(b) Kn.z; 0/ D
nP

jD0

'j .z/'j .0/ D �n'
�
n.z/.

(c) Kn.0; 0/ D
nP

jD0

j'j .0/j
2 D �2n.

Por la propiedad (c) se tiene

Kn.0; 0/ D

nX
jD0

j'j .0/j
2
D j'n.0/j

2
C

n�1X
jD0

j'j .0/j
2
D j'n.0/j

2
CKn�1.0; 0/;

lo cual implica

�2n � �
2
n�1 D Kn.0; 0/ �Kn�1.0; 0/ D j'n.0/j

2
D �2njPn.0/j

2:
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Por lo tanto, �
�n�1

�n

�2
D 1 � jPn.0/j

2
D

kn
kn�1

: (2.10)

De aquí se sigue que jPn.0/j ¤ 1, y las relaciones de recurrencia en (2.8) pueden ser

reescritas como

PnC1.z/ D zPn.z/C PnC1.0/P
�
n .z/; (2.11)

PnC1.z/ D .1 � jPnC1.0/j
2/zPn.z/C PnC1.0/P

�
nC1.z/: (2.12)

Proposición 2.1.1 (ver [5]). El funcional bilineal L es cuasi-definido si, y solamente si,

jPn.0/j ¤ 1 para todo n � 1.

Demostración. Si L es cuasi-definido, por el teorema 2.1.3 existe una sucesión fPng1nD0
de polinomios ortogonales mónicos asociada a L, la cual satisface las relaciones de recu-

rrencia dadas en (2.11) y (2.12). Suponga, por reducción al absurdo, que jPn.0/j D 1 para

algún n 2 N. Entonces de la relación de recurrencia descendente se tiene que Pn.z/ D

Pn.0/P
�
n .z/. Así,

L.Pn.z/; zn/ D Pn.0/L.P �n .z/; zn/ D Pn.0/L.znPn.z�1/; zn/

D Pn.0/S.znPn.z�1/ � z�n/ D S.Pn.0/Pn.z�1//

D L.Pn.0/; Pn.z// D 0;

contradiciendo el hecho de que fPng1nD0 es una sucesión de polinomios ortogonales mó-

nicos asociada a L.

Recíprocamente, suponga que fPng1nD0 es una sucesión de polinomios ortogonales mó-

nicos definida mediante la relación de recurrencia ascendente (2.11), tal que jPn.0/j ¤ 1

para todo n � 1. Probaremos por inducción que existe un funcional de momentos L, cuasi-

definido, de modo que fPng1nD0 sea la correspondiente sucesión de polinomios ortogonales

mónicos.

Para n D 1 se tiene P1.z/ D z C P1.0/. Entonces defina los valores t0 D S.1/ y

t1 D S.z/ D �P1.0/t0. Así,

T1 D

 
t0 t1

t1 t0

!
;
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y �1 D detT1 D t20 � t1t1 D .1 � jP1.0/j
2/ t20 ¤ 0. Además,

L.P1.z/; z/ D S.P1.z/ � z�1/ D S.1C z�1P1.0//

D S.1/C P1.0/S.xz/ D t0 C P1.0/t1

D t0 � jP1.0/j
2t0 D .1 � jP1.0/j

2/ t0 ¤ 0:

De aquí se sigue que P1 es un polinomio mónico de grado 1 tal que

L.P1.z/; 1/ D S.z C P1.0// D t1 C P1.0/t0 D 0:

Por lo tanto, P1 es ortogonal a P0.
Suponga ahora que fP0; P1; : : : ; Pn�1g son polinomios ortogonales mónicos. Entonces

tome an D Pn.0/, con janj ¤ 1, y construya un polinomio Pn de grado n que satisfaga la

relación de recurrencia ascendente

Pn.z/ D zPn�1.z/C anP
�
n�1.z/:

Si ese polinomio es dado por Pn.z/ D zn C cn;1zn�1 C � � � C cn;n�1z C an, entonces

defina

tn D �cn;1tn�1 � � � � � cn;n�1t1 � ant0

de manera que

L.Pn.z/; 1/ D S.Pn.z// D tn C cn;1tn�1 C � � � C cn;n�1t1 C ant0 D 0:

Por otro lado, para 1 � k � n � 1, de la relación de recurrencia ascendente se tiene

L.Pn.z/; zk/ D L.zPn�1.z/C anP �n�1.z/; zk/

D L.Pn�1.z/; zk�1/C anL.P �n�1.z/; zk/

D L.Pn�1.z/; zk�1/C anL.zn�1Pn�1.z�1/; zk/

D L.Pn�1.z/; zk�1/C anL.zn�k�1; Pn�1.z// D 0:

Finalmente, por (2.10) tenemos que

L.Pn.z/; zn/ D kn D .1 � jPn.0/j2/kn�1:

Luego, por la hipótesis inductiva, L.Pn.z/; zn/ ¤ 0. �
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Observe que el funcional L es definido-positivo si, y solamente si, jPn.0/j < 1 para

todo n � 1. Los valores Pn.0/, n 2 N, reciben el nombre de coeficientes de reflexión.

En el caso definido-positivo el núcleo reproductor tiene una propiedad extremal, la cual

será dada en el siguiente teorema. Esta propiedad no solo se cumple en la circunferencia

unidad, sino en todo el plano complejo.

Teorema 2.1.5 (ver [10]). Sea �.z/ una medida de Borel positiva y finita con soporte

acotado ˝ � C. Suponga que pn.z/ es un polinomio de grado n tal que pn.y/ D 1, para

un cierto y 2 C fijo. Entonces el valor mínimo de la integralZ
jpn.z/j

2d�.z/

es alcanzado cuando

pn.z/ D
1

Kn.y; y/
Kn.z; y/:

Además, el mínimo es justamente
1

Kn.y; y/
:

El recíproco del núcleo reproductor con argumentos iguales comúnmente se llama

función de Christoffel y se define como

�n.y/ D
1

Kn.y; y/
D

0@ nX
jD0

j'j .y/j
2

1A�1 :
Así, �n es decreciente en n para todo y 2 C. Por lo tanto, sobre la circunferencia unidad

se tiene

�1.y/ D lKım
n!1

�n.y/

D Kınf
�Z 2�

0

jP.ei�/j2d�.�/ I P 2 P; P.y/ D 1
�
� 0:

Proposición 2.1.2. Sea � una medida de probabilidad no trivial sobre la circunferencia

unidad. Entonces

(i) Si jyj > 1, entonces �1.y/ D 0.

(ii) Si jyj D 1, entonces �1.y/ D �.fyg/.
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(iii) Si
1P
nD0

jPn.0/j
2 D C1, entonces �1.y/ D 0 para todo y con jyj < 1.

(iv) Si
1P
nD0

jPn.0/j
2 < C1, entonces �1.y/ > 0 para todo y con jyj < 1. Además,

�1.0/ D

1Y
nD1

.1 � jPn.0/j
2/:

Una versión dual de la propiedad extremal del núcleo reproductor es la siguiente:

Teorema 2.1.6 (ver [10]). Sean ˛ 2 C fijo y pn.z/ un polinomio de grado a lo sumo n

tal que Z
jpn.z/j

2d�.z/ D 1:

Entonces el máximo de jpn.˛/j2 es alcanzado para

pn.z/ D e
i� Kn.z; ˛/

Kn.˛; ˛/
;

para todo � 2 Œ0; 2�/, y el máximo es Kn.˛; ˛/.

En el estudio de los polinomios es importante considerar el conjunto de elementos en

los cuales dichos polinomios se anulan. Por ello, es un hecho conocido que todo polinomio

de grado n tiene a los sumo n ceros, contando multiplicidades. No obstante, al trabajar con

polinomios ortogonales se puede hablar, incluso, de la localización de dichos ceros, como

lo establece el siguiente teorema.

Teorema 2.1.7. Si L es definido-positivo y z0 es un cero de Pn.z/, entonces jz0j < 1.

Demostración. Supongamos que z0 2 C es un cero del polinomio Pn.z/ de grado n.

Entonces Pn.z/ D .z � z0/qn�1.z/, donde qn�1.z/ es un polinomio de grado n � 1. Así,

zqn�1.z/ D Pn.z/C z0qn�1.z/:

Luego, por la propiedad (2.2),

0 < L.qn�1.z/; qn�1.z// D L.zqn�1.z/; zqn�1.z//

D L.Pn.z/C z0qn�1.z/; Pn.z/C z0qn�1.z//

D L.Pn.z/; Pn.z//C jz0j2L.qn�1.z/; qn�1.z//;
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o equivalentemente,

0 < .1 � jz0j
2/L.qn�1.z/; qn�1.z// D L.Pn.z/; Pn.z//:

Por lo tanto jz0j < 1. �

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que los ceros de P �n .z/ se encuen-

tran fuera del círculo jzj < 1. En efecto, P �n .z0/ D 0 si, y solo si, Pn.xz �10 / D 0. Luego,

del teorema 2.1.7 se sigue que jz0j�1 < 1.

Teorema 2.1.8. Sea L un funcional lineal cuasi-definido. Suponga que fPng1nD0 es la

sucesión de polinomios ortogonales mónicos asociada a L.

(i) Si jz0j ¤ 1, z0 2 C, y Pn.z0/ D 0, entonces P �n .z0/ ¤ 0.

(ii) Si jz0j D 1, z0 2 C, entonces Pn.z0/ ¤ 0 para todo n � 0.

Demostración. (i) Supongamos que, para algún N 2 N, PN .z0/ D P �N .z0/ D 0, con

jz0j ¤ 1. Entonces, aplicando la relación de recurrencia descendente (2.12) reiteradamente

se tiene que P1.z0/ D P �1 .z0/ D 0. Sin embargo, P1.z/ D z � z0 y

P �1 .z/ D zP1

�
1

xz

�
D z

�
1

z
� xz0

�
D 1 � xz0z:

Así,

0 D P �1 .z0/ D 1 � jz0j
2
H) jz0j D 1;

lo cual es una contradicción.

(ii) Supongamos que, para algún N 2 N, PN .z0/ D 0, con jz0j D 1. De aquí se sigue

que P �N .z0/ D zN0 PN .z0/ D 0. Luego, aplicando la relación de recurrencia descendente

(2.12) reiteradamente se tiene que P1.z0/ D 0, esto es, P1.z/ D z � z0, de modo que

0 D .1 � jP1.0/j
2/z0 H) jP1.0/j D 1;

lo cual es absurdo por la Proposición 2.1.1. �

Si fPng1nD0 es la sucesión de polinomios ortogonales mónicos asociada a un funcional

bilineal L, consideremos la matriz

Hp D

�
h0;0 1 0 0 � � �

h1;0 h1;1 1 0 � � �

h2;0 h2;1 h2;2 1 � � �

:::
:::

:::
: : :

: : :

�

;
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la cual llamaremos matriz de Hessenberg inferior asociada a fPng1nD0. Esta matriz nos

permite obtener la siguiente relación:

zP D HpP;

donde P D ŒP0.z/; P1.z/; : : : ; Pn.z/; : : :�
T . En lo sucesivo, estaremos interesados en las

perturbaciones polinómicas del funcional L de la forma

L2.p; q/ D L..z � ˛/p; .z � ˛/q/; p; q 2 P I (2.13)

L3.p; q/ D L.p; q/Cmp.˛/q.˛/; p; q 2 P: (2.14)

Estos funcionales Hermitianos L2 y L3 reciben el nombre de transformación de Christoffel

y transformación de Uvarov del funcional bilineal L, respectivamente. Además, estudia-

remos la relación existente entre las matrices de Hessenberg asociadas a estos funcionales

perturbados y las matrices de Hessenberg asociadas al funcional original L mediante el

uso de las factorizaciones LU y QR.



Capítulo III

Factorización de matrices

Al hablar de factorización de una matriz A nos referimos a la representación de A como el

producto de dos matrices B y C cualesquiera, esto es, A D BC . En general, este proceso

de factorización no es único. De hecho, existe una cantidad infinita de matrices B y C

cuyo producto es igual a A. No obstante, en el marco de este trabajo nos centraremos en

el estudio de las factorizaciones LU y QR.

3.1. Factorización LU

Supongamos que A 2 K.m;n/ es una matriz que puede representarse como un producto de

dos matrices L y U , donde L 2 K.m;m/ es una matriz triangular inferior cuyos términos

diagonales son iguales a 1, y U 2 K.m;n/ es una matriz triangular superior; esto es,

A D LU D

�
1 0 � � � 0

l21 1 � � � 0
:::

:::
: : :

:::

lm1 lm2 � � � 1

��
u11 u12 � � � u1n

0 u22 � � � u2n
:::

:::
:::

:::

0 0 � � � umn

�

:

A esta descomposición la llamaremos FactorizaciónLU de la matrizA. La ventaja de esta

factorización es que nos permite analizar la solución del sistema de ecuaciones lineales

20
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Ax D b al transformar dicho sistema en dos sistemas de ecuaciones de la forma

Ax D .LU /x D L.Ux/ D b ”

˚
Ly D b;

Ux D y:

Dicho de otro modo, descomponemos la resolución de un sistema de ecuaciones lineales

en la resolución de dos sistemas triangulares. El primero, triangular inferior, que se resuel-

ve mediante sustituciones progresivas; y el segundo, triangular superior, que se resuelve

con sustituciones regresivas.

El método de la factorización LU consiste en la aplicación de los siguientes pasos

(ver [1]):

1. Reducir la matrizA a la forma escalonadaU , utilizando operaciones elementales por

fila, en las cuales un múltiplo de una fila se le suma a otra fila que esté por debajo de

ella. En este caso, existen matrices triangulares inferiores unitarias "1; : : : ; "p tales

que ."p : : : "1/A D U . No se incluye la operación de intercambiar dos filas.

2. Colocar los elementos de la matriz L de manera que la secuencia de operaciones

anterior reduzca a L a la matriz identidad, es decir, si ."p : : : "1/A D U entonces

A D ."p : : : "1/
�1U D LU , donde L D ."p : : : "1/�1. Así, las operaciones elemen-

tales por fila que reducen la matriz A a la forma escalonada U , también reducen L

a la matriz identidad Im, pues ."p : : : "1/L D ."p : : : "1/."p : : : "1/�1 D Im.

Ahora bien, si una matrizA es no singular y admite una descomposiciónLU , entonces

los factores son únicos. Sin embargo, no toda matriz invertible admite una factorización

LU única. Por ello, el siguiente teorema, cuya demostración puede ver en [8], establece

condiciones necesarias y suficientes para que una matriz no singular admita una factoriza-

ción LU .

Teorema 3.1.1. Sea A 2 K.n;n/. La factorización LU de la matriz A, con li i D 1 para

i D 1; : : : ; n, existe y es única si, y solamente si, las submatrices principales Ai de A de

orden i D 1; : : : ; n � 1 son invertibles.

Por el Teorema anterior, si alguna submatriz Ai , i D 1; : : : ; n�1, es singular entonces

la factorización no existe o no es única (ver [8]).

Por otro lado, si la factorización LU de A 2 K.n;n/ existe y es única, entonces

det.A/ D det.LU / D det.L/ det.U / D det.U /;
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es decir, el determinante de A está dado por

det.A/ D u11 : : : unn:

Es oportuno señalar que el algoritmo de factorización LU acá descrito es válido sólo

para matrices A, en las cuales no aparecen filas de cero durante el proceso de triangu-

larización. En el caso general, es necesario premultiplicar la matriz A por una o varias

matrices de permutación, que colocan dichas filas de ceros como últimas filas de A. Lue-

go, la factorización está dada por PA D LU , donde P es el producto de dichas matrices

de permutación. (véase [1])

En el caso que A sea una matriz tridiagonal, la factorización LU de A es fácil de

obtener. Basta con tomar las matrices L y U de la siguiente forma:

L D

�
1 0 0 � � � 0

l2 1 0 � � � 0

0 l3 1 � � � 0
:::

: : :
: : :

:::

0 0 � � � ln 1

�

y U D

�
u1 a12 0 0 � � �

0 u2 a23 0 � � �

0 0 u3 a34 � � �
:::

:::
: : :

: : :

0 0 � � � 0 un

�

:

Entonces, de la relación A D LU obtenemos:

u1 D a11

l2u1 D a21

l2a12 C u2 D a22

l3u2 D a33

l3a23 C u3 D a33
:::

Así, de las ecuaciones anteriores podemos deducir que la factorización LU de una matriz

tridiagonal la obtenemos mediante el siguiente algoritmo:

u1 D a11

Para m D 2; : : : ; n

lm D am;m�1=um�1

um D am;m � lmam�1;m :
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Definición 3.1.1. Un elemento � 2 K se denomina valor propio o autovalor de una

aplicación lineal h W E ! E del espacio vectorial E sobre un cuerpo K, si existe un

vector v no nulo de E tal que h.v/ D �v. Al vector v se le conoce como vector propio o

autovector de h asociado al valor propio �.

Sean E un espacio vectorial de dimensión n y B D fa1; : : : ; ang una base de E.

Supongamos que A es la matriz de h respecto a la base B. Entonces � es un valor propio

de h si el sistema lineal Ax D �x, o equivalentemente,

.�In � A/x D 0n;

admite una solución no trivial. En consecuencia, � será un valor propio de h si es raíz de

la ecuación det.tIn � A/ D 0.

Definición 3.1.2.

1. Una matriz A 2 K.n;n/ se denomina simétrica si A D AT .

2. Una matriz simétrica A 2 R.n;n/ se denomina definida positiva si

XTAX > 0 para todo X 2 R.n;1/ no nulo.

Toda matriz A es definida positiva si, y solo si, todos los valores propios de A son

positivos [1]. Además, todos los menores principales (o subdeterminantes) de A son po-

sitivos si A es definida positiva. En este caso, del teorema 3.1.1 se sigue que A admite

una factorización LU , con los factores L y U únicos. Así, por ser A simétrica, se conclu-

ye que A D U TU , donde U es triangular superior con elementos diagonales positivos.

Esta descomposición se conoce como Factorización de Cholesky de una matriz simétrica

definida positiva.

Otra representación de la factorización de Cholesky es dada por A D LLT , donde L

es triangular inferior con elementos diagonales positivos. Esta representación, al igual que

la anterior, se sigue del hecho de que A es una matriz simétrica definida positiva y, en ese

caso, los factores L y U de la factorización LU son únicos, tal como lo indica el siguiente

teorema.

Teorema 3.1.2. Sea A 2 R.n;n/ una matriz simétrica definida positiva. Entonces, exis-

te una única matriz triangular superior U cuyos términos diagonales son estrictamente
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positivos, de modo que

A D U TU;

y los coeficientes uij de la matriz U T se pueden calcular como sigue: u11 D
p
a11 y, para

i D 2; : : : ; n,

uij D

 
aij �

j�1X
kD1

hikhjk

!
=hjj ; j D 1; : : : ; i � 1;

hi i D

 
ai i �

i�1X
kD1

h2ik

!1=2
:

Una demostración detallada de este teorema se puede encontrar en [8].

En general, siA es Hermitiana y definida positiva, entoncesA puede ser descompuesta

como A D LL�, donde L es una matriz triangular inferior con elementos diagonales

positivos y L� es la matriz transpuesta conjugada de L. En este caso, los elementos de la

matriz L son complejos, pero en la diagonal principal son reales.

3.2. Factorización QR

Como ya hemos visto, el algoritmo de la factorización LU nos lleva a la descomposición

de una matriz como el producto de dos matrices triangulares, donde una es inferior y la

otra es superior. Asimismo, el procedimiento de ortogonalización de Gram-Schmidt nos

permite factorizar una matriz como el producto de dos matrices: una ortonormal y otra

triangular superior. A esta descomposición la denominaremos Factorización QR.

Para descomponer una matriz A mediante el proceso de factorización QR, utilizamos

el método de Gram-Schmidt, el cual inicia con la matriz A expresada como un conjunto

de vectores columnas. Así,

A D

�
a11 a12 � � � a1n

a21 a22 � � � a2n
:::

:::
: : :

:::

an1 an2 � � � ann

�

D

h
a1 a2 � � � an

i

Suponiendo que los vectores columnas ai .i D 1; 2; : : : ; n/ son linealmente indepen-

dientes, podemos construir un conjunto de vectores columnas ortonormales qi , para todo

i D 1; 2; : : : ; n, de la siguiente manera:
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Tomamos el vector a1 y lo normalizamos para obtener:

q1 D
a1
jja1jj

;

donde jja1jj D .a211 C a
2
21 C � � � C a

2
n1/

1=2 es la magnitud de a1. Luego, determinamos el

vector a02, el cual es normal a q1 y está dado por

a02 D a2 � .qT1 a2/q1 :

Ahora, procedemos a normalizar el vector a02, de manera que:

q2 D
a02
jja02jj
�

Para determinar q3 repetimos el proceso. Así,

a03 D a3 � .qT1 a3/q1 � .qT2 a3/q2 :

Luego, normalizando al vector a03 se tiene:

q3 D
a03
jja03jj
�

Este proceso continua hasta construir un conjunto de n vectores ortonormales. Las expre-

siones generales para ai y qi vienen dadas por

a0i D ai �
i�1X
jD1

.qTj ai/qj I .i D 2; 3; : : : ; n/

qi D
a0i
jja0i jj
I .i D 1; 2; : : : ; n/

Por lo tanto, la matriz Q está formada por los vectores columnas qi .i D 1; 2; : : : ; n/,
esto es, Q D

h
q1 q2 � � � qn

i
, mientras que la matriz triangular superior R tiene

elementos ri;j definidos por

ri;j D

˚
jja0i jj si i D j;

qTi aj si j � i C 1:

de modo que A D QR.

Teorema 3.2.1 (ver [1]). Dada una matrizA 2 R.m;n/ conm � n y rangA D n, existe una

matriz Q con vectores columna ortonormales y una matriz triangular superior R 2 R.n;n/

con elementos diagonales positivos, tales que A D QR. Esta factorización es única.
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La factorización QR de una matriz singular no es única. De hecho, existe una factori-

zación QR para matrices rectangulares en la cual R es una matriz cuasi-triangular.

Una de las ventajas de la factorización QR de una matriz A es que, a través del méto-

doQR presentado por Strang (1988), es posible encontrar todos los autovalores deA. Para

ello, consideramos las matrices Q y R obtenidas mediante el método de Gram-Schmidt,

las cuales utilizamos para determinar una nueva matrizA.1/ dada porA.1/ D RQ. Observe

que A y A.1/ son matrices semejantes. En efecto, basta con premultiplicar y postmultipli-

car la relación A D QR por Q�1 y Q para obtener

Q�1AQ D Q�1QRQ D IRQ D RQ D A.1/:

Por lo tanto, A y A.1/ tienen los mismos autovalores. Luego, hallamos la factorización

QR de A.1/ y repetimos el proceso para determinar la matriz A.2/ D R.1/Q1, donde

Q.1/R.1/ D A.1/. El proceso continua hasta que A.n/ sea una matriz triangular, cuyos

elementos diagonales serán los autovalores de A. El algoritmo se puede resumir en los

siguientes dos pasos:
A.k/ D Q.k/R.k/

A.kC1/ D R.k/Q.k/



Capítulo IV

Funcionales cuasi-definidos y
factorización LU

En este capítulo estudiaremos la perturbación polinómica de L dada en (2.13). Para ello,

consideraremos, en primer lugar, la perturbación del funcional L definida como

L1.p; q/´ L..z � ˛/p; q/; p; q 2 P:

Luego, consideraremos la perturbación polinómica de L1 definida mediante

L2.p; q/ D L1.p; .z � ˛/q/ D L..z � ˛/p; .z � ˛/q/; p; q 2 P:

Este método nos permitirá mostrar que sus correspondientes matrices de Hessenberg están

relacionadas. La factorización LU de la matriz de Hessenberg asociada al funcional L
jugará un rol importante en este proceso.

4.1. Funcionales no Hermitianos y la factorización LU

Sea S un funcional lineal cuasi-definido en el espacio vectorial de los polinomios de Lau-

rent con coeficientes complejos. Sea L el funcional bilineal Hermitiano dado por

L.p.z/; q.z//´ S.p.z/xq.z�1//; p; q 2 P:

27
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Definamos una perturbación polinómica de L mediante

L1.p; q/´ L..z � ˛/p; q/:

Si fPng1nD0 es la sucesión de polinomios ortogonales mónicos respecto al funcional

bilineal L, entonces, por la relación de recurrencia ascendente (2.11) y la propiedad (b)

del núcleo reproductor, obtenemos

k�1n zPn.z/ D k�1n PnC1.z/ � PnC1.0/k
�1
n P

�
n .z/

D k�1n PnC1.z/ � PnC1.0/Kn.z; 0/:

Luego, por la definición del núcleo reproductor podemos reescribir el resultado anterior

como sigue:

zPn.z/ D PnC1.z/ �

nX
jD0

kn
kj
PnC1.0/Pj .0/Pj .z/: (4.1)

De esta relación se puede concluir que

zPi.z/ D

iC1X
jD0

ai;jPj .z/;

donde ai;j son los valores definidos mediante

ai;j D

˚
1 si j D i C 1;

ki
kj
PiC1.0/Pj .0/ si j � i;

0 si j > i:

Por lo tanto, la representación matricial de (4.1) viene dada por

zP D HpP;

donde P D ŒP0.z/; P1.z/; : : :�T yHp es una matriz de Hessenberg inferior cuyos elemen-

tos están dados por ai;j .

Es fácil ver que, para P D ŒP0.z/; P1.z/; : : :�
T , la matriz Dp D L.P; P T / es una

matriz diagonal no singular. En efecto,

L.P; P T / D

�
L.P0; P0/ L.P0; P1/ � � � L.P0; Pn/ � � �
L.P1; P0/ L.P1; P1/ � � � L.P1; Pn/ � � �

:::
:::

: : :
:::

:::

L.Pn; P0/ L.Pn; P1/ � � � L.Pn; Pn/ � � �
:::

:::
:::

:::
: : :

�

:
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Como fPng1nD0 es una sucesión de polinomios ortogonales respecto a L se concluye que,

para todo i; j 2 f0; 1; 2; : : :g, los elementos de Dp están dados por

.Dp/i;j D

˚
0 si i ¤ j;

ki si i D j:

Observe, además, que L1 no es un funcional Hermitiano, pues, si lo fuera, el valor

t1i;j D L1.zi ; zj / sería exactamente igual a t1j;i . Sin embargo, mediante cálculos sencillos

podemos probar que

t1i; j D L1.zi ; zj / D L..z � ˛/zi ; zj / D S.zi�jC1/ � ˛S.zi�j / D ti�jC1 � ˛ ti�j ;

mientras que

t1j; i D L1.zj ; zi/ D L..z � ˛/zj ; zi/ D S.zi�j�1/ � ˛S.zi�j / D ti�j�1 � ˛ti�j :

El hecho de que L1 no sea un funcional Hermitiano nos genera el siguiente problema:

no podemos garantizar la existencia de una sucesión de polinomios ortogonales mónicos

respecto a L1. No obstante, es posible hallar sucesiones de polinomios que sean ortogo-

nales por la izquierda o por la derecha con respecto al funcional L1 tal como se indica a

continuación.

Definición 4.1.1. Sea F un funcional bilineal en P. Suponga que fLng1nD0 y fRng1nD0 son

sucesiones de polinomios mónicos. Entonces, para todo n � 0,

(i) Diremos que fLng1nD0 es ortogonal por la izquierda respecto a F si

� Ln.z/ es un polinomio de grado n;

� F.Ln.z/; zk/ D 0, 0 � k � n � 1;

� L.Ln.z/; zn/ ¤ 0.

(ii) Diremos que fRng1nD0 es ortogonal por la derecha respecto a F si

� Rn.z/ es un polinomio de grado n;

� F.zk; Rn.z// D 0, 0 � k � n � 1;

� L.zn; Rn.z// ¤ 0.
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Ahora, con esta definición en mente se puede probar la siguiente proposición, la cual

será de gran utilidad en lo que sigue.

Proposición 4.1.1. Si Pn.˛/ ¤ 0 para todo n � 1, entonces

(i) La sucesión

Rn.z; ˛/ D
kn

Pn.˛/
Kn.z; ˛/ D Pn.z/C

kn
Pn.˛/

n�1X
jD0

k�1j Pj .˛/Pj .z/ (4.2)

es ortogonal por la derecha respecto al funcional bilineal L1.

(ii) La sucesión

Sn.z; ˛/ D
1

z � ˛

�
PnC1.z/ �

PnC1.˛/

Pn.˛/
Pn.z/

�
(4.3)

es ortogonal por la izquierda respecto al funcional bilineal L1.

Demostración. (i) De (4.2) se sigue inmediatamente que degRn D degPn D n. Entonces,

al usar la propiedad (a) del núcleo reproductor, para 0 � k � n, tenemos

L1.zk; Rn.z; ˛// D L
�
zk.z � ˛/;

kn
Pn.˛/

Kn.z; ˛/

�
D

kn
Pn.˛/

L.zk.z � ˛/;Kn.z; ˛//

D
kn

Pn.˛/
L.zk.z � ˛/;KnC1.z; ˛/ � k�1nC1PnC1.z/PnC1.˛//

D �kn
PnC1.˛/

Pn.˛/
ın;k:

(ii) De (4.3) se tiene que deg.Sn.z; ˛// D deg.PnC1.z/=.z � ˛// D n. Luego, para

0 � k � n,

L1.Sn.z; ˛/; zk/ D L..z � ˛/Sn.z; ˛/; zk/

D L
�
PnC1.z/ �

PnC1.˛/

Pn.˛/
Pn.z/; z

k

�
D L.PnC1.z/; zk/ �

PnC1.˛/

Pn.˛/
L.Pn.z/; zk/

D �kn
PnC1.˛/

Pn.˛/
ın;k: �
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Ahora mostraremos una conexión entre las matrices de HessenbergHp yHr asociadas

a fPng1nD0 y fRn.z; ˛/g1nD0, respectivamente.

En primer lugar, observe que fPng1nD0 y fRn.z; ˛/g1nD0 son bases de polinomios mó-

nicos sobre el espacio vectorial P. Entonces existe una matriz de cambio de base Lpr ,

la cual es triangular inferior con términos diagonales iguales a 1, tal que P D LprR,

con R D ŒR0.z; ˛/; R1.z; ˛/; : : :�T . Como Lpr es una matriz invertible, podemos escribir

R D L�1prP , con P D ŒP0.z/; P1.z/; : : :�T . En efecto, la relación (4.2) puede ser reescrita

como

Ri.z; ˛/ D

iX
jD0

bi; jPj .z/

donde

bi; j D

˚
1 si i D j;

ki
kj
Pj .˛/

Pi.˛/
si j < i;

0 si j > i:

Por lo tanto, la representación matricial de (4.2) es

R D L�1prP;

donde L�1pr es una matriz triangular inferior con elementos dados por bi;j .

Nótese que L1.R;RT / D Dr es una matriz triangular inferior no singular.

Lema 4.1.1. Sea I la matriz unitaria infinita. Entonces

( i) L1.P; P T / D .Hp � ˛I /L.P; P T / D .Hp � ˛I /Dp;

( ii) L1..z � ˛/P; P T / D .Hp � ˛I /2Dp.

Demostración. (i ) Sea zP D HpP . Entonces .z � ˛/P D zP � ˛P D .Hp � ˛I /P .

Por tanto,

L1.P; P T / D L..z � ˛/P; P T /

D L..Hp � ˛I /P; P T /

D .Hp � ˛I /L.P; P T /

D .Hp � ˛I /Dp:
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(ii ) Considerando lo probado anteriormente se tiene:

L1..z � ˛/P; P T / D L1..Hp � ˛I /P; P T /

D .Hp � ˛I /L1.P; P T /

D .Hp � ˛I /
2Dp: �

Teorema 4.1.1. Sea Lpr la matriz triangular inferior con términos diagonales iguales a 1

tal que P D LprR. Entonces Hp � ˛I D LU , donde

L D LprDr (4.4)

es una matriz triangular inferior y

U D L�prD
�1
p (4.5)

es una matriz triangular superior.

Demostración. Haciendo uso de la parte (i) del Lema anterior podemos escribir

.Hp � ˛I /Dp D L1.P; P T /

D L1.Lpr R;RT LTpr/

D Lpr L1.R;RT / LTpr

D Lpr L1.R;RT / L�pr

D Lpr Dr L
�
pr :

Por lo tanto,

Hp � ˛I D Lpr Dr L
�
pr D

�1
p D .Lpr Dr/.L

�
pr D

�1
p / D LU: �

Como los elementos en la diagonal principal de la matriz L D LprDr no necesaria-

mente son iguales a 1, entonces la factorización LU en el teorema anterior no es única.

En el teorema siguiente se muestra la relación existente entre las matrices Hp y Hr .

Teorema 4.1.2. Si Hp � ˛I D LU , con L y U dadas en (4.4) y (4.5) respectivamente,

entonces

Hr D Dr.UL/D
�1
r C ˛I:
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Demostración. Considere la relación R D L�1prP . Luego, por la parte (ii) del Lema 4.1.1

y el teorema anterior, se tiene

L1..z � ˛/R;RT / D L1..z � ˛/L�1prP;P TL�Tpr /

D L�1pr L1..z � ˛/P; P T / .L�pr/�1

D L�1pr .Hp � ˛I /
2Dp .L

�
pr/
�1

D L�1pr .LU /
2Dp .L

�
pr/
�1:

Por otro lado,

L1..z � ˛/R;RT / D L1..Hr � ˛I /R;R
T /

D .Hr � ˛I /L1.R;RT /

D .Hr � ˛I /Dr :

Por lo tanto,

Hr � ˛I D L
�1
pr .LU /

2Dp .L
�
pr/
�1D�1r

D L�1prLprDr.UL/L
�
prD

�1
p Dp .L

�
pr/
�1D�1r

D Dr.UL/D
�1
r : �

4.2. La transformación de Christoffel y la factorización LU

Dado el funcional L1 definido en la sección anterior, definamos su perturbación polinómi-

ca como sigue:

L2.p; q/´ L1.p; .z � ˛/q/; p; q 2 P;

o equivalentemente,

L2.p; q/´ L..z � ˛/p; .z � ˛/q/; p; q 2 P:

Aunque L1 no es un funcional bilineal Hermitiano, el funcional L2 sí lo es. De hecho, es

fácil ver que

t2i; j D L2.zi ; zj / D ti�j � ˛ti�jC1 � ˛ti�j�1 C j˛j2ti�j D L2.zj ; zi/ D t2j; i :

En el teorema que enunciaremos a continuación, mostraremos la condición necesaria

y suficiente para que L2 sea un funcional cuasi-definido.



Capítulo IV Funcionales cuasi-definidos y factorización LU 34

Teorema 4.2.1. El funcional bilineal L2 es cuasi-definido si, y solamente si,Kn.˛; ˛/ ¤ 0

para todo n � 0.

Demostración. Sea L2 un funcional bilineal cuasi-definido. Entonces, en virtud del teore-

ma 2.1.3, existe una sucesión fQng
1
nD0 de polinomios ortogonales mónicos respecto a L2.

Por otra parte, escriba

Pn D .z � ˛/Pn�1 ˚ spanfKn.z; ˛/g; (4.6)

donde spanfp.z/g es el subespacio vectorial de P generado por p 2 P. Para probar la

igualdad anterior basta con observar que

L..z � ˛/Pn�1.z/;Kn.z; ˛// D .˛ � ˛/Pn�1.˛/ D 0

para todo Pn�1.z/ 2 Pn�1, por la propiedad reproductora. Así que spanfKn.z; ˛/g es el

complemento ortogonal de .z � ˛/Pn�1.
Ahora bien, como Pn�2 ( Pn�1 y Pn�2 es un subespacio cerrado, entonces se puede

escribir .z � ˛/Pn�1 D .z � ˛/Pn�2 ˚ ..z � ˛/Pn�2/?. Para determinar el complemento

ortogonal de .z � ˛/Pn�2, observe que, para todo Qn�2.z/ 2 Pn�2,

L2..z � ˛/Qn�1.z/; .z � ˛/Qn�2.z// D 0;

ya que fQng
1
nD0 es una sucesión de polinomios ortogonales con respecto a L2, y el grado

de Qn�1.z/ es distinto al grado de Qn�2.z/. En consecuencia, spanf.z � ˛/Qn�1.z/g es

el complemento ortogonal de .z � ˛/Pn�2. Así pues,

.z � ˛/Pn�1 D spanf.z � ˛/Qn�1.z/g ˚ .z � ˛/Pn�2:

De esta forma, la relación (4.6) se puede reescribir como

Pn D spanf.z � ˛/Qn�1.z/g ˚ .z � ˛/Pn�2 ˚ spanfKn.z; ˛/g:

Por otro lado, de manera completamente análoga se demuestra que

Pn D Pn�1 ˚ spanfPn.z/g

D spanfPn.z/g ˚ spanfKn�1.z; ˛/g ˚ .z � ˛/Pn�2:

Luego, como el complemento ortogonal del subespacio vectorial .z � ˛/Pn�2 respecto a

Pn es único, entonces

spanf.z � ˛/Qn�1.z/g ˚ spanfKn.z; ˛/g D spanfPn.z/g ˚ spanfKn�1.z; ˛/g:
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Por lo tanto,

Pn.z/ D .z � ˛/Qn�1.z/C ˇnKn�1.z; ˛/: (4.7)

Suponga, por reducción al absurdo, que Kn0�1.˛; ˛/ D 0 para algún n0 2 N. Enton-

ces, por la expresión (4.7), Pn0
.˛/ D 0. Luego,

Kn0
.˛; ˛/ D Kn0�1.˛; ˛/C jPn0

.˛/j2 D 0:

Sustituyendo este resultado en la ecuación (4.7) se tiene Pn0C1.˛/ D 0. En consecuencia,

Kn.˛; ˛/ D 0 para todo n � n0 y, por consiguiente, PnC1.˛/ D 0, n � n0.

Si j˛j ¤ 1 entonces P �n .˛/ ¤ 0, n � n0 (Teorema 2.1.8). Así, de la fórmula de

Christoffel-Darboux (2.9) resulta

Kn.˛; ˛/ D
1

knC1
jP �nC1.˛/j

2 � jPnC1.˛/j
2

1 � j˛j2
D

1

knC1
jP �nC1.˛/j

2

1 � j˛j2
¤ 0;

para n � n0, lo cual es absurdo.

Si j˛j D 1 entonces P �n .˛/ D 0. Por la relación de recurrencia descendente (2.12),

Pn�1.˛/ D 0. Si aplica esta fórmula de recurrencia reiteradamente se obtiene P1.˛/ D 0,

esto es, P1.z/ D z � ˛. En consecuencia, jP1.0/j D j˛j D 1, contradiciendo así la

Proposición 2.1.1. Por lo tanto, Kn.˛; ˛/ ¤ 0 para todo n � 0.

Recíprocamente, suponga que Kn.˛; ˛/ ¤ 0 para todo n � 0. Además, considere la

sucesión de polinomios mónicos fQng
1
nD0 dada por

.z � ˛/Qn.z/ D PnC1.z/ �
PnC1.˛/

Kn.˛; ˛/
Kn.z; ˛/: (4.8)

Observe también que, al usar la definición del núcleo reproductor, se puede escribir

KnC1.z; ˛/ D

nC1X
jD0

1

kj
Pj .˛/Pj .z/

D
1

knC1
PnC1.˛/PnC1.z/C

nX
jD0

1

kj
Pj .˛/Pj .z/

D
1

knC1
PnC1.˛/PnC1.z/CKn.z; ˛/:

Por ello, podemos expresar Kn.z; ˛/ en (4.8) como

Kn.z; ˛/ D KnC1.z; ˛/ �
PnC1.˛/

knC1
PnC1.z/:
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Entonces, para 0 � k � n,

L2.Qn.z/; .z � ˛/k/ D L..z � ˛/Qn.z/; .z � ˛/kC1/

D L
�
PnC1.z/ �

PnC1.˛/

Kn.˛; ˛/
Kn.z; ˛/; .z � ˛/

kC1

�
D L.PnC1.z/; .z � ˛/kC1/ �

PnC1.˛/

Kn.˛; ˛/
L.Kn.z; ˛/; .z � ˛/kC1/

D knC1ın;k �
PnC1.˛/

Kn.˛; ˛/
L
�
KnC1.z; ˛/ �

PnC1.˛/

knC1
PnC1.z/; .z � ˛/

kC1

�
D knC1ın;k C

PnC1.˛/PnC1.˛/

Kn.˛; ˛/
ın;k

D knC1

�
Kn.˛; ˛/C

1

knC1
PnC1.˛/PnC1.˛/

�
Kn.˛; ˛/

ın;k

D knC1
KnC1.˛; ˛/

Kn.˛; ˛/
ın;k

Por lo tanto, fQng
1
nD0 es la sucesión de polinomios ortogonales mónicos con respecto al

funcional L2. Luego, del Teorema 1.2.1 se sigue que L2 es un funcional bilineal cuasi-

definido. �

Sea Hq la matriz de Hessenberg inferior asociada a la sucesión de polinomios ortogo-

nales mónicos fQng
1
nD0 tal que

zQ D HqQ;

con Q D ŒQ0.z/;Q1.z/; : : : ;Qn.z/; : : :�
T . Entonces L2.Q;QT / D Dq, donde Dq es

una matriz diagonal no singular cuyos elementos vienen dados por

.Dq/i;j D

�
kiC1

KiC1.˛; ˛/

Ki.˛; ˛/
si i D j;

0 si i ¤ j:

A continuación mostraremos que Hq puede obtenerse a partir de la factorización LU

de la matriz de Hessenberg Hr asociada a la sucesión fRn.z; ˛/g1nD0. Para ello necesita-

mos el siguiente resultado:

Lema 4.2.1. Sea I la matriz unitaria infinita. Entonces

(i) L2.R;RT / D L1.R;RT /.Hr � ˛I /
� D Dr.Hr � ˛I /

�;
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(ii) L2.R; .z � ˛/RT / D Dr..Hr � ˛I /
�/2.

Demostración.

.i / L2.R;RT / D L1.R; .z � ˛/RT /

D L1.R; .Hr � ˛I /
TRT /

D L1.R;RT /.Hr � ˛I /
�

D Dr.Hr � ˛I /
�:

.ii / L2.R; .z � ˛/RT / D L2.R; .Hr � ˛I /
TRT /

D L2.R;RT /.Hr � ˛I /
�

D Dr..Hr � ˛I /
�/2: �

Teorema 4.2.2. Sea Lrq la matriz triangular inferior cuyos términos diagonales son igua-

les a 1 y tal que R D LrqQ. Entonces

Hr � ˛I D Lrq zU ;

donde zU es una matriz triangular superior no singular.

Demostración. Por la parte (i) del Lema anterior podemos escribir

Dr.Hr � ˛I /
�
D L2.R;RT / D L2.LrqQ;QTLTrq/

D Lrq L2.Q;QT / L�rq

D LrqDq L
�
rq:

Por lo tanto,

.Hr � ˛I /
�
D D�1r LrqDq L

�
rq;

lo cual implica Hr � ˛I D LrqD
�
q L
�
rq .D

�
r /
�1. Así, Hr � ˛I D zL zU , donde zL D Lrq y

zU D D�q L
�
rq .D

�
r /
�1. �

Teorema 4.2.3. Sea Lrq la matriz triangular inferior cuyos términos diagonales son igua-

les a 1 y tal que R D LrqQ. Si Hr � ˛I D zL zU es la factorización LU sin pivoteo de

Hr � ˛I , entonces

Hq � ˛I D zU zL:



Capítulo IV Funcionales cuasi-definidos y factorización LU 38

Demostración. Por el Lema 4.2.1 (ii) tenemos

L2.Q; .z � ˛/QT / D L2.L�1rqR; .z � ˛/RTL�Trq /

D L�1rq L2.R; .z � ˛/RT / .L�rq/�1

D L�1rq Dr..Hr � ˛I /
�/2 .L�rq/

�1:

Por otro lado,

L2.Q; .z � ˛/QT / D L2.Q;QT /.Hq � ˛I /
�
D Dq.Hq � ˛I /

�:

Así,

Dq.Hq � ˛I /
�
D L�1rq Dr..Hr � ˛I /

�/2 .L�rq/
�1

D L�1rq Dr D
�1
r LrqDq L

�
rqD

�1
r LrqDq L

�
rq .L

�
rq/
�1

D Dq L
�
rqD

�1
r LrqDq:

Por lo tanto,

.Hq � ˛I /
�
D L�rqD

�1
r LrqDq:

De aquí se sigue que

Hq � ˛I D D
�
q L
�
rq .D

�
r /
�1Lrq D zU zL: �



Capítulo V

Funcionales definido-positivos y
factorización QR

En este capítulo, a diferencia del anterior, estudiaremos directamente la perturbación po-

linómica del funcional L, la cual fue dada en (2.13). Asimismo, mostraremos la conexión

entre las matrices de Hessenberg asociadas a los funcionales L y L2 respectivamente,

mediante la factorización QR.

5.1. Perturbaciones polinómicas de medidas positivas

Sea L un funcional definido-positivo en P. Entonces, por el teorema 2.1.3, existe una

sucesión f'ng1nD0 de polinomios ortonormales asociada a L, la cual viene dada por

'n.z/ D
1p
kn
Pn.z/:

Si consideramos la relación de recurrencia ascendente (2.6) y la propiedad (b) del núcleo

reproductor, podemos escribir

z'n.z/ D
�n

�nC1
'nC1.z/ �

PnC1.0/

�n
Kn.z; 0/

D
�n

�nC1
'nC1.z/ �

PnC1.0/

�n

nX
jD0

'j .0/'j .z/

39
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o equivalentemente,

z'n.z/ D
�n

�nC1
'nC1.z/ �

PnC1.0/

�n

nX
jD0

�jPj .0/'j .z/: (5.1)

De aquí resulta

z'i.z/ D

iC1X
jD0

hi;j'j .z/;

donde

hi;j D

˚
�
�j

�i
PiC1.0/Pj .0/ si 0 � j � i;

�i

�iC1
si j D i C 1;

0 si j > i C 1:

(5.2)

Por lo tanto, si ' D Œ'0.z/; '1.z/; : : : ; 'n.z/; : : :�T y H' es la matriz de Hessenberg infe-

rior cuyos elementos están dados por hi;j , entonces la relación (5.1) puede ser expresada

matricialmente como

z' D H'':

Ahora bien, consideremos la perturbación polinómica del funcional L definida como

L2.p; q/ D L..z � ˛/p; .z � ˛/q/;

con p; q 2 P y j˛j ¤ 1. Este funcional bilineal L2 es Hermitiano y definido-positivo.

Supongamos, además, que f ng1nD0 es la correspondiente sucesión de polinomios orto-

normales tal que

 n.z/ D
1q
zkn
Qn;

donde zkn D knC1KnC1.˛; ˛/=Kn.˛; ˛/. Denotaremos por H a la matriz de Hessenberg

asociada a la sucesión f ng1nD0 de modo que H  D z .

Estamos interesados en hallar la relación entre las matrices H' y H . Para ello usare-

mos la relación (4.8), la cual reescribiremos en términos de los polinomios ortonormales

f'ng
1
nD0 y f ng1nD0 con respecto a L y L2, respectivamente.
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En primer lugar, premultipliquemos ambos miembros en (4.8) por zk
�1=2

n para obtener

.z � ˛/ n.z/ D
1q
zkn
PnC1.z/ �

1q
zkn

PnC1.˛/

Kn.˛; ˛/
Kn.z; ˛/

D

s
Kn.˛; ˛/

KnC1.˛; ˛/

PnC1.z/p
knC1

�
1p

KnC1.˛; ˛/Kn.˛; ˛/

PnC1.˛/p
knC1

Kn.z; ˛/

D

s
Kn.˛; ˛/

KnC1.˛; ˛/
'nC1.z/ �

1p
KnC1.˛; ˛/Kn.˛; ˛/

'nC1.˛/Kn.z; ˛/:

Luego,

.z � ˛/ n.z/ D

s
Kn.˛; ˛/

KnC1.˛; ˛/
'nC1.z/ �

nX
jD0

'nC1.˛/ 'j .˛/p
KnC1.˛; ˛/Kn.˛; ˛/

'j .z/: (5.3)

Si tomamos  D Œ 0.z/;  1.z/; : : : ;  n.z/; : : :�T entonces L2. ;  T / D I . Más aún,

si consideramos ' D Œ'0.z/; '1.z/; : : : ; 'n.z/; : : :�T , entonces la representación matricial

de (5.3) viene dada por

.z � ˛/ DM'; (5.4)

donde M es una matriz de Hessenberg inferior cuyos elementos mi; j están dados por

mi; j D

�
�

'iC1.˛/p
KiC1.˛; ˛/Ki.˛; ˛/

'j .˛/ si j � i;s
Ki.˛; ˛/

KiC1.˛; ˛/
si j D i C 1;

0 si j > i C 1:

(5.5)

Proposición 5.1.1. Sea I la matriz unitaria infinita. Entonces la matriz M satisface las

siguientes propiedades:

(i) MM � D I ;

(ii) M �M D I � �1.˛/'.˛/'�.˛/.



Capítulo V Funcionales definido-positivos y factorización QR 42

Demostración. (i) Por (5.4) y la ortogonalidad de f'ng1nD0 y f ng1nD0 respecto a L y L2
respectivamente, tenemos

I D L2. ;  T / D L..z � ˛/ ; .z � ˛/ T /

D L.M'; 'TM T /

DML.'; 'T /M �

DMM �:

(ii) Para j D 0; 1; 2; : : :

M �.j /M
.j /
D
Kj�1.˛; ˛/

Kj .˛; ˛/
C j'j .˛/j

2

1X
iDj

j'iC1.˛/j
2

KiC1.˛; ˛/Ki.˛; ˛/

D
Kj�1.˛; ˛/

Kj .˛; ˛/
C j'j .˛/j

2

1X
iDj

KiC1.˛; ˛/ �Ki.˛; ˛/

KiC1.˛; ˛/Ki.˛; ˛/

D 1 �
j'j .˛/j

2

Kj .˛; ˛/
C j'j .˛/j

2

1X
iDj

�
1

Ki.˛; ˛/
�

1

KiC1.˛; ˛/

�
D 1 �

j'j .˛/j
2

K1.˛; ˛/

D 1 � �1j'j .˛/j
2:

Para k < j ,

M �.k/M
.j /
D �

1

Kj .˛; ˛/
'k.˛/'j .˛/C 'k.˛/'j .˛/

1X
iDj

j'iC1.˛/j
2

KiC1.˛; ˛/Ki.˛; ˛/

D 'k.˛/'j .˛/

0@� 1

Kj .˛; ˛/
C

1X
iDj

�
1

Ki.˛; ˛/
�

1

KiC1.˛; ˛/

�1A
D �'k.˛/'j .˛/�1.˛/: �

En virtud de la proposición 2.1.2, si j˛j > 1 entoncesM es una matriz unitaria, ya que

�1.˛/ D 0. Asimismo, la matriz M será unitaria si j˛j < 1 y
1P
nD0

jPn.0/j
2 D C1. Lo

mismo ocurre si j˛j D 1 y �.f˛g/ D 0.

Un resultado análogo para las submatrices principales de M es dado en la siguiente

proposición.
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Proposición 5.1.2. Sea Mn la submatriz principal de M de orden n.

(i) Suponga que In es la matriz unitaria de orden n y en D Œ0; : : : ; 0; 1�T es un vector

columna de orden n. Entonces

MnM
�
n D In �

Kn�1.˛; ˛/

Kn.˛; ˛/
ene
�
n :

(ii) Si ˚n D Œ'0.˛/; '1.˛/; : : : ; 'n�1.˛/�T , entonces

M �nMn D In �
1

Kn.˛; ˛/
˚n˚

�
n :

Demostración. (i) Para 0 � k � n � 2, tenemos

.Mn/.k/.M
�
n /
.k/
D

j'kC1.˛/j
2

KkC1.˛; ˛/Kk.˛; ˛/

kX
iD0

j'i.˛/j
2
C

Kk.˛; ˛/

KkC1.˛; ˛/

D
j'kC1.˛/j

2

KkC1.˛; ˛/Kk.˛; ˛/
Kk.˛; ˛/C

Kk.˛; ˛/

KkC1.˛; ˛/

D
j'kC1.˛/j

2

KkC1.˛; ˛/
C

Kk.˛; ˛/

KkC1.˛; ˛/
D 1:

Por otro lado,

.Mn/.n�1/.M
�
n /
.n�1/

D
j'n.˛/j

2

Kn.˛; ˛/Kn�1.˛; ˛/

n�1X
iD0

j'i.˛/j
2

D
j'n.˛/j

2

Kn.˛; ˛/

D 1 �
Kn�1.˛; ˛/

Kn.˛; ˛/
:

Para k < j , tenemos

.Mn/.k/.M
�
n /
.j /
D

kX
iD0

'kC1.˛/'jC1.˛/j'i .˛/j
2p

KkC1.˛; ˛/Kk.˛; ˛/
p
KjC1.˛; ˛/Kj .˛; ˛/

�
'kC1.˛/'jC1.˛/p
KjC1.˛; ˛/Kj .˛; ˛/

r
Kk.˛; ˛/

KkC1.˛; ˛/

D
'kC1.˛/'jC1.˛/p

KkC1.˛; ˛/Kk.˛; ˛/KjC1.˛; ˛/Kj .˛; ˛/

0@ kX
iD0

j'i .˛/j
2
�Kk.˛; ˛/

1A
D 0:
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(ii) Para 1 � k � n � 1,

.M �n /.k/.Mn/
.k/
D
Kk�1.˛; ˛/

Kk.˛; ˛/
C

n�1X
iDk

j'k.˛/j
2j'iC1.˛/j

2

KiC1.˛; ˛/Ki.˛; ˛/

D
Kk�1.˛; ˛/

Kk.˛; ˛/
C j'k.˛/j

2

n�1X
iDk

�
1

Ki.˛; ˛/
�

1

KiC1.˛; ˛/

�
D
Kk�1.˛; ˛/

Kk.˛; ˛/
C j'k.˛/j

2

�
1

Kk.˛; ˛/
�

1

Kn.˛; ˛/

�
D 1 �

j'k.˛/j
2

Kn.˛; ˛/
:

Además,

.M �n /.0/.Mn/
.0/
D

n�1X
iD0

j'0.˛/j
2j'iC1.˛/j

2

KiC1.˛; ˛/Ki.˛; ˛/

D j'0.˛/j
2

n�1X
iD0

�
1

Ki.˛; ˛/
�

1

KiC1.˛; ˛/

�
D

1

K0.˛; ˛/
�

1

Kn.˛; ˛/

D 1 �
1

Kn.˛; ˛/
:

Para k < j ,

.M �n /.k/.Mn/
.j /
D �

'k.˛/'j .˛/p
Kj .˛; ˛/Kj�1.˛; ˛/

s
Kj�1.˛; ˛/

Kj .˛; ˛/
C

n�1X
iDk

j'iC1.˛/j
2'k.˛/'j .˛/

KiC1.˛; ˛/Ki .˛; ˛/

D �
'k.˛/'j .˛/

Kj .˛; ˛/
C 'k.˛/'j .˛/

n�1X
iDj

j'iC1.˛/j
2

KiC1.˛; ˛/Ki .˛; ˛/

D �'k.˛/'j .˛/

0@ 1

Kj .˛; ˛/
�

n�1X
iDj

�
1

Ki .˛; ˛/
�

1

KiC1.˛; ˛/

�1A
D �

'k.˛/'j .˛/

Kn.˛; ˛/
: �

Con la finalidad de obtener la relación entre las matrices de HessenbergH' yH , con-

sideramos la matriz triangular inferior L de modo que ' D L , la cual puede expresarse

en términos de las matrices H' y M , tal como se muestra a continuación.
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Teorema 5.1.1.

(i) L D .H' � ˛I /M
�;

(ii) H � ˛I DML.

Demostración. (i) Sea ' D L . Entonces .z � ˛/ D .z � ˛/L�1'. Luego, por (5.4),

M' D L�1.z' � ˛'/ D L�1.H' � ˛I /':

En consecuencia,

LM D H' � ˛I:

Así, en virtud de la proposición 5.1.1 se tiene

L D .H' � ˛I /M
�:

(ii) Sea ' D L . Por (5.4), .z � ˛/ DM'. Entonces,

ML D z � ˛ D .H � ˛I / :

De aquí se sigue que

H � ˛I DML;

tal como se deseaba probar. �

Obsérvese que la matriz H puede obtenerse a partir de H' . Para ello, es necesario

determinar la matriz triangular inferior L, la cual es dada explícitamente en el siguiente

teorema.

Teorema 5.1.2. Los elementos li; j de la matriz L están dados por

li;j D

‚
�i

�iC1

r
KiC1.˛; ˛/

Ki .˛; ˛/
; i D j I

'i .˛/..PiC1.0/=�i /�i�1'
�
i�1.˛//p

Ki .˛; ˛/Ki�1.˛; ˛/
� .PiC1.0/Pi .0/C ˛/

r
Ki�1.˛; ˛/

Ki .˛; ˛/
; j D i � 1I

PiC1.0/

�i
p
Kj .˛; ˛/KjC1.˛; ˛/

.�j'jC1.˛/'
�
j .˛/ � 'jC1.0/Kj .˛; ˛//; j � i � 2:
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Demostración. La parte (i) del Teorema 5.1.1 muestra que la matriz L se puede descom-

poner como el producto de las matrices H' � ˛I y M �. Entonces, considerando que los

elementos de las matrices de Hessenberg H' y M están dados en (5.2) y (5.5) respectiva-

mente, podemos realizar los siguientes cálculos:

Para i D j ,

li;j D
�i

�iC1

s
KiC1.˛; ˛/

Ki.˛; ˛/
:

Para j D i � 1,

li;j D �
PiC1.0/

�i

i�1X
kD0

�kPk.0/

 
�

'i.˛/p
Ki.˛; ˛/Ki�1.˛; ˛/

i�1X
kD0

'k.˛/

!
�

� .PiC1.0/Pi.0/C ˛/

s
Ki�1.˛; ˛/

Ki.˛; ˛/

D
'i.˛/.PiC1.0/=�i/p
Ki.˛; ˛/Ki�1.˛; ˛/

i�1X
kD0

�kPk.0/'k.˛/ � .PiC1.0/Pi.0/C ˛/

s
Ki�1.˛; ˛/

Ki.˛; ˛/

D
'i.˛/..PiC1.0/=�i/ �i�1'

�
i�1.˛//p

Ki.˛; ˛/Ki�1.˛; ˛/
� .PiC1.0/Pi.0/C ˛/

s
Ki�1.˛; ˛/

Ki.˛; ˛/

Para j � i � 2,

li;j D �
PiC1.0/

�i

jX
kD0

�kPk.0/

 
�

'jC1.˛/p
Kj .˛; ˛/KjC1.˛; ˛/

jX
kD0

'k.˛/

!
�

�
�jC1

�i
PiC1.0/PjC1.0/

s
Kj .˛; ˛/

KjC1.˛; ˛/

D
PiC1.0/'jC1.˛/

�i
p
Kj .˛; ˛/KjC1.˛; ˛/

jX
kD0

�kPk.0/'k.˛/ �
PiC1.0/�jC1PjC1.0/

�i
p
Kj .˛; ˛/KjC1.˛; ˛/

Kj .˛; ˛/

D
PiC1.0/

�i
p
Kj .˛; ˛/KjC1.˛; ˛/

�
�j'jC1.˛/'

�
j .˛/ � 'jC1.0/Kj .˛; ˛/

�
: �
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La importancia del teorema 5.1.1 radica en el hecho de que al multiplicar las matrices

M y L obtenemos la matriz H . Sin embargo, realizar estos cálculos no es nada sen-

cillo. De hecho, resulta ser un proceso tedioso y laborioso en la mayoría de los casos.

Como muestra de ello, en el siguiente ejemplo calcularemos la matriz H asociada a una

sucesión de polinomios ortonormales.

Ejemplo. Consideremos el funcional bilineal L definido como

L.p; q/ D
1

2�

Z �

��

p.ei�/q.ei�/d�:

La sucesión de polinomios ortogonales mónicos fPng1nD0 asociada a este funcional satis-

face la siguiente relación de recurrencia:

PnC1.z/ D zPn.z/; 8n � 0:

Nótese que el n-ésimo polinomio ortogonal es Pn.z/ D 'n.z/ D zn, para todo n � 0. En

efecto,

L.zn; zm/ D
1

2�

Z �

��

ein� :e�im�d� D
1

2�

Z �

��

e.n�m/i�d� D

˚
1 si n D m;

0 si n ¤ m:

Sea ˛ 2 C el parámetro tal que j˛j D 1. Entonces

Kn.z; ˛/ D

nX
jD0

zj

˛j
D

1

˛n
znC1 � ˛nC1

z � ˛
D

1

˛n
.zn C zn�1˛ C zn�2˛2 C � � � C ˛n/:

En consecuencia, Kn.˛; ˛/ D nC 1, para todo n � 0.

Por otro lado, las componentes de la matriz H' son

hi; j D

„
0 si 0 � j � i;

1 si j D i C 1;

0 si j > i C 1;

lo cual implica

H' � ˛I D

�
�˛ 1 0 � � �

0 �˛ 1 � � �

:::
:::

: : :
: : :

˘

:
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Los elementos de la matriz M están dados por

mi; j D

�
�

˛i�jC1p
.i C 2/.i C 1/

si j � i;r
i C 1

i C 2
si j D i C 1;

0 si j > i C 1:

(5.6)

Luego, por el teorema 5.1.2, la matriz L es bidiagonal y está dada por

li; j D

�r
i C 2

i C 1
si j D i;

�˛

r
i

i C 1
si j D i � 1;

0 si j � i � 2:

(5.7)

Para j � i C 2, M.i/L
.j / D 0 puesto que mi; j D 0.

Para j D i C 1,

M.i/L
.iC1/

D mi;iC1liC1;iC1 D

r
i C 1

i C 2

r
i C 3

i C 2

D

p
.i C 1/.i C 3/

i C 2
:

Para j D i ,

M.i/L
.i/
D mi;i li;i Cmi;iC1liC1;i

D �
˛p

.i C 2/.i C 1/

r
i C 2

i C 1
� ˛

i C 1

i C 2

D �˛
i C 2C .i C 1/2

.i C 1/.i C 2/
:
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Finalmente, para j < i ,

M.i/L
.j /
D mi;j lj;j Cmi;jC1ljC1;j

D �
˛i�jC1p

.i C 2/.i C 1/

s
j C 2

j C 1
�

˛i�jp
.i C 2/.i C 1/

 
�˛

s
j C 1

j C 2

!

D
˛i�jC1p

.i C 2/.i C 1/

 s
j C 1

j C 2
�

s
j C 2

j C 1

!

D �
˛i�jC1p

.i C 2/.i C 1/.j C 2/.j C 1/
:

Por lo tanto, los elementos Qhi; j de la matriz de HessenbergH �˛I vienen dados por

Qhi; j D

˚
0 si j � i C 2;p
.i C 1/.i C 3/

i C 2
si j D i C 1;

�˛
i C 2C .i C 1/2

.i C 1/.i C 2/
si j D i;

�
˛i�jC1p

.i C 2/.i C 1/.j C 2/.j C 1/
si j < i:

5.2. La transformación de Christoffel y la factorización QR

En el ejercicio anterior se puede observar el laborioso proceso realizado para hallar la

matrizH . Por ello, con el fin de evitar cálculos complicados, en el caso general usaremos

la factorización QR de la matriz .H' � ˛I /
� para obtener H � ˛I .

Supongamos que Q�R� es la factorización QR de la matriz .H' � ˛I /
�, donde Q

es una matriz ortogonal (esto es, QQ� D I ) y R� es una matriz triangular superior con

elementos diagonales estrictamente positivos. Entonces H' � ˛I D RQ.

Teorema 5.2.1. Si L es una matriz triangular inferior tal que ' D L , entonces R D L.

Demostración. Observe que

L2.'; 'T / D L2.L ; TLT / D LL2. ;  T / L� D LL�:
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Por otro lado,

L2.'; 'T / D L..z � ˛/'; .z � ˛/'T /

D L..H' � ˛I /'; .H' � ˛I /
T'T /

D .H' � ˛I /L.'; 'T / .H' � ˛I /
�

D .H' � ˛I /.H' � ˛I /
�

D .RQ/.Q�R�/

D RR�:

Del teorema 5.1.2 se sigue que todos los elementos diagonales de la matriz L son estric-

tamente positivos. Por lo tanto, LL� es la factorización de Cholesky de la matriz de Gram

del funcional bilineal L2 respecto a la base ortonormal f'ng1nD0. Luego, por la unicidad de

la descomposición de Cholesky (teorema 3.1.2), R D L. �

Teorema 5.2.2. Sea I la matriz unitaria infinita. Entonces H � ˛I D QL.

Demostración. Suponiendo que  D L�1', por el teorema anterior se tiene

H � ˛I D .H � ˛I /L2. ;  T /

D L2..H � ˛I / ; 
T /

D L2..z � ˛/ ; T /

D L2..z � ˛/L�1'; 'TL�T /

D L�1 L2..z � ˛/'; 'T / .L�1/�

D L�1 L2..H' � ˛I /'; '
T / .L�1/�

D L�1 .H' � ˛I /L2.'; 'T / .L�1/�

D L�1.LQ/.LL�/.L�1/�

D QL: �

Observación. ComoH �˛I DML (teorema 5.1.1), entonces, por lo anterior,Q DM .

A continuación presentamos una versión finita del último teorema.
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Teorema 5.2.3. Sea .H' � ˛I /n la submatriz principal líder de orden n de H' � ˛I .

Suponga que .H' � ˛I /n D RnQn, donde Rn es una matriz triangular inferior y Qn

es una matriz unitaria, de modo que .H' � ˛I /
�
n D Q�nR

�
n es la factorización QR de

.H' � ˛I /
�
n. Entonces

.H � ˛I /n�1 D .QnRn/n�1:

Demostración. Consideremos la factorización H' � ˛I D LM . Denotaremos por L11,

M11 a la submatriz principal líder de orden n de L y M , respectivamente. Entonces

H' � ˛I D

 
L11 0

L21 L22

! 
M11 M12

M21 M22

!

D

 
L11M11 L11M12

L21M11 C L22M21 L21M12 C L22M22

!
:

En consecuencia, .H' � ˛I /n D L11M11.

Por otro lado,

H � ˛I DML

D

 
M11 M12

M21 M22

! 
L11 0

L21 L22

!

D

 
M11L11 CM12L21 M12L22

M21L11 CM22L21 M22L22

!
:

Así, .H � ˛I /n DM11L11 CM12L21. Sin embargo,

M12L21 D

�
0 � � �

:::

0 0 � � �

mn�1;n 0 � � �

��
ln;0 � � � ln;n�1
:::

:::

�

D mn�1;n

�
0 � � � 0
:::

:::

0 � � � 0

ln;0 � � � ln;n�1

�
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Por consiguiente, .H � ˛I /n�1 D .M11L11/n�1.

Como MM � D I , entonces

M11M
�
11 D In � jmn�1;nj

2Enn;

donde In es la matriz unitaria de orden n y

Enn D

�
0 � � � 0
:::

:::

0 � � � 0 1

˘

es una matriz de orden n.

Ahora, tomando ı D
q
1 � jmn�1;nj

2 > 0, consideremos la matriz

E ´

�
1 0 � � � 0

0
: : :

:::
::: 1 0

0 � � � 0
1

ı

�

:

Sean yQ D EM11 y yR D L11E
�1. Entonces yQ es una matriz unitaria de orden n. En

efecto, si yqi es la i -ésima fila de yQ, i D 0; 1; : : : ; n � 1, entonces

yqi D

˚
mi ; 0 � i � n � 2;

1

ı
mn; i D n � 1;

donde mi , i D 0; 1; : : : ; n � 1, es la i -ésima fila de M11.

Para 0 � i; j � n � 2,

. yQ yQ�/i; j D yqi yq
�
j D mim

�
j D

˚
1 si i D j;

0 si i ¤ j:

Para i D n � 1 o j D n � 1, con i ¤ j , tenemos

yqi yq
�
j D

1

ı
mim

�
j D 0:

Finalmente,

yqn�1yq
�
n�1 D

1

ı2
mn�1m

�
n�1 D

1

ı2
.1 � jmn�1;nj

2/ D 1:
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Ahora bien, la matriz OR es triangular inferior con elementos diagonales positivos. Ade-

más,
yQ� yR� DM �11EE

�1L�11 DM
�
11L

�
11 D .H' � ˛I /

�
n:

Así, por la unicidad de la factorización QR de la matriz .H' � ˛I /
�
n, se tiene

yQ D Qn y yR D Rn:

Sin embargo, Qn y M11 difieren en la última fila mientras que Rn y L11 difieren en la

última columna. Por lo tanto,

.QnRn/n�1 D .M11L11/n�1 D .H � ˛I /n�1: �



Capítulo VI

Transformación canónica de Uvarov

Sea L el funcional bilineal cuasi-definido y Hermitiano definido en (2.1). Entonces consi-

deremos la perturbación polinómica de L dada por

L3.p; q/ D L.p; q/Cmp.˛/q.˛/; p; q 2 P; (6.1)

donde m 2 R y j˛j D 1. En vista de que m 2 R, podemos concluir que L3 es Hermitiano.

En efecto,

t3i;j D L3.zi ; zj / D ti;j Cm˛i�j D L3.zj ; zi/ D t3j;i :

Teorema 6.1.4. El funcional L3 es cuasi-definido si, y solamente si, 1CmKn�1.˛; ˛/ ¤ 0

para todo n � 1.

Demostración. Suponga que L3 es cuasi-definido. Suponga, además, que fUng1nD0 es la

sucesión de polinomios ortogonales mónicos con respecto a L3. Como L es cuasi-definido,

entonces, por el teorema 2.1.3, existe una sucesión fPng1nD0 de polinomios ortogonales

mónicos con respecto a L. Pues bien, para obtener una relación entre los n-ésimos polino-

mios Un y Pn, escriba

Un.z/ D Pn.z/C

n�1X
jD0

�n;jPj .z/; (6.2)

donde f�n;j gn�1jD0 son los coeficientes de Fourier dados por

�n;j D
L.Un; Pj /
L.Pj ; Pj /

; j D 0; : : : ; n � 1:

54
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Por la relación (6.1) y las condiciones de ortogonalidad de Un con respecto a L3, se tiene

�n;j D
L3.Un; Pj / �mUn.˛/Pj .˛/

L.Pj ; Pj /
D �

mUn.˛/Pj .˛/

L.Pj ; Pj /
; j D 0; : : : ; n � 1:

Luego, sustituya �n;j en (6.2) para obtener

Un.z/ D Pn.z/ �mUn.˛/

n�1X
jD0

1

L.Pj ; Pj /
Pj .˛/Pj .z/ D Pn.z/ �mUn.˛/Kn�1.z; ˛/:

Tomando z D ˛ en la fórmula anterior se tiene

Pn.˛/ D Un.˛/CmUn.˛/Kn�1.˛; ˛/ D Un.˛/.1CmKn�1.˛; ˛//:

Si 1 C mKn0�1.˛; ˛/ D 0 para algún n0 2 N, entonces Pn0
.˛/ D 0. Asimismo,

1 C mKn0
.˛; ˛/ D 0 implica Pn0C1.˛/ D 0. En consecuencia, Pn.˛/ D 0 para todo

n � n0.

Por otro lado, como j˛j D 1 entonces P �n0
.˛/ D 0. Luego, por la relación de recurren-

cia descendente (2.12), Pn0�1.˛/ D 0. Al aplicar reiteradamente esta fórmula de recurren-

cia se obtiene P1.˛/ D 0, esto es, P1.z/ D z � ˛. Así pues, jP1.0/j D j˛j D 1, contradi-

ciendo el hecho de que L es un funcional cuasi-definido. Por tanto, 1CmKn�1.˛; ˛/ ¤ 0

para todo n � 1.

Recíprocamente, suponga que 1CmKn�1.˛; ˛/ ¤ 0 para todo n � 1. Además, defina

Un.z/ D Pn.z/ �
mPn.˛/

1CmKn�1.˛; ˛/
Kn�1.z; ˛/: (6.3)

Entonces, para 0 � k � n, se tiene

L3.Un.z/; .z � ˛/k/ D L3
�
Pn.z/ �

mPn.˛/

1CmKn�1.˛; ˛/
Kn�1.z; ˛/; .z � ˛/

k

�
D L.Pn.z/; .z � ˛/k/ �

mPn.˛/

1CmKn�1.˛; ˛/
L.Kn�1.z; ˛/; .z � ˛/k/

D knın;k �
mPn.˛/

1CmKn�1.˛; ˛/
L
�
Kn.z; ˛/ �

Pn.˛/

kn
Pn.z/; .z � ˛/

k
�

D knın;k C
mPn.˛/Pn.˛/

1CmKn�1.˛; ˛/
ın;k

D kn

�
1CmKn�1.˛; ˛/C

m

kn
Pn.˛/Pn.˛/

�
1CmKn�1.˛; ˛/

ın;k

D kn
1CmKn.˛; ˛/

1CmKn�1.˛; ˛/
ın;k :
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Por lo tanto, fUng1nD0 es la sucesión de polinomios ortogonales mónicos con respecto a L3.
De modo que el funcional L3 es cuasi-definido, por el teorema 1.2.1. �

Es evidente que si L es definido-positivo y m > 0, entonces 1CmKn.˛; ˛/ > 0 para

todo n � 0. Por consiguiente, L3 también es definido-positivo.

Ahora bien, supongamos que f'ng1nD0 y f�ng1nD0 son las sucesiones de polinomios

ortonormales con respecto a L y L3, respectivamente, las cuales vienen dadas por

'n.z/ D �nPn.z/ y �n.z/ D z�nUn.z/;

donde

z�n D
1q
zkn
D �n

s
1CmKn�1.˛; ˛/

1CmKn.˛; ˛/
�

Entonces, para reescribir (6.3) en términos de las sucesiones f'ng1nD0 y f�ng1nD0, determi-

nemos, en primer lugar, la norma de Un. Así,

jjUnjj
2
L3
D L3.Un; Un/ D

1

�2n

1CmKn.˛; ˛/

1CmKn�1.˛; ˛/
�

Luego, observe que z�n D
1

jjUnjjL3

. Por lo tanto, podemos reescribir (6.3) como sigue:

�n.z/ D
z�n'n.z/

�n
�

mz�nPn.˛/

1CmKn�1.˛; ˛/
Kn�1.z; ˛/

D

�
1

�njjUnjjL3

�
'n.z/ �

n�1X
jD0

mPn.˛/

jjUnjjL3
.1CmKn�1.˛; ˛//

'j .˛/'j .z/

D

�r
1CmKn�1.˛; ˛/

1CmKn.˛; ˛/

�
'n.z/ �

n�1X
jD0

r
1CmKn�1.˛; ˛/

1CmKn.˛; ˛/

m�nPn.˛/'j .˛/

1CmKn�1.˛; ˛/
'j .z/

D

�r
1CmKn�1.˛; ˛/

1CmKn.˛; ˛/

�
'n.z/ �

n�1X
jD0

m'n.˛/'j .˛/p
.1CmKn.˛; ˛//.1CmKn�1.˛; ˛//

'j .z/:

De esta manera hemos probado el siguiente teorema:

Teorema 6.1.5. Sea L1 la matriz triangular inferior tal que � D L1', donde ' D

Œ'0; '1; : : :�
T y � D Œ�0; �1; : : :�

T . Entonces, los elementos l .1/i;j de la matriz L1 vienen
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dados por

l
.1/
i;j D

˚s
1CmKi�1.˛; ˛/

1CmKi.˛; ˛/
; si i D j;

m'i.˛/'j .˛/p
.1CmKi.˛; ˛//.1CmKi�1.˛; ˛//

; si i > j:

Teorema 6.1.6. Los elementos yl .1/i;j de la matriz L�1 están dados por

yl
.1/
i;j D

˚s
1CmKi.˛; ˛/

1CmKi�1.˛; ˛/
; si i D j;

m'i.˛/'j .˛/p
.1CmKj .˛; ˛//.1CmKj�1.˛; ˛//

; si i > j:

Demostración. Escriba el n-ésimo polinomio Pn como sigue:

Pn.z/ D Un.z/C

n�1X
jD0

n;jUj .z/; (6.4)

donde fn;j g1nD0 son los coeficientes de Fourier dados por

n;j D
L3.Pn; Uj /
L3.Uj ; Uj /

D
L.Pn; Uj /CmPn.˛/Uj .˛/

jjUj jj
2
L3

D
mPn.˛/Uj .˛/

jjUj jj
2
L3

; j D 0; : : : ; n�1:

Entonces, se puede reescribir (6.4) en términos de las sucesiones f'ng1nD0 y f�ng1nD0. Así,

'n.z/ D �n
�n.z/

z�n
C

n�1X
jD0

m�nPn.˛/Uj .˛/

jjUj jj
2
L3

�j .z/

z�j

D �njjUnjjL3
�n.z/C

n�1X
jD0

m'n.˛/Uj .˛/

jjUj jjL3

�j .z/

D

s
1CmKn.˛; ˛/

1CmKn�1.˛; ˛/
�n.z/C

n�1X
jD0

s
1CmKj�1.˛; ˛/

1CmKj .˛; ˛/

m'n.˛/�jPj .˛/

1CmKj�1.˛; ˛/
�j .z/

D

s
1CmKn.˛; ˛/

1CmKn�1.˛; ˛/
�n.z/C

n�1X
jD0

m'n.˛/'j .˛/p
.1CmKj .˛; ˛//.1CmKj�1.˛; ˛//

�j .z/;

tal como se deseaba probar. �
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Ahora utilizaremos los resultados obtenidos en el Capítulo V para establecer una re-

lación entre la matriz de Hessenberg inferior asociada al funcional L y la matriz de Hes-

senberg inferior asociada al funcional L3. Para ello, note que al aplicar la transformación

definida en (2.13) al funcional L3 se obtiene

jz � ˛j2L3 D jz � ˛j2L D L2:

En consecuencia, el proceso que aplicamos al funcional L en el Capítulo V podemos

aplicarlo al funcional L3. De ahí que, para los polinomios ortonormales f�ng1nD0 y f ng1nD0
con respecto a L3 y L2, respectivamente, se tienen las siguientes relaciones:

.z � ˛/ DM3� y � D L3 ; (6.5)

donde  D Œ 0;  1; : : :�
T y � D Œ�0; �1; : : :�

T . Luego, en virtud del teorema 5.1.1, H� �

˛I D L3M3, lo cual implica .H� � ˛I /
� DM �3L

�
3 . Además, H � ˛I DM3L3.

Teorema 6.1.7. Las matricesM3 yL3 dadas en (6.5) se pueden descomponer como sigue:

L3 D L1L y M3 DML
�1
1 : (6.6)

Demostración. Por el teorema 6.1.5, � D L1' y, por el capítulo anterior, ' D L . Así

que � D L1L . Sin embargo, � D L3 . Por tanto, L3 D L1L.

Por otro lado, del teorema 5.1.1 resulta H � ˛I DML DM3L3. Entonces

M3 DMLL
�1
3 DML.L1L/

�1
DML.L�1L�11 / DML

�1
1 : �

Por lo tanto, para obtener la matriz H� � ˛I a partir de H' � ˛I , basta con hallar

la factorización QR de .H' � ˛I /
�. De esta manera obtenemos las matrices M y L, las

cuales nos permitirán calcular las matricesM3 y L3 de acuerdo a las fórmulas del teorema

anterior. Así tendremos H� � ˛I D L3M3.

Teorema 6.1.8. Sea .H' � ˛I /n la submatriz principal líder de orden n de H' � ˛I .

Suponga que .H' � ˛I /n D RnQn, donde Rn es una matriz triangular inferior y Qn es

una matriz unitaria tal que .H' � ˛I /
�
n D Q

�
nR
�
n. Entonces

.H� � ˛I /n�1 D .yL11RnQn
yL�111 /n�1;

donde yL11 es la submatriz principal de orden n de la matriz L1 que satisface � D L1'.
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Demostración. Sean L y M las matrices que satisfacen H' � ˛I D LM . Suponga que

L11 y M11 son las submatrices principales líder de orden n de L y M , respectivamente.

Entonces

L3 D L1L D

 
yL11 0

yL21 yL22

! 
L11 0

L21 L22

!
D

 
yL11L11 0

yL21L11 C yL22L21 yL22L22

!
y

M3 DML
�1
1 D

 
M11 M12

M21 M22

! 
yL�111 0

zL21 zL22

!
D

 
M11
yL�111 CM12

zL21 M12
zL22

M21
yL�111 CM22

zL21 M22
zL22

!
Pues bien,

.L3/n D yL11L11 y .M3/n DM11
yL�111 CM12

zL21:

Por lo tanto,

.L3M3/n D yL11L11.M11
yL�111 CM12

zL21/:

Sin embargo, yL11L11M11
yL�111 y .L3M3/n difieren en la última fila. Así,

.H� � ˛I /n�1 D .L3M3/n�1 D .yL11L11M11
yL�111 /n�1:

Si se toma RnQn D L11E
�1EM11 D L11M11, entonces

.H� � ˛I /n�1 D .yL11RnQn
yL�111 /n�1: �
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