
Perturbaciones de medidas y
polinomios ortogonales

Javier Hernández Benítez

UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL "LISANDRO ALVARADO"

Decanato de Ciencias y Tecnología.

Barquisimeto, 2013



Perturbaciones de medidas y
polinomios ortogonales

Por

Javier Hernández Benítez

Trabajo de Ascenso presentado como requisito parcial para optar

a la categoría de Titular en el escalafón del personal

docente e investigación de la UCLA.

UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL LISANDRO ALVARADO

Decanato de Ciencias y Tecnología.

Barquisimeto, 2013



Perturbaciones de medidas y
polinomios ortogonales

Resumen

En este trabajo se analiza algunas transformaciones espectrales de

medidas soportadas tanto en la recta real como en el circunferencia

unidad. Se estudia además, la conexión entre transformaciones es-

pectrales de medidas soportadas en el intervalo [−1, 1] y en el círculo

unidad; en esta conexión interviene la transformación de Szegő y las

funciones de Stieltjes y de Carathéodory. También se presentan algu-

nos resultados de la transformación de Geronimus de cierta medida

soportada en el círculo unidad, desde el punto de vista de las matrices

de Hessenberg que se originan de la representación matricial del ope-

rador de multiplicación por z en términos de una base de polinomios

ortogonales asociados a dicha medida y su perturbada.
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Introducción

La teoría de polinomios ortogonales respecto a medidas soportadas en la recta

real ha sido objeto de atención no sólo desde una perspectiva analítica (propie-

dades asintóticas, distribución de sus ceros) sino desde un amplio espectro de

aplicaciones (integración numérica, métodos espectrales para el tratamiento de

problemas de valores en la frontera, teoría de grafos, sistemas integrables, etc).

Más recientemente, se ha desarrollado un tratamiento basado en las propiedades

espectrales de las matrices de Jacobi asociadas a dichos polinomios ortogonales.

De hecho, las matrices de Jacobi representan, en forma matricial, el operador de

multiplicación respecto a la base de polinomios ortogonales. En [38] y [43] se ha

abierto una interesante aproximación a la conexión entre perturbaciones de medi-

das y factorización LU de matrices de Jacobi que ha sido desarrollada tanto desde

el aspecto teórico ([4], [5], [42]) como numérico ([2], [3]) en el marco de las de-

nominadas transformaciones de Darboux que tienen su origen en los problemas

biespectrales (véase [38]), así como a través de la factorización QR ([6]).

La teoría de polinomios ortogonales respecto a una medida positiva no trivial

soportada sobre la circunferencia unidad se inicia con los trabajos de G. Szegő

(véase [39] y su exhaustivo conjunto de referencias) y se desarrolla desde una

1



Introducción 2

perspectiva analítica por Ya L. Geronimus ([12], [13] y [14]) basada en la teoría

clásica de funciones de variable compleja. La conexión con el problema trigono-

métrico de momentos y la teoría de procesos estocásticos estacionarios discretos

constituyen un importante eje de actividad investigadora en la década de los cin-

cuenta (véase a modo de ejemplo [20]). En la década de los ochenta se asiste un

renovado interés por el tema tanto desde la perspectiva de la teoría de aproxima-

ción (fracciones continuas [25] y aproximación por polinomios trigonométricos

[35]) como desde una perspectiva algebraica ligada al problema de factorización

QR de matrices unitarias de Hessenberg de dimensión finita ([19]). En los años

noventa se desarrolla una teoría constructiva de familias de polinomios ortogona-

les asociados a perturbaciones de medidas soportadas en la circunferencia unidad

(véase [1], [15], [16], [24], [26], [28], [31], [32], [34], entre otros) junto a una no-

vedosa interpretación basada en la representación matricial del operador de multi-

plicación respecto a una base ortonormal en relación a medidas soportadas en un

arco de la circunferencia unidad ([17], [18]).

Sin duda alguna, el hito más relevante al comienzo del siglo XXI es la apa-

rición de los dos volúmenes de la monografía de B. Simon [37] que constituyen

la descripción mas exhaustiva del estado del arte en la teoría de polinomios orto-

gonales en la circunferencia unidad (véase también [36] a modo de síntesis). Una

de sus aportaciones fundamentales es el tratamiento de la representación matricial

del operador de multiplicación respecto a bases ortonormales en el espacio de los

polinomios de Laurent Λ = span {zn : n ∈ Z} construidas a partir del proceso

de ortonormalización de Gram-Schmidt de las familias S =
{
1, z, z−1, z2, z−2, . . .

}
y T =

{
1, z−1, z, z−2, z2, . . .

}
. La matriz resultante es pentadiagonal y admite una

factorización en términos de dos matrices diagonales por bloques de dimensión

2 la primera y de un único bloque de dimensión 1 y los restantes de dimensión

2 la segunda, cuyas entradas están relacionadas con los denominados parámetros

de reflexión, i. e. las evaluaciones en el punto z = 0 de los polinomios ortonor-

males. Este resultado debido a D. S. Watkins ([41]) fue obtenido mediante una

demostración alternativa e independiente en [7].
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A continuación, explicamos los contenidos y aportaciones específicas de cada

capítulo que conforma esta memoria. El capítulo 1 es una introducción que con-

tiene conceptos básicos acerca de la teoría de polinomios ortogonales asociados a

medidas de Borel positivas tanto en la recta real como en el círculo unidad.

En el capítulo 2 trataremos las perturbaciones de medidas estudiadas desde el

punto de vista de transformaciones espectrales a las funciones de Stieltjes (caso

real) y las funciones de Carathéodory (caso círculo unidad) asociadas a la medida

respectiva. En la sección 2.3 de este capítulo, estudiamos la conexión de medidas

sobre el intervalo [−1, 1] y medidas sobre el círculo unitario. Mediante la llamada

Transformación de Szegő establecemos relaciones entre la función de Stieltjes y

Carathéodory, así como entre los parámetros de la relación de recurrencia a tres

términos en el caso real, y los llamados coeficientes de Verblunsky en el caso de

la circunferencia unitaria.

En el capítulo 3 presentamos algunos resultados relacionados con la transfor-

mación de Geronimus en el círculo unitario, desde el punto de vista de obtener la

familia de polinomios ortogonales asociados a la medida perturbada en función de

los polinomios ortogonales asociados a la medida original estudiados en diferen-

tes trabajos (ver [16], [21], [22], [30]). En la sección 3.3 se estudia una extensión

natural de los trabajos [22] y [30], que no es más que la transformación de Ge-

ronimus general, si se puede llamar así, ya que consiste en la transformación de

Geronimus canónica con la adición de masas.



1
Polinomios ortogonales

Sea µ una medida de Borel positiva en el plano complejo y consideremos el

espacio de Hilbert L2(µ) de las funciones φ(z) tales que∫
|φ(z)|2dµ(z) < ∞.

En L2(µ) tenemos el siguiente producto interno

〈φ, ψ〉 =

∫
φ(z)ψ(z)dµ(z), φ, ψ ∈ L2(µ).

Supongamos que las funciones φ0(z), φ1(z), φ2(z), . . . forman un sistema lineal-

mente independiente en L2(µ). Muy a menudo es más conveniente transformar es-

te sistema en otro sistema de funciones linealmente independiente ϕ0(z), ϕ1(z), . . .

tales que ϕn(z) es una combinación lineal de n + 1 funciones φ0(z), φ1(z), . . . , φn(z)

y

〈ϕn, ϕm〉 =

∫
ϕn(z)ϕm(z)dµ(z) = 0, n , m.

Este nuevo sistema de funciones se denomina sistema ortogonal de funciones

4



Polinomios ortogonales 5

respecto a µ. Más aún, si además se tiene

‖ϕn‖
2 = 〈ϕn, ϕn〉 =

∫
|ϕn(z)|2dµ(z) = 1, n > 0.

entonces se dice que {ϕn}n>0 es un sistema ortonormal de funciones con respecto

a µ.

La matriz de Gram

G =



〈φ0, φ0〉 〈φ1, φ0〉 · · · 〈φn, φ0〉 · · ·

〈φ0, φ1〉 〈φ1, φ1〉 · · · 〈φn, φ1〉 · · ·

...
...

. . .
...

〈φ0, φn〉 〈φ1, φn〉 · · · 〈φn, φn〉 · · ·

...
...

...
. . .


El menor principal de orden n

Gn =


〈φ0, φ0〉 〈φ1, φ0〉 · · · 〈φn, φ0〉

〈φ0, φ1〉 〈φ1, φ1〉 · · · 〈φn, φ1〉

...
...

. . .
...

〈φ0, φn〉 〈φ1, φn〉 · · · 〈φn, φn〉


,

debido al carácter de independencia lineal del conjunto {φn}n>0, es hermitiana de-

finida positiva, ya que 〈φ, ψ〉 = 〈ψ, φ〉 y

(
x0 x1 · · · xn

)
Gn


x0

x1
...

xn


=

n∑
k=0

n∑
j=0

xkx j〈φk, φ j〉.
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Si escribimos ψn(z) =
∑n

k=0 xφk(z), entonces se tiene

(
x0 x1 · · · xn

)
Gn


x0

x1
...

xn


= 〈ψn, ψn〉 = ‖ψn‖

2

el cual siempre es no negativo y sólo se anula cuando ψn es cero en casi todas

partes (asociada a µ).

Como consecuencia, tenemos que el determinante ∆n := |Gn| es real y positivo.

Teorema 1.1 (ver [40]) Las funciones ortonormales ϕn(z) están dadas por

ϕn(z) =
1

√
∆n∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈φ0, φ0〉 〈φ1, φ0〉 · · · 〈φn, φ0〉

〈φ0, φ1〉 〈φ1, φ1〉 · · · 〈φn, φ1〉

...
...

...

〈φ0, φn−1〉 〈φ1, φn−1〉 · · · 〈φn, φn−1〉

φ0(z) φ1(z) · · · φn(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1.1)

Nuestro interés se centra en sistemas linealmente independientes de mono-

mios 1, z, z2, . . . y de esta base en el espacio lineal de los polinomios, queremos

obtener un sistema de polinomios ortogonales con respecto a una medida dada µ.

El sistema de polinomios ortonormales es único si imponemos que el coeficiente

líder es positivo. De esta forma, tendríamos un sistema de polinomios {ϕn}n>0 tal

que ∫
ϕn(z)ϕn(z)dµ(z) = δn,m, m, n > 0,

con ϕn(z) = κnzn + · · · y κn > 0.

Una de las principales ventajas de trabajar con funciones ortogonales es la

fácil obtención de la expansión de Fourier de funciones en L2(µ). Sea f ∈ L2(µ),
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entonces podemos escribir la expresión formal

f (z) ∼
∞∑

n=0

fnϕn(z), (1.2)

donde fn son llamados coeficientes de Fourier y están dados por

fn = 〈 f , ϕn〉 =

∫
f (z)ϕn(z)dµ(z). (1.3)

La suma parcial de orden n de la expansión de Fourier (1.2) dada por

fn(z) =

n∑
k=0

fkϕk(z), (1.4)

tiene una propiedad extremal muy útil la cual es la mejor aproximación en L2(µ)

de f con polinomios de grado a lo más n.

Teorema 1.2 (ver [40]) Sea f ∈ L2(µ), entonces la integral∫
| f (z) − qn(z)|2dµ(z)

alcanza su valor mínimo sobre todos los polinomios q(z) de grado a lo más n,

cuando qn(z) es la n-ésima suma parcial fn(z) de la serie de Fourier. Dicho valor

es

‖ f ‖2 −
n∑

k=0

| fk|
2. (1.5)

Como consecuencia inmediata tenemos la desigualdad

‖ f ‖2 >
n∑

k=0

| fk|
2
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y como n→ ∞, la anterior expresión nos da la desigualdad de Bessel

∞∑
k=0

| fk|
2 6 ‖ f ‖2.

Usando la expresión (1.3), en la n-ésima suma parcial (1.4) de la expansión de

Fourier, obtenemos

fn(z) =

∫
Kn(z, ξ) f (ξ)dµ(ξ),

donde Kn(z, ξ) viene dado por

Kn(z, ξ) =

n∑
k=0

ϕk(z)ϕk(ξ). (1.6)

Debido a la ortonormalidad del sistema {ϕn}n>0, si f (z) es un polinomio de gra-

do a lo sumo n, entonces le n-ésima suma parcial fn(z) con f (z) y en consecuencia

tenemos que para todo polinomio qn(z) de grado a lo sumo n

qn(z) =

∫
Kn(z, ξ)qn(ξ)dµ(ξ).

Por esta razón es que se llama en la literatura a Kn(z, ξ) núcleo reproductor

1.1. Polinomios ortogonales en la recta real

Sea µ una medida de Borel positiva soportada en la recta real y consideremos

la base canónica {xn}n>0 en el espacio vectorial de los polinomios P. Asumiremos

que µ cumple ∫
xndµ(x) < ∞, para cada n > 0,
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y que su soporte

supp(µ) =
{
x ∈ R : µ(x − ε, x + ε) > 0 para todo ε > 0

}
contiene infinitos puntos. Sin perder generalidad, asumamos también que µ es una

medida de probabilidad, esto es, µ(R) = 1. Si ortogonalizamos la base canónica

del espacio lineal de lo polinomios, se obtiene un sistema de polinomios ortogo-

nales en R.

Definición 1.3 Diremos que {pn}n>0 es una sucesión de polinomios ortogonales

respecto a la medida µ si

(i) deg pn(x) = n para todo n > 0.

(ii) 〈pn(x), pm(x)〉 = knδn,m, con kn > 0 y δn,m es la delta de Kronecker definida

por

δn,m =

 1 si n = m,

0 si n , m.

Si kn = 1 para cada n > 0, entonces decimos que {pn}n>0 es una sucesión de

polinomios ortonormales.

Debido al carácter real de las funciones, no necesitamos la conjugación en el

producto interno, esto es

〈 f , g〉 =

∫ ∞

−∞

f (x)g(x)dµ(x), f , g ∈ L2(µ).

En la literatura, este producto interno es comúnmente llamado producto interno

estándar, y como consecuencia se menciona el tipo de ortogonalidad como están-

dar (ver [33]).

La unicidad de la familia ortonormal {pn}n>0 se garantiza imponiendo que el

coeficiente líder de cada pn(x) sea positivo, esto es, asumiremos que pn(x) =

γnxn + δnxn−1 + · · · con γ > 0.
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Definición 1.4 La sucesión {mn}n>0 definida por

mn :=
∫

xndµ(x) n = 0, 1, 2, . . . (1.7)

se denomina sucesión de momentos. El valor mn se denomina momento de orden

n.

La matriz de Gram H cuyas entradas están dadas por hk, j = mk+ j, k, j =

0, 1, . . ., también se denomina matriz de momentos estándar asociada a la me-

dida µ. H es una matriz de Hankel, esto es, una matriz cuyos elementos de las

anti-diagonales son idénticos (ver [23])

H =


m0 m1 m2 · · ·

m1 m2 m3 · · ·

m2 m3 m4 · · ·

...
...

...
. . .


.

Denotaremos Hn la submatriz principal de H de dimensión (n + 1) × (n + 1)

H =


m0 m1 · · · mn

m1 m2 · · · mn+1
...

...
. . .

...

mn mn+1 · · · m2n


.



Polinomios ortogonales 11

Así de lo anterior y la expresión (1.1), se tiene la familia de polinomios orto-

normales {pn}n>0 está dada por

pn(x) =
1

√
∆n∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m0 m1 · · · mn

m1 m2 · · · mn+1
...

...
...

mn−1 mn · · · m2n−1

1 x · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.8)

donde ∆n = |Hn| es el determinante de la matriz de Hankel de orden n. En conse-

cuencia se tiene

γn =

√
∆n−1

∆n
,

y si denotamos por {Pn}n>0 la sucesión de polinomios ortogonales mónicos, pode-

mos obtener la sucesión {pn}n>0 a partir de {Pn}n>0 mediante

pn(x) = γnPn(x), con γn =
1
√

kn
.

1.1.1. Relación de recurrencia

La representación en términos de la matriz de Hankel (1.1) para el cómputo

del n-ésimo polinomio ortogonal usando la expresión no es muy ventajosa desde

el punto de vista práctico, ya que involucra cálculos de determinantes. Para poli-

nomios ortogonales soportados en la recta real, existe una manera más eficiente

de computar dichos polinomios usando la llamada relación de recurrencia a tres

términos.

Teorema 1.5 ([40]) Sean µ una medida de Borel positiva soportada en la recta

real y {pn}n>0 una familia de polinomios ortogonales asociada a µ. pn(x) = γnxn +
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δnxn−1 + · · · satisfacen la relación de recurrencia a tres términos

xpn(x) = an+1 pn+1(x) + bn pn(x) + an pn−1(x), n > 0 (1.9)

con la condición inicial p−1(x) = 0. Los coeficientes de la relación se obtienen

mediante

an = 〈xpn−1, pn〉 =

∫
xpn−1(x)pn(x)dµ(x) =

γn−1

γn
,

bn = 〈xpn, pn〉 =

∫
xp2

n(x)dµ(x) =
δn

γn
−
δn+1

γn+1
,

La sucesión de polinomios ortogonales mónicos satisface la relación

xPn(x) = Pn+1(x) + bnPn(x) + a2
nPn−1(x), n > 0, (1.10)

con las condiciones iniciales P−1(x) = 0 y P0(x) = 1.

En forma matricial, la relación de recurrencia (1.9) la podemos escribir como

x


p0(x)

p1(x)

p2(x)
...


=


b0 a1 0 · · ·

a1 b1 a2
. . .

0 a2 b2
. . .

...
. . .

. . .
. . .




p0(x)

p1(x)

p2(x)
...


, (1.11)

donde la matriz semi-infinita, la cual denotaremos por J, se denomina matriz de
Jacobi. El menor principal Jn de J satisface lo siguiente

x



p0(x)

p1(x)

p2(x)
...

pn−2(x)

pn−1(x)


=



b0 a1 0 · · · 0

a1 b1 a2
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . an−2 bn−2 an−1

0 · · · 0 an−1 bn−1





p0(x)

p1(x)

p2(x)
...

pn−2(x)

pn−1(x)


+ an pn(x)



0

0
...

0

0

1


. (1.12)
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La matriz Jn es tridiagonal y simétrica y se conoce como matriz de Jacobi

finita. También se deduce fácilmente de la expresión anterior que los autovalores

de Jn coincide con los ceros del polinomio pn(x), y en consecuencia, por tener Jn

sólo autovalores reales, entonces los polinomios ortogonales asociados tienen los

ceros sobre la recta real.

En el caso de la familia de los polinomios mónicos {Pn}n>0 se tiene la siguiente
relación de recurrencia en forma matricial

x



P0(x)

P1(x)

P2(x)
...

Pn−2(x)

Pn−1(x)


=



b0 1 0 · · · 0

a2
1 b1 1

. . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . a2

n−2 bn−2 1

0 · · · 0 a2
n−1 bn−1





P0(x)

P1(x)

P2(x)
...

Pn−2(x)

Pn−1(x)


+ Pn(x)



0

0
...

0

0

1


. (1.13)

En el estudio de las transformaciones espectrales o perturbaciones de medidas,

las matrices de Jacobi juegan un papel primordial en la obtención de la familia de

los polinomios ortogonales asociados a la medida perturbada.

1.2. Polinomios ortogonales en el círculo unidad

Sea ν una medida positiva de Borel en [0, 2π), esta medida induce otra medida

que también denotamos por ν en el círculo unidad T =
{
eiθ : θ ∈ [0, 2π)

}
dada

por ∫
T

f (z)dν(z) =

∫ 2π

0
f (eiθ)dν(θ).

Sin perder generalidad supongamos que ν es una medida de probabilidad, esto
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es, ν(T) = 1. las entradas de la matriz de Gram son

〈zn, zm〉 =

∫ 2π

0
ei(n−m)θdν(θ) = cn−m,

donde ck, k ∈ Z son los llamados momentos trigonométricos de la medida ν. La

matriz de Gram (finita) denotada por

Tn =


c0 c1 · · · cn

c−1 c0 · · · cn−1
...

...
. . .

...

c−n c−n+1 · · · c0


,

es una matriz hermitiana (ya que c−k = ck) y tiene valores constantes a lo largo de

sus diagonales. Este tipo de matrices son conocidas como matrices Toeplitz (ver

[20]). La familia de polinomios ortonormales asociados a ν viene dadas por

ϕn(x) =
1

√
∆n∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 c1 · · · cn

c−1 c0 · · · cn−1
...

...
...

c−n+1 c−n+2 · · · c−1

1 z · · · zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= κnzn + · · · , (1.14)

donde ∆n = det Tn y κn =

√
∆n−1
∆n

La familia {Φn}n>0, definida por Φn(z) = κ−1
n ϕn(z) se denomina sucesión de

polinomios ortogonales mónicos respecto a la medida ν (ver [13], [25]).

Proposición 1.6 ([13], [37], [39]) La sucesión {Φn}n>0 satisface dos tipos de re-

laciones de recurrencia

(i) Recurrencia ascendente:

Φn+1(z) = zΦn(z) + Φn+1(0)Φ∗n(z). (1.15)
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(ii) Recurrencia descendente

Φn+1(z) =
(
1 − |Φn+1(0)|2

)
zΦn(z) + Φn+1(0)Φ∗n+1(z), (1.16)

donde Φ∗n(z) = znΦn(z̄−1) es conocido como el polinomio recíproco. En el caso de

los polinomios ortonormales {ϕn}n>0, tenemos

(i) Recurrencia ascendente:

κnϕn+1(z) = κn+1zϕn(z) + ϕn+1(0)ϕ∗n(z). (1.17)

(ii) Recurrencia descendente

κn+1ϕn+1(z) = zϕn(z) + ϕn+1(0)ϕ∗n+1(z), (1.18)

Las evaluaciones Φn(0) de los polinomios ortogonales en z = 0 se denomi-

nan coeficientes de reflexión o también coeficientes de Verblunsky y tienen gran

importancia en el estudio de los polinomios ortogonales en el círculo unidad.

De la expresión (1.15), se obtiene fácilmente

Φ∗n+1(z) = Φ∗n(z) + Φn+1(0)zΦn(z). (1.19)

En el caso del círculo unitario, el núcleo reproductor de grado n, Kn(z, ζ) aso-

ciado a la familia {ϕn}n>0, viene dado por

Kn(z, ζ) =

n∑
j=0

ϕ j(z)ϕ j(ζ), (1.20)

y satisface

Teorema 1.7 ([14], [20], [37], [39]) Sean ζ ∈ C y p ∈ Pn. Entonces se verifican

las siguientes propiedades:
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(i) Propiedad reproductora:

〈p(z),Kn(z, ζ)〉 =

∫
T

p(z)Kn(z, ζ)dν(z) = p(ζ). (1.21)

(ii) Fórmula de Christoffel-Darboux:

Kn(z, ζ) =
ϕ∗n+1(z)ϕ∗n+1(ζ) − ϕn+1(z)ϕn+1(ζ)

(1 − zζ̄)
. (1.22)

Además,

Proposición 1.8 (ver [37]) Si Kn(z, ζ) =

n∑
j=0

ϕ j(z)ϕ j(ζ) es el núcleo reproductor

asociado a {ϕn}n>0, entonces

Kn(z, 0) =

n∑
j=0

ϕ j(0)ϕ j(z) = κnϕ
∗
n(z), (1.23)

y

Kn(0, 0) =

n∑
j=0

|ϕ j(0)|2 = κ2
n. (1.24)

De la relación (1.24) se tiene

κ2
n − κ

2
n−1 = |ϕn(0)|2 = κ2

n|Φn(0)|2,

de donde se sigue que (
κn−1

κn

)2

= 1 − |Φn(0)|2, n ∈ N. (1.25)

Con esta última expresión se establece la relación entre las expresiones (1.16)

y (1.18). Además, el núcleo reproductor de grado n está asociado con el siguiente

problema extremal
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λn(y) = mı́n
{∫ 2π

0
|p(eiθ)|2dν(θ) : deg p 6 n, p(y) = 1

}
.

De hecho,

λn(y) :=
1

Kn(y, y)
,

siendo
Kn(z, y)
Kn(y, y)

el polinomio en el que se alcanza dicho mínimo.

Para cada y ∈ C, λn(y) es una función decreciente con respecto a n y, en

consecuencia, podemos definir

λ∞(y) = lı́m
n→∞

λn(y)

= ı́nf
{∫ 2π

0
|p(eiθ)|2dν(θ) : p ∈ P, p(y) = 1

}
> 0.

λ∞ se denomina Función de Christoffel asociada a ν. Uno de los resultados prin-

cipales de relativos a la función de Christoffel se muestra a continuación

Proposición 1.9 ([37], Thm. 2.2.1) Sea ν una medida de probabilidad no trivial

soportada en el círculo unidad.

(i) Si |y| > 1, entonces λ∞(y) = 0.

(ii) Si |y| = 1, entonces λ∞(y) = ν ({y}).

(iii) Si
∞∑

n=0

|Φn(0)|2 = +∞, entonces λ∞(y) = 0 para todo y ∈ C con |y| < 1.

(iv) Si
∞∑

n=0

|Φn(0)|2 < +∞, entonces λ∞(y) > 0 para todo y ∈ C con |y| < 1.

Por otra parte,

λ∞(0) =

∞∏
n=1

(
1 − |Φn(0)|2

)
.



Polinomios ortogonales 18

1.2.1. Matrices de Hessenberg asociadas a polinomios ortogo-
nales

Teniendo en cuenta que {Φn}n>0 es una base ortogonal en P, y combinando la

fórmula de Christoffel-Darboux y las relaciones de recurrencia (1.15) y (1.16) se

obtiene

zΦn(z) = Φn+1(z) −
n∑

j=0

κ2
j

κ2
n
Φn+1(0)Φ j(0)Φ j(z). (1.26)

En notación matricial la relación anterior se traduce en

zΦ(z) = HΦΦ(z)

donde Φ(z) =
[
Φ0(z),Φ1(z), . . .

]t y HΦ es una matriz de Hessenberg inferior

HΦ =


h0,0 1 0 0 · · ·

h1,0 h1,1 1 0 · · ·

h2,0 h2,1 h2,2 1 . . .
...

...
...

. . .
. . .


, (1.27)

cuyas entradas son

hk, j =


1, si j = k + 1,
κ2

j

κ2
k
Φk+1(0)Φ j(0), si j 6 k,

0, si j > k + 1.

En lo sucesivo, diremos que HΦ es la matriz de Hessenberg asociada a la

familia de polinomios ortogonales mónicos {Φn}n>0.

Si {ϕn}n>0 es la base deP formada por los polinomios ortonormales, la relación
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(1.26) se convierte en

zϕn(z) =
κn

κn+1
ϕn+1(z) −

Φn+1(0)
κn

n∑
j=0

κ jΦ j(0)ϕ j(z), n > 0. (1.28)

Si escribimos la relación anterior en forma matricial obtenemos

zϕ(z) = Hϕϕ(z),

donde ϕ(z) =
[
ϕ0(z), ϕ1(z), . . . ]t y Hϕ es una matriz de Hessenberg inferior con

entradas

hn, j =


−
κ j

κn
Φn+1(0)Φ j(0), si 0 6 j 6 n,

κn
κn+1

, si j = n + 1,

0, si j > n + 1.

Nota 1.10 (i) Sea Φ(z) := [p0(z), p1(z), . . .]t con pk(z) ∈ P, k = 0, 1, 2, . . .

La expresión 〈Φ,Φt〉 denota una matriz semi-infinita cuyas entradas están

dadas por (
〈Φ,Φt〉

)
k, j

= 〈pk, p j〉, k, j = 0, 1, 2, . . .

(ii) Sea A una matriz con entradas complejas. En lo sucesivo, las expresiones

A(n) y
(
A
)

(n) denotan la n-ésima fila de la matriz A. Análogamente, A(n) y(
A
)(n) denotan la n-ésima columna de A.

Proposición 1.11 (ver [21]) Sea ν una medida de probabilidad sobre el círculo

unidad. Si {ϕn}n>0 es la sucesión de polinomios ortonormales asociado a ν y Hϕ

es la matriz Hessenberg inferior tal que

zϕ(z) = Hϕϕ(z),

donde ϕ(z) =
[
ϕ0(z), ϕ1(z), . . . ]t, entonces
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(i) HϕH∗ϕ = I,

(ii) H∗ϕHϕ = I − λ∞(0)ϕ(0)ϕ(0)∗,

donde I es la matriz unidad semi-infinita.

Corolario 1.12 ([21]) La matriz Hϕ es unitaria si y sólo si
∞∑

n=0

|Φn(0)|2 = +∞,

lo que se traduce en términos de la medida ν en que log ν′ < L1
(

dθ
2π

)
, esto es, la

medida ν no pertenece a la clase de Szegő (ver [37]).

1.2.2. La transformación de Szegő: Conexión con polinomios
ortogonales en [−1, 1]

A partir de una medida de Borel positiva no trivial µ, soportada en el intervalo

[−1, 1], se puede definir ν en el intervalo [−π, π] mediante

dν(θ) =
1
2
|dµ(cosθ)|, (1.29)

de esta manera, si dµ(x) = ω(x)dx, entonces se tiene

dν(θ) =
1
2
ω(cosθ)|senθ|dθ.

Si µ es una medida de probabilidad, i.e.,
∫ 1

−1
dµ = 1, entonces ν también lo es

en T = {z ∈ C : |z| = 1} y en consecuencia existe una sucesión de polinomios or-

tonormales que satisface (2.6), así como su correspondiente familia de polinomios

ortogonales mónicos. En este caso,

Φn(0) ∈ (−1, 1), n = 1, 2, . . .

Esta conexión se conoce como la Transformación de Szegő (ver [33]). Existe
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una relación entre los polinomios ortogonales asociados con la medida µ sopor-

tada en [−1, 1] y los polinomios ortogonales asociados a ν definida por (1.29), la

cual está soportada sobre la circunferencia unitaria.

Teorema 1.13 ([39]) La sucesión de polinomios ortogonales {Φn}n>0 asociados

con ν tiene coeficientes reales. Además, Si x = z+z−1

2 entonces

pn(x) =
κ2n

2(
√

1 + Φ2n(0))
[z−nΦ2n(z) + znΦ2n(1/z)].

Por otra parte, los coeficientes de las relaciones de recurrencia (1.9), (1.17), y

(1.18) están relacionadas mediante (ver [40])

2an =

√
[1 − Φ2n(0)][1 − Φ2

2n−1(0)][1 + Φ2n−2(0)], n > 1 (1.30)

2bn = Φ2n−1(0)[1 − Φ2n(0)] − Φ2n+1(0)[1 + Φ2n(0)], n > 0. (1.31)

Cabe destacar que si definimos una sucesión {uk}k>1, definida por

uk =
1
2

(1 − Φk(0))(1 + Φk−1(0)), (1.32)

se obtiene

a2
k = u2ku2k−1, k > 1 (1.33)

bk + 1 = u2k + u2k+1, k > 0, (1.34)

y como consecuencia, podemos obtener una única factorización

J̃ + I = LU

donde I es la matriz identidad, L y U son matrices bidiagonales inferior y superior
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respectivamente, de la forma

L =



1 0 0 0 · · ·

u2 1 0 0 · · ·

0 u4 1 0 . . .

0 0 u6 1 . . .
...

...
. . .

. . .
. . .


y U =



u1 1 0 0 · · ·

0 u3 1 0 · · ·

0 0 u5 1 . . .

0 0 0 u7
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .


.

Luego, de (1.32)

Φk(0) = 1 −
2uk

1 + Φk−1(0)
, (1.35)

o bien,

Φk(0) = 1 −
2uk

2 −
2uk−1

2 −
2uk−2

2 −
...

2 −
2u2

2 − 2u1
.

(1.36)

De esta manera, se obtiene una sucesión a partir de la cual podemos determinar

en forma recursiva los coeficientes de reflexión Φk(0) de la medida ν.



2
Transformaciones espectrales

2.1. Transformaciones espectrales sobre la recta

Sea µ una medida positiva de Borel soportada en un subconjunto E de la recta

real y consideremos la sucesión de polinomios ortonormales {pn}n>0 asociada a µ

con

pn(x) = γnxn + δnxn−1 + · · · , γ > 0.

Las funciones

S n(x) =

∫
E

pn(t)dµ(t)
x − t

constituyen también solución de la relación de recurrencia a tres términos (1.9) y

se denominan funciones de segunda especie asociadas a la medida µ. en particular,

la función de Stieltjes

S (x) = S 0(x) =

∫
E

dµ(t)
x − t

tiene una gran importancia en la teoría de polinomios ortogonales (ver [37]). La

función de Stieltjes admite el siguiente desarrollo en serie

S (x) =

∞∑
k=0

mk

xk+1 (2.1)

23
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donde mk son los momentos asociados a µ dados por

mk =

∫
E

xkdµ(x), k > 0.

Para una medida µ soportada en el eje real, se estudió en [4], [43] algunos

ejemplos de perturbaciones a dicha medida. En particular consideraron tres casos

canónicos

(i) La perturbación dµ̃ = (x − β)dµ, β < supp(µ), es llamada transformación

canónica de Christoffel.

(ii) la perturbación dµ̃ = dµ + mrδβ, β < supp(µ), mr ∈ R, se conoce como la

transformación canónica de Uvarov.

(iii) La perturbación dµ̃ =
dµ
x−β + mrδβ, β < supp(µ), mr ∈ R, se llama transfor-

mación canónica de Geronimus.

En [4], se estudia cómo obtener la matriz de Jacobi mónica asociada a cada

una de las tres perturbaciones canónicas a partir de la matriz de Jacobi mónica

asociada a µ tomando como herramientas las factorizaciones LU y UL.

Definición 2.1 Llamaremos transformación racional de una función de Stieltjes

S (x), a una transformación de la forma

S̃ (x) =
A(x)S (x) + B(x)
C(x)S (x) + D(x)

, (2.2)

donde A(x), B(x),C(x), y D(x) son polinomios en x. Cuando C(x) = 0, diremos

que la transformación es lineal.

Las tres perturbaciones mencionadas anteriormente corresponden a transfor-

maciones espectrales lineales si se expresan en términos de las funciones de Stielt-

jes.



Transformaciones espectrales 25

2.1.1. Transformación de Christoffel

Consideremos la función de Stieltjes S (x) dada por (2.1), asociada a la medida

µ y sea µ̃ una perturbación de la medida µ dada por

dµ̃ =
(x − β)
µ1 − β

dµ, β < supp(µ),

donde la división por µ1 − β es para preservar que la medida sea de probabilidad

(sin perder generalidad). Entonces se tiene

µ̃k =

∫
E

xkdµ̃(x) =
1

µ1 − β

∫
E

xk(x − β)dµ(x),

de ahí que

µ̃k =
µk+1 − βµk

µ1 − β
.

Luego, de la expresión anterior,

S̃ (x) =

∞∑
k=0

µ̃k

xk+1 =
1

µ1 − β

∞∑
k=0

µk+1 − βµk

xk+1 ,

como consecuencia, se tiene

S̃ (x) =
x

µ1 − β

∞∑
k=0

µk

xk+1 −
1

µ1 − β
−

β

µ1 − β

∞∑
k=0

µk

xk+1 .

Así, la función de Stieltjes S̃ (x) asociada a µ̃ queda

S̃ (x) =
(x − β)S (x) − 1

µ1 − β
, (2.3)

con
A(x) = x − β, B(x) = −1,

C(x) = 0, D(x) = µ1 − β
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2.1.2. Transformación de Uvarov

Ahora consideremos la perturbación µ̃ de la medida µ dada por

dµ̃ =
dµ + mrδβ

1 + mr
, β < supp(µ), mr ∈ R

Los momentos asociados a µ̃ satisfacen

µ̃k =

∫
E

xkdµ̃(x) =
1

1 + mr

∫
E

xkdµ(x) +
mr

1 + mr
βk,

de ahí que

µ̃k =
µk + mrβ

k

1 + mr
.

Luego, de la expresión anterior,

S̃ (x) =

∞∑
k=0

µ̃k

xk+1 =
1

1 + mr

∞∑
k=0

µk

xk+1 +
mr

1 + mr

∞∑
k=0

βk

xk+1 ,

así tenemos
S̃ (x) =

1
1 + mr

S (x) +
mr

1 + mr
(x − β)−1

=
(x − β)S (x) + mr

(1 + mr)(x − β)

En este caso, también tenemos una transformación espectral lineal con

A(x) = x − β, B(x) = mr,

C(x) = 0, D(x) = (1 + mr)(x − β).



Transformaciones espectrales 27

2.1.3. Transformación de Geronimus

La transformación de Geronimus de la función de Stieltjes S (x) asociada a la

medida µ viene dada por la siguiente expresión

S̃ (x) =
−S (x) + mr + S (β)
(x − β)(mr + S (β))

, (2.4)

y representa la siguiente transformación de la medida µ (para detalles ver [13],

[39])

dµ̃ =

1
x−βdµ + mrδβ

mr + S (β)
, (2.5)

con
A(x) = −1, B(x) = mr + S (β),

C(x) = 0, D(x) = (mr + S (β))(x − β).

Notemos que la medida µ̃ también es una medida de probabilidad.

2.2. Transformaciones espectrales en el círculo uni-
tario.

Consideremos una medida de Borel positiva no trivial ν, soportada en el círcu-

lo unitario T = {z ∈ C : |z| = 1}. Entonces existe una sucesión de polinomios

ortonormales {ϕn}n>0

ϕn(z) = κnzn + · · · , κn > 0,

que satisface ∫ 2π

0
ϕn(eiθ)ϕm(eiθ)dν(θ) = δm,n, m, n > 0. (2.6)



Transformaciones espectrales 28

La correspondiente familia de polinomios ortogonales mónicos esta dada por

Φn(z) =
ϕn(z)
κn

.

El momento de orden k, ck, asociado con la medida ν,

ck =

∫ 2π

0
eikθdν(θ).

define una función mediante

F(z) = c0 + 2
∞∑

k=1

c−kzk.

La función F(z) es analítica en el disco abierto y además ReF(z) > 0 en dicho

disco. La función F(z) se denomina función de Carathéodory y se puede repre-

sentar como una transformación de Riesz-Herglotz de la medida ν de la siguiente

manera

F(z) =

∫ 2π

0

eiθ + z
eiθ − z

dν(θ).

Como en el caso de la recta real, consideremos los tres casos de transforma-

ciones canónicas más comunes en la literatura

(i) La transformación canónica de Christoffel: dν̃ = |z − a|2dν, |z| = 1,a ∈ C,

(ver [29]).

(ii) La transformación canónica de Uvarov: dν̃ = dν+Mcδa+Mcδā−1 , a ∈ C−{0},

Mc ∈ C, (ver [27]).

(iii) La transformación canónica de Geronimus: dν̃ =
dν
|z − a|2

, |z| = 1, and |a| ,

1, (ver [27], [16], [30]).

Estas tres transformaciones corresponden de manera análoga al caso de la
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recta real, a transformaciones lineales de las correspondientes funciones de Ca-

rathéodory. Esto ha sido estudiado en [27]. También, en [9], se analizaron estas

transformaciones desde el punto de vista de las relaciones con las matrices de

Hessenberg asociadas, que surgen de la representación matricial análoga a (1.10),

donde juegan un papel importante las factorizaciones LU y QR.

Mostraremos a continuación algunos ejemplos de transformaciones raciona-

les.

2.2.1. Transformación de Christoffel

Consideremos la transformación de la medida ν, dada por

dν̃ = |z − a|2dν, |z| = 1,

con a ∈ C. Su correspondiente función de Carathéodory viene dada por

Proposición 2.2 (ver [21])

F̃(z) =
A(z)F(z) + B(z)

D(z)
,

donde
A(z) = −āz2 +

(
1 + |a|2

)
z − a,

B(z) = −āc0z2 + (ac1 − āc−1) z + ac0,

D(z) = z.

2.2.2. Transformación de Uvarov

Si consideramos ahora la transformación de la medida ν, dada por

dν̃ = dν + Mcδa + Mcδā−1 ,
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donde Mc ∈ C. Entonces, la función de Carathéodory asociada a ν̃ está dada por

Proposición 2.3 (ver [21])

F̃(z) =
A(z)F(z) + B(z)

D(z)
,

donde
A(z) = D(z) = (z − a)(āz − 1),

B(z) = (a − āz2)
(
mr + mr

)
−

(
1 − |a|2

) (
mr −mr

)
z.

2.2.3. Transformación de Geronimus

Sea ν̃ la transformación de Geronimus de la medida ν, dada por

dν̃ =
dν
|z − a|2

, |z| = 1,

con a < C. La función de Carathéodory asociada a ν̃ la obtenemos de

Proposición 2.4 (ver [21])

F̃(z) =
A(z)F(z) + B(z)

D(z)
,

donde
A(z) = z,

B(z) = āv0z2 − 2iIm (q0) z − av0,

D(z) = −āz2 +
(
1 + |a|2

)
z − a.
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Teniendo en cuenta

F̃(z) =
A(z)
D(z)

F(z) +
B(z)
D(z)

=
A(z)
D(z)

F(z) +
āv0z2 − 2iIm (q0) z − av0

−āz2 +
(
1 + |a|2

)
z − a

=
A(z)
D(z)

F(z) +

āz2−a
1−|a|2 (2Re (q0) − c0) − 2iIm (q0) z

−āz2 +
(
1 + |a|2

)
z − a

=
A(z)
D(z)

F(z) +

(
āz2 − a

)
(q0 + q̄0 − c0) −

(
1 − |a|2

)
(q0 − q̄0) z(

1 − |a|2
) (
−āz2 +

(
1 + |a|2

)
z − a

)
=

A(z)
D(z)

F(z) +

(
āz2 − a

) (
l0 + l̄0

)
+

(
1 − |a|2

) (
l0 − l̄0

)
z

−āz2 +
(
1 + |a|2

)
z − a

con l0 =
q0 −

c0
2

1 − |a|2
.

En conclusión

F̃(z) =
A(z)
D(z)

F(z) −

(
āz2 − a

) (
l0 + l̄0

)
+

(
1 − |a|2

) (
l0 − l̄0

)
z

(1 − āz) (a − z)

=
A(z)
D(z)

F(z) + Mc
a + z
a − z

+ Mc
1 + āz
1 − āz

,

donde Mc = l̄0 =
q̄0 −

c0
2

1 − |a|2
.

2.3. Transformaciones espectrales en recta real y en
la circunferencia unitaria y su conexión a través
de la transformación de Szegő.

Nuestro objetivo es aplicar transformaciones espectrales racionales a la fun-

ción de Stieltjes asociada a la medida µ y analizar la transformación obtenida en
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la correspondiente función de Carathéodory F(z).

Dado que la sucesión de momentos {cn}n>0 es real, la función de Carathéodory

F(z) asociada a ν tiene coeficientes reales. Y de esta manera se tiene

ReF(eiθ) = ReF(ei(2π−θ)),

y entonces dν(θ) + dν(2π − θ) = 0. Así, existe una relación entre las funciones

de Stieltjes y Carathéodory asociadas con µ y ν, respectivamente de la forma si-

guiente

F(z) =
1 − z2

2z

∫ 1

−1

dµ(t)
x − t

=
1 − z2

2z
S (x) (2.7)

con x = z+z−1

2 , z = x +
√

x2 − 1 (ver [34]).

2.3.1. Transformación de Christoffel.

Consideremos la transformación espectral de Christoffel de S (x) dada por

S̃ (x) =
(x − β)S (x) − 1

µ1 − β
, (2.8)

que en realidad, representa una perturbación en la medida µ

dµ̃ =
(x − β)
µ1 − β

dµ,

de esta manera se tiene que µ̃ es una medida de probabilidad. Si usamos (2.7) en

(2.8)
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2z
1 − z2 F̃(z) =

( z+z−1

2 − β) 2z
1−z2 F(z) − 1

µ1 − β

F̃(z) =

z+z−1−2β
2 F(z) − 1−z2

2z

µ1 − β

=
(z2 − 2βz + 1)F(z) + z2 − 1

2z(µ1 − β)

Entonces, la transformación obtenida para las funciones de Carathéodory se

pueden representar mediante una transformación racional

F̃(z) =
A(z)F(z) + B(z)

D(z)
,

donde A(z) =
z2 − 2βz + 1

2(µ1 − β)
,B(z) =

z2 − 1
2(µ1 − β)

, y D(z) = z.

En [27], se muestra que la transformación de Christoffel de una función de

Carathéodory se convierte en

F̃1(z) =
A1(z)F1(z) + B1(z)

D1(z)
,

donde A1(z) = −ᾱz2 + (1 + |α|2)z− ᾱ, B1(z) = −ᾱz2 + (αc1 − ᾱc̄1)z +α, y D1(z) = z.

Normalizando F̃1(z) para obtener c̃0 = 1, los polinomios de la transformación se

convierten en

A1(z) =
−ᾱz2 + (1 + |α|2)z − ᾱ

(1 + |α|2) − 2Reαc1

B1(z) =
−ᾱz2 + (αc1 − ᾱc̄1)z + α

(1 + |α|2) − 2Reαc1

D1(z) = z.
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Así, comparando los coeficientes de B(z) y B1(z), se tiene

(αc1 − ᾱc−1) = 0.

de donde se sigue α ∈ R, y comparando los coeficientes de A(z) y los restantes de

B(z) con los coeficientes de A1(z) y B1(z), respectivamente, podemos obtener

−α

(1 + |α|2) − 2αc1
=

1
2(µ1 − β)

(2.9)

y
(1 + α2)

(1 + |α|2) − 2αc1
=

−2β
2(µ1 − β)

. (2.10)

De (2.9),

− 2α(µ1 − β) = (1 + |α|2) − 2αc1 (2.11)

y de (2.10) and (2.11)
−(1 + α2)
2α(µ1 − β)

=
−2β

2(µ1 − β)
.

Entonces

α2 − 2βα + 1 = 0

y en consecuencia

α± = β ±
√
β2 − 1, con |β| > 1.

Así, la raíz de un polinomio con coeficientes complejo de grado 1 en la trans-

formación de Christoffel canónica debe ser real.

2.3.2. Transformación de Uvarov.

Consideremos ahora la transformación de Uvarov de la función de Stieltjes

S (x) asociado a µ
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S̃ (x) =
S (x) + Mr(x − β)−1

1 + Mr
, (2.12)

correspondiente a una transformación de la medida µ definida por

dµ̃ =
dµ + Mrδβ

1 + Mr
.

Nuevamente, µ̃ es también una medida de probabilidad. Si usamos (2.7) y

(2.12) obtenemos

2z
1 − z2 F̃ (z) =

2z
1−z2 F (z) + Mr

(
z+z−1

2 − β
)−1

1 + Mr
(2.13)

F̃ (z) =
F (z) + Mr

(
2

z+z−1−2β

) (
1−z2

2z

)
1 + Mr

(2.14)

=
F (z) + Mr

(
1−z2

z2−2βz+1

)
1 + Mr

. (2.15)

Es decir, A(z) =
z2−2βz+1

1+Mr
, B(z) =

(1−z2)Mr
1+Mr

, y D(z) = z2 − 2βz + 1.

Por otra parte, de [27] conocemos

F̃1(z) = F(z) +
B1(z)
D1(z)

, (2.16)

dondeB1(z) = (α− ᾱz2)(Mc + Mc)− (1− |α|2)(Mc−Mc)z, D1(z) = (z−α)(ᾱz−1), y

F(z), F̃1(z) son las funciones de Carathéodory asociadas a σ y su transformación

de Uvarov σ̃1, respectivamente, dadas por

(p, q)σ̃1 = (p, q)σ + Mc p(α)q(ᾱ−1) + Mc p(ᾱ−1)q(α), α ∈ C − {0}.
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Tomando en cuenta

F̃1(z) = (1 + Mc + Mc)F(z)

se tiene

Mr = 2ReMc.

La comparación entre (2.15) y (2.16) nos da

α − ᾱz2

(z − α)(ᾱz − 1)
=

1 − z2

z2 − 2βz + 1
(2.17)

así como

(1 − |α|2)(Mc − Mc) = 0.

Como consecuencia, se presentan dos situaciones

(i) Si |α| = 1, entonces de (2.17), α
ᾱ

= 1 y β = 1. Lo que se traduce en α± =

±1. Así la transformación de Uvarov de la medida σ aparece mediante la

aparición de una masa Mr en el punto α± = ±1.

(ii) Si |α| , 1, entonces Mc ∈ R y Mc = Mr
2 . Por otra parte, de (2.17), α

ᾱ
= 1 así

como 1+α2

α
= 2β, i.e. α = ᾱ y α2 − 2βα + 1 = 0. Lo que se traduce

α± = β ±
√
β2 − 1, |β| > 1.

Como conclusión, la transformación de Uvarov de la medida σ es el resul-

tado de la adición de dos masas reales Mr
2 en los puntos α± = β ±

√
β2 − 1,

con |β| > 1.
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2.3.3. Transformación de Geronimus.

La transformación de Geronimus de la función de Stieltjes S (x) asociada a µ

esta dada por

S̃ (x) =
S (β) + Mr − S (x)

(x − β)(Mr + S (β))

y representa una transformación de µ por

dµ̃ =
(x − β)−1dµ + Mrδβ

Mr + S (β)
.

Notemos que µ̃ es una medida de probabilidad. La correspondiente función de

Carathéodory F̃(z) se puede obtener de

2z
1 − z2 F̃(z) =

S (β) + Mr −
2z

1−z2 F(z)

( z+z−1

2 − β)(Mr + S (β))

F̃(z) =
−2zF(z) + (1 − z2)[S (β) + Mr]

(z2 − 2βz + 1)(S (β) + Mr)
.

O equivalentemente,

F̃(z) =
zF(z) + 1

2 (z2 − 1)[S (β) + Mr]

−1
2 (z2 − 2βz + 1)[S (β) + Mr]

. (2.18)

Así, tenemos A(z) = z, B(z) = 1
2 (z2 − 1)[S (β) + MR], y D(z) = −1

2 (z2 − 2βz +

1)[S (β) + Mr].

Por otra parte, en [27] se muestra

F̃1(z) =
A1(z)F(z) + B1(z)

D1(z)
, (2.19)
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donde

A1(z) = z,

B1(z) = ᾱz2 − 2iIm(q0)z − α,

D1(z) = −ᾱz2 + (1 + |α|2)z − α,

y q0 es un parámetro libre definido por

q0 = c̃0 − ᾱc̃1.

Comparando los coeficientes de B(z) y B1(z), obtenemos q0 ∈ R. Por otro lado,

(2.19) se puede expresar de la manera siguiente

F̃1(z) =
A1(z)
D1(z)

F(z) + Mc
α + z
α − z

+ Mc
1 + ᾱz
1 − ᾱz

(2.20)

con Mc =
q̄0−

1
2

1−|α|2 .

De esta forma, Mc ∈ R y (2.20) viene a ser

F̃1(z) =
zF(z) − 2Mc(−ᾱz2 + α)

(−ᾱz2 + (1 + |α|2)z − α)Ag
(2.21)

donde Ag es el factor de normalización. Comparando los coeficientes de los poli-

nomios en (2.18) y (2.21) se tiene

α ∈ R, Mc =
S (β) + Mr

4α
,

y

α2 − 2βα + 1 = 0.

Entonces,

α± = β ±
√
β2 − 1, con |β| > 1.
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Esto es, en la transformación de Geronimus canónica, se añaden dos masas

reales en los puntos α± = β ±
√
β2 − 1.

En [10], se estudió varios ejemplos usando “distintas especies” en la familia

de polinomios clásicos de Jacobi asociada a la medida

dµ = (1 − x)α(1 + x)βdx, α, β > −1, (2.22)

2.3.4. Ejemplos

Caso Jacobi

Consideremos la familia de los polinomios ortogonales asociados a la medida

dµ = (1 − x)α(1 + x)βdx, α, β > −1, (2.23)

soportada en el intervalo (−1, 1).

Es bien sabido que (ver [8], [39]) la relación

bn =
β2 − α2

(2n + α + β)(2n + 2 + α + β)
, n > 0,

a2
n =

4n(n + α)(n + β)(n + α + β)
(2n + α + β − 1)(2n + α + β)2(2n + α + β + 1)

, n > 1.

Analizaremos algunos casos representativos de los polinomios de Jacobi

Polinomios de Tchebichef de primer especie, (α = β = −1
2 ).

En este caso

bn = 0, n > 0, a2
1 =

1
2
, and a2

n =
1
4
, n > 2.
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Entonces,

J̃ + I =



1 1 0 0 · · ·

1
2 1 1 0 · · ·

0 1
4 1 1 . . .

0 0 1
4 1 . . .

...
...

. . .
. . .

. . .


De la factorización LU, se obtiene

u1 = 1 and un =
1
2
, n > 2,

y de (1.35)

Φn(0) = 0, n > 1,

Como era de esperarse, dado que la medida en el círculo unitario asociado con

(2.23) para α = β = −1
2 es la medida de Lebesgue normalizada.

Polinomios de Tchebichev de segunda especie, (α = β = 1
2 ).

En este caso,

bn = 0, n > 0, and a2
n =

1
4
, n > 1.

Por tanto, J̃ + I queda de la forma

J̃ + I =



1 1 0 0 · · ·

1
4 1 1 0 · · ·

0 1
4 1 1 . . .

0 0 1
4 1 . . .

...
...

. . .
. . .

. . .


.

Calculando la factorización LU de esta matriz, obtenemos los primeros ele-
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mentos de la sucesión {uk}k>1,

u1 = 1 u2 =
1
4

u3 =
3
4

u4 =
1
3

u5 =
2
3

u6 =
3
8

u7 =
5
8

u8 =
2
5

u9 =
3
5

u10 =
5

12
, . . .

y de (1.35) obtenemos

Φ1(0) = 0, Φ2(0) =
1
2
,

Φ3(0) = 0, Φ4(0) =
1
3
,

Φ5(0) = 0, Φ6(0) =
1
4
,

Φ7(0) = 0, Φ8(0) =
1
5
,

Φ9(0) = 0, Φ10(0) =
1
6
, . . .

Como consecuencia,

Φ2n(0) =
1

n + 1
, n > 1,

Φ2n+1(0) = 0, n > 0.

Ésta es la perturbación de la medida de Lebesgue dad por

dµ̃ = |z2 − 1|2
dθ
2π
, z = eiθ.
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Polinomios de Tchebichev de tercera especie (α = 1
2 , β = −1

2 ).

Para esta familia, se obtiene

b0 = −
1
2
, bn = 0, n > 1, and a2

n =
1
4
, n > 1,

de modo que

J̃ + I =



1
2 1 0 0 · · ·

1
4 1 1 0 · · ·

0 1
4 1 1 . . .

0 0 1
4 1 . . .

...
...

. . .
. . .

. . .


.

Calculamos la factorización LU de esta matriz, se obtiene

uk =
1
2
, k > 1,

y de (1.35) se deduce

Φ1(0) =
1
2
, Φ2(0) =

1
3
,

Φ3(0) =
1
4
, Φ4(0) =

1
5
,

Φ5(0) =
1
6
, Φ6(0) =

1
7
,

Φ7(0) =
1
8
, Φ8(0) =

1
9
,

Φ9(0) =
1

10
, Φ10(0) =

1
11
, . . .

y como consecuencia,

Φn(0) =
1

n + 1
, n > 1.
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Esto corresponde a la medida de Lebesgue dado por (see [29])

dµ̃ = |z − 1|2
dθ
2π
, z = eiθ.

Polinomios de Tchebichev de cuarta especie (α = −1
2 , β = 1

2 ).

Obtenemos

b0 =
1
2
, bn = 0, n > 1, and a2

n =
1
4
, n > 1,

de modo que

J̃ + I =



3
2 1 0 0 · · ·

1
4 1 1 0 · · ·

0 1
4 1 1 . . .

0 0 1
4 1 . . .

...
...

. . .
. . .

. . .


.

Si calculamos la factorización LU, obtenemos para los primeros elementos de la

sucesión {uk}k>1

u1 =
3
2
, u2 =

1
6
,

u3 =
5
6
, u4 =

3
10
,

u5 =
7

10
, u6 =

5
14
,

u7 =
9

14
, u8 =

7
18
,

u9 =
11
18
, u10 =

9
22
, . . .

y de (1.35) deducimos

Φ1(0) = −
1
2
, Φ2(0) =

1
3
,
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Φ3(0) = −
1
4
, Φ4(0) =

1
5
,

Φ5(0) = −
1
6
, Φ6(0) =

1
7
,

Φ7(0) = −
1
8
, Φ8(0) =

1
9
,

Φ9(0) = −
1

10
, Φ10(0) =

1
11
, . . .

Así

Φn(0) =
(−1)n

n + 1
, n > 1.

Esto corresponde a la perturbación de la medida de Lebesgue dada por (see

[14],[29])

dµ̃ = |z + 1|2
dθ
2π
, z = eiθ.

Polinomios de Gegenbauer, con α = β = 1.

En este caso

bn = 0, n > 0, a2
n =

n(n + 2)
(2n + 1)(2n + 3)

, n > 1.

Por lo tanto, realizando la factorización LU de J̃ + I obtenemos, para los primeros

elementos de la sucesión {uk}k>1,

u1 = 1, u2 =
1
5
,

u3 =
4
5
, u4 =

2
7
,

u5 =
5
7
, u6 =

3
9
,

u7 =
6
9
, u8 =

4
11
,
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u9 =
7

11
, u10 =

5
13
, . . .

y de (1.35) se obtiene

Φ1(0) = 0, Φ2(0) =
3
5
,

Φ3(0) = 0, Φ4(0) =
3
7
,

Φ5(0) = 0, Φ6(0) =
3
9
,

Φ7(0) = 0, Φ8(0) =
3

11
,

Φ9(0) = 0, Φ10(0) =
3

13
, . . .

En efecto,

Φ2n(0) =
3

2n + 3
, n > 1,

Φ2n+1(0) = 0, n > 1.

Esto corresponde a la perturbación de la medida e Lebesgue definida por

dµ̃ = |z2 − 1|3
dθ
2π
, z = eiθ.

2.3.5. Uvarov tranformation.

Consideremos el caso de Legendre dµ = dx, i.e., el caso de Jacobi con α =

β = 0, y su perturbación de Uvarov, definida por

dµ̃ = dx + δ(x + 1) + δ(x − 1). (2.24)

Denotemos por J la matriz de Jacobi asociada a µ. Del corolario 4.5 en [4], si
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nosotros aplicamos las siguientes transformaciones

J − αI = L1U1

J1 := U1L1

J1 = U2L2

J2 := L2U2 + I

J2 + I = L3U3

J3 := U3L3

J3 = U4L4

J4 := L4U4 − I

entonces J4 es la matriz de Jacobi mónica de (2.24). Ahora calculamos la factori-

zación LU de J4 + I a fin de obtener la sucesión {uk}n>1, cuyos primeros elementos

son

u1 = 1, u2 =
7
9
,

u3 =
2
9
, u4 =

24
35
,

u5 =
9

35
, u6 =

9
13
,

u7 =
4
13
, u8 =

124
189

,

u9 =
65

189
, u10 =

215
341

, . . .

y de (1.35) obtenemos

Φ1(0) = 0, Φ2(0) = −
5
9
,

Φ3(0) = 0, Φ4(0) = −
17
35
,
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Φ5(0) = 0, Φ6(0) = −
5

13
,

Φ7(0) = 0, Φ8(0) = −
59

189
,

Φ9(0) = 0, Φ10(0) = −
89
341

, . . .



3
Transformación de Geronimus en el círculo

unitario

Sea ν una medida de Borel positiva soportada en el círculo unitario T ={
eiθ : θ ∈ [0, 2π)

}
. Como hemos visto anteriormente, ν induce un producto in-

terno en el espacio vectorial P de los polinomios con coeficientes complejos de la

forma

〈p, q〉ν =

∫ 2π

0
p(eiθ)q(eiθ)dν(θ), p, q ∈ P.

Sea {Φn}n>0 la familia de polinomios ortogonales mónicos respecto a ν y {ϕn}n>0

la correspondiente familia de polinomios ortonormales. Estas sucesiones satisfa-

cen

Φn(z) =
1

κn(ν)
ϕn(z), n > 0,

y vienen dadas por la expresión (1.1). El núcleo reproductor de orden n asociado

a la familia {ϕn(z)}n>0 está definido por

Kn(z, y) =

n∑
j=0

ϕ j(y)ϕ j(z).

48
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Las funciones

q j(t) =

∫
T

ϕ j(z)
t − z

dν(z), t < T, j > 0, (3.1)

se denominan funciones de segunda especie asociadas a ν. A partir de estas fun-

ciones, definimos

Q j(t) =

∫
T

P j(z)
t − z

dν(z) =
1

κ j(ν)
q j(t).

Ahora, dado α < T, consideremos la siguiente perturbación de la medida ν

dν1 =
dν
|z − α|2

. (3.2)

Esta clase de perturbación fue estudiada en [16] y [30] , así como la corres-

pondiente sucesión de polinomios ortogonales. Este tipo de perturbación es un

ejemplo de transformación canónica de Geronimus de la medida ν.

Sean
{
Φ̃n

}
n>0

la sucesión de polinomios ortogonales mónicos en T con respec-

to a ν1 y {ψn}n>0 su correspondiente familia de polinomios ortonormales. Nueva-

mente , vamos a estudiar la relación entre las matrices de Hessenberg Hϕ y Hψ

asociadas con el operador multiplicación por z, respecto a {ϕn}n>0 y {ψn}n>0.

Nuestro primer objetivo es encontrar una expresión para obtener la familia{
Φ̃n

}
n>0

en términos de la sucesión {Φn}n>0.

Proposición 3.1 (ver [30]) Sea εn(α) = ‖ν1‖ −

n∑
l=0

|ql(α)|2, n > 0. Entonces

∆n(ν1)
∆n−1(ν)

= εn−1(α), n > 1. (3.3)

Notemos que ‖ν1‖ = ∆0(ν1).
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Demostración: Si consideramos la familia {1, z−α, . . . , (z−α)n, . . .} y definiendo

dk, j(ν) =

∫
T

(z − α)k(z − α) jdν =

∫
T

(z − α)k+1(z − α) j+1dν1 = dk+1, j+1(ν1),

con k, j > 0, entonces los polinomios ortogonales mónicos Φn(z) están dados por

Φn(z) =
1

∆n−1(ν)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
d0,0(ν) d1,0(ν) · · · dn,0(ν)
...

...
...

d0,n−1(ν) d1,n−1(ν) · · · dn,n−1(ν)

1 z − α · · · (z − α)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

donde

∆n(ν1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
d0,0(ν1) · · · dn,0(ν1)

...
...

d0,n(ν1) · · · dn,n(ν1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d0,0(ν1) d1,0(ν1) · · · dn,0(ν1)

d0,1(ν1) d0,0(ν) · · · dn−1,0(ν)
...

...
...

d0,n(ν1) d0,n−1,(ν) · · · dn−1,n−1(ν)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Si usamos la identidad de Sylvester (ver [23], pag. 22), entonces obtenemos

∆n(ν1)∆n−2(ν) = ∆n−1(ν1)∆n−1(ν) −
(
∆n−2(ν)
κn−1(ν)

)2

|qn−1(α)|2, n > 1.

De ahí, deducimos

∆n(ν1)
∆n−1(ν)

=
∆n−1(ν1)
∆n−2(ν)

− |qn−1(α)|2, n > 1.

De esta manera

∆n(ν1)
∆n−1(ν)

= ∆0(ν1) −
n−1∑
l=0

|ql(α)|2, n > 1.
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Dado que ∆0(ν1) = ‖ν1‖, el enunciado queda demostrado. �

A continuación, como consecuencia del resultado anterior, se tiene

Corolario 3.2 (
κn(ν)
κn+1(ν1)

)2

=
εn(α)
εn−1(α)

, n > 0,

donde ε−1(α) = ‖ν1‖.

Demostración: Es fácil comprobar que(
κn(ν)
κn+1(ν1)

)2

=
∆n+1(ν1)

∆n(ν)
∆n−1(ν)
∆n(ν1)

,

y usando (3.3) en la proposición anterior, obtenemos(
κn(ν)
κn+1(ν1)

)2

=
εn(α)
εn−1(α)

, n > 1.

Si n = 0, entonces se tiene(
κ0(ν)
κ1(ν1)

)2

=
∆1(ν1)

∆0(ν1)∆0(ν)
=
ε0(α)
‖ν1‖

.

�

Proposición 3.3 La sucesión de polinomios ortogonales mónicos
{
Φ̃n

}
n>0

se pue-

den obtener mediante la relación

Φ̃n+1(z) = (z − α)Φn(z) +
Qn(α)
εn−1(α)S n(z, α), n > 1,

Φ̃0(z) = 1, Φ̃1(z) = z − α +
Q0(α)
‖ν1‖

,

(3.4)

donde

S n(z, α) =

∫
T

z − t
α − t

Kn−1(z, t)dν(t), n > 1, (3.5)
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y Kn−1(z, α) es el núcleo reproductor de grado n − 1 asociado a la familia {ϕn}n>0.

Demostración: Como {(z − α)ϕn(z)}n>0 es una base ortonormal en (z − α)P con

respecto al producto escalar

〈 f , g〉ν1 =

∫
T

f (z)g(z)dν1,

entonces el desarrollo de Fourier del polinomio ψn+1(z) − ψn+1(α) en términos de

la base mencionada es

ψn+1(z) − ψn+1(α) = (z − α)
n∑

j=0

λn+1, jϕ j(z), para todo n > 0.

En consecuencia

λn+1, j =

∫
T

(ψn+1(t) − ψn+1(α)) (t − α)ϕ j(t)dν1(t)

=

∫
T

ψn+1(t)(t − α)ϕ j(t)dν1(t) − ψn+1(α)
∫
T

(t − α)ϕ j(t)dν1(t)

=
κn(ν)

κn+1(ν1)δn, j + ψn+1(α)
∫
T

ϕ j(t)
α − t

dν(t).

Así obtenemos,

ψn+1(z) = ψn+1(α)

1 + (z − α)
n−1∑
j=0

∫
T

ϕ j(t)
α − t

ϕ j(z)dν(t)

 +

+
[

κn(ν)
κn+1(ν1) + qn(α)ψn+1(α)

]
(z − α)ϕn(z)

= ψn+1(α)
∫
T

z − t
α − t

Kn−1(z, t)dν(t)+

+
[

κn(ν)
κn+1(ν1) + qn(α)ψn+1(α)

]
(z − α)ϕn(z).

Si re-escribimos la expresión anterior en términos de las sucesiones de poli-
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nomios ortogonales mónicos {Φn}n>0 y
{
Φ̃n

}
n>0

, tenemos

Φ̃n+1(z) = Φ̃n+1(α)S n(z, α) +

((
κn(ν)

κn+1(ν1)

)2
+ κn(ν)2Qn(α)Φ̃n+1(α)

)
(z−α)Φn(z). (3.6)

Notemos que S n(z, α; ν) es un polinomio de grado n. Entonces, para cada n >

0, teniendo en cuenta los coeficientes de zn+1 en ambos miembros de (3.6), se

deduce

1
κn(ν)

−
1

κn+1(ν1)
= Qn(α)Φ̃n+1(α), (3.7)

y del corolario 3.2,

Φ̃n+1(α) =

(
κn(ν)
κn+1(ν1)

)2 Qn(α)
εn(α)

=
Qn(α)
εn−1(α)

.

Finalmente, de la expresión (3.6), obtenemos

Φ̃n+1(z) = (z − α)Φn(z) +
Qn(α)
εn−1(α)S n(z, α; ν).

�

Nota 3.4 Si usamos en (3.5) la fórmula de Christoffel-Darboux (1.22), entonces

la sucesión
{
Φ̃n

}
n>0

satisface

Φ̃n+1(z) =

(
z − α

εn(α)
εn−1(α)

)
Φn(z) +

qn(α)qn(ᾱ−1)
εn−1(α)αn+1 Φ∗n(z), n > 1. (3.8)

Este resultado se puede ver con más detalle en [16].
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3.1. Matrices de Hessenberg y la transformación de
Geronimus

Con el fin de obtener una relación entre las matrices de Hessenberg Hϕ y Hψ,

la expresión (3.2), es equivalente a

dν = |z − α|2dν1. (3.9)

En [9] se ha obtenido una relación entre dichas matrices

Hψ − αI = LM, y Hϕ − αI = ML, (3.10)

donde L es una matriz triangular inferior, tal que

ψ(z) = Lϕ(z)

y M es una matriz de Hessenberg inferior que satisface

(z − α)ϕ(z) = Mψ(z),

donde ϕ(z) =
[
ϕ0(z), ϕ1(z), . . .

]t y ψ(z) =
[
ψ0(z), ψ1(z), . . .

]t.

Por tanto, nuestro segundo objetivo es encontrar expresiones explícitas para

M y L.

Proposición 3.5 ([30]) Las sucesiones {ϕn}n>0 y {ψn}n>0 satisfacen

(z − α)ϕ(z) = Mψ(z),

donde ϕ(z) =
[
ϕ0(z), ϕ1(z), . . .

]t, ψ(z) =
[
ψ0(z), ψ1(z), . . .

]t, y M es una matriz de
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Hessenberg inferior con entradas

mk, j =



−
qk(α)
√
‖ν1‖
, si j = 0, k > 0,√

ε0(α)
‖ν1‖

, si k = 0, j = 1,

−
qk(α)q0(α)
√
‖ν1‖
√
ε0(α)

, si j = 1, k > 1,

−
qk(α)q j−1(α)

√
ε j−2(α)

√
ε j−1(α)

, si 2 6 j 6 k,√
εk(α)
εk−1(α) , si j = k + 1,

0, si j > k + 1.

(3.11)

Demostración: Teniendo en cuenta (3.4) para n = 0, obtenemos

Φ̃1(z) − Q0(α)
‖ν1‖

Φ̃0(z) = (z − α)Φ0(z)

y, en consecuencia,

κ0(ν)
κ1(ν1)ψ1(z) − q0(α)

‖ν1‖
1
2
ψ0(z) = (z − α)ϕ0(z).

Ahora, para n = 1,

Φ̃2(z) − β2
‖ν1‖

Q0(α)
Φ̃1(z) = (z − α)

[
Φ1(z) + β2

(
q0(α)ϕ0(z) − ‖ν1‖

Q0(α)
Φ0(z)

)]
Φ̃2(z) − Q1(α)‖ν1‖

ε0(α)Q0(α)
Φ̃1(z) = (z − α)

[
Φ1(z) −

(
Q1(α)
q0(α)

)
ϕ0(z)

]
.

Por tanto,

κ1(ν)
κ2(ν1)ψ2(z) − ‖ν1‖

ε0(α)
q1(α)
q0(α)

κ0(ν)
κ1(ν1)ψ1(z) = (z − α)

(
ϕ1(z) − q1(α)

q0(α)
ϕ0(z)

)
.

Finalmente, para n > 2,
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Φ̃n+1(z) − βn+1
βn

Φ̃n(z) = (z − α)
[
Φn(z) − βn+1

βn
Φn−1(z)+

+βn+1qn−1(α)ϕn−1(z)
]
,

Φ̃n+1(z) − Qn(α)εn−2(α)
Qn−1(α)εn−1(α)Φ̃n(z) = (z − α)

[
Φn(z)

−
Qn(α)
εn−1(α)

(
εn−2(α)

κn−1(ν)Qn−1(α)
− qn−1(α)

)
ϕn−1(z)

]
,

en consecuencia,

Φ̃n+1(z) − Qn(α)
Qn−1(α)

εn−2(α)
εn−1(α)Φ̃n(z) = (z − α)

[
Φn(z)

−βn+1

(
εn−2(α)
qn−1(α)

− qn−1(α)
)
ϕn−1(z)

]
.

Luego

Φ̃n+1(z) − κn−1(ν)
κn(ν)

qn(α)
qn−1(α)

εn−2(α)(ν)
εn−1(α)(ν1)Φ̃n(z) = (z − α)

[
Φn(z) − qn(α)

κn(ν)qn−1(α)
ϕn−1(z)

]
.

o, equivalentemente, para los polinomios ortonormales

κn(ν)
κn+1(ν1)ψn+1(z) − κn(ν1)

κn−1(ν)
qn(α)

qn−1(α)
ψn(z) = (z − α)

[
ϕn(z) − qn(α)

qn−1(α)
ϕn−1(z)

]
.

De esta forma, teniendo en cuenta el Corolario 3.2(
εn(α)
εn−1(α)

)1/2
ψn+1(z) −

(
εn−2(α)
εn−1(α)

)1/2 qn(α)
qn−1(α)

ψn(z) = (z − α)
[
ϕn(z) − qn(α)

qn−1(α)
ϕn−1(z)

]
.
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Si representamos las expresiones anteriores en forma matricial, se obtiene

(z − α)M̃ϕ(z) = M̂ψ(z), (3.12)

donde M̃ y M̂ son matrices bidiagonales inferior y superior respectivamente, con

entradas

m̃k, j =


1, j = k,

−
qk(α)

qk−1(α)
, j = k − 1,

0, en otro caso,

m̂k, j =



−
q0(α)
√
‖ν1‖
, j = k = 0,

−
q1(α)
q0(α)

√
‖ν1‖

ε0(α) , j = k = 1,

−
qk(α)

qk−1(α)

√
εk−2(α)
εk−1(α) , j = k > 2,√

ε0(α)
‖ν1‖

, k = 0, j = 1,√
εk(α)
εk−1(α) , j = k + 1,

0, en otro caso.

Es fácil verificar que M̃ es una matriz no singular. Por tanto, la expresión

(3.12) es equivalente a

(z − α)ϕ(z) = M̃−1M̂ψ(z).

Como consecuencia,

M = M̃−1M̂. (3.13)

M̃−1 es una matriz triangular inferior con entradas m̃(−1)
k, j dadas por

m̃(−1)
k, j =


qk(α)
q j(α)

, 0 6 j 6 k,

0, en otro caso.

Así, la multiplicación en (3.13) produce (3.11).

�

Por otra parte, la matriz M es cuasi-unitaria (ver [29]). De hecho se tiene
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Proposición 3.6

(i) MM∗ = I

(ii) M∗M = I − ε∞(α)ψ(α)ψ(α)∗ donde

ε∞(α) = lı́m
n→∞

εn(α) = ‖ν1‖ −

∞∑
l=0

|ql(α)|2 > 0,

Demostración: (i)

I = 〈ϕ(z),ϕ(z)t〉ν

= 〈(z − α)ϕ(z), (z − α)ϕ(z)t〉ν1

= 〈Mψ(z),ψ(z)tMt〉ν1

= M〈ψ(z),ψ(z)t〉ν1 M∗ = MM∗

(ii)

(M∗)(0)M(0) = κ0(ν1)2
∞∑

l=0

|ql(α)|2 = 1 −
ε∞(α)
‖ν1‖

(M∗)(1)M(1) = 1
ε0(α)

ε0(α)2 + |q0(α)|2
∞∑

l=1

|ql(α)|2


= 1
‖ν1‖ε0(α)

‖ν1‖ε0(α) − ‖ν1‖|q0(α)|2 + |q0(α)|2
∞∑

l=0

|ql(α)|2


= 1 − |q0(α)|2

‖ν1‖ε0(α)ε∞(α).

Para j > 2,
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(M∗)( j)M( j) =
ε j−1(α)
ε j−2(α)

1 +
|q j−1(α)|2

ε j−1(α)2

∞∑
l= j

|ql(α)|2


= 1
ε j−2(α)ε j−1(α)

ε j−1(α)2 + |q j−1(α)|2
∞∑
l= j

|ql(α)|2


= 1 − |q j−1(α)|2

ε j−2(α)ε j−1(α)ε∞(α).

(M∗)(0)M(1) = −
q0(α)

‖ν1‖
√
‖ν1‖−|q0(α)|2

ε∞(α).

Para j > 2,

(M∗)(0)M( j) = −
q j−1(α)

√
‖ν1‖
√
ε j−2(α)ε j−1(α)

ε∞(α)

(M∗)(1)M( j) = −
q0(α)q j−1(α)

√
ε j−1(α)

√
‖ν1‖
√
ε0(α)ε j−2(α)

1 − 1
ε j−1(α)

∞∑
l= j

|ql(α)|2


= −
q0(α)q j−1(α)

√
‖ν1‖
√
ε0(α)ε j−2(α)ε j−1(α)

ε∞(α).

Finalmente, para 2 6 k < j,

(M∗)(k)M( j) = −
qk−1(α)q j−1(α)

√
ε j−1(α)

√
εk−2(α)εk−1(α)ε j−2(α)

1 − 1
ε j−1(α)

∞∑
l= j

|ql(α)|2


= −
qk−1(α)q j−1(α)

√
εk−2(α)εk−1(α)ε j−2(α)ε j−1(α)

ε∞(α).

Dado que Φ̃n+1(α) =
Qn(α)
εn−1(α) con n > 1, tenemos

ψn+1(α) =
κn+1(ν1)
κn(ν)

qn(α)
εn−1(α)

=
qn(α)

√
εn−1(α)εn(α)

, n > 1.

�
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Ahora, sea L la matriz triangular inferior tal que ψ(z) = Lϕ(z). Entonces,

teniendo en cuenta (3.12), obtenemos

M̂L = M̃(Hϕ − αI). (3.14)

Las entradas h̃k, j de la matriz H̃ := M̃(Hϕ − αI) están dadas por

h̃k, j =



−
ϕ1(0)ϕ0(0)
κ1(ν)κ0(ν) , j = k = 0,

−
κk−1(ν)qk(α)
κk(ν)qk−1(α)

−
ϕk+1(0)ϕk(0)
κk(ν)κk+1(ν) , j = k,

κk(ν)
κk+1(ν) , j = k + 1,

ϕ j(0)
κk(ν)

(
qk(α)

qk−1(α)
ϕk(0)
κk−1(ν) −

ϕk+1(0)
κk+1(ν)

)
, j 6 k − 1,

0, j > k + 1,
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y las entradas l̂k, j de L̂ = M̂L son

l̂k, j =



−
q0(α)
√
‖ν1‖

l0,0 +

√
ε1(α)
ε0(α)

l1,0, j = k = 0,

−
q1(α)

q0(α)

√
‖ν1‖

ε0(α)
l1,1 +

√
ε1(α)
ε0(α)

l2,1, j = k = 1,√
ε0(α)
‖ν1‖

l1,1, k = 0, j = 1,

−
q1(α)

q0(α)

√
‖ν1‖

ε0(α)
l1,0 +

√
ε1(α)
ε0(α)

l2,0, k = 1, j = 0,√
ε0(α)
‖ν1‖

l1,1, k = 0, j = 1,√
εk(α)
εk−1(α)

lk+1,k+1, j = k + 1,

−
qk(α)

qk−1(α)

√
εk−2(α)
εk−1(α)

lk, j +

√
εk(α)
εk−1(α)

lk+1, j, j 6 k,

0, j > k + 1.

Dado que l0,0 =

√
‖ν‖
‖ν1‖

y teniendo en cuenta (3.14), las entradas lk, j de L satis-
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facen

l1,0 =

√
‖ν1‖

ε0(α)

(
h̃0,0 +

q0(α)
√
‖ν‖

‖ν1‖

)
,

l2,0 =

√
ε0(α)
ε1(α)

(
h̃1,0 +

q1(α)
q0(α)

√
‖ν1‖

ε0(α) l1,0

)
,

lk+1,0 =

√
εk−1(α)
εk(α)

(
h̃k,0 +

qk(α)
qk−1(α)

√
εk−2(α)
εk−1(α) lk,0

)
, k > 2.

l1,1 =

√
‖ν1‖

ε0(α) h̃0,1,

l2,1 =

√
ε0(α)
ε1(α)

(
h̃1,1 +

q1(α)
q0(α)

√
‖ν1‖

ε0(α) l1,1

)
,

lk+1,1 =

√
εk−1(α)
εk(α)

(
h̃k,1 +

qk(α)
qk−1(α)

√
εk−2(α)
εk−1(α) lk,1

)
, k > 2.

lk+1,k+1 =

√
εk−1(α)
εk(α) h̃k,k+1, k > 1,

lk+1, j =

√
εk−1(α)
εk(α)

(
h̃k, j +

qk(α)
qk−1(α)

√
εk−2(α)
εk−1(α) lk, j

)
, k > 1, j > 2, j 6 k + 1.

(3.15)

O, de manera más explícita,

lk, j =



√
‖ν‖
‖ν1‖
, si j = k = 0,

qk−1(α)
√
εk−2(α)εk−1(α)

√‖ν‖ +

k−1∑
l=0

εl−1(α)
ql(α)

h̃l,0

 , si j = 0, k > 1,

qk−1(α)
√
εk−2(α)εk−1(α)

k−1∑
l=0

εl−1(α)
ql(α)

h̃l,1, si j = 1, k > 0,√
εk−2(α)
εk−1(α) h̃k−1,k, si j = k > 1,

qk−1(α)
√
εk−2(α)εk−1(α)

k∑
l= j−1

εl−1(α)
ql(α)

h̃l, j, si j < k.

(3.16)

Para las submatrices principales se tiene la siguiente

Proposición 3.7 Sean (Hψ − αI)n, Mn y Ln las submatrices principales de dimen-

sión n × n de Hψ − αI, M y L respectivamente. Entonces
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(i) (Hψ − αI)n = LnMn.

(ii) La factorización QR de (Hψ − αI)∗n es

(Hψ − αI)∗n = Q̂∗nR̂∗n,

donde Q̂n = EMn, R̂n = LnE−1 y E es una matriz diagonal con entradas Ek,k

dadas por

Ek,k =

 1, 0 6 k 6 n − 1,
|qn(α)|
√
εn−1(α)

, k = n.

Demostración: (i) La expresión (3.10) escrita mediante matrices por bloques,

resulta ser

Hψ − αI =

 Ln 0

L21 L22

  Mn M12

M21 M22


=

 LnMn LnM12

L21Mn + L22M21 L21M12 + L22M22

 .

Por lo tanto, (Hψ − αI)n = LnMn.

(ii) La matriz R̂n es triangular inferior con entradas positivas en su diagonal prin-

cipal, de manera que, basta probar que la matriz Q̂n es unitaria. De hecho,

(
Q̂∗n

)
(0)

(
Q̂n

)(0)
=

1
‖ν1‖

 n−2∑
l=0

|ql(α)|2 + εn−2(α)

 = 1,

(
Q̂∗n

)
(n−1)

(
Q̂n

)(n−1)
=
εn−2(α)
εn−3(α)

+
|qn−2(α)|2

εn−3(α)
= 1.
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Para 1 6 k 6 n − 2, se tiene

(
Q̂∗n

)
(k)

(
Q̂n

)(k)
=

εk−1(α)
εk−2(α)

+
|qk−1(α)|2

εk−2(α)εk−1(α)

 n−2∑
l=k

|ql(α)|2 + εn−2(α)


=

εk−1(α)
εk−2(α)

+
|qk−1(α)|2

εk−2(α)
= 1,

(
Q̂∗n

)
(0)

(
Q̂n

)(k)
= −

qk−1(α)
‖ν1‖

√ εk−1(α)
εk−2(α) −

1
√
εk−2(α)εk−1(α)

 n−2∑
l=k

|ql(α)|2 + εn−2(α)


= −

qk−1(α)
‖ν1‖

(√
εk−1(α)
εk−2(α) −

√
εk−1(α)
εk−2(α)

)
= 0.

Ahora, para 1 6 j < k 6 n − 2

(
Q̂∗n

)
(k)

(
Q̂n

)( j)
= −

q j−2(α)q j−1(α)
ε j−2(α)

√ ε j−1(α)
ε j−3(α) −

1√
ε j−3(α)ε j−1(α)

 n−2∑
l= j

|ql(α)|2 + εn−2(α)




= −
q j−2(α)q j−1(α)

ε j−2(α)

(√
ε j−1(α)
ε j−3(α) −

1√
ε j−3(α)ε j−1(α)

ε j−1(α)
)

= 0.

Finalmente,

(
Q̂∗n

)
(n−1)

(
Q̂n

)(k)
=

qk−1(α)qn−2(α)εn−2(α)
√
εk−2(α)εk−1(α)εn−3(α)εn−2(α)

−

√
εn−2(α)
εn−3(α)

qk−1(α)qn−2(α)
√
εk−2(α)εk−1(α)

= 0.

Así pues, Q̂n es una matriz unitaria.

�
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3.2. Ejemplos

Ejemplo 3.8 Consideremos en la circunferencia unidad, la medida

dν = |z − 1|2
dθ
2π
, z = eiθ,

donde dθ es la medida de Lebesgue. Entonces la sucesión de polinomios ortogo-

nales mónicos en T respecto a ν es (véase [15], [37])

Φn(z) =

n∑
k=0

k + 1
n + 1

zk, ∀n > 0.

Es fácil comprobar que

κn(ν) =

(∫
T

|Φn(z)|2dν
)− 1

2

=

√
n + 1
n + 2

.

En consecuencia ‖ν‖ = 2 y la sucesión de polinomios ortonormales con res-

pecto a ν es

ϕn(z) = 1
√

(n+1)(n+2)

n∑
k=0

(k + 1)zk

=
(n + 1)zn+2 − (n + 2)zn+1 + 1
√

(n + 1)(n + 2)(z − 1)2
, n > 0.

Ahora, definimos la transformación de Geronimus de la medida ν mediante

dν1 =
dν
|z − α|2

=
|z − 1|2

|z − α|2
dθ
2π
, |α| > 1, z = eiθ.

Entonces, se obtiene

‖ν1‖ =
2|α|2 − α − ᾱ
|α|2 − 1

. (3.17)
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De (3.1), obtenemos las funciones de segunda especie asociadas a ν

qn(α) =
(
1 − α−1

)2
ϕn(α−1), (3.18)

y de (3.17) y (3.18) se tiene

εn(α) = ‖ν1‖ −

n∑
l=0

|ql(α)|2

=
2|α|2 − α − ᾱ
|α|2 − 1

−
∣∣∣1 − α−1

∣∣∣4 n∑
l=0

∣∣∣ϕl(α−1)
∣∣∣2

=
2|α|2 − α − ᾱ
|α|2 − 1

−
∣∣∣1 − α−1

∣∣∣4 Kn(α−1, α−1).

En consecuencia,

εn(α) = 1
|α|2−1

[
2|α|2 − (α + ᾱ) − 1

(n+1)(n+2)|α|2(n+2)

(∣∣∣(n + 1)αn+3 − (n + 2)αn+1 + α
∣∣∣2

−
∣∣∣αn+2 − (n + 2)α + n + 1

∣∣∣2)] .
(3.19)

Las entradas h̃k, j de la matriz H̃ = M(Hϕ − αI) son

h̃k, j =



−
1
2
, j = k = 0,

−
k

k + 1

(
ᾱk+2 − (k + 2)ᾱ + k + 1
ᾱk+2 − (k + 2)ᾱ2 + kᾱ

+
1

k(k + 2)

)
, j = k > 1,

√
(k + 1)(k + 3)

k + 2
, j = k + 1,

√
k + 1

(
1 − ᾱ−1

)2√
( j + 1)( j + 2)(k + 2)

(
ᾱk+1 − (k + 2)ᾱ + k

) , j 6 k − 1,

0, j > k.

(3.20)

Las entradas mk, j y lk, j de M y L, respectivamente, se obtienen sustituyendo
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las expresiones (3.17), (3.18), (3.19), y (3.20) en (3.11) y (3.16).

Ejemplo 3.9 Consideremos ahora la siguiente medida en la circunferencia uni-

dad

dν =
dθ
2π

+ mcδ(eiθ − 1),

donde mc > 0.

La sucesión de polinomios ortogonales mónicos en T asociados a ν es (ver

[9] y [37])

Φn(z) = zn −
mc

1 + nmc

n−1∑
k=0

zk,

para todo n > 1.

Entonces, obtenemos para n > 1

κn(ν) =

(∫ 2π

0
Φn(z)z̄n dθ

2π
+ mcΦn(1)

)− 1
2

, z = eiθ,

=

∫ 2π

0

zn −
mc

1 + nmc

n−1∑
k=0

zk

 z̄n dθ
2π

+
mc

1 + nmc

−
1
2

, z = eiθ,

Luego,

κn(ν) =

√
1 + nmc

1 + (n + 1)mc
, (3.21)

así como ‖ν‖ = 1 + mc. La familia {ϕn}n>0 de polinomios ortonormales asociados

a ν está dada por

ϕn(z) =

√
1+nmc

1+(n+1)mc
zn −

mc√
(1+nmc)(1+(n+1)mc)

n−1∑
k=0

zk

=
(1 + nmc)zn+1 −mczn + mc

√
(1 + nmc)(1 + (n + 1)mc)(z − 1)

, n > 0.



Transformación de Geronimus en el círculo unitario 68

Por otra parte, las entradas h̃k, j de la matriz H̃ = M(Hϕ − αI) son

h̃k, j =



−
m2

c
1+mc

, j = k = 0,

−
1+(k−1)mc

1+kmc

(
(1+(k+1)mc)ᾱ−(1+kmc)

(1+kmc)ᾱ2−(1+(k−1)mc)ᾱ +
m2

c
(1+(k−1)mc)(1+(k+1)mc)

)
, j = k > 1,

√
(1+kmc)(1+(k+2)mc)

1+(k+1)mc
, j = k + 1,

mc√
(1+ jmc)(1+( j+1)mc)(1+kmc)(1+(k+1)mc)

(
(1+(k+1)mc)ᾱ−(1+kmc)

(1+kmc)ᾱ2−(1+(k−1)mc)ᾱ −mc

)
, j 6 k − 1,

0, j > k.
(3.22)

Sea ν2 la transformación de Geronimus de ν, dada por

dν2 =
dν
|z − α|2

=
1

|z − α|2
dθ
2π

+
mc

|α − 1|2
δ(z − 1), |α| > 1, z = eiθ.

Entonces

‖ν2‖ =
1

|α|2 − 1
+

mc

|α − 1|2
. (3.23)

Las funciones de segunda especie asociadas a ν evaluadas en α son

qn(α) =
(1 + (n + 1)mc)α − (1 + nmc)

√
(1 + nmc)(1 + (n + 1)mc)(α − 1)αn+1

. (3.24)

De (3.23) y (3.24) obtenemos

εn(α) =
1

|α|2 − 1
+

1
|α − 1|2|α|2

mc|α|
2 −

n∑
k=0

|(1 + (k + 1)mc)α − (1 + kmc)|2

(1 + kmc)(1 + (k + 1)mc)|α|2k

 .
(3.25)

Las expresiones de las entradas de las matrices M y L son muy engorrosas, pe-

ro se obtienen sustituyendo las expresiones (3.21), (3.22), (3.23), (3.24), y (3.25)

en(3.11) y (3.16).
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3.3. Transformación de Geronimus con masas

Sea ν una medida en el círculo unidad T = {z : |z| = 1} y sea {ϕn}n≥0 la su-

cesión de polinomios ortonormales asociada a ν. Consideremos la transformación

de Geronimus de ν dada por

dν̃ =
dν
|z − α|2

+ mcδα + mcδᾱ−1; (3.26)

donde |α| > 1; mc ∈ C y con el siguiente producto interno asociado

〈p, q〉ν̃ =

∫
Π

p(z)q(z)
dν
|z − α|2

+ mc p(α)q(ᾱ−1) + mc p(ᾱ−1)q(α).

Consideremos la base {1, (z − α), ..., (z − α)n} y supongamos que el funcional

asociado a ν̃ es cuasi-definido, entonces podemos expresar momentos c̃k, j asocia-

dos a ν̃ como

c̃k, j =
〈
(z − α)k, (z − α) j

〉
ν̃

=
〈
(z − α)k−1, (z − α) j−1

〉
ν

= ck−1, j−1, k, j = 1, 2, . . . .

Así,

T̃n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c̃0,0 c̃0,1 · · · c̃0,n−1 c̃0,n

c̃1,0 c0,n−1
... Tn−2

...

c̃n−1,0 cn−2,n−1

c̃n,0 cn−1,0 · · · cn−1,n−2 cn−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.27)

con
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c̃0, j =
〈
1, (z − α) j

〉
ν̃

=

〈
1

z − α
, (z − α) j−1

〉
ν

+ mc(ᾱ−1 − α)
j
, j = 1, 2, . . .

c̃0,0 = 〈1, 1〉ν̃ =

〈
1

z − α
,

1
z − α

〉
ν

+ mc + mc

Utilizando la identidad de Sylvester, obtenemos

T̃nTn−2 = T̃n−1Tn−1 − Dn−1Dn−1

donde

Dn−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c̃0,1 c̃0,1 · · · · · · c̃0,n

c0,0 c0,1 · · · · · · c0,n−1
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

cn−1,0 cn−1,1 · · · · · · cn−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Dn−1 = (−1)nTn−2Qn−1(α) + (−1)n−1Tn−2Φn−1(ᾱ−1)mc(α−1 − ᾱ)

= (−1)n−1Tn−2

(
−Qn−1(α) + mc(α−1 − ᾱ)Φn−1(ᾱ−1)

)
.

Luego,

T̃nTn−2 = T̃n−1Tn−1 − T 2
n−2

∣∣∣∣−Qn−1(α) + mc(α−1 − ᾱ)Φn−1(ᾱ−1)
∣∣∣∣2

= T̃n−1Tn−1 −
T 2

n−2

κ2
n−1(ν)

∣∣∣∣−qn−1(α) + mc(α−1 − ᾱ)ϕn−1(ᾱ−1)
∣∣∣∣2

= T̃n−1Tn−1 − Tn−2Tn−1

∣∣∣∣∣−qn−1(α) + mc(α−1 − ᾱ)ϕn−1(α−1)
∣∣∣∣∣2
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de ahí que:

T̃n

Tn−1
=

T̃n−1

Tn−2
−

∣∣∣∣−qn−1(α) + mc(α−1 − ᾱ)ϕn−1(ᾱ−1)
∣∣∣∣2 .

Entonces podemos deducir de manera recursiva

T̃n

Tn−1
=

T̃0

T−1
−

n−1∑
j=0

∣∣∣∣−q j(α) + mc(α−1 − ᾱ)ϕ j(ᾱ−1)
∣∣∣∣2

= ‖ν̃‖ −

n−1∑
j=0

∣∣∣∣−q j(α) + mc(α−1 − ᾱ)ϕ j(ᾱ−1)
∣∣∣∣2 .

Como conclusión, tenemos

Proposición 3.10 (ver [11]) El funcionalLν̃(p, q) =
∫

p(z)q(z) dν
|z−α|2

+mc p(α)q(ᾱ−1)+

mc p(ᾱ−1)q(α) es cuasi-definido si y sólo si

εn(α) := ‖ν̃‖ −
n−1∑
j=0

∣∣∣∣−q j(α) + mc(α−1 − ᾱ)ϕ j(ᾱ−1)
∣∣∣∣2 , 0.

Demostración. Supongamos queLν̃ es cuasi-definido. Entonces existe {Φ̃n} suce-

sión de polinomios ortogonales mónicos tal que:

Lν̃(Φ̃n, Φ̃m) = k̃nδn,m,

con k̃n , 0.

Consideremos el polinomio Φ̃n+1(z) − Φ̃n+1(α) de grado n + 1 y nulo en z = α.

Entonces

Φ̃n+1(z) − Φ̃n+1(α) = (z − α)
n∑

j=0

λn+1, jϕ j(z), j = 1, 2, ..., n.



Transformación de Geronimus en el círculo unitario 72

con

λn+1, j =
〈
Φ̃n+1(z) − Φ̃n+1(α), (z − α)ϕ j(z)

〉
ν̃

=
〈
Φ̃n+1(z), (z − α)ϕ j(z)

〉
ν̃
− Φ̃n+1(α)

〈
1, (z − α)ϕ j(z)

〉
ν̃

; j = 0, 1, 2, ..., n.

entonces tenemos

λn+1, j = κn(ν)k̃n+1δn, j − Φ̃n+1(α)(−q j(α) + mc(α−1 − ᾱ)ϕ j(ᾱ−1)); j = 0, 1, 2, ..., n.

Por tanto,

Φ̃n+1(z) = Φ̃n+1(α) + (z − α)
[(
κn(ν)k̃n+1 − Φ̃n+1(α)(−qn(α) + mc(α−1 − ᾱ)ϕn(ᾱ−1))

)
ϕn(z)

−Φ̃n+1(α)
n−1∑
j=0

(−q j(α) + mc(α−1 − ᾱ)ϕ j(ᾱ−1))ϕ j(z)
]

Igualando los coeficientes principales

1 =
(
κn(ν)k̃n+1 − Φ̃n+1(α)(−qn(α) + mc(α−1 − ᾱ)ϕn(ᾱ−1))

)
κn(ν).

Si llamamos an = (−qn(α) + mc(α−1 − ᾱ)ϕn(ᾱ−1)), tenemos

κ2
n(ν)k̃n+1 − Φ̃n+1(α)anκn(ν) = 1

Φ̃n+1(α)anκn(ν) =
k̃n+1

kn
− 1

=
T̃n+1

Tn

Tn−1

T̃n

=
|an|

2

‖ν̃‖ −
∑n−1

j=0 |an|
2
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Luego:

Φ̃n+1(α) =
−an

κn(ν)
(
‖ν̃‖ −

∑n−1
j=0 |an|

2
)

=
−an

κn(ν)εn(α)

Ahora construiremos la sucesión de polinomios y probaremos que son ortogo-

nales. Sea

Φ̃n+1(z) = (z − α)Φn(z) +
−an

κn(ν)εn(α)

[
1 − (z − α)

∫
Kn−1(z, t)

t − α
dν(t)

−mc(α−1 − ᾱ)(z − α)Kn−1(z, ᾱ−1)
]

Para k = 1, 2, ..., n + 1 tenemos

〈
Φ̃n+1(z), (z − α)k

〉
ν̃

=
〈
(z − α)Φn(z), (z − α)k

〉
ν̃

+
−an

κn(ν)εn(α)

〈
1, (z − α)k

〉
ν̃

−Φ̃n+1(α)
[〈∫

Kn−1(z, t)
t − α

dν(t), (z − α)k−1
〉
ν

+mc(α−1 − ᾱ)
〈
Kn−1(z, α−1), (z − α)k−1

〉
ν

]
= knδn+1,k +

−an

κn(ν)εn(α)

∫ (z − α)
k

|z − α|2
dν + mc(α−1 − ᾱ)k

−

∫
Kn−1(z, t)

t − α
dν(t)(z − α)

k−1
dν(z) −mc(α−1 − ᾱ)k

]
= knδn+1,k +

−an

κn(ν)εn(α)

∫ (z − α)
k−1

z − α
dν(z) −

∫
(t − α)

k−1

t − α
dν(t)


= knδn+1,k
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y para k = 0 tomamos

Φ̃n+1(z) = (z − α)Φn(z) +
−an

κn(ν)εn(α)

1 − (z − α)
n−1∑
j=0

a jϕ j(z)


De manera que

〈
Φ̃n+1(z), 1

〉
ν̃

= 〈(z − α)Φn(z), 1〉ν̃ +
−an

κn(ν)εn(α)

〈1, 1〉ν̃ − n−1∑
j=0

a j

〈
(z − α)ϕ j(z), 1

〉
ν̃


=

∫
(z − α)Φn(z)
|z − α|2

dν(z) + mc(ᾱ−1 − α)Φn(ᾱ−1)

+
−an

κn(ν)εn(α)

‖ν̃‖ − n−1∑
j=0

a j

〈
(z − α)ϕ j(z), 1

〉
ν̃


= −

an

κn(ν)
−

−an

κn(ν)εn(α)

‖ν̃‖ − n−1∑
j=0

∣∣∣a j

∣∣∣2
= −

an

κn(ν)
+

an

κn(ν)
= 0

�

Proposición 3.11 Las sucesiones {Φ̃n(z)}n≥0 y {Φn(z)}n≥0 satisfacen

(z − α)P(z) = mcΦ̃(z) (3.28)

donde P(z) = [Φ0(z),Φ1(z), ...]t, Φ̃(z) = [Φ̃0(z), Φ̃1(z), ...]t, y M es una matriz
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Hessenberg inferior con entradas:

mk, j =



1 si j = k + 1

−B0 si j = k = 0
A jA j−1

ε j(ν)
si j = k

Ak
‖̃ν‖

si j = 0
Ak

A j−1
−

Ak B j

A jB j−1
si 1 ≤ j ≤ k − 1

0 si j > k + 1

con Bn = −an
κn(ν)εn(α) , An = −Qn(α) + mc(α−1 − α)Φn(α−1).

Demostración. Tomamos

Φ̃n+1(z) = (z − α)Φn(z) + Bn

1 + (z − α)
n−1∑
j=0

C jΦ j(z)


con Cn = −κn(ν)an. Entonces, para n = 0, tenemos:

Φ̃1(z) − Φ̃0(z) = (z − α)Φ0(z).

Tomando n = 1, obtenemos

Φ̃2(z) −
B1

B0
Φ̃1(z) = (z − α)

[
Φ1(z) +

(
B1C0 −

B1

B0

)
Φ0(z)

]
.

Finalmente, para n ≥ 2,

Φ̃n+1(z) −
Bn

Bn−1
Φ̃n(z) = (z − α)

[
Φn(z) +

(
BnCn−1 −

Bn

Bn−1

)
Φn−1(z)

]
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Expresando lo anterior en forma matricial

(z − α)M̂P(z) = M̃Φ̃(z) (3.29)

donde M̃ y M̂ son matrices bidiagonales inferior y superior, respectivamente,

con los siguientes elementos:

m̃k, j =


1 si j = k + 1

−B0 si j = k = 0

−
Bk

B j−1
si j = k

0 resto

m̂k, j =


1 si j = k

−
Ak

Ak−1
si j = k − 1

0 resto

Dado que M̂ es no singular, podemos escribir

(z − α)P(z) = M̂−1M̃Φ̃(z),

y por tanto

M = M̂−1M̃.

M̂−1 tiene elementos

m̂k, j =


1 si j = k

−
ak
a j

si j = k − 1

0 resto

multiplicando M̂−1M̃ tenemos el resultado.

�

Proposición 3.12 Sea L la matriz triangular inferior con 1 en la diagonal prin-
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cipal, tal que Φ̃(z) = LP(z). Entonces

HP − αI = ML (3.30)

y

HΦ̃ − αI = LM. (3.31)

Demostración. De la relación (3.28), se tiene

(HP − αI) P(z) = (z − α)P(z)

= MΦ̃(z)

= MLP(z).

Análogamente, obtenemos

(
HΦ̃ − αI

)
P(z) = (z − α)Φ̃(z)

= (z − α)LP(z)

= LMΦ̃(z).

�

De la expresión (3.29) se tiene

M̂ (HP − αI) = M̃L. (3.32)

Como consecuencia, las entradas lk, j, 0 6 j 6 k, k = 1, 2, . . . de la matriz L

vienen dadas por

lk+1, j = Bk

k∑
r= j−1

ĥr, j

B j
, (3.33)

donde ĥr, j son la entradas de la matriz Ĥ = M̂ (HP − αI).
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