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Introduccién

Una de las ramas de la matematica aplicada es la optimizacion, la cual consiste
en maximizar o minimizar una funcién sujeta a algunas restricciones sobre su do-
minio. Sin perder generalidad, un problema de Optimizacién puede ser expresado,
como:

min_ f(z), (1)

s.a TES)

en particular tenemos el problema siguiente:

s.aril(iﬁzo f(z) (2)

donde f:R"™ — R es una funcién de valores reales y h : R” — R™, m < n es un
funcién de valores en R™.

Existe una gran gama de métodos para resolver este tipo de problemas, entre los
cuales, estan los basados en proyeccion, entre ellos tenemos, el método del gra-
diente proyectado, el método de Newton proyectado, entre otros. Una desventaja
del uso de estos métodos, es el alto costo computacional que se genera al proyec-
tar los iterados sobre el conjunto factible; otra desventaja es la necesidad de la

hipdtesis de convexidad de la funcién f.
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Considerando herramientas de la geometria riemanniana podemos suponer que
0 es valor regular del mapeo h, asi se obtiene que M = {x € R" : h(z) = 0} es
una variedad riemanniana y el problema (2) se puede transformar en el siguiente

problema irrestricto:

min f(z) (3)

s.a xeM
donde M es una variedad Riemanniana y f : M — R es una funcién de valores
reales. Trabajando con este nuevo problema irrestricto ya no es necesario hacer
proyecciones de los iterados en cada iteracion. En adicién, si introducimos una
métrica riemanniana adecuada sobre la variedad M es posible convertir funciones

Nno convexas a convexas.

El propdsito de este trabajo es, en primer lugar, hacer una revisién de los prin-
cipales métodos desarrollados hasta el presente, que usan la direccién de maxi-
mo descenso y variantes en la bisqueda de Armijo para resolver el problema de
optimizacién considerado, usando elementos de geometria riemanniana a fin de
obtener una buena comprension de las ideas alli plasmadas. En segundo lugar,

habiendo detallado el caso particular de las métricas diagonales, el proponer el
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uso de btusquedas no monétonas en lugar de bisquedas de Armijo para lo cual
se presentan ejemplos en donde su uso mejora el comportamiento numérico del

algoritmo.

En el capitulo 1 de este trabajo, se mencionan algunos preliminares necesa-
rios para entender conceptos basicos de la geometria riemanniana, en capitulo
2, hacemos un resumen detallado de algunos de los métodos desarrollados hasta
ahora, para resolver problemas de optimizacion en variedades riemannianas, en
capitulo 3, se estudian las caracteristicas de las métricas riemannianas diagonales
definidas en ortante positivo R}, y el hipercubo abierto (0,1)", se dan expresiones
simples de los simbolos de Christoffel, ecuaciones geodésicas, gradiente y hessiano,
herramientas que utilizamos en capitulo 4 para realizar experimentos numéricos
de algunos de los métodos estudiados y de un método propuesto de optimizacién

riemanniana, basado en la bisqueda no monoétona de R".



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos algunos preliminares de geometria riemanniana,

extraidos en su gran mayoria de los libros de Do Carmo [7] y [8].

1.1. Superficies

Definicién 1.1.1 Sea F' : R® — R™ una funcion diferenciable definida en un

abierto U. Definimos la Diferencial de F' en el punto p € U como una aplicacion
dF, :R" — R™,

definida de la siguiente manera, dF,(v) = f'(0) , con v € R", donde B = F o«

para alguna curva diferenciable o : (—e,e) — U tal que a(0) = p, o/(0) = v. Asi:

ARy 0) = #(0) = S (Foa)n)|

Definicién 1.1.2 Sea F : R* — R™ una funcion diferenciable definida en un

abierto U. Diremos que p € U es punto critico, si la diferencial de F' en el punto

4
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p, dF', : R™ — R™ no es sobreyectiva. La imagen F(p), donde p es punto critico
es llamado valor critico. Un punto de R™ que no es valor critico se llama valor

reqular de F, esto es, a € F(U) es valor reqular si dF, es sobreyectiva para todo

r e F Y (a).

Definicién 1.1.3 (Superficie Regular). Un subconjunto S C R", es una superficie
reqular de R" de dimension k < n si para cada p en S existe una vecindad V de
p en R", un subconjunto abierto U de R y una aplicacion X : U — V N S que

cumple:

(i) X es diferenciable en U.

(ii) X es un homeomorfismo.

(iii) Para cada p en U la diferencial dX, : R¥ — R™ es Inyectiva.

A la aplicacion X : U — V N S se le llama una parametrizacion, carta ¢ sis-
tema de coordenadas locales en una vecindad de p. S N U es llamada vecindad

coordenada de p.

Proposicion 1.1.1 Sea U un subconjunto abierto de R™ y F : U C — R™ una
funcion diferenciable en U con valor reqular a € R™,entonces F~'(a) es superficie

reqular de dimension n —m.

Proposicién 1.1.2 Sea U un subconjunto abierto de R™ y f : U C — R una
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funcidn diferenciable tal que V f(z) # 0 para todo x € f~'(a), entonces S =

f~Ya) es superficie regular.

Proposicién 1.1.3 (Cambio de coordenadas). Sean X — S y Y — S dos pa-
rametrizaciones de S tal que W = X(U)NY(V) # 0, entonces la aplicacion

h=YoX : Xx7Y(W) = Y Y (W) es llamada cambio de coordenadas.

Proposicion 1.1.4 Sea S una superficie reqular de R™ de dimension k. El cam-

bio de coordenadas Y 1oX : XY (W) — Y=Y (W) es un difeomorfismo.

1.2. Variedades

Definicién 1.2.1 Una variedad diferenciable de dimension n, es un conjunto M
y una familia de aplicaciones inyectivas X, : Uy, — M, a € I, definidas en

abiertos U, de R"™ en M tales que cumplen las siguientes condiciones:

« M= x(U.)

» Para todo par X, y X con X,(U,) N X(Us) = W # @, los conjun-
tos X1 (W) y Xﬂ_l(W) son abiertos en R™ y las aplicaciones Xﬁ_l oX, :

XN (W) = X571 (W) son diferenciables.

«
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El par (Uy, X,) con p € X,(U,) es llamado una parametrizacion de M de p,
Xy (Uy) es llamada vecindad coordenada de p . Una familia {(Us, X,)} satisfa-

ciendo los items 1 y 2 es llamada estructura diferenciable de M.

Proposicion 1.2.1 Toda superficie reqular de R"™ de dimension k es una variedad

diferenciable de la misma dimension.

1.3. Aplicaciones diferenciables entre variedades

Definicién 1.3.1 Sea f : U C M — R una funcion definida en un subconjun-
to abierto U de una variedad diferenciable M. Diremos que f es diferenciable en
p € U, si para alguna parametrizacion X, : Uy, CR™ — M, con p € X,(U,) C U,
la composicion fo X, : U, CR™ — R es diferenciable en X (p). Se dice que f es

diferenciable en U si es diferenciable en todo punto de U.

Definicién 1.3.2 Una curva sobre una variedad diferenciable M es una funcion
v:I — M donde I = (—¢,¢). Diremos que v es diferenciable en ty € I si para
alguna parametrizacion X, : U, CR"™ — M con con (ty) € X,(U,), la compues-
ta X, oy : I — U, es diferenciable en ty, donde v(I) C X,(U,). Se dice que v

es diferenciable en I si es diferenciable en todo t € I.
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Definicién 1.3.3 Sean M, y Msy variedades diferenciables de dimension m y n
respectivamente. Una aplicacion ¢ : My — My es diferenciable en p € V | si
dadas Xy : Uy C R™ — M, parametrizacion de My en p y Xy : Uy C R™ — M,
parametrizacion de My en ¢(p), con o(X1(Uy)) C Xa(Us), la aplicacion Xy ' ogo

X1 : Uy CR™ — R™ es diferenciable en Xﬁl(p)

Definicién 1.3.4 Sea Una aplicacion ¢ : My — My es diferenciable entre dos
variedades diferenciables. Decimos que @ es difeomorfismo si ¢ es biyectiva y o=+

es diferenciable.

1.4. Espacio Tangente

Definicién 1.4.1 Sea M una variedad diferenciable. Consideremos una curva di-
ferenciable y : (—e,e) — M, donde v(0) = p y sea D,, el conjunto de las funciones
de M diferenciables en p, D, = {f : M — R/ fes diferenciable en p}; se define el
Vector Tangente a la curva v ent =0 como la funcion v'(0) : D, — R dada
por :

== L feD, (1.1)

Definicién 1.4.2 (Espacio tangente). El espacio tangente a una variedad M en
un punto p representado por T,M, es el conjunto de todos los vectores tangentes

a M enp. Asi, T,M = {v € R™ : v es un vector tangente en p}.
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Observacion 1.4.1 Si escogemos una parametrizacion X, : U C R" — M con
p=X(0) yq € U podemos restringir la funcion f y la curva v en esta parame-

trizacion por :

7'(0) :%(fOV)L_O = % (q1(t), ..., qu(t)) o
;qxo)(gi(m) = (;g;(O)(ai)o)f_

Y0 =Y do (), 12)

es la expresion del vector tangente a f en p con relacion a la parametrizacion X .

Observacion 1.4.2 La expresion (1.2) muestra que el vector tangente a una cur-

va v en p depende de las derivadas de v en un sistema de coordenadas. De la
-, - -z 0 el

eleccion de una parametrizacion obtenemos n vectores {(8_951)’ s (%)} en T,M

que generan, por (1.2), los vectores en T, M.

Proposicion 1.4.1 El espacio tangente de una variedad diferenciable que es un

subconjunto abierto de R™ es el propio R™ .
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Definicién 1.4.3 Sean My y My dos variedades diferenciables de dimension n y
m respectivamente y sea ¢ : My — My una aplicacion diferenciable. Para cada
p € My y cada v € T,M;, escojamos una curva diferenciable o : (—e,e) — M,

con a(0) = p y &/(0) = v. Definiendo B = p o« la aplicacion:

dQOP : TpM1 — T‘p(p)Mg,

dada por dp,(v) = '(0) es una aplicacion lineal que no depende de la eleccion o.

Esta aplicacion es llamada la diferencial de ¢ en p.

1.5. Métricas Riemannianas

Definicién 1.5.1 Sea M una variedad diferenciable. Una métrica riemanniana es
una aplicacion que asocia a cada p € M un producto interno (bilineal, simétrico

y definido positivo) (,),, dado por :

(,)p =T,M xT,M — R,

que varia diferenciablemente en el siguiente sentido: si X : U C R" — M es un

sistema de coodenadas locales en torno de p, con X(x1, 22,3, .....,x,) = q € X(U)
y 8‘; (q) = dX,(0,0,...,0,1,0,...,0,0), entonces la funcion: g;; : U — R definida
por:

0 0

gij(wl,xQ,-.-.,In) - <a$(Q)7 %(Q)> 5
i J

q
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es una funcion diferenciable en U.

Las funciones g;; son llamadas expresiones de la métrica riemanniana en el sistema

coordenado X y la matriz G = (g;;) es la representacion de la métrica riemanniana.

Definicién 1.5.2 (Variedad riemanniana). Una variedad diferenciable para la

cual se define una métrica riemanniana se denomina una variedad riemanniana.

Definicién 1.5.3 El Producto interno de dos vectores u,v € T,M es definido por
(u,v)p = gz (u,v), donde g, es la métrica riemanniana evaluada en el punto x. La

norma de un vector v € T,M es || v |[,= \/(u,v),

Definicién 1.5.4 Un grupo de Lie es una variedad diferenciable M con una es-
tructura de grupo e, tal que la aplicacion M x M — M dada por (z,y) — x ey~
es diferenciable. Para un elemento y € M la traslacion a izquierda por x es el

mapeo L, : M — M definido por L,(y) = x ey, el cual es un difeomorfismo.

Definicion 1.5.5 Sea M un grupo de Lie. Una métrica riemanniana G es en M

es invariante por la izquierda Si

(u,v)y = (d(Ly)u,d(Ly)v, ), para todo x,y € M yu,v € T,M
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1.5.1 Construccién de métricas riemannianas invariantes a través de

H-traslacion

Sea M una variedad diferenciable, x € M y H : M — M un mapeo diferencia-
ble. Para construir una métrica riemanniana invariante a través de H-traslacién

sigamos los siguientes pasos (Do Carmo 36):
1. Definamos en M una estructura de grupo de Lie.

2. Dado un xz € M, consideremos el elemento

<, >LH(ac)_1:C : TLH(I)—LTM X TLH(QE)—NUM — R
3. Yu,v € T, M defina la métrica
(u, 1})1 = <d(LH(x)_1)xu, d(LH(:r;)—1>:1:v> >LH(ac)_1x (13)

El algoritmo anterior se aplica para generar métricas riemannianas diagonales
asociadas para algunos conjuntos naturales viables para los problemas de optimi-

zacion lineal.

Ejemplo 1.5.1 Métricas diagonales en R’ .
Consideremos la variedad diferenciable R? | y sea H: R} — R} una funcién
tal que H(z) = (hi(x1), ha(xa), ..., hn(zy)), donde h; : Ry — R,y son funciones

diferenciables.
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1. Definamos en M una estructura de grupo de Lie.
Sea x = (21,2, ..., %,) Y Y = (Y1,Y2, -, Yn) € R, definamos

oy = (T1.Y1,T2.Y2, .o, Tn-Yn)-

Esa operacion define una estructura de grupo con elemento identidad e =

(1,1,...,1) y el inverso de un elemento x = (x1,Ts, ..., T,) dado por x~1 =

2. Definamos el producto interno en Lyy)—1.

Sea x = (21,2, ...,2,) € R, entonces

LH(I)—lx:H(x)lox:< il 2 . n >

hl(x1)7 h2(l’2)7 hn(iCn)
Como Thp)-1e:R, = R", podemos definir un producto interno en este

punto como un producto escalar euclidiano

T

(v, w) = (u,w) =v" w.

LH(Z)* 1T

3. Definamos la métrica para todo x € R’} .
En primer lugar, vamos a obtener d(Lyy—1). La aplicacion Ly : R}, —
R}, es por definicion Ly )y = H(z)oy = (hi(21).y1, ha(22)-y2, o hn(@n) Yn).-

Entonces d(Lp(z))y : R" — R™ puede ser expresada por la matriz

d(LH(x))y = diag(hi (1), ha(za), ..., hn(20))
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Yy, €N CONSECUENCLA

1 1 1
d(L Dy = di .
(Lria)1)y Zag<h1($1)7 ho(xg)” h”($")>

Ahora, Yu,v € TR} | = R" definimos

- U;V;
<U,U>m = <d(LH(x)_1)xu7d(LH(z)—l)xva >LH(I>_II = § 2 = UTG($)U,
=1

donde,

En particular:

w Sihy Ry — Ry, hi(x;) = xi%, donde r es un escalar distinto de cero,

entonces:

G(z) = dz’ag(ir, 1 s i) =X,

7-7
L1 Ty

donde X = diag(xy, xa, ..., x,).

-_r
2

w Sih Ry — Ry, () = 5% x

S ls

, donde s; € Ry, es fijo yr es un

escalar distinto de cero, entonces:

G(x) :diag<s—}n %2 ,S—") =5"X",

) o
Ty Tg
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donde X = diag(xy, xa, ..., x,).

Ejemplo 1.5.2 Métrica riemanniana diagonal en el hipercubo.

Consideremos la subvariedad diferencial Cy = (0,1)" de R" y sea H : C§ — R,
tal que H(z) = (hi(z1), ho(xa), ..., hn(z)), donde h; : C' — Ry, son funciones
diferenciables. Ahora, podemos definir la métrica en C' como la métrica inducida

de R"  , introducida en el ejemplo anterior. Asi, Vu,v € T,Cy = R"

(U, v), = Zl h;éf:)z = u?'G(z)v, (1.5)

donde,

En particular:

n Si hi(x;) = (28 (1 — )" /(2F + (1 — 2)")Y2, para x; € (0,1), i =1,2,..n y

(2

r es un escalar distinto de cero, entonces:

Ga)=X"+{I-X)".

» Si hi(x;) = sin®(wa;)/m, para z; € (0,1), i = 1,2,...n, tenemos la métrica

trigonometrica:

72 csct(rx) = diag(n? esct(may), 72 csct(mxy), ..., w2 esct ()
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» Sihi(x;) = :17:/2(1 — )2, para z; € (0,1), i = 1,2,..n y r es un escalar

distinto de cero, entonces:

Gx) = X"(I - X)".

1.6. Campos de vectores, conexiones afines y de-

rivada covariante

Definicién 1.6.1 (Campo de vectores en una variedad diferenciable). Un campo
de vectores X en una variedad diferenciable M es una correspondencia que a cada

punto p € M asocia un vector X (p) € T,M.

Considerando una parametrizacion X : U C R™ — M, es posible escribir:

X =3 aip) iy

=1

donde cada a; : M — R es una funciéon en M y {(%)p} es una base asociada

a X, 1 < i< n. Diremos que X es diferenciable si y solo si las funciones a; son

diferenciables.

Definicién 1.6.2 (Campo de vectores a lo largo de curvas). Un campo vectorial
V a lo largo de una curva o : I — M es una aplicacion que a cada o(t) € M

asocia un vector tangente V (t) € ToyM.
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Conexiones Afines.

Denotemos T'M como el conjunto de espacios tangentes definidos en M. Sea H =
HM) ={X : M — TM : para cada p € M, X(p) € T,M, y X € ¢} el
conjunto de campo de vectores de clase ¢y D = D(M) ={f: M - R: f € ¢}

el conjunto de funciones reales de clase ¢*.

Definicién 1.6.3 Una conezion afin es una aplicacion V : H x H — H donde a
cada par de campos (X,Y') se asocia otro campo VxY tal que para todo X,Y, 7 €

H,y f,g €D secumple:

i) VixigrZ = [VxZ+gVyZ;

il) Vx(Y +2)=VxY +VxZ;

i) VxfY = fVxY + X(f)Y, donde X(f) = 1, ai(-) 41

Proposicién 1.6.1 (Derivada Covariante) Sea M una variedad diferenciable con
una conexion afin V. Entonces existe una unica aplicacion que asocia a un campo
vectorial V' a lo largo de una curva diferenciable o : I — M otro campo vectorial
% a lo largo de o, denominado derivada covariante de V' a lo largo de «, tal

que para todo V,W campo de vectores a lo largo de v y f : I — R una funcion

diferenciable en I se cumple:

i) 2(V4+W) =254 2%



CAPITULO 1. PRELIMINARES 18
i) 2(fV) = 4Ly DV

i) z(fV) =%V +1%

iii) si V(t) = Y(a(t)), donde Y € H, entonces 2V = VY

Expresiéon de la conexion afin en términos de las coordenadas locales.
Suponga que los campos de vectores X,Y € H son representados en una cierta

vecindad local X : U C R™ — M de un punto p, por:

X = ixiXhY = iini7
i=1 =1

donde X; = % representan los vectores de la base del sistema de coordenadas

locales.

Usando las propiedades de la definiciéon de la conexion afin:

zj:ijj] = Z:c VXZ< ] ij]'>]
:2)4Z%WW +;%[<ml>]

escribiendo Vx, X; en funcién de la base local:

VxY = Vy.x,

Vi, X, = ZF X, (1.6)

sustituyendo en la ecuacién anterior obtenemos:

k=1 \i,j=1
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Definicién 1.6.4 Los simbolos de Christoffel, o coeficientes de la conexion afin

V en U, son las funciones diferenciables Ffj : U C M — R definidas por (1.6)

Expresion de la derivada covariante en términos de las coordenadas
locales y de los simbolos de Christoffel.
Sea X : U — M un sistema de coordenadas locales en torno de p € M. Un

resultado obtenido al demostrar la Proposicién (1.6.1) es

DV dv? - dxl
I — J V
dt T 2 X%,

j=1 ij=1

n
sustituyendo Vx, X; = E Fijk en la ecuacién anterior tenemos
k=1

DV df —~ dr;
Y-S S

jl z]l
dv? = ;dx;
S SL N 9 RtE- A
7=1 k=11,j=1

y asi,

DV <[ dvf O~ da

i - Tk ) X 1.7

dt Z(dt+z dt ) " (L.7)
k=1 7,7=1

es la expresion de la derivada covariante en términos de coordenadas locales y de

los simbolos de Christoffel.

Definicién 1.6.5 (Geodésicas) Una curva parametrizada o : I — M es una

a

G verifica:

geodésica si el campo tangente

D do

E<E> =0 (1.8)
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Definicién 1.6.6 (Campos paralelos) Dado M una variedad diferenciable, una
conexion afin V y un campo V' a lo largo de una curva diferenciable o : I — M,

V' es denominado campo paralelo si

DV
— =0,Vtel 1.9

Asi, si v es una geodésica, entonces ”Cll—? es paralelo.

Proposicion 1.6.2 Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V.
Sea o : I — M wuna curva diferenciable en M y Vi un vector tangente a M en
al(t,), to € I. Entonces existe un tinico campo de vectores paralelo V a lo largo de

a, tal que V (to) = Vo (V(t) es llamado transporte paralelo de V (to) a lo largo de

a).

Ecuaciones Geodésicas

De la expresion (1.7), un campo paralelo V es determinado por las ecuaciones

" dv* "L dr
Z(E—i_ Zvj i Fij>Xk =0,

k=1 ij=1

de forma equivalente,
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Cuando se trata de una geodésica z(t) = (xy(t),...,x,(t)), se tiene v/ = % )
entonces esta ultima ecuacion se transforma en:
A’z u dr; dx;
+ k=22t —0, k=1,2,..n, 1.10
dt? Z Yodt dt ( )

i,j=1

el cual es un sistema de n ecuaciones diferenciales de 2do. orden, que posee solucion
tinica en algtn intervalo I = [a, b], verificando z(0) = a(0) = p y %(0) = &/(0) =

V.

Proposicién 1.6.3 Dado un punto p € M y un vector v € T,M, v # 0, entonces

existe un € > 0 y una dnica geodésica parametrizada vy : (—e,e) — M tal que

~v(0) = p, v'(0) = v. Notacion y(t,v) = y(t) = 7.

Definicién 1.6.7 Dado p € M yv € T,M, v # 0, sabemos que existe una
unica geodésica v : (—e,e) — M tal que v(0) = p y +'(0) = v, entonces se
define la aplicacion exponencial, exp, : T,M — M, como: exp,(v) = y(1,v) =

v(1) y exp,(0) =z

Conexion afin en variedades riemannianas

Definicién 1.6.8 Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V y
una métrica riemanniana (,). Se dice que V es compatible con la métrica {,), si
para todo par de campos de vectores V- y W a lo largo de la curva diferenciable

a: 1 — M se tiene:

d DV DW

VW) = (—= W) + (V. —=) (1.11)
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Proposicién 1.6.1 Si la conexidon afin V es compatible con (,) y V. W son cam-

pos paralelos a lo largo de una curva diferenciable o : I — M entonces, (V,W) es

constante. En particular si a(t) = (oy(t),...,a1(t)) es una geodésica, (%, 92) es

constante.

Definicién 1.6.9 Una conexion afin V en una variedad riemanniana M es com-

patible con (,) si y solamente si:
X(Y,Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ), ¥V X,Y,Z € H.

Definicién 1.6.10 Una conexion afin V en una variedad riemanniana M es lla-

mada simétrica si:
VxY = VyX =[XY] VXY, €H, donde[X,Y]=XY —YX.

Definicién 1.6.11 (Lewvi-Civita). Dada una variedad riemanniana M, existe una

unica conexion afin V en M satisfaciendo las condiciones:
a) V es simétrica.
b) V es compatible con la métrica riemanniana.

(Esta conexion es denominada conexion riemanniana).

Definicién 1.6.12 Dado un sistema de coordenadas (U, X), las funciones conoci-

das como simbolos de Christoffel Ffj :U C M — R que definen los coeficientes de
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conexion Vx, X; = > 1, FZ-X;C, estdn relacionados con la métrica de la siguiente

manera :

_Z{ 9]1<;+ 0 gk:z aikgij}gkm, (1.12)

donde gi; = (3 ) son elementos de la matriz G(x) y g” los elementos de la

inversa G(z)~

1.7. Curvatura de una variedad Riemanniana

Definicién 1.7.1 Una curvatura K de una variedad Riemanniana M es una co-
rrespondencia que asocia a cada par X,Y € H una aplicacion K(X,Y): H — H

dada por :
]{J(X, Y)Z =VvVxZ -VxVyZ + V[Xy]Z, A= H,
donde V es una conexion de Riemanniana de M.

Observacion 1.7.1 Si consideramos un sistema de coordenadas (U, X') en torno

del punto p y{X;} ,i=1,2,...,n es una base de T,M obtenemos:
K(XZ,X])Xk = (VX]-VXi - invXj)Xk

Proposicién 1.7.1 la curvatura K de una variedad Riemanniana cumple las si-

guientes propiedades:
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i) K es bilineal en H x H, esto es,

K(fX1+9X5, Y1) = [fK(X,Y1)+ 9K (X, Y1),

K(X1, fY1+gYe) = [K(Xy, Y1)+ gK(Xy,Y2),
donde f?g S COO(M>7 X17X27}/17}/2 cH.
ii) Para todo X,Y € H el operador curvatura K(X,Y') es lineal, esto es,

KX, Y)Z+W) = K(X,Y)Z+ K(X,Y)W,

K(X,Y)fZ = [K(X,Y)Z
donde f € C*(M), Z,W € H.
iii) La curvatura es antisimélrica, esto es ,

K(X,Y)=-K(Y,X).

Proposicién 1.7.2 Sea (U, X) un sistema de coordenadas en torno dep € M y

{Xi} una base de T,M en este sistema de coordenadas. Entonces:

K(X;, X;)X Z X,

donde K, ik son dadas por :

Kl = XTI, XFlk+ZFS I, ZFS .
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Observacién 1.7.2 Si en las coordenadas (U, X) escribimos X = Y ' u'X;,
V=537, VY;, Z =Y  whZy, por la linealidad de K tenemos:
K(X,Y)Z= > K uvu'X,. (1.13)
i,j,k =1
Curvatura Seccional. Intimamente relacionado con el operador curvatura R

estd la curvatura seccional (o riemanniana) que definiremos a continuacién

Definicién 1.7.2 Dado un espacio vectorial V, indicaremos por |x Ay| a la ex-

presion,

VizPlyl? = (z,9)%,
que representa el drea del paralelogramo bidimensional definido por un par de

vectores x,y € V

Definicién 1.7.3 Sea o C TpM un subespacio bidimensional del espacio vectorial

TpM y sean x,y € o, dos vectores linealmente independientes. Entonces,

(K (2, y)x,y)

Y

no depende de la eleccion de los vectores e y.

Definicién 1.7.4 (Curvatura Seccional). Dado un punto p € M y un subespacio
bidimensional o C TpM . El numero K(x,y) = K(o), donde {z,y}es una base
de o, es llamado Curvatura Seccional de M.

Si K(z,y) < 0 para todo x,y € o entonces, la curvatura seccional de la variedad
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riemanniana es no positiva.
Si K(x,y) > 0 para todo x,y € o entonces, la curvatura seccional de la variedad

riemanniana es no neqgativa.

Variedades completas

Definicién 1.7.5 Una variedad riemanniana M es llamada (geodésicamente) com-
pleta si para todo p € M, la aplicacion exponencial, exp,, estin definidas para to-
dos v € TpM.; es decir, las geodésicas que parten de p estan definidas para todos

los valores del pardmetro t € R.

Definicién 1.7.6 Dados dos puntos p y q en M, la distancia riemanniana de p

a q en la variedad, denotada por d(z,y), es definida por

b
dp.) =inf, [ 1170 | dt (114
Proposicién 1.7.1 Con la distancia geodésica (1.14) M es un espacio métrico.

Teorema 1.7.1 (Hopf-Rinow) Sea M una variedad riemanniana y sea p € M.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) exp, estd definida en todo TpM para algin p € M
b) Los limitados y cerrados de M son compactos.

c) M es completo como espacios métrico.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 27

d) M es geodésicamente completa.
e) Para todo q € M existe una geodésica uniendo p y q con d(p,q) = inf, ff |

V(@) | dt

Teorema 1.7.2 En una variedad Riemanniana completa M de dimension finita

con curvatura seccional no-negativa, tenemos:

I3 <3+ 15— 2l cos, (1.15)

donde l; denota la longitud de oy, i = 1,2, I3 = d(aq(lh), az(l2)) ¥y

0 = 2(a1(0), a3(0)).

Definicién 1.7.7 Sea M una variedad riemanniana y f : M — R, se define
campo vectorial grad(f) (gradiente de la funcion f) como el inico campo vectorial

que cumple:

df ,(X(p)) = (gradf (p), X (p))s, Yz € H. (1.16)

Observacion 1.7.3 Sea M C R"™ una variedad riemanniana con la métrica defi-
nida por (v,w), = vTG(z)w donde G(x) es una matriz simétrica definida positiva.

Se puede caracterizar el campo gradiente como:

gradf (q) = G (q)f'(q), (1.17)

donde G™' = ¢"(q) es la matriz inversa de G(q) y f'(z) = (%""’%) es el

vector de derivadas parciales de la funcion f o X. En efecto,
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df (X (p)) = f'(@)"v = f'(@)" (G (9)"G(q)v
= (G H9) f'(@)"G(g)v = (G (@) f'(q),v),

Definicién 1.7.8 Sea M una variedad Riemanniana y f : M — R una funcion
de clase C* k > 2.La Hessiana de f, denotada por H' es definida como la derivada

covariante del campo vectorial gradiente, esto es,

D
HY = = (gradf).

La Hessiana en el punto p, en la direccion de v € T,M es:

1] (0,0) = (52 (gradf) (p) ) (1.18)

Proposicion 1.7.3 Para todo X,Y € H, la Hessiana en términos de la conexion

riemanniana vienen dada por:
(HIX,Y) = (XY = VxY)f

Observacion 1.7.4 En términos de la base { Xy} tenemos

(HIX;, X)) = (X,X;— Zrmx
* n Of
N <6x18xj B — Fl]@)‘f

Ejemplo 1.7.1 Sea la variedad riemanniana R™ con métrica G(x) = I. Sabemos
que Iy =0V4,5,m =1,2,...,n,, entonces la Hessiana riemanniana coincide con

la Hessiana usual.
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Definicién 1.7.9 Sea (X, d) un espacio métrico completo. Una sucesion {y*},
k >0, de X es llamada cuasi-Fejér convergente a U C X, si para cada v € U

ezxiste una sucesion €, C R tal que, e, > 0, Z;’g e < 400 ¥y
(Y ) < P(yF,u) + . (1.19)

Teorema 1.7.3 En un espacio métrico completo (X, d) . Si {y*} es cuasi-Fejér
convergente a un conjunto no vacio U C X, entonces {y*} es acotada. Si, ademds,
un punto de acumulacion § de {y*} pertenece a U, entonces {y*} converge y
lim " = 7.

k—oo

1.8. Preliminares de optimizacién

Definicién 1.8.1 Sea M una variedad Riemanniana y f : M — R, definimos por

Punto Critico, los puntos donde :
(gradf(z),v), = 0,2 € M y Vv € T,(M). (1.20)

Definicién 1.8.2 Sea f : M — R,, 2* € M y una U vecindad abierta de x*,
entonces, x* es un Punto Minimo Local de f, si se cumple que f(x*) < f(x)

Ve € UN A; si la desigualdad se cumple para todo x € M, entonces x* es un

Punto Minimo Global de f en A.

Definicién 1.8.3 Se dice que una funcion f : M — R es semicontinua infe-

riormente en T € M, si para toda sucesion {x*} de M convergente a T se tiene
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que:

lim inff(a*) > f(@).

k—o0

St [ es semicontinua inferiormente para todo x € M, entonces decimos que [ es

semicontinua inferiormente en M.

Teorema 1.8.1 (Weierstrass) si f : M — R es semicontinua inferiormente y M

es compacto, entonces existe un punto minimo global de f.

Teorema 1.8.2 (Condicion necesaria de primer orden). Sea f : M — R de clase

C'. Siz* es un punto de minimo local, entonces gradf (z*) = 0.

Demostracion 1.8.1 Sean v € T,«M y v : R — M una curva geodésica tal
que ¥(0) = x* y 7/(0) = v. Definamos la aplicacion h : R — R tal que h(t) =
f(y(t)). Como x* es punto de minimo local de f, existe € > 0 tal que h(0) =
f(z*) < f(v(0)) = h(t), para todo t € (—e,¢), por lo que en t = 0 tenemos un
punto de minimo local de h. Por la condicion necesaria de primer orden en R se
tiene W'(0) = (gradf (z*),v) = 0. En particular para v = gradf (z*) tenemos que

gradf (z*) = 0.

Teorema 1.8.3 (Condicion necesaria de sequndo orden). Sea f : M — R de

clase C*. Si x* es un punto de minimo local, entonces (v, fo*?}> >0, VveT,M.

Demostracion 1.8.2 Seanv € T,xM y v : R — M una curva geodésica tal que

~v(0) = x* y v'(0) = v. Definamos la aplicacion h : R — R tal que h(t) = f(~(1)).
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De la demostracion del teorema anterior, sabemos t = 0 hay un punto de minimo

local de h, entonces por la condicion necesaria de sequndo orden en R se tiene,

R'(0) = 0, luego " (0) = 0. Ahora bien,

W) = {aradf(+(1).7' (1)
W) = (2 gradf (1)), 1)) + {gradf (1(6)), (1)
= (H (0,7 (0)

= (Hlv,v) >0.

Teorema 1.8.4 (Condicion suficiente de sequndo orden). Sea f : M — R de

clase C?. Si x* € M cumple:
- gradf(s*) =0,
] Hj:* definida positiva,
entonces, ¥ es un punto de minimo local estricto de f.

Definicién 1.8.4 Sea A C M donde M es una variedad riemanniana completa.
Se dice que A es un Congunto Totalmente Convexo si contiene toda geodésica

~v de M que conecte a p y q, con p,q € A.

Definicién 1.8.5 Sea A C M donde M es una variedad riemanniana completa.
Diremos que A es convexo si para todo par de puntos p y q de A existe una

geodésica minimal que une p y q contenido en A.
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Definicién 1.8.6 Sea f : M — R; diremos que f es convexa si y solo si para
toda geodésica v : R — M, la compuesta f o~ : R — R es convexa como una

funcion real, es decir, Ya,b € R, YA € [0,1] se cumple:

F((y(1 = XNa +Ab) < (1= A)f(v(a)) + Af((D)). (1.21)

Teorema 1.8.5 Sea f: M — R y M una variedad Riemanniana. Se dice que f
es convexa si y solo si para todo p € M y para toda geodésica v : [o,+00) — M

tal que v(0) = p se cumple:

f(v(1) = f(p) = Hgradf (p),7'(0)) con t € [0, +00). (1.22)

Demostracion 1.8.3 Supongamos que f es convexa, entonces para toda geodési-
cay:R —= M; fory es convexa, en particular para h : [0,400) — R dada por
h(t) = f(y(t)) con t € ]0,+00).

Como h es convexa como funcion real, entonces se cumple

h(t) = h(0) + th'(0). (1.23)
Por otro lado
W(t) = (for) = (gradf (v(t), 7' (1)),
evaluando h' en 0
W (0) = (gradf(v(0)),'(0))

= (gradf(p),7'(0))
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sustituyendo la 1gualdad anterior en 1.23 tenemos:

h(t) = h(0) + t(gradf (p),~'(0))

lo que tmplica que:

fF(y(®) = f(p) = +t{gradf (p),~'(0)).

Reciprocamente, supongamos que se cumple que:

f(y(®)) = f(p) = tlgradf (p),~'(0)) con t € [0, +00),

con vy :R — M la geodésica tal que v(0) = p.
Sea h : [0,4+00) = R dada por h(t) = f(y(t)) cont € [o,+00).
como 1(0) = p y K(0) = (gradf(p),(0)), ocurre que h(t) — h(0) > t/(0),

de esto se tiene que h = f o~y es convexa y por lo tanto f es conveza.

Corolario 1.8.1 Si f : M — R es convexa entonces todos los puntos criticos de

f son minimos globales de f.

Demostracién 1.8.4 Sea p € M un punto critico de f, entonces gradf(p) = 0.
Dado q € M con q # p, existe por teorema de Hopf-Rinow’s una geodésica
v i la,b] = M que conecta a p con q donde v(a) = p y v(b) = q. Como f es

convexa por teorema de condicion de primer orden para converidad se cumple:



CAPITULO 1. PRELIMINARES 34

F(y(0)) = f(v(a)) = (gradf(p),7'(0)) y dado que g es punto critico f(q) > f(p)

Vq. Por lo tanto, todo punto critico de una funcion convexra es un minimo global.

Teorema 1.8.6 Sea M una variedad riemanniana, una funcion f : M — R es

conveza si y solo si el Hessiano de f (H') es semi-definido positivo.

Demostracién 1.8.5 Supongamos que f es convera, seanp € M yv € T,M y
v la dnica geodésica tal que v(0) = p y v'(0) = v. Definamos h : R — R dada por
fory=h porlo que h es convexa. Asi, por la teoria de convexidad, h"(t) > 0 Vi,

ahora por definicion de derivada

H(t) = (gradf (+(1)), v). -

luego
h"(0) = (HJv,v) > 0.
Reciprocamente, supongamos (Hzfv,w > 0. Definiendo h : R — R dada por
fory=h, setiene que h"(t) =20 yh= foy:R— R es conveza, finalmente por

la definicion de convexidad f es convezxa.

Definicién 1.8.7 Sea M una variedad riemanniana completa y f : M — R una
funcion real. f es llamada cuasi-convexa en M si para todo x,y € M, t € [0,1], se

cumple:

fy(@) < max{f(x), f(y)},
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para toda curva geodésica 7y : [0,1] — M, tal que v(0) =z yy(1) = y.

Teorema 1.8.7 Sea f : M — R wuna funcion diferenciable y cuasi-convexa en

una variedad riemanniana completa M y sean x,y € M. Si f(z) < f(y) entonces:

(gradf(y),7'(0)) <0
donde v es la curva geodésica tal que v(0) =y y v(1) = .

Definicién 1.8.8 Sea M una variedad riemanniana, una funcion f : M — R
es pseudoconvera si, para todo par de puntos distintos x,y € M vy toda curva

geodésica que une z a y (v(0) =z, v(1) = y) tenemos :

(gradf (x),7'(0)) >0, entonces f(y) > f(x).

Definicién 1.8.9 Sea I' > 0 una constante y f : M — R, si para cada p,q en
M y el segmento geodésico v : [0,a] — M que conecta a p y q con v(0) = p y
v (a) = q dada por:

[(y0.t) = longitud del segmento [y(0),~(t)] = f(f I7/(t)||dt cumple lo siguiente
lgradf ((t)) — Pygradf (p)l| < Tlli(7o.)ll
se dice que f tiene gradiente I' -lipschitziana.

Definicién 1.8.10 Sea f : M — R, una funcion da la variedad M a los reales,

se denomina conjunto de subnivel a: M* ={x € M : f(z) < a} cona € R
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1.9. Busqueda lineal no mondétona

Presentamos algunas ideas principales acerca del uso de busquedas lineales no-
mondtonas, esta constituye una técnica que ha sido usada con mucha frecuencia
en los ultimos anos, en diferentes aplicaciones y extensiones de problemas de
programacion no lineal. Esta busqueda surge como una ampliacion de la conocida
bisqueda de Armijo, [13], la cual fue la primera regla eficiente de bisquedas
inexactas y que decrece el tamano de las evaluaciones funcionales en cada iteracion.
Esta condicién no es impuesta en las busquedas no-mondtonas, de esta forma
permite que estas evaluaciones funcionales puedan aumentar y/o disminuir en
cada iteracion, de alli su nombre.

En cada iteracién del método de biisqueda no-mondtona, se calcula una direccion
de descenso d* y luego se decide cuanto moverse a lo largo de esta direccién. La
iteracién viene dada por:

M = gk gt

donde el tamano de paso «y es calculado de la siguiente manera:
Dado a > 0, 6 € (0,1) y 8 € (0,1), ax = 0™a, donde hy, es el primer entero no

negativo h para el cual:

fla* + apd®) < méx [f(a*7)] + B0"av f(a*)" d",

0<j<m(k)
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donde m(0) =0y 0 < my <min{m(k—1)+1, M}, k> 1.

La primera de estas estrategias fue propuesta por [11], quienes la usaron, junto
con el método de Newton, en la minimizacién de una funciéon dos veces conti-
nuamente diferenciable y hasta la fecha se han propuesto diferentes biisquedas

no-mondétonas, ver([12]).



Capitulo 2

Optimizacién en Variedades Riemannianas

En este capitulo estudiaremos algunos de los articulos que se han desarrollado
en los tdltimos anos, que tratan acerca de optimizacion en variedades Riemannia-
nas. Se senalara que problema es propuesto en cada trabajo, los métodos plateados
para resolverlo, asi como también los resultados de convergencia, especificando en
cada caso las hipotesis que fueron necesarias para ello. Se mostraran de forma de-
tallada algunas de las pruebas que serviran como justificacién de los experimentos

numéricos en el tltimo capitulo de este trabajo.

2.1. Método de Gradiente Proyectado a lo Largo

de Geodésicas.

En el articulo [1], Luenberger considera el siguiente problema de optimizacién

no lineal

38
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sfi‘(fﬁ:o f(x) (2.1)

donde f:R®™ = R, h: R® = R™, m < n, son funciones de clase 3.

Luenberger expone que cuando deseamos hallar el minimo de una funciéon f sobre
una superficie S, definida implicitamente por S = {z € R";h(x) = 0}, la idea
del método del gradiente proyectado consiste en moverse de un punto z* en S a

1 en S, en una direccién , determinada por la proyeccién del

un nuevo punto z*
gradiente (negativo) de f en z* sobre el plano tangente de S en z*. El punto z**!
es determinado como el minimo en esa direccién. Para una Superficie no lineal .S,
la idea requiere una adicional definicién, ya que el movimiento debe ser restringido
a S y no simplemente a su plano tangente.

Para completar la idea del algoritmo hay que definir una curva z%(¢), € > 0, co-

*1 es escogido

menzando en zF = 2¥(0) y descansando en S. EL nuevo punto z*
como el primer minimo local de f(z*(¢)), para ¢ > 0.

En la practica, es dificil generar curvas en S y determinar con exactitud el punto
minimizador a lo largo de la curva, por lo que usualmente nos movemos a lo lar-
go del plano tangente en la direccion del gradiente proyectado a un nuevo punto

favorable y luego trasladamos este punto a un punto cercano en S.

Existen dos procedimientos para generar las curvas x*(¢), ambos basados en pro-
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yeccion. Sea y, la proyeccién del gradiente negativo de f en z* en el plano tangente
en de S en z¥. Consideremos la linea ¥ + <y, € > 0. El primer método, para cada
g, sea x%(¢) el punto en S mas cercano a x* + ey, El punto 2*(¢) es encontrado
por proyeccién perpendicular a S. El segundo método, para cada ¢, 2*(¢) es la
proyeccién de z¥ +ey;, en S pero con la proyeccién perpendicular al plano tangente
en z¥ en lugar de perpendicular a S. Luenberger argumenta que el desarrollo del
analisis de convergencia para el método del gradiente proyectado basado en los
dos procedimientos descritos arriba, conduce a horrendas aproximaciones y a casi
un sin fin de suposiciones, por lo cual propone que el movimiento sea a lo largo

de geodésicas.

El método de Luenberger es como sigue:

Algoritmo 2.1.1

1. Dado z*, k > 1, un punto factible, calcular la proyeccion yy. de —gradf (z*)

sobre el plano tangente de la superficie (T,1S), donde S = {z € R";h(z) =
0}.

2. Determinar la tnica geodésica y(t) con t > 0 de S tal que v(0) = a* y
7'(0) = yx

3. Minimizar f(y(t)), obteniendo t (paso) y hacer z*** = ~(t;).
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Luenberger prueba la convergencia global del algoritmo (2.1.1) a un punto critico
de f en S y estima la velocidad de convergencia a la vecindad de un punto critico

el cual es un minimo local estricto.

2.2. Minimizando una Funcion Diferenciable So-

bre una Variedad Diferenciable.

El problema estudiado por Gabay en el articulo [2] es el estudiando en (2.1)

por Luenberger

S.ar}}(igzo f(z) (2.2)

donde f:R® - R, h: R" = R™, m < n , son funciones de clase ¢?, o > 2,

en el cual busca dar una generalizacion al método de maximo descenso.

Gabay comienza suponiendo que la siguiente hipétesis de regularidad se cumple:
0 es valor regular del mapa h, esto es , el Jacobiano h'(x) de h en x es de ran-
go completo m, para todo x € M = h~'(0). Bajo la suposicién de regularidad,
muestra que M = {z € R";h(x) = 0} es una variedad diferenciable, sobre la
cual define su plano tangente (7,M) y lo dota con una forma bilineal positiva
Yp : TyM xT,M — R, llamada métrica riemanniana, la cual define una estructura

riemanniana en M. Para entrar en el ambiente riemanniano, define los conceptos
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de campo de vectores, diferenciacion covariante, transporte paralelo y geodésicas,
senalando dentro de este ultimo la aplicacion exponencial. Establece las condicio-
nes de optimalidad en términos de la restriccién de f a la variedad M y también
define el campo gradiente de f en M y muestra que depende de la métrica rie-

manniana.

Gabay senala que para encontrar un minimo local en R" de una funcién con-
tinuamente diferenciable f, el método de maximo descenso genera, a partir de
una aproximacién inicial z°, aproximaciones sucesivas acordes con la siguiente

iteracion:

P =a2F pt k=0,1,2,..., (2.3)

donde p* = —V f(2*), es llamada direccién de méximo descenso, y t; es llamado
tamano del paso, el cual es un escalar positivo seleccionado como el primer minimo
local en R* de la funcién g(t) = f(a* + tp*); se dice que t; es seleccionado por

una busqueda lineal exacta y se denota la solucién por:
te = argman{ f(z" +tp*) : t > 0} (2.4)

Este método puede ser generalizado para encontrar un minimo local de f sobre

una variedad riemanniana M. La direccion de maximo descenso para f sobre M
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en z* esta dada por:
p* ==V (), (2.5)

el opuesto del gradiente de f sobre la variedad riemanniana, donde v es la métrica
riemanniana.
Como las geodésicas en M juegan el rol de las lineas rectas en R", Gabay define el

M¢étodo de descenso acelerado a lo largo de geodésicas como la siguiente iteracion:

2" = expr(tep®) k=0,1,2,...., (2.6)

donde p* es definida por (2.5) y el tamaiio del paso t;, es determinado por bisqueda

geodésica exacta,
te = argmin{ f(expx(tp®)) : t €t > 0}. (2.7)

El algoritmo dado por (2.5), (2.6), (2.7), fue analizado por Luenberger, quien
explicitamente uso la estructura riemanniana v en M, la inducida por la estruc-
tura euclidiana en R". Gabay introduce algunas variantes al método propuesto por
Luenberger en un marco totalmente intrinseco, es decir, la direccién de descenso
que considerada es la determinada por el gradiente de la funcién objetivo relativo
a la métrica riemanniana definida sobre la variedad M; él prueba que la sucesion
{z*} generada por método de descenso acelerado a lo largo de geodésicas (2.5),
(2.6), (2.7), esté bien definida; o bien es finita, terminando en un punto critico, o

es infinita y existe una subsucesion que converge a un punto critico.
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2.3. Algoritmos Geodésicos en Geometria Rie-

manniana.

En el articulo [3] Neto, Lima y Oliveira, consideran el problema (2.1) estudiado

por Luenberger.

s.aril(%:o f(x) (2.8)

donde f:R® - R, h:R" - R™, m < n, son funciones de clase ¢?, o > 2.
Nuevamente se considera la variedad M = {z € R";h(z) = 0}, dotada con
una métrica riemanniana y se definen diversos conceptos tales como : campos
de vectores, campo gradiente, Hessiano, transporte paralelo, derivada covariante,
geodésicas, variedad completa , teorema de Hopf-Rinow’s, tensor curvatura y ley
de los cosenos. También se establecen las condiciones de optimalidad.

El algoritmo propuesto aqui, tiene sus dos primeros pasos iguales a los del algo-

ritmo de Luenberger:

1. Dado z¥, & > 1 factible, calcular la direccién de descenso v, dada por:
yr = —grad f(z*).
2. Determinar la tnica geodésica y(t), t = 0 de M tal que v(0) = 2* y 7/(0) =

Yk
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El tercer paso en el algoritmo de Luenberger es reemplazado por los siguientes

algoritmos intrinsecos:

Algoritmo 2.3.1 (Paso Fijo)
Dados 01 > 0 6o > 0 tal que 6:I' + 09 < 1, donde I' es la constante de lipschitz

asociada al gradiente de f; elegir

2(1 — &)
r )

i, € ((51,
Algoritmo 2.3.2 (Busqueda de Armijo)
Elegir t;, = 27*t, donde t > 0 es dado; i}, es el menor nimero natural positivo tal

que

FOy(t)) < f(a*) = BE2|lgrad f(a*)|, con B € (0,1), (2.9)

Neto, Lima y Oliveira prueban que si la funciéon f : M — R es convexa y M es
una variedad Riemanniana con curvatura no-negativa, completa, la sucesién {z*}
es generada por los algoritmos (2.3.1) y (2.3.2) converge globalmente a un punto
minimo de f; extendiendo asi la metodologia usada por Luenberger a un marco

mas general de variedades riemannianas con curvatura no-negativa.
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2.4. Una Regularizacion proximal del Método

de descenso en Variedades Riemannianas.

El problema estudiado por Neto, Ferreira y Pérez en articulo [4] es el siguiente:

Jin f(z),

donde M es una variedad riemanniana completa y f : M — R es una funcién
continuamente diferenciable. Es introducida una regularizacién proximal en la
busqueda lineal del tamano del paso t;. El método de maximo descenso clasico

siguiente:

Algoritmo 2.4.1
Tomar x° € M.

Para k=0,1,2,....,

ty, = argmm@of(expxk(—tgradf(mk)))

P = capu(—tigradf(at)),

es reemplazado por el siguiente algoritmo:
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Algoritmo 2.4.2

FEste algoritmo requiere una sucesion exdgena, {\}, de nimeros reales, tal que,
para todo k, N < A\, < N/, donde 0 < N < \'.

Tomar 2° € M.

Para k=0,1,2,....,

pu(t) = fleapyr(—tgradf (z*))) + 2\l gradf («*)|%,

calcular
t, = argmingsopi(t),

y hacer

oM = expr (—trgradf (z*)).

Neto, Ferreira y Pérez muestran que la sucesion generada por le algoritmo
(2.4.2), esté bien definida y prueban dos tipos de convergencia.
Convergencia débil
Sin hipotesis concernientes a la curvatura de la variedad riemanniana M y conve-
xidad de f, probaron que si el conjunto de nivel de f en z° es acotado por debajo,
la sucesién generada por el algoritmo (2.4.2), converge débilmente, a saber, es aco-
tada, la distancia entre los iterados consecutivos tiende a cero y todos sus puntos
de acumulacion son puntos criticos.
Convergencia plena

La convergencia plena se cumple bajo la suposicion de convexidad y de curvatura
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seccional no-negativa de M, pero no se necesita la existencia conjuntos de nivel
de f acotados. Considerando esto, los autores probaron que la sucesién generada

por el algoritmo (2.4.2), converge a un punto minimizador de f.

2.5. Meétodo de Descenso Para Minimizacion Cua-

siconvexa en Variedades Riemannianas.

En el articulo [5] y [9] se extiende la convergencia plena del algoritmo de
maximo descenso con una busqueda de Armijo generalizada y una regularizacién
proximal para resolver un problema de minimizacién cuasiconvexa en una variedad
riemanniana completa.

El problema tratado es el siguiente:

min f(z), (2.10)

xeM

donde M es una variedad riemanniana completa de dimension finitay f: M — R
es una funcion cuasiconvexa continuamente diferenciable en M.

El método de méaximo descenso genera una sucesiéon {z*} dada por :
e M (2.11)
2" = exp i (—trgradf (zF)) (2.12)

donde exp es la aplicacién exponencial y ¢, es un tamano del paso.

Quiroz, Quispe y Oliveira comienzan suponiendo lo siguiente:
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Hipédtesis Al

El conjunto de minimos globales del problema (2.10), denotado por X* es no vacio,
ademas, denotan por f* el valor éptimo de ese problema y definen el siguiente
conjunto no vacio U :={z € M : f(z) < nlgff(q:k)}

El siguiente lema es utilizado para probar que la sucesion, generada el método de

maximo descenso es cuasi-Fejér convergente a U.

Lema 2.5.1 Sea f : M — R una funcion continuamente diferenciable y cuasi-
convexa en una variedad riemanniana conexa, completa y de dimension finita con

curvatura seccional no negativa, entonces

(2", ) < (o, @) + 8 || gradf (a*) 1%,
para todo x € U y todo t, > 0.
Demostracién 2.5.1 Sea x € U arbitrario. Supongamos que vy, : [0,1] — M es
la geodésica minimal que une x* y x, tal que v1(0) = 2%, || v1(0) ||= 1 y 72 :
[0,1] — M es la geodésica minimal que une z* y 2%, con 74(0) = —trgradf (z*).

Por propiedad de homogeneidad de las geodésicas, o puede ser reparametrizada

de la siguiente manera:
v+ [0,y || gradf («*) ||| =, tal que, 7a(ty, || gradf («*) ||) = 2",

y asi tenemos

I 72(0) [=1.
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Por la ley de lo cosenos tenemos:
P, 7) < (2, 2) + £ | gradf (o*) |2 +26,d(*, 2){grad (2*), 7/ (0)).

Por otro lado como f es cuasiconveza y f(z) < f(z*) por A1, usando el teorema

1.8.7 se tiene que: (gradf(z*),~'(0)) <0, por lo que
d*(@*,2) < (¥, @) + 1 || gradf («F) |

El método de méaximo descenso con una busqueda de Armijo generalizada pro-

puesto es el siguiente:

e M (2.13)
" = exp i (—trgradf (zF)) (2.14)

donde el tamano del paso t; es determinado por:

ty = argmaz{t : f(expyr(—trgradf (z¥))) < f(z%) — at||gradf (z*)||?,t = 27%,i =
0,1,...}, con a € (0,1)

En la primera parte de este articulo, el propésito es probar la convergencia plena de
este método para el caso cuasiconvexo; y para ello, fueron necesarias las siguientes
suposiciones :

Hipdtesis A2 Sea ¢ : Rt — R' una funcién tal que :

A2.1 Existe a € (0,1), 7, > 0, tal que Vt € (0,7.] : ¢(t) < at,

A2.2 Existe 8 > 0, 75 € (0,+00), tal que Vt € (0,75) NR : ¢(t) > Bt?,
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A2.3 Para todo k, f(a*™1) < f(2*) — o(tr)|lgradf (z*)|]? y 0 < t, < 75, en (2.14)

A2.4 Existey > 1,7, >0talque Vk : t), > 7, 6

Existe & € [ty, ] 1 fexper(—trgradf (z¥))) = f(2*) — ¢(t)l|gradf (z*)|]*.
La proposicién que viene a continuaciéon muestra que la funcion es cuasi-Fejér

convergente a U.

Proposicién 2.5.1 Sea f: M — R una funcion continuamente diferenciable y
cuasiconveza. Suponga que las hipotesis A1 y A2 son satisfechas. Entonces la su-
cesion {x*} generada por el método del gradiente con regla de Armijo generalizada

es cuasi-Fejér convergente a U.

Demostracion 2.5.2 De las hipotesis A2.2 y A2.3 tenemos que :

Bt || gradf (%) |P< f(a*) = fa™), (2.15)
lo cual implica

+00 *
S L gradrtat) e LD <o,
k=0

luego del Lemma (2.5.1) tenemos que la sucesion {x*} generada por el método del

gradiente con regla de Armijo generalizada es cuasi-Fejér convergente a U.

El siguiente teorema garantiza la convergencia de la sucesion

Teorema 2.5.1 Sea f: M — R una funcion continuamente diferenciable y cua-

siconvezra. Suponga que las hipotesis A1 y A2 son satisfechas. Entonces la suce-
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sion {x*} generada por el método del gradiente con regla de Armijo generaliza-

do converge. Ademds, converge para un punto estacionario (un punto T tal que

gradf(z) =0).

Demostracién 2.5.3 De la Proposicion anterior, tenemos que {x*} es cuasi-
Fejér convergente a U, asi por el teorema (1.7.3), {x*} es acotada. Entonces
ezisten T y una subsucesion {z%} de {x*} que converge para T. Por otro lado, de

la continuidad de f tenemos que:

ltm f(ab) = ().

j—+o0
De (2.15), tenemos que { f(x*)} es una sucesion no creciente, con una subsucesion

que converge para f(T), toda la sucesion converge para f(T) y por lo tanto
f(@) < f(a¥), VEkeN,

lo que implica que T € U. Nuevamente utilizando el teorema (1.7.3), concluimos
que {x*} converge para T.

Ahora que queremos probar que gradf(T) = 0. Por reduccion al absurdo que
gradf (T) # 0. Es claro que gradf(z¥) — gradf(z) # 0 y f(z*) — f(T), luego

de (2.15), tenemos que, usando el lema del emparedado

lim ¢, = 0. (2.16)

k——+o0
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Por otro lado usando A2.4 y A2.1 tenemos, para k suficientemente grande:

flexpur(—tugradf (z*))) — f(a") = —atyllgradf ("),

Ademds, del teorema del valor medio, para cada k, existe t; € [0,1x] tal que :

—{gradf (e, (~Ergradf (")), Py o gradf (c)) > —allgradf («*)2,  (217)

donde P, o es el transporte paralelo a lo largo de la geodésica i, tal que 7(0) = a*
y v (0) = —gradf(z¥). Ahora bien, de la ecuacion (2.16) y la hipdtesis A2.4,
tenemos que limy_, oty = 0. Haciendo k — 400 en (2.17) y considerando la
continuidad de de gradf, exp y el transporte paralelo, tenemos que 1 < «, lo cual

contradice A2.1. Por tanto, gradf(z) = 0.

Una consecuencia del teorema anterior, es le siguiente resultado

Corolario 2.5.1 Sea f : M — R una funcion continuamente diferenciable y
pseudoconvera. Entonces, con las hipdtesis Al y A2, la sucesién {x*} converge

para un punto de minimo global del problema planteado.

En la segunda parte del articulo, se presenta el método de descenso con regulari-
zacién proximal. Sea {A;} una sucesién de numeros reales tal que X' < A\ < N,
donde 0 < X < \’. El método de maximo descenso con una regularizacién proxi-

mal genera una sucesién {z*} definida por (2.11) y (2.12), donde

tr = argminf{(exp(—tgradf (z*))) + *A||gradf (z*)||* - t > 0}. (2.18)



CAPITULO 2. OPTIMIZACION EN VARIEDADES RIEMANNIANAS o4

Como ya hemos mencionado Neto, Ferreira y Pérez probaron la convergencia de
este método para el caso convexo, Quiroz, Quispe y Oliveira en este articulo,
demuestran que si f : M — R es una funciéon continuamente diferenciable y
cuasiconvexa y ademds la hipétesis Al es satisfecha. Entonces, la sucesién {z*},
generada por (2.11),(2.12) y (2.18), converge a un punto estacionario.

Por ultimo, se presentan experimentos numéricos para resolver problemas de op-
timizacién para funciones cusiconvexas en la variedad R}, y en el hipercubo

abierto, usando la métrica diagonal.

2.6. Un algoritmo de descenso para optimiza-
cion cuasiconvexa en variedades Rieman-
nias

En este articulo [6], se analiza un algoritmo basado en direcciones de descenso
para resolver el problema de minimizar una funcién cuasiconvexa sobre una va-
riedad de Riemann. El tamano de paso se obtiene mediante la regla de Armijo.

El problema tratado es el siguiente:

min £ (), (2.19)
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donde M es una variedad Riemanniana completa de dimension finitay f: M — R
es una funcion cuasiconvexa continuamente diferenciable en M.
Para espacios Euclidianos, se dice que d, es una direccién suficiente de descenso

si existen dos constantes positivas 79 y 71, independientes de z, tal que :
Vi) < =Vl (2.20)

el < VS (@)]l2, (2.21)

donde || ||2 es la norma euclidiana. Se extiende la definicién de direccién suficiente
de descenso para optimizacién en variedades riemannianas (DSDR) como sigue:

Consideremos nimeros reales a v 3 tal que d* € T,» M satisface:

(gradf (z*), d") < —al|gradf (z")]* (2.22)
[l < Bllgradf (z*)]I, (2.23)

donde el producto y la norma son dados por la métrica riemanniana.
Antes de describir el método se denota Ly = {x € M : f(z) < A} y en adicién,

dado un punto z* se define el siguiente conjunto:

Dy ={d € TuM:—dec N(2* Li(z*)),d es DSDR}, (2.24)

donde N(z*, Ly(2")) es el cono normal de L) en el punto z*.

Se presenta el siguiente algoritmo:
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Algoritmo 2.6.1 (Algoritmo suficiente de descenso)
Sean 2° € M, 0 € (0,1) y 7 € (0,1/2).

Dado z¥ € M y d* € Dy,

si gradf (z¥) = 0 parar

st no, encontrar

karl = €XPyk (dek), (225)
donde
0 = argmax{0’ : f(exp(07d")) — f(z*) < 769 (gradf (z¥),d"),j € N}. (2.26)

Se muestra que el conjunto Dy es no vacio y por tanto la sucesién generada por
(2.25) siempre existe debido a la existencia de 0. A partir de aqui se considera
que el algoritmo (2.6.1) genera una sucesién infinita {z*}.

Teniendo en cuenta lo anterior, Sousa, Santos y Neto demuestran lo siguiente:

a) La sucesién {f(z%)} es nocreciente.
b) La sucesién {*} es cuasi-Féjer convergente a U.

c) La sucesién {z*} converge a un punto estacionario.

Se presentan experimentos numéricos para resolver problemas de optimizacion
para funciones cusiconvexas en la variedad R’} |y en el hipercubo abierto, usando

la métrica diagonal, los cuales son comparados con Papa Quiroz en [9].



Capitulo 3

Caracteristicas de las métricas diagonales

En esta seccion se derivan algunas propiedades geométricas de la métrica rie-

manniana diagonal

_ 1 1 1
G(z) = dzag<h1<x1)2, PREREES hn(mn)2>’

definida en el ortante positivo R’} , cuya matriz inversa G 1 es:
GH(x) = diag(hl(x1)2, ha(12)?, ..., hn(%)Q),

donde las funciones h; : R, — R, son diferenciables. Se obtendran expresiones
simples para los simbolos de Christoffel , las ecuaciones explicitas para obtener
las curvas geodésicas. Se prueba la curvatura nula de la variedad riemanniana
(R%,,G(z)) y se dan expresiones explicitas para el gradiente y Hessiano. Estas
expresiones nos seran de gran utilidad en la tultima parte de este trabajo, don-
de presentaremos algunos experimentos numéricos de optimizacion en variedades

riemannianas.

57
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1. Simbolos de Christoffel.
La relacion entre métrica y Simbolos de Christoffel esta dada por la ecuacion
(1.12), en este caso cuando k # m tenemos que g™* = 0 y asf la expresién

se reduce a:

Fm_{8.+8 ._8H}mm

Se presentan dos casos:

Casoi=7j
1¢ 0 0 0
" 2{8$igzm + Gmig (%skg }g
Sim=1
I — — _
v hz(xz) 8%
sii#m
e =o.
Caso i # j

9 2 9z Gim Oz, Jmi g9
Sim =i, entonces m # j y

I =0.

ij
Sim = j, entonces m # 1y

I’ =

)
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Sim #14y m # j, entonces

7 =0.

En resumen tenemos:

la expresién de los Simbolos de Christoffel en relacién a la métrica G(z).

Ejemplo 3.0.1

= Si hi(z;) =1, entonces, G(z) =1 y Iy =0, Vi,jm=1,..,n.
» i hi(z;) = x4, entonces, G(z) = X2 y = —%&m&j

w Sihi(x;) = z? entonces, G(x)X ™" y I'}? _Txiiéim&j

1)

2. Derivada covariante y transporte paralelo.
Dado un campo de vectores V = >""  v;X; en la curva z(t),
z(t) = (x1(t), x2(t), ..., 2, (t)) € R, con z(0) = p = (p1,p2, ..., pn), donde
{Xi}iz1,2,...n s una base para T,(R%,) = R", de (1.7) tenemos :

a2 ) 62

=1 4,7=1

sustituyendo los Simbolos de Christoffel (3.1) en la ecuacién anterior obte-

nemos:

DV _ ~(dv 1 O(hi(x) dey
W_Z(dt_hi(m o) (3:3)

=1



CAPITULO 3. CARACTERISTICAS DE LAS METRICAS DIAGONALES 60

Ahora bien, para Vo = (V?, V0, ..., V)) € T,(R"},), la ecuacién diferencial
que define el transporte paralelo V (t) = (Vi(t), Va(t), ..., Vi (t)) a lo largo de

la curva z(t) es:

=0,Vi=1,..n (3.4)

con la condicién

V(0) = Vp.

Afirmacién 3.0.1 La solucion de la ecuacion diferencial dada en (3.4) esta

dada por:

:UQM Vi=1,..n (3.5)

En efecto,
avi A(hi(z:)) de;

7

sustituyendo en la ecuacion (3.4) obtenemos:

vp O(hi(ws)) de; 1 O(h(x:)) (Uo hi(xi(t)) ) dz;
v O(hi(w))de;  w) O(hi(wi)) da;

=0,

ademas

~ ohi(@i(0)  ohilp)
Vi) =, hi(p:) - hi(p:) -

y asi V(0) = V. De aqui, podemos definir el transporte paralelo a lo largo

de la curva x(t) como la aplicacion Py : T,(R ) = T (R ) tal que
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M) hafaa(t) hn@n(ﬂ))_ (36)

P, (V) = : Uy 2
V) ( M) " halpn) " halpa)
Ejemplo 3.0.2

r

70

entonces, Py (V); = Uix:/g/p:ﬂ'

w Sihi(x;) = xig(l—xi)%, entonces, Pyy(V); = vixi%(l—:vi)%/pig(l—pi)%.

3. Ecuacién Geodésica.
Sea b= (p17p27"'apn) S Rg—-‘,—a v = (Ulav% ...,Un) € TPR?—-{— y x: I — R7-|L—+7
z(t) = (x1(t), x2(t), ..., x,(t)) una curva tal que x(0) = p y dz(0)/dt = v.

Sustituyendo los simbolos de Christoffel en la ecuacién (1.10)

dz; 1 a(h’(x’))<dxz> =0, i=1,2,..m, (3.7)

con las condiciones iniciales:

iL'Z(O) = D, i:1,2,...n,

r(0) = v, i=1,2,..n.

La ecuacion diferencial (3.7) es equivalente a resolver:

d(l]i
dt

= hi(wi)a;, (3.8)
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para alguna constante a;.

En efecto,
d2$i 8(11@(:6@)) dSUZ d:c’L 2 2 2
pTE _“ia—xi a Y <dt) = hi(zi)ai,
sustituyendo en la ecuacion (3.7) obtenemos
20, (. N\ 2 (. , (o
d*z; 1 8(hl(xl))<d:vz) _ aia(hz(%)) de; 1 O(hl(%))h?(%)a
T o ( dt hi(ai)as) =

Por otro lado, la ecuacién (3.8) es equivalente a resolver:

1

para algunas constantes a;, b; € R
Entonces, la tinica geodésica x(t) de R, con métrica G(z), pasando por
el punto z(0) = p, en la direccién 2'(0) = v, es obtenida resolviendo el

siguiente problema:

1

donde a;, b; son constantes reales tales que :

z;(0) = pi,i=1,2,..n,

ri(0) = v, i=1,2,..n.

Ejemplo 3.0.3 Ejemplos de curvas Geodésicas
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» Si hi(x;) = 1 tenemos que G(p) = I y considerando las condiciones

iniciales de (3.10) encontramos la expresion de la curva geodésica:
X(t)=vt+p;, i=1,..,n

Esto es, las geodésicas son curvas x(t) : R — R% , , definidas por:
xp = (Uit + p1y ooy Ut + pp).

Observemos que la geodésica X (t) estd definida para valores de t tal

que vit +p; > 0.

» Consideremos la variedad (R, X™"), donde las funciones h; que de-

/2

finen la métrica estin dadas por hi(x;) = x;

Resolvamos / d,, = a;t + b;, para r # 2.

r/2
L

Por un lado tenemos que

lo que tmplica que

z; = (at + b7, (3.11)

ahora bien,
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Por otro lado,

luego sustituyendo las expresiones de a; y b; en (3.11), obtenemos la

inica geodésica tal que x;(0) = p y x,(0) = v

v;(2—1) 2-rN\ 55
i) = <—£t+pi2 ) L i=1,2,..n. (3.12)

Sir=2,

v,

xi(t) = pie(?z‘t), i=1,2,..n.

» Consideremos la variedad (R, X (I — X)™?), donde las funciones
h; que definen la métrica estin dadas por hi(x;) = z;(1 — x;).

Tenemos que,

| st ().

luego

lo que tmplica que

e(ait+bi)

T; = —1 + e(a¢t+bi)’ (313)
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ahora bien,
(0) =pi & " = b 1( bi )
Ti\V) = Pi =Di i = 11 .
P Tt P 1—p;
Por otro lado,
) — aie(ait‘i’bi)
z;(t) = (1 1 elat+by2’
luego
b.
a;e’ v;
24(0 :Uiﬁz—zvi@a'i:—l>

luego sustituyendo las expresiones de a; y b; en (3.13), obtenemos que

tin(—L)i=1,2,.n

ri(t) = ‘ donde z = vi -

1+e* pi(1 —p;)

Por otro lado,

e* 1 e*/? — e=#/2 1

—-(1 —) — Z(1 + tanh(z/2)),

14 e? 2( * e?/2 + ez/2 2( + tanh(2/2))

ya que tanh(w) = (¥ —e ™) /(e* +e~ "), asi la unica geodésica tal que

z;(0) = p y 24(0) = v esta dada por :

1 V;
2pi(1 — Di)

zi(t):%<1—l—tanh< t+%ln< bi >)>Z:12n (3.14)

1 —p;
4. Curvatura.

Recordemos que si en las coordenadas (U, X) escribimos X = > 7 | u'X;,

Y = 2?21 Uij, Z = ZZ=1 wk X}, obtenemos :

K(X,Y)Z= > K uvu'X,. (3.15)

i7j7k7l:1
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De la definicién de curvatura tenemos:
k(Xi, X5) X = Vx, (Vx, Xk) — Vx,(Vx,; Xi) + Vix, x; Xk,
como la conexién es de Levi Civita se tiene [X;, X;] = 0. Asi,
E(Xs, X;) Xk = Vx, (Vx, Xi) — Vx,(Vx, X5).

Si ¢ = j, entonces K (X;, X;)X; = 0. Supongamos que ¢ # j. Sabemos que:

Vi, Xp =Y ThX;.

J=1

Sustituyendo los simbolos de Christoffel tenemos:

e 1 O(hi(x;)) 1 O(hi(w)

J=1

(3.16)

luego aplicando Vi, se tiene:

Vi, (Vx,X3) = Vi, (- 5 X1 )

usando la propiedad iii) de la conexién resulta:

O(hi(x:))

Vi, (VX)) = — 0V x, X+ X; (— bik ) Xi

Usando (3.16) y teniendo en cuenta que i # j, los dos términos de la suma

anterior son iguales a cero y asi

Y, (Vx, Xy) = 0.
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Haciendo un razonamiento similar al anterior se obtiene Vx,(Vx,X;) = 0

y por tanto

k’(XZ,XJ)Xk == O7 VZ,],k == 1,2, ...,

y asi

k(X,Y)Z =0. (3.17)

Concluimos que las variedades riemannianas R} | y Cg' con métrica diagonal

tienen curvatura cero.

5. Gradiente y Hessiana.

Teniendo en cuenta la observacién (1.7.3) el gradiente de las variedad rie-

. n s, . - . 1 1 1 .
manniana R}, con métrica G(r) = dzag(hl(xl)% Faloar hn(;rn)2>’ viene

dado por:

gradf (z) = G~} (2) f'(z) = diag((h1(21))?, (ha(22))%, ..., (hn(2))*) f(2)-

Ejemplo 3.0.4

Si hi(z;) = 1, entonces G(x) = I y asi el gradiente riemanniano coin-

cide con el gradiente usual.

Si hi(x;) = x;, entonces gradf (x) = X2f'(z)

"2 entonces gradf (z) = X" f'(x)

)

Si hi(x;) = x;(1 — x;), entonces gradf (z) = X?(I — X;)?f'(x)
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Por otro lado, de la observacién (1.7.4) tenemos que:

I'x. x.\ =
U X ) (03:8% mz:r )

sustituyendo los simbolos de Christoffel obtenemos:

823181'3 o hl (.271) 3:1:1

_ ( 92f N 1 a(hi(xi))éinii>f‘

Asi, esta es la matriz que representa la Hessiana de la funcion f, la cual se

puede representar como:

Hf = ["(x) + G(2)/*(G(a)*) P(a),

donde:
P/(x) = diag (2L, 2L, 2L),
1 1
G( ) dZCLQ( (11)27 h2(m2)27 ceey hn(xn)2>’

0 9 92
f//( ) = d@ag(awg, 8:1:];’ ﬁ)

Ejemplo 3.0.5

» Si hi(z;) = 1, entonces G(x) = I y asi el hessiana riemanniana coin-

cide con el hessiana usual.
» Si hi(x;) = 5, entonces Hf = f"(z) + X1 F'(x)

n Si hi(x;) = 2", entonces HI = f"(z) + IXTUF ()

)
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Observacion 3.0.1 De manera similar, el gradiente y la hessiana de f en

la variedad Cy tienen las mismas expresiones dadas en arriba.

6. Distancia Riemanniana.
De la definicion 1.7.6, tenemos que la distancia riemanniana se obtiene me-

diante
b
d(p.q) = inf, / |2/ | de,

con v(0) = py ¥(to) = ¢q. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.0.6 =

Consideremos la variedad (R", , X ~?). La tnica geodésica tal que z;(0) = p,

y x;(to) = qi, to > 0, viene dada por :

N\ t/t
iL',L(t) = Ds (ﬁ) O, 1= 1,2, ...
Di

Por otro lado,

Ahora bien,

lo que implica que,
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luego,

_ /0 N (> xé(t?)g)(t) ) vz

Asi, dip,) = (S, (2))"

Consideremos la variedad (R}, X2(I — X)™?). La tnica geodésica tal que

z;(0) = p; y x;(to) = qi, to > 0, estd dada por :

@ >—ln<L)]i+ln( bi ))}z’zl,..,n.
l—q L —pi/ 1t L —pi

x;(t) = %{1+tanh(% [ln(

Por un lado,

zi(t) = i% [ln<13—iqi> —ln<lf—;i>] sech? (% [ln(lz—iql) —ln<lf—;i>] %—I—ln(lf—;i)),

luego,
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ast,

G i \12 Y2
. ln( >—ln( i ) / dt
to 1—q —Di 0




Capitulo 4

Experimentos Numéricos

En este capitulo se presentan experimentos numéricos para resolver problemas
de optimizacion en variedades riemannianas. De manera especifica, en primer lugar
vamos a presentar el algoritmo del gradiente con regla de Armijo generalizada,
desarrollado por Papa Quiroz en [9] y en segundo lugar, vamos a proponer un
algoritmo basado en la biisqueda no mondétona de R".

El problema que es de nuestro interés resolver, es el siguiente:

min  f(z)

sa. 0<z; <1, 1=1,2,...,n.

donde f es una funcién cuasiconvexa.

Tomando la variedad riemanniana ((0,1)", X 2(I — X)) se tiene que:

a) Es completa (geodésicamente), pues dado un punto cualquiera x € M y una

direccién cualquiera v € T, M, por (3.14) tenemos que la inica geodésica tal

72
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que z;(0) = p y 2(0) = v esta dada por :

LY U SR W T N
zi(t) 2 tan 2pi<1_pi)+2n1_pi ! "

la cual estd definida para todo t.

b) Es convexa , ya que dados p,q € (0,1)™ existe una unica geodésica x : [0, 1] —
(0,1)™ uniendo a p y ¢, donde x(0) = py (1) = ¢, la cual esta definida para

todo t y esta dada por:

x;(t) = %{1+tanh(% [ln(l %q)—ln(l fipi)]t—l—ln(l fzpz)>} i=1,2,..n.

En efecto, de (3.13) tenemos:

e(ait“’bi)

T 1 elwtth)’ (4.1)

X

haciendo z;(0) = p; y x;(1) = ¢; se obtiene que:

b; = In(:2-) v a; = In(7%-) —In(:2), sustituyendo esto en (4.1) y teniendo

en cuenta que tanh(w) = (e¥ — ™) /(e + e*), se obtiene el resultado.

c) Tiene curvatura nula (ver 3.17).

4.1. Biasqueda de Armijo Generalizada

Se presenta el algoritmo del gradiente con busqueda de Armijo generalizada

desarrollado en [9], para el caso particular de métricas diagonales.
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Algoritmo 4.1.1

1. Dada una tolerancia e > 0 y a* = (2%, 25, ..., %), calcule la métrica

“ey n

G(2*) = X 2(I — X},)72, donde X}, = diag(x¥, ok, ..., xF).

“ey n

2. Calcular la direccion de descenso:
dk — —G(xk)_lf’(xk).

8. La tinica geodésica z(t), t > 0, tal que x(0) = p y 2'(0) = d* esta dada por :

xi(t):%{l—l—tanh(ld—ftleln( Di ))}2:1271

2pi(l—p;)) 2 \1—p;

4. Elegir t, = 27 donde ik es el menor nimero natural tal que:

fla(ty)) < f(a) = Btilld™|?, (4.2)
donde 5 € (0,1).
5. Hacer *t1 = 2*(ty), y calcular la distancia geodésica entre los puntos x* y
21 como:

2N 1/2
) - — 1 o I,;C—l—l 1 _ l.f

6. Criterio de parada: si |d(x*, 2*V)| < e parar, caso contrario hacer x*

<

o1y volver al paso 1.
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4.2. Biusqueda no monoétona

Se presenta el siguiente algoritmo para resolver problemas de optimizacion en
variedades de Riemann, basado en la bisqueda lineal no monétona de R™ descrita
en capitulo 1. Recordemos el tamano de paso «a; es determinado de la siguiente
manera;

Dado a > 0, 6 € (0,1) y 8 € (0,1), a = 0"a, donde hy, es el primer entero no

negativo h para el cual:

fla® 4+ opd®) < méax [f(2")] 4 BO"av f(aF)Td",

0<j<m(k)
donde m(0) =0y 0 < my < min{m(k—1)+1, M}, k> 1.

Para el caso de variedades riemannianas el algoritmo es el siguiente:

Algoritmo 4.2.1

Método de mdximo descenso con biusqueda no mondtona

1. Dado 2%, k > 1, un punto factible, calcular la direccion d* = —gradf (z*)

(gradiente riemanniano).

2. Determinar la tinica geodésica x(t) con t > 0 de M tal que z(0) = z* y

2'(0) = d*.
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3. Hacer,

2k = x(tx),

donde el tamano del paso ty es determinado de la siguiente manera:

FElegir t, = 27%, donde i;, es el menor nimero natural tal que

) < ] =0y — ot df (zM)|? 1
fa(t)) oejeinax @ ) — atillgradf (z*) ", a € (0,1),

Usando la variedad riemanniana ((0,1)", X 2(I — X)~2) y para el caso particular

de métricas diagonales, se presenta el siguiente algoritmo:

Algoritmo 4.2.2

1. Dada una tolerancia ¢ > 0 y ¥ = (2, 2%, ..., 2%), calcule la métrica

.oy n

G(2F) = X *(I — X3,)72, donde X}, = diag(x¥, ok, ..., xF).

“ey n

2. Cacular la direccion de descenso:
dk — —G(xk)_lf,(l‘k).

3. La tinica geodésica x(t), t > 0, tal que 2(0) = p y 2'(0) = d* esta dada por :

1 1 df 1 Di .

4. Elegir t, = 27 donde ik es el menor nimero natural tal que:

fle(t)) < méx — f(2"7) = Bt [ld"|?, (4.3)

0<j<min{k,M—1}
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donde € (0,1).

5. Hacer x*1 = 2*(t}.), y calcular la distancia geodésica entre los puntos x* y

2 como:

. n xf“ :Uf 2y 1/2
d(.T , L ) = Z hl m — hl 1_ {L‘k
i=1 ? 3

6. Criterio de parada: si |d(x®, z*™)| < e parar, caso contrario hacer x* <+

2"y volver al paso 1.
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A continuacién se presentan experimentos con tres funciones cuasiconvexas uti-
lizando los algoritmos (4.1.1) y (4.2.2), el c6digo fue implementado en matlab. Para
los experimentos 1 y 2 fueron utilizados los siguientes parametros: € = 0,000001,
8=09 M=05,ty=3,y para el experimento 3, ¢ = 0,000001, § = 0,95, M =5,
to = 2. En la tablas que se presentan, X° denota el punto inicial del algoritmo,
I[ter. denota el nimero de iteraciones, L.A. denota el niimero de veces que se uti-
liza Armijo, BNM las veces que se utiliza la bisqueda no mondtona, P.Optimo
denota la aproximacién del punto éptimo, V.Optimo denota la aproximacién del
valor 6ptimo y finalmente, D.Riemann denota la distancia riemanniana entre dos

iteraciones consecutivas.
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Experimento 1

La primera funcién a utilizar es f(x,y) = v/— In[(z — 22)(y — y?)], la cual es cua-

siconvexa en ((0,1)", X ~2(I — X)72) y tiene un tinico minimo en z*=(0.5,0.5) con

valor éptimo f* = 24/In(2) = 1,665109222.

Tabla 1 (Bisqueda de Armijo Generalizada)

20 Iter | L.A. P.C)ptimo V.Optimo D.Riemann
(0.45,0.51) | 71 71 | (0,499999,0,500000) | 1.665109 | 8.904980e-007
(0.4,0.6) 77| 77 | (0,499999,0,500000) | 1.665109 | 9.542784e-007
(0.1,0.9) 86 | 84 | (0,499999,0,500000) | 1.665109 | 9.728218e-007
(0.2,0.3) 84 | 84 | (0,499999,0,499999) | 1.665109 | 9.944773e-007
(0.7,0.6) 80 | 80 | (0,500000,0,500000) | 1.665109 | 9.980098e-007
Tabla 2 (Bisqueda no monétona)
20 Iter | BNM P.Optimo V.()ptimo D.Riemann
(0.45,0.51) | 23 4 (0,499999, 0,500000) | 1.665109 | 5.549691e-007
(0.4,0.6) 24 4 (0,499999, 0,500000) | 1.665109 | 8.705161e-007
(0.1,0.9) 30 7 (0,499999, 0,500000) | 1.665109 | 8.416977e-007
(0.2,0.3) 26 4 (0,499999, 0,499999) | 1.665109 | 8.888718e-007
(0.7,0.6) 25 4 (0,500000, 0,500000) | 1.665109 | 8.232247e-007
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Experimento 2
La segunda funcién que utilizaremos f(z,y) = In[1—In[(z—2?)(y—y?)]], la cual es
cuasiconvexa en ((0,1)", X 2(I — X)72) y tiene un tinico minimo en z*=(0.5,0.5)

con valor éptimo f* =1In(1 +41n(2)) = 1,32776143.

Tabla 3 (Btsqueda de Armijo Generalizada)

20 Iter | L.A. P.C)ptimo V.Optimo D.Riemann

(0.45,0.51) | 80 | 80 | (0,499999,0,500000) | 1.327761 | 9.379211e-007
(0.4,0.6) 87 | 87 ](0,499999,0,500000) | 1.327761 | 9.893387¢-007
(0.1,0.9) 97 | 94 | (0,499999,0,500000) | 1.327761 | 9.926292¢-007

(0.2,0.3) 94 | 93 | (0,499999,0,499999) | 1.327761 | 8.942494e-007

(0.7,0.6) 91 91 | (0,500000,0,500000) | 1.327761 | 9.605749¢-007

Tabla 4 (Blsqueda no mondétona)

20 Iter | BNM P. ()ptimo V.()ptimo D.Riemann

(0.45,0.51) | 26 4 (0,499999, 0,500000) | 1.327761 | 6.649036e-007
(0.4,0.6) 28 4 (0,499999, 0,500000) | 1.327761 | 6.913453e-007
(0.1,0.9) 37 11 (0,499999, 0,500000) | 1.327761 | 9.755524e-007

(0.2,0.3) 30 4 (0,499999, 0,499999) | 1.327761 | 8.770180e-007

(0.7,0.6) 29 4 (0,500000, 0,500000) | 1.327761 | 7.218485e-007
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Experimento 3
Por ultimo, la funcién f(z,y) = arctan[—In[(z — 2%)(y — y?)]], al igual que las

anteriores es cuasiconvexa en ((0,1)", X 2(I — X)~?) y tiene un tinico m{nimo en

*=(0.5,0.5) con valor éptimo f* = arctg(41n(2)) = 1,224644415.

Tabla 5 (Bisqueda de Armijo Generalizada)

20 Iter | L.A. P.C)ptimo V.Optimo D.Riemann

(0.45,0.51) | 170 | 170 | (0,499997,0,500000) | 1.224644 | 9.951586e-007
(0.4,0.6) | 186 | 184 | (0,499998,0,500001) | 1.224644 | 9.834920e-007
(0.1,0.9) | 211 | 185 | (0,499998,0,500001) | 1.224644 | 9.960921e-007

(0.2,0.3) | 197 | 184 | (0,499998,0,499998) | 1.224644 | 9.858996e-007

(0.7,0.6) | 191 | 184 | (0,500001,0,500000) | 1.224644 | 9.438545¢-007

Tabla 6 (Blsqueda no mondétona)

20 Iter | BNM P. Optimo V.()ptimo D.Riemann

(0.45,0.51) | 84 2 (0,499998, 0,500000) | 1.224644 | 9.289290e-007
(0.4,0.6) 93 2 (0,499998,0,500001) | 1.224644 | 8.953253e-007
(0.1,0.9) | 117 2 (0,499998, 0,500001) | 1.224644 | 9.587617e-007

(0.2,0.3) | 104 2 (0,499998,0,499999) | 1.224644 | 8.952175e-007

(0.7,0.6) 97 2 (0,500001, 0,500000) | 1.224644 | 9.700283e-007




Conclusion

Existe una gran gama de métodos que se han desarrollado hasta la fecha, que
resuelven problemas de optimizacién en variedades riemannianas; en este trabajo
estudiamos las ideas principales de algunos de ellos, entre los cuales tenemos,
el método de maximo descenso, con busqueda geodésica exacta y con busqueda
de Armijo, una regularizaciéon proximal del método de maximo descenso, entre
otros. Usando las métricas diagonales en el hipercubo , pudimos mostrar ejemplos
numéricos para funciones especificas, donde la bisqueda no mondtona es mas
eficiente que la busqueda de Armijo. Se haran estudios de convergencia para esta
busca no monotona, asi como también se realizara una mayor experimentacion con
otras busquedas; ademas se pretende estudiar la posibilidad de usar el método de

barzilai-borwein.
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Apéndice

Cédigo del Algoritmo: Bisqueda de Armijo Generalizada.
syms Ty
xk = input('Introduzca el punto inicial z* ([ ; ])’);
fun = input('Introduzca la funcién f (Variables x,y)’);
grad = input('Introduzca el gradiente de la funcién f ([ ; ])');
n =1,
itermax = 1000;
cont2 = 0;
while n <= itermax;
dxk = diag(xk);
Gk = dzk"(—2) * ((eye(size(dzk)) — dxk))(—2);
gradant = subs(grad, z,y, xk(1), xk(2));
dk = —dzk™(2) * ((eye(size(dxk)) — dxk))"(2) * gradant;
a = dk(1);

b= dk(2);
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c = zxk(1);

d = zk(2);

e = gradant(1);

f = gradant(2);

t=3;

xtl =1/2% (1 +tanh(—1/2xcx (1 —c)xext+ 1/2xlog(c/(1 —¢))));

xt2 =1/2% (1 +tanh(—1/2xd* (1 —d)x fxt +1/2xlog(d/(1 — d))));

dist = sqrt((log(ztl/(1—xtl))—log(c/(1—c))) 2+ (log(xt2/(1—xt2))—log(d/(1—
d)))"2);

of dist < 0,000001

disp(’Se cumple la tolerancia’)

break

else

fat = subs(fun,x,y,xtl, xt2);

fxk = subs(fun,z,y,c,d);

normadk = (a"2/(c"2 % (1 — ¢)"2)) + (b"*2/(d"2 % (1 — d)"2));

contl = 0;

while fxt > fxk — (0,9) % t x normadk

t = 2"(—contl);

xtl =1/2x (1 +tanh(=1/2xc* (1 —c)xext+1/2xlog(c/(1 —¢))));
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xt2=1/2% (1 +tanh(—1/2xdx (1 —d)* fxt + 1/2xlog(d/(1 — d))));
fat = subs(fun,x,y,xtl, xt2);

contl = contl + 1,

end

cont2 = cont2 + contl;

k(1) = xtl;
zk(2) = xt2;
n=n-+1;
end

end

disp(’El minimo es alcanzado en ’)
disp(xk)

disp(’El valor de f es’)
f=subs(fun,x,y, zk(1), xk(2));
disp(f)

disp(’N de iteraciones realizadas’)
iter =n — 1,

disp(iter)

disp(’Llamadas de armijo’)

disp(cont2)
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disp(’Distancia riemanniana’)

disp(dist)

Cddigo del Algoritmo: Biisqueda no Mondtona.
syms x y
zk = input('Introduzca el punto inicial z* ([ ; ])’);
fun = input('Introduzca la funcién f (Variables x,y)’);

grad = input('Introduzca el gradiente de la funcién f ([ ; ])');

m=[00000];
n =1,
1 =1,

itermax = 1000;

cont2 = 0;

while n <= itermax;

dxk = diag(xk);

Gk = dxk™(—2) = ((eye(size(dxk)) — dxk))(—2);
gradant = subs(grad, z,y, xk(1), xk(2));

dk = —dzk"(2) * ((eye(size(dzk)) — dxk))"(2) * gradant;
a = dk(1);

b= dk(2):
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c = zxk(1);

d = zk(2);

e = gradant(1);

f = gradant(2);

t=3;

xtl =1/2% (1 +tanh(—1/2xcx (1 —c)xext+ 1/2xlog(c/(1 —¢))));

xt2 =1/2% (1 +tanh(—1/2xd* (1 —d)x fxt +1/2xlog(d/(1 — d))));

dist = sqrt((log(ztl/(1—xtl))—log(c/(1—c))) 2+ (log(xt2/(1—xt2))—log(d/(1—
d)))"2);

vf dist < 0,000001

disp(’Se cumple la tolerancia’)

break

else

fat = subs(fun,x,y,xtl, xt2);

fxk = subs(fun,z,y,c,d);

normadk = (a"2/(c"2 % (1 — ¢)"2)) + (b"2/(d"2 x (1 — d)"2));

if i <=5;
m(i) = frk;
else

i=1i—5
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m(i) = fak;
end
contl = 0;

while fxt > max(m) — (0,9) * t"2 x normadk

t = 2"(—contl);

xtl =1/2% (1 +tanh(—1/2xcx (1 —c)xext+ 1/2xlog(c/(1 —¢))));
xt2 =1/2% (1 +tanh(—1/2xd* (1 —d)x fxt +1/2xlog(d/(1 — d))));
fxt = subs(fun,x,y,xtl, xt2);

contl = contl + 1;

end

cont2 = cont2 + contl;

zk(1) = xtl;
zrk(2) = xt2;
n=n+1;
i=i+1;
end

end

disp(’El minimo es alcanzado en ’)
disp(zk)

disp(’El valor de f es’)
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f = subs(fun,x,y,xk(1), xk(2));

disp(f)

disp(’N de iteraciones realizadas’)

iter =n —1;

disp(iter)

disp(’Veces que se realiza la busqueda no monétona’)

disp(cont2)

disp(’Distancia riemanniana’)

disp(dist)

Funcién 1:

sqrt(—log((z — 2"2) * (y — y"2)))

Gradiente:

[((z = 1/2)/(x — 2"2)) * (1/ (sqrt(—log((z — 2"2) * (y — y"2))))); ((y — 1/2)/(y —
y"2)) * (1/(sart(=log((z — 2"2) * (y — y"2)))))]

Funcién 2:

log(1 —log((x — 2"2) * (y — y"2)))

Gradiente:

(22 —1)/(x —2"2)) « (1/((1 —log((x — 2"2) * (y = ¥"2))))); (2xy — 1) /(y —

y"2)) * (1/((1 = log((x — 2"2) * (y — y"2)))))]
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